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“ Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello.” 

Albert Einstein 

El Calculo 7 (de aquf en adelante abreviado como EC7) es una obra disenada 
tanto para los cursos de especializacion en matematicas como para los estu- 
diantes cuyo interes primario radica en la ingenieria, las ciencias fisica y 
sociales, o los campos no t6cnicos. La exposicidn estd adecuada a la experiencia 
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes 
ejemplos desarroilados asf como la gran variedad de ejercicios, continuan 
siendo las caracteristicas distintivas del texto. 

En ningun otro tiempo entre ediciones sucesivas han oeurrido tantos 
cambios en la ensenanza del Calculo como en el periodo entre las ediciones 
sexta y septima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la 
disponibilidad de la tecnologfa modema en la forma de ealculadora grafica o 
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi- 
nado reforma del Calculo. He invitado a seguir este movimiento observando 
el principio: REFORMA CON RAZ6N. Con el fin de apegarme a este principior 
he aplicado las siguientes gufas: 

1. La tecnologia debe incorporate para mejorar la ensenanza y el apren- 
dizaje del Calculo, no para reemplazar las matematicas o restar impor- 
tancia a los temas tedricos. 

2. Las defmiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in- 
formalmente. 

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los 
teoremas son necesarias. 

4 . Cuando se presenta una demostracion, debe ser bien motivada y cuida- 
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que 
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro. 

5. Cuando se establece un teorema sin demostracion, la discusion debe au- 
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse 
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo- 
sicion del teorema y no una demostracion del mismo. 

6. Debe darse importancia a los modelos matematicos de las aplicaciones 
de la vida real. 

7. Debe destacarse la redaction en matematicas. 

Los catorce capitulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capitulos 
1—9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capi- 
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de mas de una variable. 
En EC7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene 
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in- 
cluso en las modificaciones. 

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las 
siguientes caracteristicas: 


GRAFICADORA "ACTIVA" 


A lo largo de la presentation, EC7 utiliza la calculadora grafica o graficadora 
manual no solo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren- 
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solution de problemas. Se 
ha integrado la graficadora directamente a la exposition de acuerdo a la ftlo- 
soffa que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive 
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue: 

1. Trabajar analiticamente (con papel y lapiz); despues apoyar numerica 
y graficamente (con la graficadora). 

2. Trabajar numerica y graficamente ; despues confirmar analiticamente . 

3. Trabajar numerica y graficamente debido a que otros metodos no son 
practicos o posibles. 


MODELOS MATEMATICOS Y 
PROBLEMAS VERBALES 

Los modelos matematicos de situaciones practicas presentadas como proble- 
mas verbales surgen en diversos campos como fisica, quimica, ingenieria, 
administration, economfa, psicologfa, sociologia, biologfa y medicina. Las 
funciones como modelos matematicos se introducen primero en la section 1.3 y 
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La section 1.3 contiene suge- 
rencias para obtener una funcion como modelo matematico paso a paso. 

RED ACC ION EN MATEMATICAS 

A fin de completar la solution de cada ejemplo de un problema verbal, se 
presenta una conclusion que responde a las preguntas de este. El estudiante 
debe redactar una conclusion semejante, que consista en una o mas oraciones 
completas, para cada ejercicio similar. A1 final de cada grupo de ejercicios hay 
uno o dos de redaction los cuales pueden pregun tar sobre como o por que 
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante 
que describa , explique o justifique un proceso particular. 

EJERCICIOS 

Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de 
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des- 
de calculos y aplicaciones hasta problemas teoricos para la calculadora y 
ejercicios de redaction, como los mencionados anteriormente. Estos aparecen 
al final de cada section y como ejercicios de repaso al final de cada capitulo. 

EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Los ejemplos , cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en 
la resolution de los ejercicios, y ademas sirven como modelos para sus solu- 
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, defini- 
ci6n o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta. 

PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS) 

Todas las figuras se han vuelto a trazar para' EC7. Las graficas trazadas en la 
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un 
borde de color mas oscuro a diferencia de las graficas dibujadas a mano. Todas 
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las figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el 
fin de obtener precision matematica. Estas figuras, que son mas vfvidas que 
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matematica® y 
Adobe Illustrator ®. 

ASPECTOS PEDAGOGICOS 

Cada capftulo comienza con una introduccidn titulada VISION PRELIMINAR. 
A1 final de cada capftulo se muestra una lista de sugerencias para su revi- 
sion. Juntos, estos aspectos sirven como una resena, de principio a fin del 
capftulo, cuando el estudiante se prepara para un examen. 

DESCRIPCION DE CADA CAPITULO 
Capitulo 1 Funciones, li mites y continuidad 

Los tres temas del tftulo de este capftulo conforman la base de cualquier pri- 
mer curso de Calculo. Se exponen todos los teoremas de lfmites incluyendo 
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los 
ejercicios. La seccion 1.3, nueva en esta edicidn, presenta las funciones 
como modelos matem£ticos anticipadamente de su uso posterior en aplica- 
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista 
preliminar de c6mo se aplica el Cdlculo en situaciones reales. La seccidn 1.4, 
tambi^n nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de lfmite de 
una funcion. 

Capitulo 2 Derivada y diferenciacion 

En la seccidn 2.1 se define la recta tangente a la grafica de una funcion antes 
de estudiar la derivada, esto con el propdsito de mostrar un avance de la inter- 
pretacidn geometrica de este concepto. Las aplicaciones ff sicas de la derivada en 
el estudio del movimiento recti lfneo se presen tan solo despues de haber de- 
mostrado los teoremas sobre diferenciacidn, de modo que dichos teoremas 
pueden emplearse en estas aplicaciones. En la seccidn 2.7 se estudian las 
derivadas de las seis funciones trigonom6tricas y despu6s se emplean 
como ejemplos para la presentation inicial de la regia de la cadena en la 
siguiente seccion. La derivada numerica, tema nuevo en esta edicidn y pre- 
sentado en la seccion 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro- 
ximar derivadas y para trazar sus gr&ficas. En la seccion 2.4 se Simula el 
movimiento de una partfcula sobre una lfnea recta. 

Capitulo 3 Comportamiento de las 
funciones y sus graficas, valores extremos 
y aproximaciones 

En este capftulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que 
implican maximos y mfnimos asf como el trazado de una curva. Los lfmites 
al infmito y sus aplicaciones para determinar asfntotas horizontales se han 
cambiado a este capftulo donde se aplican a fin de dibujar graficas. La grafica- 
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos 
de forma analftica asf como para conjelurar propiedades de las funciones, las 
cuales se confirman despu6s analfticamente. Un aspecto nuevo de esta edition 
esti relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje 


la grafica de una funcion a partir de la grafica de su derivada y viceversa. En la 
seccion final del capitulo se presenta la aproximacion mediante la recta tan- 
gente junto con el metodo de Taylor y el de diferenciales. 

Capitulo 4 Integral definida e integration 

Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivacion (o antidiferenciacion). 
Se utiliza el termino antiderivacion en lugar de integ radon indefinida , sin 
embargo, se conserva la notacion estandar \f(x) dx. Esta notacion sugerird 
que debe existir alguna relacion entre integrales defmidas y antiderivadas, 
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentation propor- 
cione un panorama teoricamente apropiado de la definition de la integral 
definida como un limite de sumas. Dichos lfmites se aplican primero para de- 
finir el area de una region plana y despues se utilizan en la definicion de la 
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de 
una integral definida se presenta antes de la demostracion del segundo teo- 
rema fundamental del Calculo, utilizado para obtener valores de integrales 
analiticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral 
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La seccion 4.3, sobre 
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento 
rectilfneo, donde el movimiento se Simula en la graficadora. Otras aplicaciones 
de los conceptos de este capitulo incluyen el estudio completo del area de una 
region plana asi como el volumen de solidos, presentados posteriormente en 
la edition anterior. La seccion 4.9 se inicia con el cdlculo de volumenes mediante 
el metodo de rebanado, se continua con la determination de volumenes de sdlidos 
de revolucion mediante los metodos de discos y de arandelas, considerados co- 
mo casos especiales del metodo de rebanado. En la seccion 4.10 se determinan 
los volumenes de solidos de revolucion mediante el metodo de capas cilfndricas. 

Capitulo 5 Funciones logaritmicas, 
exponenciales, trigonometricas inversas 
e hiperbolicas 

En la primera seccion se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones 
siguientes se dedican a las funciones logarftmica y exponencial. Primero se 
define la funcidn logarftmica natural y despues la funcidn exponencial natural 
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un 
exponente irracional de un numero positivo. Posteriormente se define la fun- 
cion exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas 
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci- 
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la funcion de densidad de 
probabilidad normal estandarizada. Las tres ultimas secciones se dedican a las 
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonome- 
tricas inversas y las funciones hiperbolicas. 

Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la 
integral definida 

En este capitulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no sdlo 
las tecnicas de manipulacidn sino tambien los principios fundamentales invo- 
lucrados. La longitud de arco, una aplicacion geometrica, se trata en la sec- 
cion 6.1. Las otras cuatro secciones estan dedicadas a aplicaciones rfsicas, las 
cuales incluyen centra de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y 
fuerza ejercida por la presion de un hquido. En cada aplicacion, se motivan 
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y explican intuitivamente las definiciones de los terminos nuevos. Se han 
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos 
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida. 

Capitulo 7 Tecnicas de integration, formas 
indeterminadas e integrales impropias 

Las tecnicas de integracion constituyen uno de los aspectos mas importantes 
de las operaciones del Calculo. Estas tecnicas se estudian en las primeras cinco 
secciones, tratadas en ocho en la edicion anterior. Despues de una motivacion 
introductoria, se explican los fundamentos teoricos de cada uno de los metodos. 
El dominio de las tecnicas de integracion depende de los ejem- 
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el 
estudiante enfrentara en la practica. En la seccion 7.4 se presentan otras dos 
aplicaciones de la integracion: crecimiento logfstico, que surge en econorma, 
biologfa y sociologfa; y la ley qufmica de accion de masas. En la seccion 7.6 
se estudian dos metodos numericos para aproximar integrales definidas. Estos 
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el 
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximacion de inte- 
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas 
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res- 
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias, 
se han reubicado en esta edicion; preceden inmediatamente a los temas de se- 
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones 
de las integrales impropias incluyen la funcion de densidad de probabilidad asi 
como algunas otras relacionadas con geometrfa y economfa. 

Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales, 
sucesiones y series infinitas 

Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo 
capitulo y no en dos como en la edicion anterior. Todos los temas se incluyen, 
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad 
matematica. Este capitulo es independiente y puede estudiarse en cualquier 
momento despues de completar los primeros siete capitulos. La primera seccion 
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la formula de Taylor. 
Esta formula se generaliza a la serie de Taylor en la seccion 8.9. Las secciones 
8. 2-8. 6 se han dedicado a las sucesiones y series infinitas de terminos constantes, 
y en la seccidn 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia 
para series infinitas. En las secciones 8.7-8.10 se estudian las series de ter- 
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capitulo 
conducen por sf mismos a la incorporaeion de la graficadora, no solo para faci- 
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar e investigar la con- 
vergencia o divergencia de una serie infmita y de aproximaciones polinomiales. 

Capitulo 9 Ecuaciones parametricas, curvas 
planas y graficas polares 

Los tres temas de este capitulo se han agrupado para completar el estudio del 
calculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones 
parametricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio 
de vectores. En las dos secciones siguientes se estudian graficas polares, 
mientras que en la seccion final se presenta un tratamiento unificado de las 
secciones conicas y las ecuaciones polares de las conicas. La discusion de 


las secciones conicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo 
general en un curso previo al Calculo, en esta edicion se tratan en el apendice. 

Capitulo 1 0 Vectores, rectas, pianos 
y superficies en el espado 

En esta edicion, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian 
en el mismo capitulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En 
la seccion 10.1 se definen los vectores en el piano. En la seccion 10.2, antes 
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numerico tridimen- 
sional, el cual se denota por R 3 . En el capitulo tambien se proporciona una 
introduccion vectorial a la geometria analitica solida al estudiar, en la seccion 
10.4, rectas y pianos en i? 3 , y superficies en la seccion 10.6. 

Capitulo 1 1 Funciones vectoriales 

De igual manera que con los vectores en el capitulo 10, en este capitulo se 
estudian las funciones vectoriales tanto en el piano como en el espacio 
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una funcion 
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones parametricas, asf como sus 
propiedades tambien se estudian simultaneamente. Las aplicaciones de este 
capitulo tratan acerca de geometria, fisica e ingenieria. En la seccion 11.5, 
sobre movimiento curvilmeo, se utiliza la graficadora para simular en movi- 
miento de un proyectil en un piano. 

Capitulo 1 2 Calculo diferencial de 
funciones de mas de una variable 

Los temas contenidos en este capitulo se han reunido y condensado de dos 
capitulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate- 
matica. En las primeras cinco secciones se estudian limites, continuidad, deri- 
vadas parciales, diferenciabilidad y la regia de la cadena para funciones de 
mas de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi- 
nacion de tasas de variation y el calculo de aproximaciones. La seccion 12.6, 
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una seccion que muestra 
la aplicacion del gradiente en la determination de pianos tangentes y rectas 
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre- 
sentan en las dos ultimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y 
multiplicadores de Lagrange. 

Capitulo 13 Integracion multiple 

El Calculo integral de funciones de mas de una variable, contenido en las 
secciones 13.2-13 .6, es precedido por una seccion en la que se estudian coorde- 
nadas cilmdricas y esfericas, reubicadas en esta edicion, de modo que esten 
mas cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun- 
ciones de dos variables se estudian en la seccion 13.2 y en las dos secciones 
siguientes se aplican a la fisica, ingenieria y geometria. 

Capitulo 14 Introduccion al 
Calculo de campos vectoriales 

En las seis secciones de este capitulo final se presenta un estudio amplio del 
Calculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de linea, 
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de 
Stokes. La presentation de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son 
acerca de fisica e ingeniena. 

Apendice 

Los temas de Algebra, trigonometria y geometna analitica, por lo comun se 
estudian en cursos previos al Calculo, ahora se presentan en el apendice, de- 
jando asi el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Calculo. Esta 
modificacion tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo - 
metria analitica no aparecen en el tftulo de esta edicion. Las secciones del 
apendice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por 
completo, dependiendo de la preparacion de los estudiantes de cada grupo. 

Secciones suplementarias 

Las secciones suplementarias se encuentran despues del apendice; estas sec- 
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la 
comprension del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante 
el numero de la seccion del cuerpo principal del texto, contienen discu- 
siones teoricas y algunas de las demostraciones mas diffciles. 


Louis Leithold 
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO* 


Para el estudiante 

An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del 
Calculo) por Leon Gerber, de Saint John’s University y John Minnick, de 
DeAnza College. 

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7 , este manual, en tres 
volumenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer- 
cicios cuyo numero es divisible entre 4. Los manuales tambien contienen to- 
dos los teoremas y definiciones importantes asf como examenes simples con 
sus soluciones para cada capftulo. 

Para el profesor 

Instructor’s Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu- 
ciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John’s University. 

Este manual, en dos volumenes, contiene las soluciones para todos los 
ejercicios de EC7. 

Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de examenes /Editor 
con Quizmaster) 

Este banco de examenes computarizado esta disponible en versiones para 
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador 
de Examenes , escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas 
y preguntas al elaborar examenes ya preparados. El Editor permite a los pro- 
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas. 
Quizmaster permite a los instructors crear ex&menes y cuestionarios del Ge- 
nerador de Examenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti- 
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red. 

Tambien esta disponible un banco de examenes impresos que incluye 
todos los problemas y preguntas del banco de examenes computarizado. 

Libros auxiliares de interes para 
estudiantes y profesores de 
Calculo publicados por 
Oxford University Press, Harla, Mexico 

Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este 
libro. 


* N. del E. Este material s6!o est£ disponible en ingles. En un futuro prdximo esta editorial tendra el “Manual de resoluciones para el profesor”. 


ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO 


Algunas de los ideas fundamentales del Calculo se remontan a los antiguos 
matematieos griegos del tiempo de Arqufmedes (287-212 a.C.) asi como a 
los trabajos de los primeros anos del siglo XVII realizados por Rene 
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis 
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invention del 
Calculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalization y unifi- 
cation de estos conceptos matematieos. Asimismo, otros matematieos de los 
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del Calculo, algu- 
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange 
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable- 
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Calculo por 
matematieos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L. 
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin 
(1831-1916). 


PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO 


Aprender Calculo puede ser una de las experiencias educacionales mas 
estimulantes y excitantes. Para que esto sea asf, usted debe iniciar su curso 
de Calculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matematicas concer- 
nientes a algebra, geometrfa, trigonometna y geometna analitica. 

Los temas de algebra, trigonometna y geometna analitica de especial 
importancia se presentan en las secciones A.l-A.l 1 del apendice al final del 
libro. Las propiedades especificas de los numeros reales asf como algunas 
notaciones basicas se presentan en la seccion A.l. Debe familiarizarse con 
estos temas antes de iniciar el capftulo 1 . Refierase a las secciones A.2-A.8 y 
A. 10 para revisar los temas de geometna analitica. En la seccion A. 9 se es- 
tudian las funciones trigonometricas. Tal vez necesite estudiar la seccion 
A.ll, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec- 
cion 7.4 sobre integration de funciones racionales. 

La visualization mediante graficas juega un papel importante en el es- 
tudio del Calculo. Estas graficas se obtendran en dos formas: a mano y me- 
diante un dispositivo de graficacion automatico de alta velocidad como las 
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos 
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultara m&s practico 
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en 
el texto se empleara la graficadora. 

Cuando se trate de una grafica realizada a mano se usara la termino- 
logia dibuje la grafica, y cuando deba emplear un dispositivo electronico en su 
elaboration se indicara trace la grafica . Las graficas trazadas en una grafica- 
dora estan representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado- 
ra enmarcada por un rectangulo y las ecuaciones de las graficas mostradas 
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric- 
tamente automdticas debido a que requieren de un operador (una persona que 
las haga funcionar) que presione teclas especificas; sin embargo, como estas 
tec las dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, debera con- 
sultar el manual de funcionamiento para obtener informacion sobre como 
realizar operaciones especificas. 

Con los conocimientos basicos preliminares, esta usted preparado para 
iniciar su curso de Calculo, que es el fundamento para muchas de las ramas 
matematicas y para la mayorfa de los conocimientos del mundo modemo. 


EL CALCULO 
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2 CAPiTULO 1 FUNCIONES, UMITES Y CONTINUIPAP 


1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 


Con frecuencia, en las aplicaciones practicas el valor de una variable depende 
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del 
numero de horas que trabaje; la produccidn total de una fdbrica puede de- 
pender del numero de m&quinas que se utilicen; la distancia recorrida por un 
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que salid de un punto 
especffico; el volumen del espacio ocupado por un gas a presidn constante 
depende de su temperatura; la resistencia de un cable electrico de longitud 
fija depende de su didmetro; etc. La relacidn entre este tipo de cantidades sue- 
le expresarse mediante una funcidn. Para fines exclusivos de este texto, las 
cantidades involucradas en estas relaciones son numeros reales. 
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En la figura 1 se muestra la representacidn de una correspondencia de 
este tipo. Se puede establecer el concepto de funcidn de otra manera: considere 
intuitivamente que el ndmero real y del conjunto Y es una funcidn del ndmero 
x del conjunto X , si existe una regia mediante la cual se asocia un solo valor 
de y a un valor x. Esta regia se expresa frecuentemente por medio de una 
ecuacidn. Por ejemplo, la ecuacidn 

y = x 2 

define una funcidn para la cual X es el conjunto de todos los ndmeros reales 
y Y es el conjunto de los numeros no negativos, El valor de y asignado al 
valor de x se obtiene al multiplicar x por si mismo. La tabla 1 proporciona 
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los nume- 
ros de la tabla. 

Para denotar funciones se utilizan simbolos como /, g y h. El conjunto X 
de los numeros reales indicado anteriormente es el dominio de la funcidn y el 
conjunto Y de numeros reales asignados a los valores de x en X es el contra - 
dominio de la funcidn. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la 
notacidn de intervalos descrita en la seccidn A. 1 del apdndice. 



numeros reales negativos 

FIGURA 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notacidn de intervalos, 

el dominio y contradominio de la funcidn definida por la ecuacidn 
y = x 2 


es (- 00 , + oo ) y el contradominio es [0, +oo). 


◄ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea/ la funcidn definida por 

la ecuacidn 


y = Vx “ 2 

Como los numeros se han restringido a los ndmeros reales, y es una funcidn 
de x sdlo si x - 2 ^ 0 debido a que para cualquier x que satisfaga esta de- 
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se 
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tiene la rafz cuadrada de un numero negativo, y en consecuencia, no se obten- 
dra un numero real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2, 
De este modo, el dominio de/es el intervalo [2, + oo), y su contradominio 
es [0, +oo). ^ 

EJEMPLO I LU STRATI VO 3 Sea g la funcion definida por 

laecuacidn 

y - -lx 2 - 9 

Se observa que y es una funcion de x solo para x > 3 o x < -3 (o sim- 
plemente, \x\ >3); para cualquier x que satisfaga alguna de estas desi- 
gualdades, se determinara un solo valor de y. No se determinara ningun valor 
real de y si x esta en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de 
x se obtiene la raiz cuadrada de un numero negativo. Por tanto, el dominio 
de g es (-oo, -3] U [3, +oo), y el contradominio es [0, +oo). 4 

Se puede considerar una funcion como un conjunto de pares ordena- 
dos. Por ejemplo, la funcion definida por la ecuacion y - x 2 consta de todos 
los pares ordenados (x, y) que satisfacen la ecuacion. Los pares ordenados de 
esta funcion proporcionados por la tabla 1 son (1, 1), (§, f ), (4, 16), (0, 0), 
(-1, 1), (-§, |) y (-4, 16). Por supuesto, existe un numero ilimitado de pares 
ordenados de esta funcion, algunos otros son (2, 4), (-2, 4), (5, 25), (-5, 25), 
(a/ 3, 3), etcetera. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funcidn / del ejemplo 

ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (jc, y) para los cuales 
y = V x - 2 . En sfmbolos esto se expresa como 

/ = {(*, y) \ y = V* - 2} 

Algunos de los pares ordenados de / son (2, 0), (|, ^), (3, 1), (4, V2), 

(5, V3), (6, 2), (11, 3). ◄ 

: EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La funcion g del ejemplo 

ilustra tivo 3 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 
y - -lx 2 - 9; es decir, 

g = {{x,y) | y = V* 2 - 9} 

Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, V 7), (5, 4), (-3, 0), 
(-VI3, 2). ◄ 

A continuacion se establecera formalmente la definicion de funcion 
como un conjunto de pares ordenados. A1 definir una funcion de esta manera, 
y no como una regia de correspondencia, se hace mas preciso su significado. 


1.1.1 Definicion de funcion 


Una funcidn es un conjunto de pares ordenados de numeros (x, y) en los 
que no existen dos pares ordenados diferentes con el mismo primer 
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ntimero. El conjunto de todos los valores admisibles de x se denomina 
dominio de la funcidn, y el conjunto de todos los valores resultantes 
de y recibe el nombre de contradominio* de la funcidn, 

En esta definici6n, la restriccion de que dos pares ordenados no pueden 
tener el mismo primer numero asegura que y es unico para cada valor especf- 
fico de jc. Los simbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y 
depende de la election de jc, jc denota a la variable independiente mientras 
que y representa a la variable dependiente. 

Si /es la funcidn tal que los elementos de su dominio se representan por 
jc, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces el simbolo 
/(jc) (lease ‘/ de jc”) denota el valor particular de y que corresponde al valor de 
jc. La notaci6n/(jc), denominada valor de funcion, se debe al matemdtico y 
fisico suizo Leonhard Euler (1707-1783), 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2, 
/ = {(*> y) | y ~ V * ~ 2 }, De modo que 

/(jc) = V* - 2 

A continuation se calculard /(jc) para algunos valores especificos de jc. 

/( 3) = ~JT-~2 /( 5) = J5^2 

= 1 = V3 

f(6) m v'6^2 f(9) = V9 - 2 

= 2 = V7 ◄ 


Cuando se define una funcidn, debe indicarse el dominio implfcita o 
explfcitamente. Por ejemplo, si /esta definida por 

f(x) = 3x 2 - 5jc + 2 

la funcion tiene un valor si jc es cualquier numero real; por tanto, el dominio 
es el conjunto de todos los ndmeros reales. Sin embargo, si /esta definida por 

/(jc) = 3jc 2 - 5jc + 2 1 < jc < 10 


entonces el dominio de/consta de todos los numeros reales entre 1 y 10, in- 
cluidos estos. 

De manera semejante, si g estd definida por la ecuacion 


g(x) = 


5x-2 
x + 4 


estd implicito que jc ^ -4, debido a que el cociente no estd definido para 
jc = -4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los nume- 
ros reales excepto -4. 

Si h estd definida por la ecuaci6n 

hix) = V4 - jc 2 

el dominio de h es el intervalo cerrado f-2, 2] porque \[i - a: 2 no es un 
numero real para jc > 2 o jc < -2. El contradominio de h es [0, 2], 


N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde al nombre del conjunto de valores asignados a la 
variable dependiente de una funcidn. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en calculo); ambito (tormino muy recien- 
te para este concepto); imagen (muy empleado en algebra y teoria de conjuntos); rango (muy empleado en c41culo). 
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W EJEMPLO 1 Dado que/es la funcion defmida por 
/( x) = x 2 + 3x - 4 

determine: (a) /( 0); (b) /( 2); (c) /(*); (d) f(2h); (e) /( 2x); (f) /(x + *); 
(g) /(*) + Ah) 

■ Solucion 

(a) /(0) = 0 2 + 3 • 0 - 4 (b) /(2) = 2 2 + 3 • 2 - 4 

= -4 =6 

(c) /(*) = h 2 + 3h - 4 (d) /(2 h) = (2 h) 1 + 3(2*) - 4 

= 4* 2 + 6h - 4 

(e) /(2x) = (2x) 2 + 3(2x) - 4 

= 4x 2 + 6x - 4 

(f ) /(x + *) = (x + *) 2 + 3(x + *) - 4 

= x 2 + 2hx + h 2 + 3x + 3* - 4 
= x 2 + (2* + 3)x + ( h 2 + 3h - 4) 

(g) /W + Ah) = (x 2 + 3x - 4) + (* 2 + 3h - 4) 

= x 2 + 3x + (* 2 + 3h - 8) ◄ 



Compare los calculos del inciso (f) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f) se 
realiza el calculo de/(jc + h), que es el valor de la funcion para la suma de jc y 
h. En el inciso (g), en donde se calcula/(jc) + f(h), se obtiene la suma de los 
dos valores de la funcion /(jc) y f(h). 

En el capitulo 2 se requerirS calcular cocientes de la forma 

/(X + h) - fix) h ^ 0 

. h 

Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun- 
tos (jc, /(jc)) y (jc + h, f(x + h)) de la grafica de la funci6n definida por 
y = f(x). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el calculo aparezca 
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador 
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 2 Determine 

fix + h)- f(x ) 
h 

donde h * 0, si(a)/(jc) = 4jc 2 - 5jc + 7; (b)/(jc) = /jc. 

Solucion 

/ ^ /(^ + h) - f{x) _ 4(jc + h ) 2 - 5(jc + h ) + 7 - (4jc 2 - 5jc + 7) 

(a) h h 

__ 4jc 2 + %hx + Ah 2 - 5jc - 5/i + 7 - 4 jc 2 + 5jc - 7 
h 

Shx -5 h + Ah 2 
h 

= 8jc - 5 + Ah 
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fix) = 2 

FIGURA 5 
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g(x) = V* 2 - 9 

FIGURA 6 


y 

t * = a 

5 A 



UMITtS Y CONTINUIDAD 


/(£ + jo ~ /(*) _ v* + & - yjc 

w h ~ h 

- + h - /x)(Vx~+ 7i + Vx) 

/i(V *~+" h + Vx) 

(x + /i) - JC 
h(fx + h + \i~x ) 

h 

h( V jc + /i + Vx) 

1 

-f x + h + Vjc 

En el segundo paso del inciso (b) de esta solution, se multiplica el 
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para ration ali- 
zar el numerador, de donde se obtiene un factor comun de h en el numerador y 
en el denominador. A 

El concepto de funcion como un conjunto de pares ordenados permite 
enunciar la siguiente definition de grafica de una funcion. 


1.1 >2 Definition de grqficq de unq funcion 


Si/es una funcidn, entonces la gr&fica de/es el conjunto de todos los 
puntos (x T y) del piano R 2 para los cuales (jt, y) es un par ordenado de / 


De esta definition, se deduce que la grafica de una funcion ft s la misma 
que la grafica de la ecuaciOn y - /(x). 

La grafica de la funcidn del ejemplo ilustrativo 1 es la parabola dibujada en 
la figura 4. La grafica de la funcion/ de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada 
en la figura 5 es la mitad superior de la parabola. La grafica de la funcion g de 
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 esta dibujada en la figura 6; esti grifica es la mitad 
superior de una hiperbola. 

Recuerde que en una funcion existe un solo valor de la variable depen- 
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la funciOn. 
En terminos geometricos, esto significa que: 


Una recta vertical intersecta la grifica de una funciOn a lo mis en un 
punto. 


Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectari a 
cada grifica cuanto mas en un punto. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto 

{(jc, y) | x 2 + y 2 = 25], cuya grafica es la circunferencia, de radio 5 y 
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no 
es una funcion porque para cualquier x en el intervalo (-5, 5), dos pares 
ordenados diferentes tienen a x como primer numero. Por ejemplo, (3, 4) y 
(3, -4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Ademis, observe que 
cualquier recta vertical cuya ecuaciOn sea x — a, donde -5 < a < 5, inter- 
secta a la circunferencia en dos puntos. 4 


FIGURA 7 
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► EJEMPLO 3 Determine el dominio de la funcidn g definida por 
g(x) = ~Jx(x - 2) 

Apoye la respues ta trazando la grafica en la graficadora. 

Solucion Como -jx(x - 2) no es un numero real cuando x(x -2) < 0, 
el dominio de la funcion g consta de los valores de x para los cuales 
x(x - 2) > 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los 
dos casos siguientes: x > Oyjc-2 > 0; o si jc < 0 y jc - 2 <0. 

Caso 7;jc>0yjc~2>0. Esto es, 

x > 0 y jc > 2 

Ambas desigualdades se cumplen si x > 2, lo cual equivale a que x est 6 en 
el intervalo [2, + oo). 

Caso 2: x < 0 y x - 2 < 0. Esto es, 

jc < 0 y jc < 2 



g(x) = Jx(x - 2 ) 

FIGURA8 


y 



Las dos desigualdades se cumplen si x < 0, lo cual equivale a que x perte- 
nezca al intervalo (~oo, 0]. 

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio 
de g, el cual es (-oo, 0] U [2, +oo). 

La grdfica de g se muestra en la figura 8. Esta grdfica desciende desde la 
izquierda hasta x - 0, asciende hacia la derecha a partir de x = 2, y no con- 
tiene puntos cuando x est& en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la grafica 
apoya la respuesta. ^ 

Como se vio, el dominio de una funcidn puede determinarse me- 
diante la definicion de la funcion. Con frecuencia se determina el contrado- 
minio a partir de la grafica de la funcidn, como en el ejemplo siguiente en el 
que se trata una funcion definida a trozos , la cual se define empleando mis 
de una expresion. 


► EJEMPLO 4 Sea / la funcidn definida por 

f x - 1 si x < 3 
f(x) = \ 5 si x = 3 

i 2x + 1 si 3 < jc 

Determine el dominio y el contradominio de f y dibuje su grdfica. 

Solucion El dominio de /es (-oo, + 00 ). La figura 9 muestra la grafica 
de/; consta de la porcidn de la recta y - x - 1 para la cual x < 3, el punto 
(3, 5) y la parte de la recta y = 2x + 1 para la cual 3 < x. Los valores de la 
funcidn son numeros menores que 2, el numero 5 o numeros may ores que 7. 
Por tanto, el contradominio de / es el ntimero 5 y aquellos numeros en 
( 00 , 2) U (7, + 00 ). ◄ 

Las funciones definidas a trozos seran de gran utilidad en el estudio de 
lfmites, continuidad y derivada, como ejemplos y contra-ejemplos de funcio- 
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la grafica de la funcidn del 
ejemplo 4, se rompe en el punto donde jc = 3 lo que, como aprenderd en la 
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g(x) = 



six < 1 
si 1 < x 


FIGURA 10 


section 1.8, muestra que la funcion es discontinua para ese valor de x. En el 
ejemplo siguiente se tiene una funcion definida a trozos cuya grafica no se 
rompe en el valor de x , en el que cambian las expresiones que la definen, en 
este caso en x — 1. 


► EJEMPLO 5 


Sea g la funcion definida por 


g(x) = 


3x 


si x < 1 
si 1 < x 


Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su grdfica. 


Solution El dominio de g es (-oo, +oo). La grafica contiene la parte de 
la recta y = 3x - 2 para la cual x < 1 y la porcidn de la parabola y = x 2 
para la cual 1 < x. La grdfica se muestra en la figura 10. El contradominio 
es (-oo, +oo). A 


► EJEMPLO 6 


La funcion h esta definida por 


h(x) = 


x 2 -9 
x - 3 


Determine el dominio y el contradominio de h , y dibuje su grafica. 


y 



Solution Como h(x) esta definida para todo x, excepto 3, el dominio de 
h es el conjunto de numeros reales excepto 3. Cuando x = 3, tanto el nume- 
rador como el denominador son cero y 0/0 no esta definido. 

A1 factorizar el numerador como (x - 3)(x + 3) se obtiene 

... (x - 3)(x + 3) 
h{x) = i - 3 

o h(x ) = x + 3, teniendo en cuenta que x ^ 3. En otras palabras, la funcion 
h puede definirse por 

h(x) = x + 3 six & 3 

La grafica de h consta de todos los puntos de la recta y — x + 3 excepto 
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 1 1. El contradominio de h es el con- 
junto de todos los numeros reales excepto 6. A 

En el ejemplo 6, la grdfica tiene un “hoyo” o “agujero” en x = 3, donde 
h( 3) no esta definido. En el ejemplo siguiente, tambidn la grafica tiene un 
agujero en x = 3, pero el valor de la funcion en 3 sf est& definido. 


► EJEMPLO 7 

H(x) = 


Sea H la funci6n definida por 


x + 3 six * 3 
2 six = 3 

Determine el dominio y el contradominio de H y dibuje su grafica. 
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FIGURA 12 
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/<*) = |jc| 

FIGURA 14 



Funcion miximo entero 

FIGURA 15 


Solucion Como H estd definida para todo x, su dominio es (-oo, + oo). 
La grafica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con- 
junto de todos los numeros reales, diferentes de 6. ^ 


► EJEMPLO 8 


La funcion /esta definida por 


m = 


si jc *= 2 
si jc = 2 


Determine el dominio y el contradominio de / y dibuje su grdfica. 


Solucion Como /esta definida para todo x , su dominio es (-oo, +oo). 
La grafica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los 
puntos sobre la parabola y = jc 2 excepto (2, 4). El contradominio de / es 
[0, +oo). ◄ 


La funcion del ejemplo siguiente se denomina funcion valor absoluto. 


W EJEMPLO 9 Determine el dominio y el contradominio de la 
funci6n/para la cual 

m = M 

y dibuje su grafica. 


Solucion De la definition de | x | , 

/(-.)-{' 

L-jc si x < 0 

El dominio es (-oo, +oo). La grafica de/ consta de dos semirectas que pa- 
san por el origen y estan por arriba del eje jc; una tiene pendiente 1 y 
la otra tiene pendiente -1. Consulte la figura 14. El contradominio de/es 
[ 0 , + 00 ). ◄ 


La funcion valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y 
usualmente se denota por ABS. Otra funcion con que cuenta la graficadora es 
la funcion maximo entero cuyos valores de funcion se denotan por \[x]\ y 
estan definidos por 

DA] — n si n < jc < n + 1, donde n es un entero 

Esto es, QXD es el maximo entero menor o igual que jc. En particular, [[lj = 1, 
[L3J = 1,10.5]] = 0, [-4.2]] = -5 yd- 81 = -8. 

La grafica de la funcion maximo entero esta dibujada en la figura 15. 
Su dominio es el conjunto de todos los numeros reales y su contradominio 
consiste de todos los numeros enteros. En muchas graficadoras se denota la 
funcion maximo entero por INT. 


► EJEMPLO 10 Dibuje la funcion G definida por 
G(x) = m-x 

y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su 
grafica en la graficadora. 
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G(x) = C aJ| - x 

FIGURA 16 





\\\W 


[-5, 5] por [-2, 2] 
G(x) = INT(x) - x 


Solucion Como G esta definida para todos los valores de a, su dominio 
es (-oo, +oo). A partir de la definition de Ha] se obtiene lo siguiente: 


si -2 < x < -1, 

II 

1 

JO 

por tanto, G(a) = -2 - a, 

si -1 < x < 0, 

M = -1; 

por tan to, G(x) = -1 - a. 

si 0 < x < 1, 

m = 0; 

por tanto, G(a) = - a, 

si 1 < a < 2, 

D*D = l; 

por tanto, G(a) = 1 - a. 

si 2 < a < 3, 

m = 2; 

por tanto, G(a) = 2 - a. 


y asf sucesivamente. De modo mas general, si n es cualquier numero entero, 
entonces 

sin < x < n + l, [[jc]] = n\ por tan to, G(x) = n - x 

Con estos valores de funcidn se puede dibujar la grafica de G, mostrada 
en la figura 16. A partir de la grafica se observa que el contradominio es 
(-1, 0]. A1 trazar la grdfica de G(a) = INT(x) - x se obtiene la figura 17, lo 
cual apoya la respuesta. ^ 


FIGURA 17 


EJERCICIOS 1.1 


En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunto es unafuncidn. 
Si es unafuncidn determine su dominio. 


1. 

(a) 

{(*.19 | 

1 

S' 

II 


(b) 

K*.i9 | 

y = V* 2 - 4} 


(c) 

K*.i9 I 

y = V4 - a 2 ) 


(d) 

{(*,i9 I 

a 2 + y 2 — 4} 

2. 

(a) 

K*,:v) | 

y = Va + 1} 


(b) 

{(*,19 | 

y = V* 2 -1} 


(c) 

{(*,19 | 

cs 

H 

1 

L > 

II 


(d) 

{ (*■ y) 

1 A 2 + y 2 = 1} 

3. 

(a) 

{(*, y) 

y = a 2 } (b) ((a, y) 


(c) 

{(x.y) 

y = A 3 )(d) {(a ,y) 

4. 

(a) 

{(*,19 | 

| > = (A - l) 2 + 2) 


(b) 

{(*,>) | 

| a = (y - If + 1 ) 


(c) 

{(*,>) | 

| > = (A + 2) 3 - 1} 


(d) 

{(* ,19 | 

| a = (y + l) 3 -2} 


* = f) 

x = y 2 } 


(j) 


f(x + h )- /(a) 


h * 0. 


(d)/(I); (e)/(2); (f) /(|); (g) (h) fix 


(i )/(*) -/(3); (j) 


f(x + h)~ f(x) 


■, h * 0. 


7. Dada f(x) = 2a 2 + 5a - 3, determine (a) /(- 2); 

(b) /(-l); (c)/(0); (d)/(3); (e)f(h + 1); (f )/(2 a 2 ); 

(g )jtf - 3);(h )fix + h)\{\)f{x) + f(h); 

(J) til* h l~ n*) th * 0. 

n 

8. Dada g(x) = 3a 2 - 4, calcule (a) g(- 4); (b) g( i ); 

(c) g(x 2 ); (d) g(3x 2 - 4); (e) g(x - h); (f) *>(a) - g(h); 

(g) 8(x + h l~ sM .h* 0. 


9. Dada F(x) = fx + 9 , encuentre (a) F(x + 9); 
(b) F(x 2 - 9); (c) F(a 4 - 9); (d) Fix 2 + 6x); 


(e) Fix 4 


6jc 2 ) ;( f) F(x^h)~F(x) h # Q 


10. Dada G(a) = V4 - a , determine a) G(4 - jc); 

((b) G(4 - ar 2 ); (c) G(4 - a: 4 ); (d) G(4x - a 2 ); 

(e) G(-x 4 - 4a 2 ); (f) G( * + k) ~ G - X \ h * 0. 

n 

En los ejercicios 11a 46, dibuje a mano la grafica de la fun- 
cion y determine su dominio y su contradominio. 


Dada fix) — 2x - 1, determine 

(a)/(3); (b)/(-2); (c)/(0); (d)/(a + 1); (e)/(* + 1); 

(f) /(2a); (g) 2 fix); (h) fix + h)\ (i) fix) + fih); 


Dada fix) = 1 calcule (a) /( 1); (b) /<-3); (c) /(6); 


11. fix) = 3a - 1 
13. F(x) = 2a 2 
15. g(A) = 5 - A 2 
17. G( a) = 4x^1 
19. /(a) = Va 2 - 4 
21 . «(*) 

23. /i(a) 


12 . «(*) = 

14. G( A) 


+ 2 


a/9^2 


3); 


I A — 3 I 

25. F(x) = | 3a + 2f 
a 2 - 25 


16. /(A) = (A - l) 2 
18. F( a) = V9 - A 
20. #(*) = V4 - a 2 

22. /(^) = Va 2 - 1 
24. //(a) = (5 - x[ 
2 -4 


27. #(a) = 


a + 5 


26. Gix) = 
28. /(a) = 


a: - 2 

2a 2 + 7a + 3 
a + 3 


6 . 
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29. 

31. 

32. 

33. 


fix) = * 2 - V - 3 30 * «C*) = ( ^ 4)U ~ 3> 

X ~ 1 r l — r — 6 


/» = { 
g(x) 
g(x) = | 


-2 

2 


si jc < 3 
si 3 < x 

si jc < -2 
si ”2 < jc ^ 2 
si 2 < jc 


50, 


1 


si jc * 2 
si jc = 2 


sgn(jc) se lee “signo de jc”. Defina cada una de las siguien- 
tes funciones a trozos y dibuje sus grdficas: (b) jc • sgn($); 
(c) 2 - x sgnCc); (d) x - 2 sgnp). 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don- 
de sgn es la funcidn signo definida en el ejercicio 49: (a) 
sgn(* + l);(b)sgn(* - l);(c)sgn(jc + 1) - sgnp - 1). 

51. La grafica de la funcidn / de la figura se parece a la letra 
W. Defina /(jc) a trozos. 


34. /(jc) = 


3jc + 2 si jc * 1 


8 


35. F(jc) 




36. G(jc) 


-{ 


si jc = 1 

-4 si jc * 3 

si jc = 3 

- jc 2 si jc * -3 

si jc = —3 



37. G(jc) = 


38. F(x) 


1 - Jl 

3jc + 1 
- 4 


fjc 2 - 4 
[2x - 1 


si jc < 0 
siO < jc 

si jc < 3 
si 3 < jc 


52. La grafica de la funcion / de la figura se parece a la letra 
M. Defina /(jc) a trozos. 


39. g( jc) = j 

f 6x + 7 
[ 4 - x 

si jc < -2 
si -2 < jc 

(-L2) 

< 

/ 

(1,2) 

A 

40. fix) = j 

\x-2 

l* 2 + 1 

si jc ^ 0 
si 0 < jc 

/ 

f 

.V 

! 

[x + 3 

si jc < —5 

-2 -1 ° 

i 2 


41. 


42. 


13 -* 

fjc + 2 

H{x) = J 4\6 - jc 2 
2 - jc 


43. F(jc) = 


■ 2jc 2 


si -5 < jc < 5 
si 5 < jc 

si jc < - 4 
si —4 < jc < 4 
si 4 < jc 

44. G(jc) = 


53. 


En la figura, la grafica se parece a la letra X y es la gr&fica 
de dos funciones / y f 2 trazadas en el rectangulo inspec- 
ci6n de [-1, 1] por [-1, 1]. Defina /,(jc) y / 2 (jc). 


jc 3 + 3jc 2 


45. 

47. 


x-2 “ v " 7 jc + 3 

/(jc) = 1[jc - 41 46. g(x) = p + 21 

(a) Dibuje la grafica de la funcion escalon (o sal to) unita- 
rio denotada por U y definida por 

0 si jc < 0 

1 siO < jc 


U(x ) = 


48. 


49 . 


Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 
buje sus graficas: (b) U(x - 1); (c) U(x) - 1; (d) U(x) - 
U(x - 1). 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 
buje sus graficas, donde U es la funcidn escaldn unitario 
definida en el ejercicio 47: 

(a) x • U(x); (b) (x + 1) • U(x + 1); 

(c) (jc + 1) • U(x + 1) - jc * U(x). 

(a) Dibuje la grdfica de la funcion signo denotada por sgn 
y definida por 

{ -1 si jc < 0 

0 si jc = 0 

1 siO < jc 



54. Existen tres funciones /, f 2 y / 3 cuyas graficas trazadas 
simultaneamente en el rectdngulo de inspeccidn de [-1 , 1] 
por [-1, 1] se parecen a la letra Z. Defina /(jc), / 2 (jc) 
yh(x). 

En los ejercicios 55 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun- 
cion a trozos sin emplear las barras de valor absoluto; ( b ) di- 
buje la grdfica de la funcion definida en el inciso (a); f c ) apoye 
sus respue stas a los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de la 
funcion. 


55. f(x) = . 
57. g(jc) = |* 


jc 2 - 1 


56. 

58 . 


8(x) 
fix) ■ 


- r2 I 
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En los ejercicios 59 y 60, dibuje la grdfica de la funcion y de- 
termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas 
trazando la grdfica de la funcion. 

59. h(x ) — x - [ftH 60. F{x ) ~ x + [[jcU 

61. Las graficas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa- 
recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas 
graficas se parezcan a dos letras diferentes y dibujelas. 


62. En esta seccion se utilizaron los slmbolos /, f(x) y y - f(x) 
concemientes a una funcion particular, los cuales tienen 
significados diferentes, Explique lo que significa cada no- 
taci6n, invente una funcion y utilfcela para distinguir los 
tres sfmbolos. 

63. Explique por que la grafica de una funcion es consistente 
con la definici6n de la funcion como un conjunto de pares 
ordenados. En su explicacion utilice un ejemplo especffico. 


1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES 

Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi- 
cion, sustraccion, multiplication y division de sus valores. De acuerdo con 
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma , diferencia, producto y 
cociente de las funciones originates . 


1.2.1 Definicion de la suma, diferencia, producto 
y cociente de dos funciones 


Dadas las dos funciones / y g : 

(i) su suma, denotada por/ + g, es la funci6n definida por 
(/ + «)(*) = /(*) + , p , 

(II) su diferencia, denotada por/ - g y es la funcidn definida por 
(/ - £)(*) = fix) - g(x) 

(til) su producto, denotado por / • g y es la funcidn definida por 
(f-8)(x) = fix) • g(x) 

(fv) su cociente, denotado por f/g , es la funcidn definida por 

(//«)(*) = f(x)jg(x) g(x) * o 

En cada caso, el dominio de la funcion resultants consta de aque- 
llos valores de x comunes a los dominios de / y g , con el requeri- 
miento adieional en el caso (iv) de que se exctuyan los valores de x 
para los cuales g(jr) - 0. 


W EJEMPLO I Dado que/y g son las funciones definidas por 

/(*) = 4x + 1 y g(x) = V* - 4 

defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul- 
tantes: (a)/ + g; (b )/ - g; (c )/ • g; (d)//g. 

Solucion 

(a) (/ + g)(x) = -Jx + 1 + -fx - 4 

(b) (/ - gX x) = VTT1 - 4x - 4 

(c) (/ • gX-t) = -ix + 1 • -Jx - 4 

(d) (flg)W = 
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El dominio de/ es [-1 , + oo) y el dominio de g es [4, +oo ). Asf, el dominio 
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, + oo ). En el inciso 
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 tambi^n se excluye y 
se obtiene como dominio (4, + oo ). ^ 

Otra operacidn entre funciones es la obtencidn de la funcion compuesta 
de dos funciones dadas. 


1.2.2 Definition de funcion compuesta 


Dadas las dos funciones / y la fund6n compuesta, denoted a por 
/ ° gj esti definida por 

(/ ® gXx) = 

y el dominio de / o g es el conjunto de lodos los ntimeros x del do- 
minio de g tales que g(jt) est4 en el dominio de/ 



contradominio de g 

contradominio de / o g 


dominio 

deg 


contradominio 
de/ 


Esta definicidn indica que cuando se calcula (/ ° g)(jt), primero se 
aplica g a x y despuds se aplica / a g(jt). Para visualizar este calculo Consulte 
la figura 1 . La funcidn g asigna el valor g(jt) al niimero x del dominio de g. 
La funcidn / asigna el valor f(g( x)) al numero g(x) del dominio de /. Obser- 
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio 
de / y que el contradominio de / o g es un subconjunto del contradomi- 
nio de /. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si / y g est£n definidas por 
f(x) = 4x y g(x) = 2x - 3 

entonces 

(/ 0 g)(x) = f(g(x )) 

= /( 2x - 3) 

= V2jc - 3 

El dominio de g es (- 00 , + 00 ) y el dominio de / es [0, + 00 ). Por tanto, el 
dominio de / o g es el conjunto de numeros reales x para los cuales 
2x - 3 > 0 o, equivalentemente, [ | , + 00 ). 4 


► EJEMPLO 2 Sean 


Ax) = y *<*> = 2* + 1 


Obtenga (/ o g) (3) mediante dos mStodos: (a) calcule g( 3) y utilice este nu- 
mero para determinar /(g(3)); (b) calcule (/ o #)(*) y emplee el resultado para 
determinar (/ o g)(3). 


Solution 

(a) g(3) = 2(3) + 1 

= 7 

Asf 

fig( 3 » = m 

5 


(b) (/ O g)( X ) = f(g( X)) 

= f(2x + 1) 

5 

(2x + 1) - 2 


5 




1-2 


2x - 1 
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Por tanto 

(/ O g)( 3) = 


2(3) - 1 


= 1 


EJEMPLO 3 Dado que/ y g estan definidas por 
f(x) = 4x y g(x) = x 2 - 1 


calcule: (a) / o /; (b) g ° g; (c) / o g\ (d) g o / Tambien determine el do- 
minio de cada funcion compuesta. 


El dominio de/es [0, +oo) y el dominio de g es (-oo, +oo). 


Solucibn 

(a) (/ ° /)(*) = f(f(x)) 

= /(V*) 

= 

= m 

El dominio es [0, +oo). 

(c) (/ ° g)(x) = f(g(x)) 

= f(x 2 - 1) 
= 4x^\ 

El dominio es 

(-00, -1] U [1, +00). 


(b) ( g ° g)(x) = g(g(x)) 

= g(x 2 - 1) 

= (x 2 - l) 2 - 1 
= x 4 - It 2 

El dominio es (-oo, +oo). 

(d) (g o f)(x) = g(f(x)) 

= g(.^[x) 

= ( V *) 2 - 1 

= x - \ 

El dominio es [0, +oo). 


En el inciso (d) observe que aunque jc — 1 esta definido para todos los valo- 
res de x, el dominio de g of, por la definicion de funcion compuesta, es el 
conjunto de todos los numeros x del dominio de /tales que f(x) esta en el do- 
minio de g. De donde, el dominio de g o /debe ser un subconjunto del domi- 
nio de/. 4 


Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que 
(/ ° g)W y (g ° f)(x) no son necesariamente iguales. 

Un teorema importante en Calculo, llamado la regia de la cadena , que 
se estudiara en la seccion 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se 
aplica la regia de la cadena, es necesario considerar una funcion como la 
composicion de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si h(x) = (4x 2 + i) 3 , h se 

puede expresar como la composicion de las dos funciones fyg para las cuales 
fix) = X 3 y g(x) = Ax 2 + 1 
debido a que 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) 

= /(4jc 2 + 1) 

= (Ax 2 + l) 3 ^ 

La funcion h del ejemplo ilustrativo 2 tambien puede expresarse como la 
composicion de otro par de funciones. Por ejemplo, si 


F(x) = (4jc + l) 3 y G(jc) = x 2 
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entonces 

(F o G)(x) = F(G(x)) 

= F(x 2 ) 

= {Ax 2 + l) 3 


► EJEMPLO 4 Dada 


y 


A 


5 


/W - 5 

FIGURA2 


h(x) = 


4^ 


+ 3 


exprese h como la composicidn de dos funciones / y g en dos formas: (a) la 
funcion /contiene el radical; (b) la funcidn g contiene el radical. 


Solucion 

(a) f{x) = 


1 


-fx + 3 
g{x) = X 2 
Entonces 

(/ ° #)(*) = f(g(x)) 

= fix 2 ) 

1 

VPT3 


(b) fix) = I 

SM = Jx 2 + 3 
Entonces 

if ° *)(*) = figix)) 

= fUx 2 + 3) 


-Jx 2 + 3 


y 



y 

i | i . 

1 \ \ f - j 

-5 °. 

5 

-5' 



gU) = -4 


FIGURA 3 

y 



Una funcion cuyo contradominio consta de un solo numero recibe el 
nombre de funcion constante. De este modo, si f(x) = c, y c es cualquier 
numero real, entonces / es una funcion constante y su grafica es una recta 
horizontal a una distancia dirigida de c unidades a partir del eje x. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) La funcidn definida por/(x) = 5 es una funcion constante, y su grafica, 
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so- 
bre el eje x. 

(b) La funcidn definida por g(x) = -4 es una funcidn constante cuya grlfica 

es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x. Consulte la 
figura 3. ^ 

Una funcion lineal se define por 
f(x) = rrvc + b 

donde my b son constantes y m ^ 0. Su grafica es una recta cuya pendien- 
te es m y su interception y u ordenada al origen es b. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funcidn definida por 
m = ix - 6 


FIGURA 4 


es lineal. Su grafica es la recta mostrada en la figura 4. 
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fix) = X 

FIGURA 5 


La funcion lineal particular definida por 
fix) = x 

se denomina funcion identidad. Su grafica, dibujada en la figura 5, es la recta 
que bisecta los cuadr antes primero y tercero. 

Si una funcion /se define por 

fix) = a n x n + a„_ I*" -1 + a n _ 2 x n ~ 2 + . . ■ + a x x + a 0 

donde a 0 , a\, . . ., a n son mimeros reales (a n ^ 0) y n es un ntimero entero 
no negativo, entonces recibe el nombre de funcion polinomial de grado n. 
Asf, la funcidn definida por 


f{x) = 3jc 5 - x 2 + 7jc - 1 


es una funcidn polinomial de grado 5. 

Una funcion lineal es una funcion polinomial de grado 1. Si el grado de 
una funcidn polinomial es 2, entonces se le llama funcion cuadratica, y si el 
grado es 3, entonces recibe el nombre de funcion cubica. 

Si una funcidn puede expresarse como el cociente de dos funciones 
polinomiales, entonces se denomina funcion racional. 

Una funcion algebraica es aquella formada por un numero finito de 
operaciones algebraicas sobre la funcion identidad y una funcion constante. 
Estas operaciones algebraicas incluyen adicion, sustraccion, multiplicacion, 
divisidn, potenciacidn (elevacion a una potencia) y radicacion (extraccion de 
una raiz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares 
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una funcion algebraica 
es aquella definida por 

fix) = ( * 2 ~ 3 * + 1)3 
a /* 4 + 1 

Ademds de las funciones algebraicas, se consideraran las funciones tras- 
cendentes , ejemplos de estas funciones son las funciones trigonomdtricas, 
discutidas en la seccidn A.9 del apendice, y las funciones logarftmica y expo- 
nencial estudiadas en el capftulo 5. 

Una funcion par es aquella cuya grafica es simdtrica con respecto al eje 
y, y una funcion impar es aquella cuya grafica es simetrica con respecto al 
origen. A continuacion se presenta la definicion formal de estas funciones. 


1.2.3 Definicion de funcion par y funcion impar 


(i) Una funcidn / es una funcion par si para cada x del dominio de/, 
fi-x) = fix). 

(li) Una funci6n /es una funcion impar si para cada x del dominio de 
* fi-x) = -fix). 

En los dos incisos (i) y (ii) se sobrentiende que -x est£ en el dominio 
de / siempre que x lo est6. 

Las propiedades de simetria de las funciones pares e impares se deducen 
de los criterios de simetria dados en la seccidn A.2 del apendice. 



y 

A 



Ax) - * 2 

FIGURA 6 


y 

A 



g(x) = JC 3 

FIGURA 7 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

(a) Si/(jc) = jc 2 , entonces/(-jc) = (-jc) 2 . Por tanto,/(-Jc) = f(x ) y en conse- 
cuencia, / es una funcidn par. Su grafica es una parabola simdtrica con 
respecto al eje y. Vda la figura 6. 

(b) Si g(*) = jc 3 , entonces g(-*) = (-jc) 3 . Como g(-jc) = -#(*), entonces g 

es una funcion impar. La grdfica de g , mostrada en la figura 7, es simetri- 
ca con respecto al origen. ^ 


► EJEMPLO 5 Trace la grdfica de la funcion y a partir de la grd- 
fica conjeture si la funcidn es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des- 
pu6s confirme la conjetura analfticamente. 

(a) /(jc) = 3jc 4 - lx 2 + 7 

(b) g(x) = 3* 5 - 4x 3 - 9x 

(c) h( x) = 2x 4 + lx 3 - x 2 + 9 


Solution 

(a) La grdfica de/ trazada en la figura 8, parece simetrica con respecto al eje 
y. Por tanto, se sospecha que la funcidn es par. Para probar este hecho 
analfticamente, se calcula/(-Jc): 

/(-*) = 3(- .r ) 4 - 2(-x) 2 + 7 
= 3x 4 - 2x 2 + 7 
= f(x) 


Como/(-jc) = /(jc), entonces /es par. 



[-5, 51 por [0, 10] 
f(x) = 3jc 4 - 2x 2 + 7 



FIGURA 8 


FIGURA 9 


(b) La figura 9 muestra la grdfica de la funcidn g, la cual parece simdtrica 
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la funcidn es impar. 
Al calcular g(-jc) se obtiene: 

g(-x) = 3(-x) 5 - 4(-x) 3 - 9(-x) 

- Sx 5 + 4JC 3 + 9x 
= -(3X 5 - 4X 3 - 9x) 

= ~g(x) 


Como g(-jc) = -g(jc), entonces se ha demos trado analfticamente que la 
funcidn g es impar. 
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h(x) 


[-5, 5] por [-30, 30] 
2x 4 + 7jc 3 - x 2 h 

FIGURA 10 


(c) Como la grafica de /z, mostrada en la figura 10, no es sim£trica con res- 
pecto al eje y ni con respecto al origen, la funcidn no es par ni impar. A1 
calcular h(~x) se obtiene: 

h(-x) = 2(-xf + 7(-x) 3 - (-x) 2 + 9 
= 2x 4 - 7X 3 - x 2 + 9 

Como h(-x) * h(x) y h(-x) ^ - h(x ), se ha confirmado que h no es par 
ni tampoco impar. ^ 

► EJEMPLO 6 Sea 

F(;c) = | x + 3 | - | x - 3 | 

(a) Defina F(x) t sin las barras de valor absoluto, a trozos en los intervalos 
siguientes: (- 00 , -3); [-3, 3); [3, + 00 ). (b) Apoye la respuesta grdfi- 
camente trazando la grafica de F a partir de la ecuacion dada. (c) De la 
grafica del inciso (b) establezca si F es par, impar o de ninguno de estos 
dos tipos. (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analiticamente a partir 
de la ecuacion. 

Soludon 

(a) A partir de la definition del valor absoluto de un numero 

u + 3 1 


3 si* + 3 > 0 

3) six + 3 < 0 


= { * + 
l-(* + 

\ x - 3 I = | 

es 


Esto es 


x - 3 si* - 3 > 0 

(x - 3) si* - 3 < 0 

> -3 
■3 


3 si jc > 3 

3 si jc < 3 

Si x e (- 00 , -3), |jc + 3 | = -x - 3 y \x - 3\ = -x + 3. En con- 
secuencia 


| x + 3 | - | x - 3 | = -x - 3 - (~x + 3) 

= -6 

Si Jt €E [-3, 3), |;t + 3 | = jt + 3y|;c-3| = -x + 3. Asf 

| jc + 3 | - | jc — 3 | = x + 3 - (-x + 3) 

= 2x 

Si x € [3, + 00 ), | ;c + 3 | = jc + 3y|;t-3| — x - 3. Por tanto 

| ;c + 3 | - | ;c - 3 | = jc + 3 - (jr - 3) 

= 6 

Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma 

1 -6 si jc < —3 

2jc si -3 < x < 3 
6 si 3 < jc 
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[-10, 10] por [-10, 10] 

F(x ) = | jc + 3 { - | x - 3 | 

FIGURA 11 


(b) La figura 1 1 muestra la grafica de F trazada a partir de la ecuacion. La 
grafica apoya la respuesta del inciso (a). 

(c) Como la grafica de la figura 1 1 es simdtrica con respecto al origen, la fun- 
ci6n F es impar. 

(d) Al calcular F(-x) a partir de la ecuacion dada, se confirma la respuesta 
del inciso (c): 

F(-x) = \~x + 3 | - | -x - 3 | 

= j — (jc - 3) | - |-(x + 3)1 
= | jc — 3 | - |x + 3 | 

= -Fix) 

Por tanto, se ha demostrado anah'ticamente que F es impar. ^ 


EJERCICIOS 1.2 


En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y deter- 
mine el dominio de lafuncidn resultante: (a) f + g; (b)f - g; 
(c)f ■ g; (d)fjg; (e) g/f. 

1. fix) = x — 5; gix) = x 2 - 1 

2. fix) = -fi ; SM = * 2 + 1 

3. fix) = = - 

4. fix) = X) = 4 - x 2 

5. fix) = Vi ; gix) = x 2 - 1 

6. fix) = |x|;g(x) = |x - 3| 

7. fix) = x 2 + Ugix) = 3* - 2 

8. fix) = V7=4 ;g(x) = x 2 - 4 

9. fix) = -j-pri*) = 

jc + 1 x - 2 


10. f(x) = x 2 \ g{x) = 


VI 


20. f{x) = x 1 - Ugix) = 


1 


21. fix) = i;g(;c) = VI 

x 

22. fix) = VI ; gix) = -- 

x 

23. fix) = |*|;g<x) 


x + 2 1 


24. fix) = Vjc 2 - 1 ; £(jc) = VI - 1 

ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de las funciones resultantes: ia)fix 2 ); (b) 
[fix)] 2 ; ic) if o f)ix); (d) if o /)(-*). 


25. fix) = VI 


26. /(jc) 


1 

JC - 1 


En los ejercicios 11 a 14, para las funciones f y g y el numero 
c, obtenga if ° g)(c) mediante dos metodos: (a) calcule gic) 
y utilice este numero para determinar figicj); (b) Determine 
if ° #)(■*) y emplee ese valor para calcular if ° g)(c). 

11. fix) = 3x 2 - 4x; gix) = 2x - 5; c = 4 

12. fix) = -Jx 2 - 36 ; gix) = x 2 - 3x; c = 5 

13. fix) = -L;j( 4 = ;c = I 

* - 1 JC 2 + 1 2 

14. fix) = hH±l- gix) = 2al+_5. c = _ 2 

JC 

Eh ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de la funcion compuesta: (a) f ° g; 
(b) g ° f; (c)f o f; (d)g o g. 

15. fix) - x - 2;g(x) = x + 7 

16. fix) = 3 - 2jc; gix) = 6 - 3* 

17. Las funciones del ejercicio 1 . 

18. Las funciones del ejercicio 2. 

19. fix) = 47=2-, gix) = 7-2 


En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composicidn de las 
dos funciones f y g en dos formas. 

27. h(x) = v * 2 - 4 28. hix) = (9 + 7 y 2 

« - ( 7 ^)’ »• “ ■ wr, 

31. hix) = ix 2 + 4x - 5) 4 32. hix) = ^|x| + 4 

En los ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la grafica de 
lafuncidn y a partir de la grdfica conjeture si la funcion es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. De spuds confirme su 
conjetura analiticamente . 

33. (a) fix) = 2x 4 - 3x 2 + 1 (b) gix) = 5x 5 + 1 

34. (a) fix) = x 2 + 2x + 2 

35. (a) fix) = 5* 3 - lx 

36. (a) fix) = 4x 5 + 3x 3 

37. (a) fix) = ITx 

38. (a) fix) = M 


(b) «(*) = * 6 - i 
(b) «(*) = |*| 


x s + 1 


(b) «(*) 

(b) gix) = 5* 4 - 4 

(b) s(x) = 2 1* | +3 


En /os ejercicios 39 y 40, determine analiticamente si la fun- 
cion es par, impar o de ninguno de estos dos tipos. 


39. (a) fiy) = ^ 

y 2 + 1 

= !*! 


(b) g(r) 


- 1 
r 2 + 1 


jc z + 1 


(0 f(x) = 
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40. 


(a) h(x) = 


x 2 - 5 
2X 3 + x 


(b) giz) = 


(c) fix) = 


{-! 


si x < 0 
si 0 < x 


z - 
z + 


I 

1 


En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina fix), 
sin las barras de valor absoluto, en los intervalos indicados. (b) 
Apoye la re spue sta del inciso (a) graficamente trazando la gra- 
fica de f en la graficadora a partir de la ecuacion dada. ( c) A par- 
tir de la grafica del inciso (b), establezca si la funcion es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. (d) Confirme la respues- 
ta del inciso (c) analiticamente a partir de la ecuacion dada . 

41. f(x ) -s i—L; (-00, 0), (0, +00) 

JC 

42. fix) = JC I JC I ; (-00, 0), [0, +co) 

43. fix) = |jc - 2| - |jc + 2 1 ; 

(-<*>, -2), [-2, 2), [2, +oo) 


44. fix) = 


| jc + 1 1 - | jc- 1 
3c 


(-o o, -1),[-1, 0), (0, 1], (1, +oo) 

45. ^Es conmutativa la composition de dos funciones? Es de- 
cir, si / y g son dos funciones cualesquiera, ^son iguales 
(/ ° g)(x) y ig ° /)(JC)? Justifique su respuesta propor- 
cionando un ejemplo. 

Si f y g son dos funciones tales que if ° g)(x) = jc y 

{g o /)(jc) = x, entonces se dice que fyg son inversas una de 

la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que fyg son in- 
versas una de la otra . 

46. fix) = 2x - 3 y g(x) = 

47 - /w = ITT y **> « -Hr 1 

48. fix) = x 2 ,x > 0, y g(x) = Vx 

49. fix) - jc 2 , jc < 0, y g(x) = -Vx 

50. fix) = ix - l) 3 y gix) = 1 + Ifx 

51. La funcion escalon unitario U y la funcion signo sgn se 
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de 
la section 1.1. (a) Defina sgn(t/(jc)) y dibuje la gr£fica. 
(b) Defina Uisgn(x)) y dibuje la grafica. 


52. Demuestre que si / y g son funciones impares, entonces 
(/ + g) y if - g) tambien son funciones impares, mien- 
tras que / • gyfjg son funciones pares. 

53. Determine si la funcion compuesta / ° g es par o impar en 
cada uno de los casos siguientes: (a)/y g son impares; (b) 
/es par y g es impar; (c) g es par. 

54. Encuentre formulas para if o g)(jc) si 


y 



six < 0 
si 0 < x < 1 
si 1 < x 


( 1 six < 0 

~ x si 0 < x < 1 

I si 1 < x 


Dibuje las gr£ficas de/ g y / ° g. 

55. Encuentre formulas para ig o /)(x) a partir de las funciones 
del ejercicio 54. Dibuje la grafica de g ° / 

56. Si fix) = x 2 + 2x + 2, encuentre dos funciones g para 
lascuales(/ ° g)(x) = x 2 - 4x + 5. 

57. Si fix) — x 2 , encuentre dos funciones g para las cuales 
if o g )ix) = 4x 2 - 12x + 9 


58. Demuestre que si / y g son dos funciones lineales, enton- 
ces/ o g es una funcion lineal. 


59. Existe una funcion cuyo dominio es el conjunto de todos 
los numeros reales que es a la vez par e impar. ^Cudl es esa 
funcion? Demuestre que es unica esta funcion. 

60. Suponga que fix) - — , g(x) = -— y hix) = -x. De- 

x x 

muestre que (/ o g)(x) = (g ° /)(x) y explique por que 
/ © g ni g ° f son la misma que h. 


61. Trace en la graficadora las gr&ficas de las dos funciones 
F y G definidas por 


Fix) - 


Vx + r 


y 


Gix) = 


Al 


x + 1 
X - 4 


[Observe que F es la misma funcidn que f/g del ejemplo 
1(d)]. Explique por que las gr&ficas de F y G no son las mis- 
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales. 


1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS 


En las aplicaciones del Calculo, se necesita expresar una situacidn del mundo 
real en forminos de una relation funcional, denominada modelo raatematico 
de la situacidn. Esta section estd destinada a proportionate prdctica en la obten- 
cion de funciones como modelos matematicos y al mismo tiempo para mostrarle 
algunas de las aplicaciones que encontrard posteriormente. 

Aunque no siempre se emplea un metodo especifico para obtener un modelo 
matemdtico, a continuacion se le presentan aTgunos pasos que le proporcionardn 
un procedimiento posible que debera seguir. Conforme estudie los ejempios, 
refierase a estos pasos para ver como se aplican. 
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Sugerencias para resolver problemas que implican 
una funcion como modelo matematreo 


L Lea el problema euidadosamente hasta que lo entienda. Para com- 
prendeFlo, con frftcuencia es titil inventar un ejemplo especffico 
que involucre una siniacidn similar m la que las cantidades son 
conocidas. Otra ayuda es dibujar un diagrama si es posible, como 
$e muestra en los ejemplos 4 y 5. 

2. Determine las cantidades conocidas y desconoctdas* Utilice un sfm- 
bolo, digamos x, para la variable independienfce y un sfmbolo, per 
deeir f y para la funcidn que se obtendrd; entonces /(x) simbolizard el 
valor de funcidn, Como x y f(x) son sfmbolos para represen tar nri- 
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Por ejemplo, si la 
variable independiente represents longitud y la longitud se mide en 
pies, entonces si x es el sfmbolo para la variable, Jt debe defmirse 
como el ntimero de pies de la longitud o, equivaleutemenie, x pies 
es la longitud, 

X A note cualquier hecho numeric o conoctdo acerca de la variable y 
del valor de la funcidiL 

4. A partir de la mformaeidn del paso 3, determine dos expresiones 
algebraical en t^rminos de la variable y del valor de la funeidn. De 
estas dos expresiones forme una ecuacidn que defina la funcitin. Abo- 
ra ya se tiene una funcidn como modelo matem£tieo del problems 

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado el modelo . 
matemitico, para determinar las cantidades desconocidas, escriba 
una conetusidn , la cual conslsta de una o mds oraciones, que respon- 
ds a las preguntas del problema. Asegurese de que la conclusion 
contenga las unidades de medtcidn correctas. 


► EJEMPLO I El volumen de un gas a presion constante es di- 
rectamente proporcional a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175° 
el gas ocupa 100 m 3 . (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese el 
volumen como una funcidn de la temperatura. (b) ^Cudl es volumen del gas a 
una temperatura de 140°? 

Solution 

(a) Sea f(x) metros cubicos el volumen del gas cuya temperatura es x grados. 
Entonces, por la definicidn de variacidn directamente proporcional 

fix) = kx (1) 

donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 m 3 a la tempera- 
tura de 175°, se sustituye x por 175 y fix) por 100 en (1), de donde se obtiene 

100 = *(175) 

k = i 

A1 sustituir este valor de k en ( 1), se obtiene 
fix) = 1* 

(b) A partir de la expresidn para f(x), se obtiene 

/(140) = | (140) 

= 80 
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1 

Conclusion: A una temperatura de 140°, el volumen del gas es de 

80 m 3 . ◄ 


y 



W EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac- 
ci6n de libra); si se ordenan no mds de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li- 
bra. Sin embargo, para atraer 6rdenes mayores, el mayorista cobra solo $1.80 
por libra si se ordenan m£s de 10 libras, (a) Encuentre un modelo matemdtico 
que exprese el costo total de la orden como una funcion de la cantidad de libras 
ordenadas del producto. (b) Dibuje la gr£fica de la funcidn del inciso (a), (c) 
Determine el costo total de una orden de 9.5 lb y de una orden de 10.5 lb. 


Solucion 

(a) Sea C(jc) dolares el costo total de una orden de jc libras del producto. 
Entonces, 


C(x) = 



si 0 < jc < 10 
si 10 < jc 


(b) La grafica de la funcion C se muestra en la figura 1. 

(c) C(jc) se obtiene a partir de la ecuacion C(jc) = 2jc cuando 0 < jc ^ 10 y 
de la ecuacirin C(jc) = 1.8jc cuando 10 < jc. Por tanto. 


C(9.5) = 2(9.5) C(10.5) = (1.8)(10.5) 

= 19 = 18.90 

Conclusion: El costo total de 9.5 lb es $19 y el costo total de 10.5 lb 

es $18.90. ◄ 


1 


Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la grdfica de C se rompe en el 
punto donde jc = 10, lo cual indica que la funcidn C es discontinua en jc = 10. 
Se estudiara esta propiedad en la seccirin 1.8. Por ahora, note que debido a esta 
discontinuidad de C, serfa m£s ventajoso incrementar el tamano de algunas dr- 
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, serfa im- 
prudente comprar 9.5 lb por $19 cuando se pueden comprar 10.5 lb por $18.90. 

En el ejemplo siguiente se tiene una funcidn compuesta como un modelo 
matematico. 


► EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su 
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza, 
la poblacion de depredadores es una funcion /de jc, el numero de presas en el 
bosque, la cual a su vez, es una funci6n g de /, el numero de semanas que han 
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si 

f(x) = J-x 2 - 2x + 50 y g(t) = 4/ + 52 

donde 0 < / ^ 15, haga lo siguiente: (a) Encuentre un modelo matematico 
que exprese la poblacion de depredadores como un funci6n del numero de 
semanas a partir del fin de la temporada de caza. (b) Determine la poblacidn 
de depredadores 1 1 semanas despuSs del cierre de la temporada de caza. 

Solucion 

(a) La poblaci6n de depredadores t semanas despu^s del cierre de la tempora- 
da de caza esta dada por (/ <> g)(/), donde 0 < t < 15. 

(/ • gM = /(g(0) 

= m + 52) * 

= jg{4/ + 52) 2 - 2(4f + 52) + 50 
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(b) Cuando t = ll,setiene 

(/° *)(H) = fs(96) 2 - 2(96) + 50 
= 50 

Conclusion: Once semanas despues del cierre de la temporada de caza 

la poblaci6n de depredadores es 50. M 



FIGURA 2 



FIGURA 3 



[0, 5] por [0, 200] 


En la seccion 2.8 se considerara la situacidn del ejemplo 3 y se determi- 
nara la tasa a la cual crecid la poblacion de depredadores 1 1 semanas despuSs 
del cierre de la temporada de caza. 


► EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de carton desea elaborar 
cajas abiertas a partir de piezas de cartdn rectangulares de 10 pulg por 17 pulg 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los 
lados. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el volumen de la caja 
como una funcion de la longitud del lado de los cuadrados que se cortaran. (b) 
^Cual es el dominio de la funcidn obtenida en el inciso (a)? (c) En una grafica- 
dora determine, con aproximacion de dos cifras decimales, la longitud del lado 
de los cuadrados que se cortaran de modo que la caja tenga el volumen m£s 
grande posible. <;,Cual es el volumen maximo? 

Solucion 

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortardn y sea 
V(x ) pulgadas cubicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una 
pieza de cart6n dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie- 
za de cart6n. El numero de pulgadas de las dimensiones de la caja son Jt, 
10 - 2x y 17 - lx. Portanto, 

V(x) = *(10 - 2jc)(17 - 2x) 

= YlOx - 54x 2 + 4a 3 

(b) De la expresidn para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = 0 y 
V(5) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que x no pue- 
de ser un numero negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el 
dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5]. 

(c) La grafica de la funcidn V trazada en el rect£ngulo de inspeccion de [0, 5] 
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor 
maximo en su dominio. La coordenada x del punto mas alto de la grafica 
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor- 
tarse para obtener la caja de volumen maximo, y la coordenada y pro- 
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto mds 
alto es (2.03, 156.03). 

Conclusion: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de 

2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen maximo es 156.03 pulg 3 . 4 


V(x) = 170je - 54* 2 + 4* 3 

FIGURA 4 


En la seccion 3.2 se aplicara el Cllculo para confirmar analiticamente la 
respuesta del ejemplo 4(c). 


► EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es 
de 60 pulg 3 , tiene la forma de un cilindro circular recto, (a) Determine un mode- 
lo matematico que exprese el £rea de la superficie total del envase como una 
funcion del radio de la base, (b) f,Cu£l es el dominio de la funci6n obtenida en 
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el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximacion de dos ci- 
fras decimales, el radio de la base del envase si se emplea la cantidad minima 
de. hojalata en su elaboration. 



FIGURA 5 


Solution 

(a) Observe la figura 5, dsta muestra el envase cilmdrico donde r pulgadas 
es la longitud del radio de la base y h es la altura. Se empleara la cantidad 
minima de hojalata cuando el area de la superficie total sea un minimo. El 
area de la superficie lateral es 2 nrh pulg 2 , y el area de cada una de las 
dos tapas es nr 2 pulg 2 . Si S pulgadas cuadradas es el drea de la superficie 
total, entonces 

S = 2 nrh + Inr 1 ( 2 ) 

Como nr^h pulgadas cubicas es el voiumen de un cilindro circular recto y 
el voiumen del envase es de 60 pulg 3 , se tiene que 

nr 2 h — 60 


A1 despejar h de esta ecuaci6n y sustituirla en (2), se obtiene S como fun- 
cion de r: 


sw ■ 


+ Inr 2 



[0, 10] por [0, 200] 
S(r) = 120 + 2n? 

r 


S(r) = 


120 

r 


Inr 2 


(b) Para obtener el dominio de S, observe en la ecuacion que define a S(r) que 
r no puede ser cero. Sin embargo, teoricamente r puede ser cualquier nu- 
mero positivo. Por tanto, el dominio de S es (0, + oo). 

(c) La figura 6 muestra la grdfica de S trazada en el rectangulo de inspeccidn 
de [0, 10] por [0, 200]. La coordenada r del punto mas bajo de la grdfica 
proporciona el radio para el drea de la superficie total minima. En la gra- 
ficadora se determina que el punto mas bajo es (2.12, 84.84). 

Conclusion: Se empleara la cantidad minima de hojalata en la ela- 

boraci6n del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. A 


En la seccion 3.9 se confirmara analiticamente la respuesta del ejemplo 
5(c) como una aplicacidn del Calculo. 


► EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad 
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al numero de 
personas que lo han escuchado y al numero de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, este circula a una velocidad de 
200 personas por hora. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese la 
velocidad a la que se esparce el rumor como una funcion del numero de perso- 
nas que lo han escuchado. (b) ^Que tan rapido circula el rumor cuando lo 
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuantas personas han 
escuchado el rumor cuando este corre con la mayor velocidad. 

Solucion 

(a) Sea/(jc) el numero de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru- 
mor cuando lo han escuchado x personas. Entonces, por la definicion de 
variacion conjuntamente proporcional, 


fix) = £jc(8 000 - x) 


( 3 ) 
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donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200 
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x 
por 20 yf(x ) por 200 en (3), obteniendose 

200 = *( 20)(8 000 - 20 ) 



A1 sustituir k por este valor en (3), se tiene 


fix) = 


jc( 8 000 - x) 
798 


(b) De la expresion anterior para/(jc), se obtiene 



Ax) = 


jc(8 000 - x) 
798 


FIGURA7 


= 500(8 000 - 500) 

J K ) 798 

= 4 699.25 

Conclusion: El rumor se difunde a una tasa de 4 699 personas por 

hora cuando lo han escuchado 500 personas, 

(c) La figura 7 muestra la grafica de/trazada en el rectdngulo de inspeccidn 
de [0, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto mas alto se obtie- 
ne cuando x = 4 000. 

Conclusion: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han 

escuchado 4 000 personas, la mitad de la poblacion. ^ 

En las secciones 3.2 y 7.4 se considerara la situation del ejemplo 6 para 
ilustrar dos aplicaciones diferentes del Calculo. En la seccion 3.2 se confir- 
mar£ analfticamente la respuesta del inciso (c). Despues, en la seccidn 7.4, se 
obtendra un modelo que exprese el numero de personas que han escuchado el 
rumor como funcion del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que 
se puede determinar cuantas personas han escuchado el rumor en cualquier 
momento particular. Aprendera que la gritfica de este modelo recibe el nom- 
bre de curva de crecimiento logistico. Tambien se probara en la seccion 7.4 
que, finalmente, la poblacion completa escuchara el rumor. 


EJERCICIOS 1.3 


En cada ejercicio, obtenga una funcion como un modelo mate- 
mdtico de una situacidn particular. Muchos de estos modelos 
apareceran posteriormente en el texto cuando se aplique el 
Calculo a la situacidn. Defina la variable independiente y el va- 
lor de la funcion como un numero e indique las unidades de 
medicion. En algunos de los ejercicios, la variable indepen- 
diente , por definicion, puede representar un numero no negati- 
vo. Por ejemplo, en el ejercicio 1 si x representa el numero de 
trabajadores, entonces x debe ser un numero entero no nega- 
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de 
continuidad (que la grafica no se rompa) necesarios para 
aplicar el Calculo posteriormente, considere que la variable 
independiente representa un numero real no negativo. No ol- 
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusion. 

1. La ndmina de pago diario de una cuadrilla es directamente 
proporcional al numero de trabajadores, y una cuadrilla de 
12 tiene una nomina de $810. (a) Encuentre un modelo ma- 


tematico que exprese la nomina de pago diario como una 
funcidn del numero de trabajadores. (b) ^Cu£l es la nomi- 
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores? 

2. El peso aproximado del cerebro de una persona es direc- 
tamente proporcional al peso de su cuerpo, y una persona 
que pesa 150 lb tiene un cerebro cuyo peso aproximado es 
de 4 lb. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese 
el peso aproximado del cerebro como una funcion del peso 
de la persona, (b) Determine el peso aproximado del ce- 
rebro de una persona que pesa 176 lb. 

3. El periodo (tiempo para una oscilacion completa) de un 
pendulo es directamente proporcional a la raiz cuadrada 
de la longitud del pendulo, y un pdndulo de 8 pie de lon- 
gitud tiene unjjeriodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo 
matematico que exprese el periodo de un pendulo como 
una funcidn de su longitud. (b) Determine el periodo de un 
pdndulo de 2 pie de longitud. 
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4 . Para una cuerda que vibra, el numero de vibraciones es 
directamente proporcional a la rafz cuadrada de la ten- 
si6n de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces 
por segundo bajo una tensi6n de 24 kg. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese el numero de vibracio- 
nes como una funcidn de la tensidn. (b) Determine el nu- 
mero de vibraciones por segundo bajo una tension de 
6 kg. 

5 . Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una 
fdrmula que proporciona el cargo minimo por libra confor- 
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de 
embarques son los siguientes: $2,20 por libra si el peso no 
excede 50 lb; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 lb 
pero no excede 200 lb; $2.05 por libra si el peso es mayor que 
200 lb. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese el 
costo total de un embarque como una funcion de su peso, (b) 
Dibuje la grafica de la funcidn del inciso (a), (c) Determi- 
ne el costo total de un embarque de 50 lb; 5 1 lb; 52 lb; 53 lb; 
200 lb; 202 lb; 204 lb y 206 lb. 

6. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase 
se calculd como sigue: 32 centavos para la primera onza o 
menos, y 23 centavos por onza (o fraccidn de onza) adicio- 
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo 
matematico que exprese el porte de correo para una carta 
de primera clase, que no pese mas de 1 1 oz, como una fun- 
cidn de su peso, (b) Dibuje la grdfica de la funcion del 
inciso (a), (c) Determine el porte de correo para una car- 
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 8.4 oz 
y 1 1 oz. 

7 . El costo de una llamada telefdnica desde Mendocino a San 
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por 
el primei; minuto y 30 centavos por cada minuto o fraction 
adicional. (a) Encuentre un modelo matemdtico que expre- 
se el costo de una llamada telefdnica, que no dura mas de 
5 min, como una funcidn de la duration de la llamada. (b) 
Dibuje la grafica de la funcidn del inciso (a), (c) Determine 
el costo de una llamada telefdnica que dura 0.5 min, 2 min, 
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min. 

8 . El precio de admision regular para un adulto a una deter- 
minada funcidn en el Coast Cinema es de $7, mientras que 
para un nino menor de 1 2 anos de edad es de $4 y el pre- 
cio para adultos de por lo menos 60 anos de edad es de 
$5. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el 
precio de admisidn como una funcidn de la edad de la 
persona, (b) Dibuje la grdfica de la funcion del inciso (a). 

9 . La demanda de un juguete en cierto almacdn es una funcion 
/de p, el numero de dolares de su precio, el cual es a su vez 
una funcion g de t , el numero de meses desde que el juguete 
llego al almacdn. Si 


f(p) 


5000 


' !,r > "S' 1 * 55' * 5 


haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matematico 
que exprese la demanda como una funcion del numero de 
meses desde que el juguete llegd al almacen. (b) Determine 


la demanda cinco meses desde que el juguete lleg6 al 
almacen. 

10 . En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano 
y la poblacibn del pez grande es una funci6n/de x , el nu- 
mero de peces de tamano mediano en el lago. A su vez, el 
pez mediano se alimenta de un pez pequeno, y la poblacion 
de peces medianos es una funcion g de w, el numero de pe- 
ces pequenos en el lago. Si 

f(x) = V20l + 150 y g(w) = Vw + 5 000 

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matematico 
que exprese la poblacidn de peces grandes como una fun- 
cion del numero de peces pequenos en el lago. (b) Deter- 
mine el numero de peces grandes cuando el lago contiene 
9 millones de peces pequenos. 

11. El area de la superficie de una esfera es funcion de su ra- 
dio. Si el radio de una esfera mide r centimetres y A(r) 
centimetres cuadrados es el area de la superficie, entonces 
A(r) = 4/rr 2 . Suponga que un globo mantiene la forma 
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam- 
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si /(/) centimetros es 
el radio del globo despues de t segundos, haga lo siguien- 
te: (a) calcule (A ° /)(/) e interprete su resultado. (b) De- 
termine el area de la superficie del globo despues de 4 s. 

12 . El volumen de una esfera es funcion de su radio. Si el ra- 
dio de una esfera mide r pies y V(r) pies cubicos es su 
volumen, entonces V(r) - ^ /rr 3 . Suponga que una bola 
de nieve de 2 pie de radio comenzo a derretirse a una tasa 
constante de 4.5 pulg/min. Si f(t) pies es el radio de la 
bola de nieve despues de t minutos, haga lo siguiente: (a) 
calcule ( V ° f)(t) e interprete su resultado. (b) Determine 
el volumen de la bola de nieve despues de 3 min. 

13. A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m 
de cerca. (a) Encuentre un modelo matematico que expre- 
se el drea del terreno como una funcion de su longitud. 
(b) ^Cual es el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Al 
trazar la grdfica de la funcion del inciso (a) en la grafica- 
dora, estime, con aproximacidn de metros, las dimensiones 
del campo rectangular de mayor area que pueda cercarse 
con 240 m. 



14 . En un jardin rectangular se colocaron con 100 pie de cer- 
ca. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el 
area del jardfn como una funcion de su longitud. (b) << Cudl 
es el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Al trazar la 
grafica de la funci6n del inciso (a) en la graficadora, esti- 
me, con aproximacion de pies, las dimensiones del jar- 
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dfn rectangular de mayor drea que pueda cercarse con 
100 pie. 



15 . Realice el ejercicio 13 considerando ahora que un lado 
del terreno estd sobre la orilla de un rfo, por lo que tiene 
una lfmite natural, y el material para cercar se empleard en 
los otros tres lados. 



16 . Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardfn esta 
situado de modo que el lado de una casa sirve como lfmite, 
y el material para cercar se empleard en los otros tres lados. 



17 . Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear 
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg, 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do- 
blando hacia arriba los lados. (a) Encuentre un modelo 
matemdtico que exprese el volumen de la caja como una 
funcirin de la long! tud del lado de los cuadrados que se 
cortaran. (b) ^Cudl es el dominio de la funcidn del inciso 
(a)? (c) Determine en la graficadora, con aproximacidn de 
ddcimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran de modo que la caja tenga el volumen mds 
grande posible. ^Cual es el volumen mdximo aproximado a 
pulgadas cubicas? 

18 . Un fabricante de cajas de cartdn hace cajas abiertas a partir 
de piezas cuadradas de cartdn de 12 cm de lado, cortando 
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los 
lados hacia arriba. (a) Encuentre un modelo matematico 
que exprese el volumen de la caja como una funcidn de la 
longitud del lado de los cuadrados que se cortaran. (b) ^Cual 
es el dominio de la funcidn del inciso (a)? (c) Determine en 
la graficadora, con aproximacion de centf metros, la longi- 


tud del lado de los cuadrados que se cortardn de modo que 
el volumen de la caja sea mdximo. ^Cudl es el volumen 
mdximo aproximado a centfmetros ctibicos? 

19 . Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata 
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. Enel 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 

20. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cartdn 
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 

21. Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el 
costo del material para las tapas es dos veces el costo del 
material para los lados. (a) Determine un modelo matemd- 
tico que exprese el costo total del material como una fun- 
ci6n del radio de la base del envase. (b) ^Cudl es el dominio 
de la funcion del inciso (a)? (c) Detemine en la graficado- 
ra, con aproximacirin de dos cifras decimales, el radio de la 
base para el cual el costo total del material es el mfnimo. 

22. Realice el ejemplo 5 considerando ahora que el envase es 
abierto en lugar de cerrado, 

23. Una pagina impresa contiene una regirin de impreskm de 
24 pulg 2 , un margen de 1.5 pulg en las partes superior e 
inferior y un margen de 1 pulg en los lados. (a) Encuentre un 
modelo matemdtico que exprese el drea total de la pagina 
como una funcirin del ancho de la regibn de impresirin. (b) 
i,Cudl es el dominio de la funcirin del inciso (a)? (c) Deter- 
mine, en la graficadora, con aproximaci6n.de centdsimos 
de pulgada, las dimensiones de la pagina mds pequena que 
satisface estos requerimientos. 



24 . Un almacen que dene un piso rectangular de 13 200 pie 2 , 
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho 
en el frente y en fondo del almacdn, y pasillos de 1 5 pie de 
ancho en los lados. (a) Encuentre un modelo matemdrico 
que exprese el drea total del terreno donde se construird 
el almacdn y los pasillos como una funcion de la longitud 
del frente y del fondo del almacdn. (b) ^Cudl es el dominio 
de la funcidn del inciso (a)? (c) Determine en la graficado- 
ra, con aproximacidn de centesimos de pie, las dimen- 
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siones del terreno que tiene el area minima en el cual este 
almacen se constraira. 



25. Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular 
para enviar un paquete que tiene forma de caja rectangular con 
una seccidn transversal cuadrada tal que la suma de su 
longitud y el perimetro de la seccidn transversal es 100 pulg, 
el maximopermitido por el servicio. (a) Encuentreun mode- 
lo matematico que exprese el volumen de la caja como una 
funci6n de su longitud. (b) ^Cu&l es el dominio de la fiincidn 
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi- 
macion de pulgadas, las dimensiones del paquete que tiene 
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este 
servicio. 



26 . En un ambiente limitado donde A es el numero optimo de 
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien- 
to bacteriano es conjuntamente proporcional al numero 
presente de bacterias y la diferencia entre A y el nume- 
ro presente. Suponga que el ntimero optimo soportable por 
un ambiente particular es 1 milldn de bacterias, y que la 
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando 
se tienen 1000 bacterias presentes. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento bac- 
teriano como funcion del ntimero de bacterias presentes. 


(b) ^Cual es la tasa de crecimiento cuando estan presentes 
100000 bacterias? (c) Determine en la graficadora, con 
aproximacion de miles, cu&ntas bacterias estan presentes 
cuando la tasa de crecimiento es un mdximo. 

27 . Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequeiia 
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de 
una epidemia (la tasa de variation del numero de personas 
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al 
numero de personas infectadas y el numero de personas no 
infectadas. Cuando 1 00 personas est&n infectadas, la epide- 
mia crece a una tasa de 9 personas por dia. (a) Encuentre 
un modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento 
de la epidemia como una funcion del numero de personas 
no infectadas. (b) i,Qu£ tan r&pido es el crecimiento de la 
epidemia cuando 200 personas est£n infectadas? (c) En 
la graficadora, determine cuantas personas est&n infectadas 
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un mdximo. 

28 . Una tienda de campana con forma de piramide cuadrangu- 
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material 
de 5 m de lado. En la base de la piramide, sea x metros la 
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refierase a 
la figura. (a) Encuentre un modelo matemdtico que 
exprese el volumen de la casa de campana como una fun- 
ci6n de x. Sugerencia : La f6rmula para el volumen de una 
piramide es V = ~ Bh, donde V, B y h son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen, el area de la base y la 
altura. (b) Determine el volumen de la piramide cuando 
x - 0.8. (c) Determine en la graficadora, con aproxima- 
cion de centesimos de metro, el valor de x para el cual el 
volumen de la pir&mide es un maximo. 


5 m 



1.4 INTRODUCCION GRAFICA A LOS UMITES DE FUNCIONES 

El primer contacto con limites concieme a Umites de funciones. Para dar una 
idea intuitiva del lfmite de una funcion se dedicara esta section a una inter- 
pretation grafica, los resultados de esto se confirmaran analiticamente al em- 
plear desigualdades. La discusirin desarrollada aquf facilitara el camino para la 
definicirin presentada en la seccirin 1.5. 

Se comenzari con una funcion particular: 

fix) = + 3 (1) 

x - 1 

% 

Observe que esta funcirin no est£ definida cuando x = L; esto es, /( 1) no exis- 
te. Sin embargo, la funcidn est£ definida para cualquier otro numero real. Se 
investigardn los valores de la funcion cuando x se aproxima a 1, pero sin lie- 
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FIGURA 1 



Q(x, 2x 2 + jc - 1) 


Tablal 


X 

Ax ) = 2x2 * x - 3 

X - 1 

0 

3 

0.25 

3.5 

0.5 

4 

0.75 

4.5 

0.9 

4.8 

0.99 

4.98 

0.999 

4.998 

0.9999 

4.9998 

0.99999 

4.99998 


Tabla 2 


X 

f(x) - 2x2 + * 3 

x - 1 

2 

7 

1.75 

6.5 

1.5 

6.0 

1.25 

5.5 

1.1 

5.2 

1.01 

5.02 

1.001 

5.002 

1.0001 

5.0002 

1.00001 

5.00002 


gar a ser 1. Usted puede preguntarse por que se desea considerar estos valores 
de funcion. El siguiente ejemplo ilustrativo orientara esa pregunta. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El punto P(l, 2) esta sobre 

la curva que tiene como ecuacion 
y - 2x 2 + x - 1 

Sea Q(x , 2x 2 + x - 1 ) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una 
de las figuras 1 y 2 muestran una porcion de la grafica de la ecuacion y la recta 
secante que pasa por Q y P, donde Q esta cerca de P. En la figura 1 , la coorde- 
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que 1. Suponga que 
fix) es la pendiente de la recta PQ. Entonces 


fix) = 

fix) = 


( 2x 2 + x - 1) - 2 
x - 1 

2x 2 + x - 3 

x - 1 


la cual es la ecuacidn (1). Ademas, jc ^ 1 porque P y Q son puntos distintos. 
Conforme x se aproximan cada vez mas a 1, los valores de fix) se acercan cada 
vez m£s al numero que se definira en la seccidn 2.1 como la pendiente de la 
recta tangente a la curva en el punto P. 4 


Considere otra vez la funcion definida por la ecuacidn (1) y calcule f(x) 
cuando x toma los valores 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999, 
y asi sucesivamente. Se estan tomando valores de x cada vez mas cercanos a 1 
pero menores que 1 ; en otras palabras, la variable jc se aproxima a 1 a traves 
de numeros que son menores que 1 . La tabla 1 proporciona los valores de la 
funcion para estos numeros. 

Ahora considere que la variable se aproxima a 1 a travds de numeros que son 
mayores que 1; estoes, jc toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001, 
1 .000 1, l .0000 1 , etc. Los valores de la funcion para estos numeros se muestran 
en la tabla 2. 

Observe que en las dos tablas conforme jc se aproxima cada vez mas a 1, 
f(x) se acerca mas y mas a 5; y cuanto mas cerca este jc de 1, mas cerca esta- 
ra f(x) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando jc = 0.9, f(x) = 4.8; esto es, 
cuando jces menor que l por 0.1, /(jc)es menor que 5 por 0.2. Cuando jc = 0.999, 
fix) - 4.998; es decir, cuando jc es menor que 1 por 0.00 1 , fix) es menor que 5 
por 0.002. Ademas, cuando Jc = 0.9999, fix) = 0.49998; esto es, cuando jc es 
menor que 1 por 0.0001, fix) es menor que 5 por 0.0002. 

La tabla 2, muestra que cuando jc = 1.1, fix) = 5.2; esto es, cuando jc es 
mayor que 1 por 0.1 , fix) es mayor que 5 por 0.2. Cuando jc = 1 .001, fix) = 
5.002; es decir, cuando jc es mayor que 1 por 0.001, fix) es mayor que 5 por 
0.002. Cuando jc — 1.0001, fix) = 5.0002; esto es, cuando jc es mayor que 1 
por 0.0001 , fix) es mayor que 5 por 0.0002. 

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando jc difiere de 1 por 
± 0.001, (estoes jc = 0.999 ojc = LOO 1),/(jc) difiere de 5 por ± 0.002 (es decir 
fix) - 4.998 o fix) = 5.002). Y cuando jc difiere de 1 por ± 0.0001, fix) 
difiere de 5 por ± 0.0002. 

Ahora, enfocando la siftacion desde otro punto de vista, se considera- 
ran primero los valores de /(jc). Es posible hacer que los valores de fix) esten 
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de jc suficientemente cerca- 
nos a 1 ; esto es, |/(jc) - 5 | puede hacerse tan pequeno como se desee hacien- 
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y 



FIGURA 3 


do | x - 1 | lo suficientemente pequeno. Pero tenga presente que jc nunca 
toma el valor 1. 

Esta condition puede escribirse en forma mas precisa empleando dos 
simbolos para las diferencias pequenas. Los simbolos empleados usUalmente 
son las letras griegas € (epsilon) y S (delta). De modo que se establ£ce que 
para cualquier numero positivo € existe un numero positivo 8, seleccionado 
adecuadamente, tal que si |jc — 1 | es menor que 8 y | x - 1 j * 0 (esto es, 
x * 1), entonces \f(x) - 5| es menor que Es importante sehalar que prL 
mero se elige € y que el valor de 8 depende del valor de € . Otra forma de 
expresar esto es: proporcionado cualquier ntimero positivo € , puede lograrse 
que | /(jc) - 5 | < € tomando | x - 1 1 lo suficientemente pequeno; es 
decir, existe un numero positivo 5lo suficientemente pequeno tal que 

si 0 < | jc — 1 1 <5 entonces \f(x) - 5 1 < € (2) 

Observe que el numerador de la fraccidn en (1) puede factorizarse de 
modo que 

f(x) = (2x + 3)(* - 1) 
x - 1 

Si x ^ 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
x - 1 para obtener 

f(x) = 2x + 3 x * 1 (3) 



FIGURA 4 



y - 4.8 y y = 5.2 

FIGURA 5 


La ecuacion (3), junto con la indicacidn de que x 1, es tan adecuada como 
la ecuacion (1) para una definition de /(jc). 

Ahora se vera el significado geom6trico de todo esto para la funcidn 
particular defmida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa- 
do geometrico de f y 8. Observe que si jc, en el eje horizontal, esta entre 
1 - 8 y 1 + 8 , entonces /(jc), en el eje vertical, estard entre 5 - € y 
5 + € ; o equivalentemente, 

si 0<‘|jr-l|<5 entonces |/(jc) - 5 1 < € 

Otra manera de establecer esto es la siguiente: /( jc), en el eje vertical, puede 
restringirse a que este entre 5 - € y 5 + € obligando a que jc, en el eje 
horizontal, estd entre 1 - 8 y 1 + 8. 

A continuacion se mostrara graficamente c6mo elegir una 8 adecuada 
para una € dada. La figura 4 muestra la grafica de la funcion / trazada en el 
rectangulo de inspeccion de [0, 4.7] por [4, 6]. La grdfica tiene un «agujero» 
en el punto (1, 5), el cual puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende 
del modelo de la graficadora y del rectangulo de inspeccion elegido, 

Suponga que € = 0.2; se desea restringir /( jc), en el eje vertical, de modo 
que este entre 5 - 0.2 y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra- 
zan las rectas y = 4.8 y y = 5.2yla grafica de / en el mismo rectangulo 
de inspeccidn, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas 
intersectan a la grdfica de /en los puntos donde jc = 0.9 y jc = 1.1, respecti- 
vamente. De modo que para € = 0.2, se toma 8 = 0.1 y se establece que 

si 0 < | jc - 1 | < 0. 1 entonces |/(jc) - 5 | <0.2 

Esta es la proposicion (2) con € = 0.2 y 8 = 0.1, lo cual esta de acuerdo 
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su gfaficadora tiene la caractenstica de 
sombra (shade), se podra tener apoyo grafico al trazar la grafica de /: el rec- 
tangulo horizontal sombreado entre las rectas y = 4.8 y y = 5.2, y el 
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[0, 4.7] por [4, 6] 


rectdngulo vertical sombreado entre las rectas x = 0.9 y x = 1 . 1 en el rec- 
t£ngulo de inspeccibn de [0, 4.71 por [4, 61 como se muestra en la figura 6. 

Ahora suponga que € = 0.02 y trace la grdfica defy las rectas y = 4.98 
y y = 5.02 en el rectingulo de inspeccibn de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como 
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la grdfica de 
/en los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tan to, para 
€ = 0.02, se toma 8 = 0.01 y se establece que 

si 0 < \x - l| < 0.01 entonces |/(x) - 5| < 0.02 


fix) = — — ±JL — - 
x - l 

y = 4.8 y y - 5.2 
x = 0.9 y x = 1.1 

FIGURA 6 



fix) « 


2x L + x - 3 


x - 1 

y - 4.98 y y — 5.02 


FIGURA 7 



[0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] 


fix) 


2x L + X - 3 


x - 1 

y - 4.98 y y = 5.02 
x = 0.99 y x = 1.01 


FIGURA 8 


Esta es la proposicibn (2) con € = 0.02 y 8 - 0.01, lo cual estd de 
acuerdo con la information de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo gra- 
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rect&ngulo horizontal som- 
breado entre las rectas y = 4.98 y y = 5.02, el rect£ngulo vertical sombreado 
entre las rectas x = 0.99 y x = 1.01 y la grafica de / en el rectdngulo de 
inspeccibn de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1]. 

Se puede dar como € cualquier numero positivo pequeno y determinar 
un valor adecuado para 8 tal que si | x - 1 | < 8 y x * \ (esto es, 0 < 
| x - 1 | < 8), entonces \f(x) - 5 | sera menor que € . Observe que los 
valores de € se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequeno como se desee, 
y que el valor de 8 depende del valor elegido de € . Tambidn debe senalarse 
que a un valor pequeno de € le corresponded un valor pequeno de 8. Como 
para cualquier € > 0 puede determinarse un 8 > 0 tal que la proposicidn 
(2) se cumpla, se establece que el lfmite de/(;t) conforme x tiende o se apro- 
xima a 1 , es igual a 5, o expresado con sfmbolos 

lim f(x) = 5 

X — >1 

Observe que en esta ecuacidn se tiene un nuevo uso del sfmbolo “igual”. Aquf, 
ningun valor de x hace que/(x) tenga el valor 5. El sfmbolo “igual” es apro- 
piado debido a que el lado izquierdo estd escrito como lim/(jc) 

X — > 1 

De (3) es evidente que puede lograrse que fix) este tan cerca de 5 como 
se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de 
la funcidn / no depende de que / este definida cuando x = 1 . Este hecho 
proporciona la diferencia entre lim fix) y el valor de la funcidn en 1 ; es decir, 

x — >1 

lim fix) = 5, pero /(l) no existe. En consecuencia, en la proposicidn (2), se 
escribe 0 < | x - 1 | debido a que sdlo nos interesan los valores de fix) 
para x cerca de 1 , pero no para x = 1 . 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea glafuncidn definida por 
. . fix + 3 six * 1 

sW = u 

1 7 six = 1 

La grdfica de g se muestra en la figura 9. Excepto en x = 1 , la funcidn g tiene 
los mismos valores de la funcibn /definida por la ecuacion (1). En conse- 
cuencia, como el hecho de que lim fix) = 5 no tiene nada que ver con lo 

X — > 1 

que ocurre enx - 1 , se puede aplicar el argumento anterior a la funcibn g 
y concluir que para cualquier € > 0 existe un 8 > 0 tal que 


si 0 < | x - 1 | < 8 entonces | g(x) - 5 | < € 


demodoque lim g(x) = 5. Note que ^(-1) = 7; por lo que para esta func ion, 

x — > 1 

el lfmite de la funcibn y el valor de la funcibn existen para x = 1, pero no 
son iguales. ^ 
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FIGURA 10 



l/' EJEMPLO I LU STRATI VO 3 Sea /i la fiinci6n definida por 

h(x) = 2x + 3 

La grafica de h consta de todos los puntos de la recta y = 2x + 3, mostrada 
en la figura 10. Otra vez, excepto en x = 1, se tiene una funcidn con los 
mismos valores de la funci6n/, definida por la ecuaci6n (1), asf como de la 
funci6n g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez 
mis el mismo argumento y concluir que para cualquier € > 0 existe u ft 
S > 0 tal que 

si 0 < | jc - 1 1 < <5 entonces | h(x) - 5 1 < € 
de modo que lim h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasion, el valor de la fun- 

j: — » I 

cion y el limite existen y son iguales para x = 1. Una consecuencia de este 
hecho, como se veri en la secci6n 1.8, es que la funci6n h es continua en 
jc = 1. Observe que la grifica de h de la figura 10 no tiene ningiin agujero 
en x = 1, considerando que las grificas de/ y g de las figuras 3 y 9, respec- 
tivamente, tienen un agujero en x = 1. En la secci6n 1.8 aprenderi que las 
funciones / y g son discontinuas en x = 1 . A 


N EJEMPLO I Sea/ la funci6n definida por 
f(x) = 4x - 5 

(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para e =0.1 con el fin de 
determinar una 8 > 0, tal que 

si 0 <|jc- 2|<<5 entonces |/(jc) - 3 | < 0.1 

(b) Apoye la elecci6n de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 

Spliicion 

(a) Refierase a la figura 1 1 y observe que los valores de la funcion crecen 
conforme x se incrementa. Asf, la figura indica que se necesita un valor 
de jcj tal que/(jC]> = 2.9 y un valor de jc 2 tal que/(jc 2 ) = 3.1; esto es, 
se necesitan jcj y jc 2 tales que 

4jc] - 5 = 2.9 4jc 2 - 5 = 3.1 

r _ 19 r _ 8J. 

■^l 4 x 2 4 

X\ = 1.975 jc 2 = 2.025 

Debidp a que 2 - 1.975 = 0.025 y 2.025 - 2 = 0.025, se elige <5 = 
0Di>5 de modo que se tiene la proposici6n 

si 0 < |jc ~ 2 1 < 0.025 entonces |/(jc) — 3 | < 0.1 

(b) En la graficadora se traza la grifica de/y las rectas y = 2.9 y y = 3.1 

en ej jectangulo de inspecci6n de [0, 3] por [0, 4] como se muestra en la 
figufa 12. Con la operacidn de interseccidn ( intersection ) o las de rastreo 
{trace), y aumento (zoom) de la graficadora, se determina que la recta 
y = 2.9 intersecta a la grifica de/en jc = 1.975 y que la recta y = 3.1 
intersecta a dicha grifica en jc = 2.025, lo cual apoya la elecci6n de 8 
efectuada en el inciso (a). ^ 
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y = 2.9 y y = 3.1 

FIGURA 12 


En el ejemplo siguiente se utiliza el sfmbolo =» por primera vez. La fle- 
cha => significa implied. Tambien se emplea la doble flecha <=>, lo cual sig- 
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes . 


► EJEMPLO 2 Confirme analfticamente la eleccidn de 8 en el 
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades. 



si 

0 < 

1 * - 2 1 

< s 

entonces 


si 

0 < 

|* - 2 1 

< 8 

entonces 

<=> 

si 

0 < 

CM 

1 

K 

< 8 

entonces 


si 

0 < 

U - 2 

< 8 

entonces 


Solution Se desea determinar una 8 > 0 tal que 

I m - 3 1 < o.i 

| (4jc — 5) — 3 1 < 0.1 
4 | jc — 2 j < 0.1 
j x - 2 1 < 0.025 

Esta proposicion indica que una eleccion adecuada de <5es 0.025. Con esta 8 , 
se tiene el argumento siguiente: 

0 < I JC - 2 | < 0.025 
4 j jc — 2 j < 4(0.025) 

=* | 4jc — 8 j < 0.1 

=> | (4jc — 5) — 3 j < 0.1 

=> \f(x) — 3 | < 0.1 

De esta manera, se ha confirmado analfticamente que 


si 


0 < | x - 2 | < 0.025 entonces \f(x) - 3 | < 0.1 


<4 4 


En los ejemplos 1 y 2 cualquier nufnero positivo menor que 0.025 pue- 
de utilizarse en lug^r de 0.025 como la <5 requerida. Observe este hecho en la 
figura 11. Adem6s, si 0 < y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en- 
tonces se tiene que 

si 0 < | jc — 2 1 < y entonces \f(x) - 3 J < 0.1 

ya que cualquier numero x que satisfaga la dfesigualdad 0 < | x - 2 | < y 
tambien satisf ace la desigualdad 0 < |* - 2| < 0.025. 

Las soluciones de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar 
una 8 para una € especiTica. En la seeddn 1 .5 aprend&i'a si para ctofejuier 
€ > 0 se puede determiifar una 8 > 0, tal que 

si 0 < \x - 2 1 < 8 entonces | (4x - 5) - 3 | < € 

entonces se habrd establecido que Km (4x - 5) = 3. l£sto se hard en el 
ejemplo 1 de la seccibn 1.5. 


► EJEMPLO 3 Sea / la funeioii defiuida pot 

fix) = 

(a) Utilice una figura con € = 0.3 para determinar una <5 > 0 tal que 

si 0<|x-2|<(5 entonces \f(x) - 4| < 0.3 

(b) Apoye la eleccion de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 
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m = * 2 


FIGURA 13 



m- = x 2 
y = 3.7 y y - 4.3 

FIGURA 14 


Solucion 

(a) La figura L3 muestra una porcion de la grafica de/en una vecindad del 
■ punto (2, 4). Si x > 0, los valores de la funcion crecen conforme el va- 
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor 
positivo x x tal que/(jt[) = 3.7 y un valor positivo x 2 tal que f(x 2 ) - 4.3; 
esto es, se necesitan x\ > 0 y x 2 > 0, tales que 

x, 2 = 3.7 x 2 2 = 4.3 

X[ = V3/7 7 x 2 = V43 

x\ = 1.92 x 2 * 2.07 

Entonces 2 - 1.92 = 0.08 y 2.07 - 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08, 
se elige 5 = 0.07 de modo que se tiene la proposition 

si 0 < \x - 2 | < 0.07 entonces \f(x) - 4 | < 0.3 

Cualquier numero positivo menor que 0.07 puede tomarse como la 8 re- 
querida. 

(b) La figura 14 muestra las graficas de/y de las rectas y = 3.7 y y = 4.3 

trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]. En 
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la grafica 
de / en jc = 1.92 y que la recta y - 4.3 intersecta a dicha grdfica en 
x - 2.07, lo cual apoya la eleccidn de 8 del inciso (a). 4 


W EJEMPLO 4 Confirme analiticamente la eleccion de 5del ejem- 
plo 3 empleando propiedades de las desigualdades. 

Solucion Se desea determinar una 8 > 0 tal que 

si 0 < | jc — 2 1 < 8 entonces \f(x) — 4 1 < 0.3 (5) 

<=> si 0 < j jc — 2 j < 5 entonces \x 2 - 4| < 0.3 

<=> si 0 < | jc — 2 j < ^ entonces | jc - 2 | | jc + 2 | < 0.3 

Observe en el lado derecho de esta proposicidn que ademas del factor 
| jc — 2 | , se tiene el factor | jc + 2 | . Por tanto, se necesita obtener una 
desigualdad que contenga a | x + 2 | . Para hacer esto, se restringe la 8 que se 
requiere. Considere que £es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable. 
Entonces 




0 < [jc — 2 | < <5 y 5<0.1 

=» 0< |jc — 2| < 0.1 

=> -0.1 < ;t - 2 < 0.1 

=> 3.9 < * + 2 < 4.1 

=> | jc + 2 | < 4.1 

Asf 

0 < | jc — 2 1 < <5 y <5<0.1 
=* 0 < j jc - l\ < 8 y (jc + l\ < 4.1 

=> | jc - 2 | -| jc + 2 | < 5(4.1) 


Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposicidn (5). De modo que, 
debe pedirse que 

5(4.1) <; 0.3 <=> 5 < £ 


i 
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 8 < 0.1 y 8 < Para que ambas 
restricciones se cumplan, se toma 8 = el menor de los dos numeros. 
Mediante el uso de esta 8 , se tiene el argumento siguiente: 

0 < I* - 2| < A 

=» I* " 2| < A y \x + 2| < 4.1 

=> b - 2 | b + 2| < ^(4.1) 

=> | jc 2 - 4 1 < 0.3 

Por tanto, se ha determinado una 8 de modo que la proposition (5) se 
cumple. Puesto que 2- * 0.07 se ha confirmado la election de 8 del 
ejemplo 3. 4 

Ahora se aplicaran los conceptos anteriores a fin de determinar como 
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima- 
cion especifica de la medicion de una segunda cantidad que depende de la 
primera. 


► EJEMPLO 5 Para la situacion del ejemplo 1 de la seccion 1.3, 
^cual debe ser la temperatura del gas si este ocupa un volumen entre 79.5 m 3 
y 80.5 m 3 ? 

Solucion En el ejemplo 1 de la seccion 1 .3 se obtuvo el siguiente modelo 
matemdtico de la situacidn: 

fix) = lx 

donde f(x) metros cubicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x 
grados. Como /(140) = 80, el gas ocupa 80 m 3 a una temperatura de 140°. 
Se desea determinar que tan cerca debe estar x de 140 para que f(x) no este 
a m£s de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 8 > 0 
tal que 



si 

0 < 

k- 

140 1 

< 

8 

entonces 

\f(x) - 80 I < 0.5 

<=> 

si 

0 < 

b- 

140 1 

< 

8 

entonces 

| ix - 80 1 < 0.5 

<=> 

si 

0 < 

b- 

140 1 

< 

8 

entonces 

2 | 3x - 80 | < 2 (0.5) 


si 

o 

A 

b- 

140 1 

< 

8 

entonces 

|jc - 140 | < 0.875 


Por tanto, se toma 8 = 0.875, y se tiene el argumento siguiente: 


0 < \x - 140 1 < 0.875 
=> i j jc - 140 j < 3(0.875) 

=> | ix - 80| < 0.5 

En consecuencia, 

si 0 < | jc — 140 | < 0.875 entonces | f(x) — 80 | < 0.5 

Conclusion: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m 3 su 

temperatura debe estar entre 1 39.1 25° y 1 40.875°. ^ 


► EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un area 
que difiere de 225 tt pulg 2 en menos de 4 pulg 2 . <,Cu£l es la medida aproxi- 
mada del radio? 
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A(r) - jtr 2 

FIGURA 15 


Solucion Observe la figura 15. Si la longitud del radio de la cubierta de 
la mesa es de r pulgadas y A(r ) pulgadas cuadradas es el area de la cubierta, 
entonces 

A(r) = Kr 2 

El £rea es 225 n pulg 2 cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar que 
tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no est£ a mas de 4 unidades de 
225 ;r. Esto es, si e = 4, se desea determinar una S > 0, tal que 

si 0 < |r - 15 | < 8 entonces | A(r) - 225tt | < 4 

^ si 0 < |r - 15 | <8 entonces | nr 2 - 225n\ < 4 

<=> si 0 < | r — 15 | < <5 entonces | r - 15 | | r + 15 | < — *(<>) 

n 

Debido a que se tiene el factor | x + 15 | del lado derecho de la proposicion 
(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener 
dicha desigualdad, se restringe 8 de modo que 8 < 1 . Entonces 

0<|r-15|<5y 8 < 1 =>0 <|r - 15 |< 1 
=> -1 < r - 15 < 1 => 14 < r < 16 

=> 29 < r + 15 < 31 => | r + 15 1 < 31 

Por tanto, 

si 0 < | r - 15 | <5 y 8 < l entonces | r - 15 | | r + 15 | < <5(31) 

Como se desea que la proposicion (6) se cumpla, ser& necesario que 

5(31) < .1 » 5 < — 

n 31^ 

Ahora se tienen dos restricciones sobre 8: 8 < 1 y 8 < . Se elige 8 

31tt 

como , el menor de estos dos numeros. Con esta 8 se tiene el siguiente 
- . 3l;r 

argumento: 

A 

0 < \r - 15 I < — 

31tt 

=> \r - IS I < — y I r + 15 I < 31 

1 1 31 ^: 1 1 

=> \r - 15 | \ r + 15 | < —(31) 

31^ 

=> 7T | r 2 - 225 | < 4 

Por tanto, 

si 0 < | r - 15 | < — entonces |A(r) - 225^ | < 4 
31;r 

4 

Como * 0.041, se tiene la siguiente conclusidn. 


Conclusion: El radio de la cubierta de la mesa debe estar entre 14.959 pulg y 

15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un area que difiera de 225/r pulg 2 
por menos de 4 pulg 2 . ^ 


1 
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EJERCICIOS 1.4 


En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan f(x), a, L, € y una fi- 
gura. A partir de lafigura determine S ’> 0 , tal que 

si 0 < |* - a\ <^)entonces |/(jc) - L | < £ 

1. fix) = 2x - 5; a = *3;L = 1; € = 0.2 

y 



2. f(x) = 2 - 3x;a = -1;L = 5; € = 0.6 



En los ejercicios 3 a 14, se proporcionan fix), a, Ly € . (a) Uti- 
lice una figura semejante a la de los ejercicios 1 y 2 y el 
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 para de- 
terminar una S > 0, tal que 

si 0 < \x - a\ <Sentonces |/(jc) - L\ < € 

(b) Apoye la eleccidn de Sdel inciso (a) usando una graficadora. 

3. fix) = * - Ua = 4;L = 3; € = 0.03 

4. fix) = jc + 2; a = 3; L = 5; £ = 6.02 

5. /(jc) = 2jt + 4;<z = 3;L = 10; f = 0.01 

6. /(^) = 3* - l; fl = 2; L = 5; € = 0.1 

7. /(jc) = 5x - 3; a = \\L = 2; € = 0.05 

8. /(jc) = 4je - 5; a = 2; L = 3; e = 0.001 

9. /(jc) = 3 - 4jc; a = -1; L = 7; f = 0.02 

10. /(jc) = 2 + 5jc; a = -2; L = -8; <T = 0.002 

xi. /(*) = * 1 j : i ;a = -2 ;L = -4; f = 0.01 
jc + 2 

12. f{x) = 9 * 2 — ;a = -;L = 2; £ = 0.01 

3x - 1 3 

13. f(x) = — - — ~ 3 ;o = --;L = -4; f = 0.03 

2x + 1 2 


14. /(*) = 3x . 2 ~ 8 * 2; a = 3;Z _ = ] 0 . f = o.05 

JC - 3 

Para los ejercicios 15 y 16, siga las mismas instrucciones 
que para los ejercicios 1 y 2. 

15. fix) = x 2 + l;a = -2; Z. = 5; f = 1 ' 



16. /(x) = 8 - x 2 ; a = 2; Z. = 4; £ = 0.5 

y 



En los ejercicios 17 a 24, se proporcionan fix), a, L y € (a). 
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 y 16 y del 
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter- 
minar una S > 0, tal que 

si 0 < |jc - a| < £ entonces |/(jc) - L\ < € 

17. fix) — jc 2 ; a — 3; L = 9\ € = 0.5 

18. fix) = x 2 \a = 0.5; L = 0.25; € = 0.1 

19. fix) = jc 2 ;a = -\\L = 1; f = 0.2 

20. /(jc) = jc 2 - = 1;L = -4; € = 0.15 

21. fix) = jc 2 - 2x + 1; a - 2; L = 1; € = 0.4 

22. fix) = jc 2 + 4jc + 4; a = ~l;L = 1; f = 0.08 
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23. fix) = 2x 2 + 5x + 

3; a = - 

3;L = 6; € = 0.6 

24. f(x) = 3x 2 - lx + 

2\a = 1: 

; L = -2; € = 0.3 

En los ejercicios 25 a 36, confirme anaUticamente (empleando 
propiedades de las desigualdades ) la election de 8 del ejer- 
cicio indicado. 

25. Ejercicio 3 

26. 

Ejercicio 4 

27. Ejercicio 7 

28. 

Ejercicio 8 

29. Ejercicio 13 

30. 

Ejercicio 14 

31. Ejercicio 17 

32. 

Ejercicio 18 

33. Ejercicio 21 

34. 

Ejercicio 22 

35. Ejercicio 23 

36. 

Ejercicio 24 


En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una funcidn como 
modelo matematico de la situation. Defina la variable depen- 
diente y el valor de funcidn como numeros, e indique las uni- 
dades de medicion. No olvide completar el ejercicio con una 
conclusidn. 

37. A una persona que gana $15 por hora se le paga solo por 
el tiempo real de trabajo. ^Que tan cerca de 8 horas debe 
trabajar una persona para- que su salario difiera de $120 en 
no mds de 25 centavos? 

38. Para la situacion del ejemplo t de la seccion 1.3, ^cudl 
debe ser la temperatura del gas si este ocupa un volumen 
entre 79.95 m 3 y 80.05 m 3 ? 

39. Se construye una cerca alrededor de un jardm de forma 
cuadrada. i,Que tan proxima a 10 pie debe estar la longi- 
tud de cada lado del jardm para que la longitud total de la 
cerca este entre 39.96 y 40.04 pie? 



40. Se construye una senal circular de modo que la longitud de 
su circunferencia difiera de 6 n pie en no m£s dr 0. 1 pie. 
iQu6 tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la senal? 

41. Para el jardm del ejercicio 39, <,qu6 tan cercana a 10 pie 
debe estar la longitud de cada lado del jardm para que el 
drea de dicho jardm difiera de 100 pie 2 en no mas de 
0.5 pie 2 ? 

42. Para la senal del ejercicio 40, ^que tan cercano a 3 pie debe 
medir el radio de la senal para que el area de dicha senal 
difiera de 9n pie 2 en no mas de 0.2 pie 2 ? 

43. El numero de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en t 
segundos varfa directamente como el cuadrado de t , y un 
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. ^Que tiem- 
po cercano a 5 s le tomara a un cuerpo caer entre 398 y 
402 pie? 

44. El nrimero de libras por pie cuadrado de la fuerza del vien- 
to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento 
es v millas por hora, varia directamente como el cuadrado de 
v. Suponga que la fuerza es de 2 lb/pie 2 cuando la velocidad 
del viento es de 20 mi/h. ^Que tan cerca de 30 mi/h ser£ la 
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie 
plana esta entre 4.45 lb/pie 2 y 4.55 lb/pie 2 ? 


1.5 DEFINICION DE UMITE DE UNA FUNCION 
Y TEOREMAS DE UMITES 


Ahora se presentard la definici6n formal de limite de una funci6n. La definicion 
contiene la proposicion que implica las desigualdades con la notacidn € -S 
mostrada con frecuencia en la seccidn 1.4. 


1.5.1 Definicion de limite de una funcion 


Sea / una funcidn definida en cada ntimero de algtin intervalo abierto 
que contiene a a, excepto posiblemente en el numero a raismo. El 
lfmlte de f(x) conforme x se aproxuna a a es lo que se escribe 
como 

lim/OO = L 

x-*a 

' * r 

si la siguiente proposicion es verdadera: 

dada cualqiner € > 0, no importa cuan pequeila sea, existe una 
8 > Otalque 

si 0 < [jc - a \ < 8 entonces |/(^) - L\ < € (1) 
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y y = /to 



y = /to 



y y = /to 



En palabras, esta definicion establece que los valores de funcion /(*) se 
aproximan al limite L conforme x lo hace al numero a si el valor absoluto de la 
diferencia entre f(x ) y L puede hacerse tan pequena como se desee tomando x 
suficientemente cere a de a pero no igual a a. 

Observe que en la definicion no se menciona nada acerca del valor de la 
funcidn cuando x = a. Recuerde, como se senald en la seccion 1.4, la funcidn 
/ no necesita estar definida en a , para que el lim f{x ) exista. Mas aiin, si / 

x ->a 

esta definida en a , lim f{x) puede existir sin que tenga el mismo valor que 

x-*a 

f{a) como en el caso de la funcion del ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 1.4. 

Una interpretation geometrica de la definicidn de limite de una funcidn/ 
se muestra en la figura 1, la cual presenta una portion de la grafica de/cerca 
del pun to donde x = a. Como / no esta necesariamente definida en a , no 
existe un punto en la grafica de / con abscisa a. Observe que si x, en el eje 
horizontal, esta entre a - 8 X y a + S lf entonces /(*), en el eje vertical, estar& 
entre L - € { y L + € En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal, 
de modo que est6 entre a - S l y a + 8y, se restringe a /( x), en el eje verti- 
cal, de manera que est^ entre L - e ^ y L + € h Asi, 

si 0 < \ x - a \ < entonces |/(x) - h \ < € } 

La figura 2 muestra como un valor pequeno de e puede requerir una elec- 
cion diferente para <5. En la figura se aprecia que € 2 < € u y que el valor 
Si es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales 
0 < |x - a\ <5,, pero |/(x) - L | no es menor que € 2 . Por ejem- 
plo, 0 < \x — a\ < <5,, pero |/(3c) - L | > e 2 . Por esta razon debe 
elegirse un valor ^ mas pequeno, como se muestra en la figura 3, tal que 

si0<|x-^|<52 entonces \f(x) - L \ < e 2 

Sin embargo, para cualquier eleccion de € > 0, no importa que tan pequeno 
. sea, existe S > 0 tal que la proposicion (1) se cumple. Por tanto, lim f(x) = L . 

x — ) a 

En el primer ejemplo de esta seccion, se vuelve a tratar la funcidn mos- 
trada en los ejemplos 1 y 2 de la seccion 1.4. 


> EJEMPLO I Utilice la definicion de limite para demostrar que 
lim (4x - 5) = 3 

x ->2 

Solucion El primer requisito de la definicion 1.5.1 es que 4x - 5 estd 
definida en cada numero de un intervalo abierto que dontenga a 2, excepto 
posiblemente en 2. Puesto que 4 jc - 5 est^ definida para todos los numeros 
reales, cualquier intervalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito. 
Ahora se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que 

si 0 < J jc — 2 | < <5 entonces | (4x - 5) - 3 | < € (2) 

$=> si 0 < | jc — 2 1 < 5 entonces 4 \x - 2| < € 

<=> si. .0 < | jc - *2 | < S entonces \x - 2| < 


Esta proposicidn denota que ~€. es una S satisfactoria. Con esta eleccidn de <5 
se tiene el argumento siguiente; 


0 < | jc - 2 | < S 
=> 4 j jc — 2 1 < 46 

=> 1 4x - 8 | < 48 
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=> | (4jc - 5) - 3 | < 45 

=> | (4jc — 5) — 3 | < € (porque S = i € ) 

Por tanto, se ha establecido que si S = 6 , entonces se cumple la proposicidn 

(2). Esto demuestra que lim (4 jc - 5) = 3. 

jr— >2 

En particular, si € = 0.1, entonces se toma 8 = ^(0.1), es decir, 8 = 
0.025. Este valor de <5 corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y 
2 de la seccidn 1.4. 

Cualquier numero positivo menor que ^ € puede emplearse tambidn 
como la 8 requerida. <4 

En el suplemento de esta seccidn, al final del apendice se proporciona un 
ejemplo que muestra cdmo aplicar la definition 1.5.1 para demostrar que 
lim x 2 - 4. 

* A fin de calcular limites de manera m£s facil que cuando se utiliza la 
definicidn se emplean teoremas, cuyas demostraciones estan basadas en la de- 
finicion. Estos teoremas, asf como otros que aparecen en secciones posterio- 
res de este capitulo, estin senalados con la etiqueta teorema de limites . 


1.5.2 Teorema 1 de limites Limite de una funcion lineal 


Si nt y b son dos constantes cualesqutera, entonces 
lim (wuc + b) - ma 4 b 


Demostracion A partir de la definicidn de limite de una funcidn, se 
debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 8 > 0, tal que 

si 0<|x-a|<<5 entonces | (mx + b) - (ma + b) \ < € (3) 

Caso 1: m * 0. 

Como | (mx + b) - (ma 4- b) \ = | m \ • | x - a | , se desea encon- 
trar una 8 > 0 para cualquier € > 0, tal que 

si 0 < | x - a | < 5 entonces \m\ * | x - a \ < € 

o como m * 0, 

si 0<|x-a|<<5 entonces | x - a \ < 

\m\ 

Esta proposicion se cumplira si 8 = € / 1 m | ; por lo que se puede concluir que 

si 0<|jc-a|<<5y<5 = — entonces | (mx + b) - (ma + b) \ < € 

|m| 

Esto demuestra el teorema para el caso 1. 

Caso 2: m = 0. 

Si m = 0, entonces | (mx + b) - (ma + b) | = 0 para todos los valo- 
res de x . De modo que se toma 8 como cualquier numero positivo, cumplien- 
dose asi la proposicidn (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. ■ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

lim (3x + 5) = 3 • 2 + 5 

^“>2 _ ii 


◄ 


Del teorema 1 de limites, 
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1 .5.3 Teoremq 2 de limites Limite de una funcion 
constante 


Si c es una constante, entonces para cualquier numero a 
lim c - c 

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites toman- 


1.5.4 Teorema 3 de limites Limite de la funcion 
identidad 


lim x = a 

X 


Este teorema tambibn se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites 
tomando m = 1 y b = 0. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 2 de limites, 


lim 7 = 7 

x->5 

y del teorema 3 de limites, 

lim x = -6 4 

X-4-6 


1 .5.5 Teorema 4 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de dos funciones 


Si lim f[x) = L y lim £(*) - M, entonces 

x-fa m 

Km [/(x) ± *(*)] - L ± M 

.C-+U 


La demostracibn del teorema 4 de limites se presenta en el suplemento 
VV de esta seccibn. En el enunciado del teorema, el hecho de que lkn f(x ) = L y 

x~*a 

) lim g(;t) = M indica que los limites existen. En otras palabras, no se puede 

X 

decir simplemente que el limite de la suma de dos funciones es la suma de 
sus limites , se debe agregar la condition de la existencia de los limites: si los 
limites existen. Consulte el ejercicio 44 de la seccibn 1.6 y el ejercicio 50 
de la seccibn 1.7. 

El teorema siguiente de limites es una extensibn del teorema 4 de lfmi- 
tes para cualquier numero finito de funciones. Se le pedird que proporcione 
la demostracion mediante induccibn matemdtica en el ejercicio suplemen- 
tario 10. 


1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de n funciones 


Si lim /|(x) = L u lim /*( jc) = ... t y lim f n (x) = L ni entonces 

lim [/|(x) ± f 2 (x) ± . . . ± /„(*)] = L, ± Lj ± . . . ± Z* 


El limite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema 
siguiente de limites. Otra vez, observe que el teorema establece que el limite 
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del producto de dos funciones es el producto de sus limites si los limites exis- 
ten. Para la demostracidn, refierase al suplemento de esta seccion. 


1 .5.7 Teorema 6 de limites Limite del producto 
de dos funciones 


Si lim /( x) — Ly lim g(x) = M, entonces 

jc“+h x-*e 


lira [f(x) - £(*)] = L M 

x-tg 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 3 de limites, 

lim jc = 4, y del teorema 1 de limites, lim (2jc + 1) = 9. Asi, por el teore- 

Jt— >4 * x—>4 

ma 6 de limites 

lim [x(2x + 1 )] = lim jc * lim (2jc + 1 ) 

x— >4 X — >4 x— >4 

= 4-9 

= 36 ◄ 


El teorema 6 de limites tambi^n puede extenderse a un numero finito de 
funciones mediante la aplicacidn de la induccion matemdtica, como se le pe- 
dira que lo haga en el ejercicio suplementario 13. 


1 1.5.8 Teorema 7 de limites 

Limite del producto 

f de n funciones 

Si lim /j(jf) = Iim/ 2 (x) - . . . , 

x-*g 

y lim /„( jc) - entonces 

x-*a 

lim \mm . . ./„(*)] = Li Lt 

,t-ta 

• ••A. 


1.5.9 Teorema 8 de limites Limite de fa n-esima 
potencies de una funcion 


► 

Si lim f(x) - X y n es cualquier numero enteno positive*, entonces 

X — M 

lira IfOOT = L n 

X 


La demostracion es inmediata a partir del teorema 7 de limites, tomando 
• • • ,/„(■*) todas iguales a/(;c) y L J( . . . , L n todos iguales a L. 


: EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Del teorema 1 de limites, 

lim (5jc + 7) = -3. Por tanto, del teorema 8 

jr — >— 2 * 

l 4 

lim (5jc + 7) 4 = lim (5jc + 7) 

x->-2 jt — >— 2 

= (-3) 4 

= 81 ◄ 

El siguiente teorema de limites trata acerca del limite del cociente de dos 
funciones, y no solo se requiere la existencia de los limites, sino que tambidn 
se pide que el limite de la funcion del denominador sea diferente de cero. 
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1.5.10 Teorema 9 de limites 
de dos funciones 


Limite del cociente 


Si lim f(x ) = L y Hm g(x) = M f entonces 

Jt-M 

Hm = -£: si M * 0 

S(jt) M 


La demostracion de este teorema se presenta en la seccion 1 .9. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Del teorema 3 de limites, 

lim* = 4, y del teorema 1 de limites, lim (-lx + 1) = -21. Por tanto, del 

x->4 x—>4 

teorema 9 de limites, 

lim x 

lim - = 

x->4 -lx + 1 lim (-7* + 1) 

x — 

4 

-21 


_4 

21 


◄ 


1.5.1 1 Teorema 10 de limites Limite de la raiz 
n-esima de una funcion 


Si n es un numero entero positivo y lim/(jc) = L entonces 

x-*a 

lim 9/7(30 = VZ 

x-*a 

con la restriccibn de que si n es par, L > 0. 


La demostracion de este teorema tambien se proporciona en la seccion 1 .9. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Del ejemplo ilu strati vo 5 y 

del teorema 10 de limites, 


lim 3, 

X->4 V 


X 

-lx + 1 


lim - 

ix->4 ■ 


-lx + 1 



◄ 


Ahora se establecerdn dos teoremas, los cuales son casos especiales de 
los teoremas 9 y 10 de limites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se 
utiliza en la seccion 1.9 para la demostracion de los teoremas de limites 
correspondientes. 


1 .5,1 2 Teorema 


A* 


Si a es cualquier numero real diferente de cero, entonces 

& i 




lim ± - 

X 
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1,5,13 Teorema 


Sr a > 0 y n es un ndmero entero positive, o si a £ 0 y n es un nd- 
mero enter o impar. entonces 

lim tfx - V5 

j-+a 


Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el 
suplemento de esta seccidn. 

En los ejemplos siguientes se aplicardn los teoremas anteriores para calcu- 
lar lfmites. A fin de indicar qud teorema se ha aplicado se escribird la abrevia- 
cidn “T.n L.”, donde n representa el numero del teorema; por ejemplo, “T.2 L.” 
se refiere al teorema 2 de lfmites. 


► EJEMPLO 2 Calcule lim ( x 2 + 7jc - 5), y cuando sea apro- 

x— >3 

piado, indique los teoremas de lfmites que se aplicaron. 

Solucion 

lim (jc 2 + 7jc - 5) = lim jc 2 + lim 7x - lim 5 (T. 5 L.) 

x— >3 jr— >3 jc— > 3 x— >3 

= lim jc • lim x + lim 7 • lim jc - lim 5 (T. 6 L.) 

x — >3 x— >3 x— >3 x— >3 x— >3 

= 3*3 + 7-3-5 (T. 3 L. y T.2 L.) 

= 9 + 21-5 

= 25 ◄ 


Es importante que se de cuenta de que el lfmite del ejemplo 2 se evaluo 
mediante la aplicacion directa de los teoremas de lfmites. Observe que para la 
funcidn / del ejemplo no sdlo el lim /(jc) es igual a 25, sino que tambien /( 3) 

x — >3 

es igual a 25. Pero recuerde, lim /( jc) y f(a) no siempre son iguales. 

x->3 


► EJEMPL0 3 Determine el siguiente lfmite y, cuando sea apro- 
piado, indique los teoremas de lfmites que se aplicaron: 


lim 

x ->2 


jc 3 + 2jc + 3 
JC 2 + 5 


Solucion 


lim 

x — >2 


x i + 2x + 3 
x 2 + 5 


= ^ lim 


jc 3 + 2jc + 3 


x— >2 JC 2 + 5 


lim (jc 3 + 2jc + 3) 

x — >2 


lim (jc 2 + 5) 

x — ) 2 


lim jc 3 + lim 2jc + lim 3 

jc— >2 JC — >2 x —>2 


lim jc 2 + lim 5 

x — >2 x — >2 


( lim jc) 3 + lfm 2 * lim jc + lim 3 

x — >2 x — >2 x — >2 x — >2 


( lim jc) 2 + lim 5 

x — >2 x ->2 


|2 3 +2-2 + 3 
V 2 2 +5 


(T. 10 L.) 
(T. 9 L.) 

(T.5L.) 


(T. 6 L. 
y T. 8 L.) 


(T, 3 L. y T. 2 L.) 
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8 + 4 + 3 
9 



◄ 


Tablal 


X 

„ , x: 2 - 25 

/W - — 

x - 5 

4 

9 

4.5 

9.5 

4.9 

9.9 

4.99 

9.99 

4.999 

9.999 


Tabla 2 


JC 

II 

* 
i i 

* K 

6 

ii 

5.5 

10.5 

5.J 

10.1 

5.01 

10.01 

5.00t 

10.001 


► EJEMPLO 4 Sea 



(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de /(jc) cuan- 
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999 y cuando x es igual a 6, 5.5, 
5.1, 5.01, 5.001. lA qu6 valor parece que se aproxima f{x) conforme x 
tiende a 5? 

(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el c&lculo 
del lim f(x). 


Solucion 


(a) Las tablas 1 y 2 muestran los valores de /(jc) para los valores indicados 
de x. Observando estas tablas, parece que f(x) se aproxima a 10 conforme 
x tiende a 5. 

(b) En este caso, se tiene una situation diferente a las de los ejemplos anterio- 


x 2 - 25 

res. No puede aplicarse el teorema 9 de llmites al cociente — de- 

bido a que lim (x - 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se 
obtiene 


x 2 - 25 = (x - 5)(x + 5) 
x - 5 x - 5 


Si jc 9 * 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en- 
tre x - 5 para obtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el limite de 
una funcidn conforme x se aproxima a 5, se consideran los valores de x 
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el 
numerador y el denominador entre jc - 5. La solucidn se expresa en la 
siguiente forma. 


lim 

x— >5 


x 2 - 25 


x - 5 


lim 

x->5 


(jc - 5)(jc + 5) 
jc - 5 


lim (jc + 5) 

jc — >5 


10 (T. 1 L.) 


◄ 


► EJEMPLO 5 


Considere 


8(x) 


_ VI-2 

jc - 4 

(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(jc) cuan- 
do jc toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3.999 y cuando jc es igual a 5, 4.5, 
4.1, 4.01, 4.001. que valor parece que se aproxima g(x) conforme jc 
tiende a 4? 

(b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grdfica de g en un rectangulo 
de inspeccidn conveniente. 
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(c) Confirme la respuesta del inciso (a) anali tic amen te mediante el cdlculo del 
lim g(x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron. 

Jt->4 


Tabla 3 


X 

, . 4x - 2 

g(x) = ^ 

x - 4 

3 

0.2679 

3.5 

0.2583 

3.9 

0.2516 

3.99 

0.2502 

3.999 

0.2500 


Tabla 4 


X 

«w = 41 ' 2 

x - 4 

5 

0.2361 

4.5 

0.2426 

4.1 

0.2485 

4.01 

0.2498 

4.001 

0.2500 



FIGURA4 


Solucion 

(a) Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica- 
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500 
conforme x tiende a 4. 

(b) La figura 4 muestra la grafica de g trazada en el rectangulo de inspeccidn 
de [1, 5.7] por [0, 1]. La grafica tiene un agujero en el punto (4, 0.25). 
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se 
aproxima a 0.25 conforme x tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in- 
ciso (a). 

(c) Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de limites al co- 

ni _ o 

ciente — -=■ debido a que lim (x - 4) — 0. Para simplificar el cocien- 

X - 4 -t — > 4 

te se racionaliza el numerador multiplicand© tan to el numerador como el 
denominador por Vx +2. 

4x - 2 = (4x - 2XVs + 2) 
x - 4 (x - 4)(4x + 2) 
x - 4 

(x - 4)(Vx + 2) 

Puesto que se esta evaluando el lfmite conforme x tiende a 4, se consideran 
solo los valores de Jt cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se 
pueden dividir el numerador y el denominador entre x - 4. Por tanto 


4x - 2 _ 1 

x - 4 4x + 2 


six 4 


La solucion se expresa como sigue: 

lim ^2 = Um (.rx - 2 )(Vx + 2) 
x->4 x - 4 *->4 (x - 4)(V* + 2) 

x - 4 


= lim 


= lim 


mil , — _ 

(X - 4)(Vx + 2) 

1 


11111 — 

x— >4 s[x + 2) 

lim 1 


x— *4 

lim(Vx + 2) 

x— »4 

(T. 9 L.) 

1 

(T. 2 L.) y (T. 4 L.) 

lim Vx + lim 2 

x— >4 x->4 


1 

(T. 10 L.) y (T. 2 L.) 

/ lim x + 2 
Vx->4 


1 

■44 + 2 

(T. 3 L.) 


De vez en cuando se necesitardn otros dos enunciados de limites que son 
equivalentes a 

lim/(jt) = L 

x->a 
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Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos- 
traciones se le pediran en los ejercicios 63 y 64. 


Ajxo 


1,5.14 Teorema 


iim f(x) = L si y s6!o si lfm [/(*) - L] = 0 

x-*a x-ta 


1 .5.1 5 Teorema 


- L si y sdlo si + a) - L 

x -*a T-+0 


El teorema siguiente establece que una funcion no puede aproximarse a 
dos limites diferentes simultaneamente. Este teorema recibe el nombre de 
teorema de urticidad, debido a que garantiza que si el lfmite de una funcidn 
existe, entonces es unico. 


1 ,5.16 Teorema 


Si lim/Cr) = Li y lim fix) = entonces L l = L^. 

Jt^o x-ta 


Debido a este teorema se puede establecer que si una funcidn / tiene 
un lfmite L en el numero a , entonces L es el lfmite de/e n a. La demostracidn 
del teorema se proporciona en el suplemento de esta seccidn. 


EJERCICIOS 1.5 


En los ejercicios J a 10, demuestre, aplicando la definicion 
1.5.1 , que el limite es el numero indicado. 


1. 

3. 

5. 

7. 


lim 7 = 7 

x->2 

Urn (2x + 1) = 9 

x— >4 

lim (7 - 3 jc) = -2 

* — *3 

lim (1 + 3x) = -5 


2 . 

4. 

6 . 

8 . 


lim (-4) = -4 

x— >5 

lim (4x + 3) = 7 

X — ► 1 

lim (2x + 7) = -1 

x->-4 

lim (7 - 2x) - 11 


lim 


1 


x + 1 


= -2 


10. lim: 


= 6 


En los ejercicios 11 a 24, determine el limite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de limites que se aplicaron. 

lim (5 jc + 2) 

x->-4 

lim(2x 2 - Ax + 5) 


3* + 4 


11. 

lim(3x - 7) 

x— >5 

12. 

13. 

lim (x 2 + 2x - 1) 

x— >2 

14. 

15. 

lim iz } + 8) 

z->-2 


16. 

lim (y 3 - 2-y 1 +3 y - 
i 

4) 

17. 

Hm 4 * - f 

x->3 5JC ~ 1 

18. 

19. 

lim ' 2 - 5 
-2 2/ 3 + 6 

20. 

21. 

lim l 8r \ l 
r-H V r + 3 

22. 

23. 

lim 3 x 2 - 3x + 4 
y 2x 2 - x - 1 

24. 


li m « 

x— >2 8 jc - 1 


lim 


2x + 1 


-i x 2 - 3x + 4 


lim 


' + 3jc + 4 
jc 3 + r 


lim sjL: L 
-*-3 \ 5 — 


2_x 

x 


En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta- 
bular los valores def(x) para los valores especificados de x. lA 
qut valor parece que se aproxima fix) cotiforme x tiende a 
c? ( b ) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grdfica de 
fen un rectdngulo de inspeccidn adecuado. (c) Confirme anali- 
ticamente la respuesta del inciso (a) calculando el lim f(x) 

x — >c 

y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de limites que 
se aplicaron. 

25. f(x ) = * ~ 2 ; * es 1, 1.5, 1.9, 1.99, 1.999 y x es 3, 2.5, 

x 2 - 4 " 

2.1, 2.01, 2.001; c = 2 

26. fix) = + 3-t - 2 . x es ^ _ 25 _ 2 .1, -2.01, -2.001 

x 2 - 6x - 16 

yxes -1.-1.5, -1.9, -1.99, -1.999; c = -2 

27. f(x) = *1 + . 5 * + -- 6 ; j es -4, -3.5, -3.1, -3.01, -3.001, 

x 2 - x - 12 

-3.0001 y * es -2, -2.5, -2.9, -2.99, -2.999, -2.9999; 
c = -3 

28. f(x) = 2 * — i*es 1, 1.4, 1.49, 1.499, 1.4999 y x es 2, 

4x 2 - 9 

1.6, 1.51, 1.501, 1.5001; c = | 

29. fix) = - - , es 8, 8.5, 8.9, 8.99, 8.999 y x es 10, 

9 - jc 

9.5. 9.1. 9.01. 9.001; c = 9 
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30. fix) = Z — l,-0.5,-0.1, -0.01, -0.001 y 

X 

x es 1,0.5, 0.1, 0.01, 0.001; c = 0 


En los ejercicios 31 a 46, determine el h'mite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremasAe Umites que se aplicaron. 


31. 


33. 


Hm 

*-►7 


x 2 - 49 

x -1 

Hm — — 
*-*3/2 2x + 3 


35. Hm 


3 s 2 - 8j - 16 


2 s 2 - 9j + 4 


37. Hm 


y 3 + 8 


-2 y + 2 


32. 


Hm z 

z-*-5 


25 


34. lim 


z + 5 
3x - 1 


36. Hm 


9a; 2 - 1 

3a; 2 - 17a; + 20 


»->4 4a; 2 - 25a; + 36 


38. Hm 


s 3 - 1 
s - 1 


39. Hm 


y 2 - 9 


y-*-* y 2 y 2 + 7y + 3 


41. Hm 


43. Hm 


Vx - 1 
i x - 1 

V /i + 2 — V2 


40. 

Hm 

t—*3(2 

Pi ^ 

i 1 

^ r 'L 

_0O_^ 

42. 

Hm 

■Jx + 5 - 2 

X + 1 

44. 

Hm 

JT— 

11 

1 1 
& * 


45. lim . 2t ' Z-1-- 3 

*->-! x 3 + 2x 2 + 6x + 5 

46. Hm * 3 - 2:2 - * + 10 

X 2 + 3a; + 2 

47. Si /(x) = x 2 + 5x - 3, demuestre analfticamente que 

Hm f{x) - /( 2). Apoye su respuesta graficamente. 

A* — >2 

48. Si F(x) ~ lx 5 + lx - 1, demuestre analfticamente que 

Hm F(x) - F(- 1). Apoye su respuesta graficamente. 

x 2 - 1 

49. Si g(x) = j-, £por que no existe g(l)? Demuestre 

analfticamente que limg(x) existe y calculelo. Apoye su 

X — ► ! 

respuesta grdficamente. 


Y _ 1 

50. Si G(x) = Al f ^por qu6 no existe G(l)? Demuestre 

x 2 - 1 

analfticamente que Hm G(x ) existe y calculelo. Apoye su 

X—¥ [ 

“ respuesta grdficamente., 

51. Si h(x) - + ^ ipor qu6 no existe /i(0)? De- 

muestre analfticamente que Hm h(x) existe y calculelo. 

j — >0 

Apoye su respuesta graficamente. 

52. Si H(x) = ..2L , 6P° r que no existe H{ 0)? De- 

sjx + 1-1 

muestre analfticamente que Hm H{x) existe y calculelo. 

*->0 

Apoye su respuesta graficamente. 

53. Si 

= (2* - 1 si a; * 2 
[1 si x = 2 

encuentre el Hm /(x) y demuestre que Hm f(x) * /( 2). 

x-*2 x—*2 

Dibuje la grdfica d e /. 


54. 


,« . {f - * 


si x * -3 
si x = -3 


encuentre el Hm /(x) y demuestre que lim f(x) * /(- 3). 

*->-3 a-»-3 

Dibuje la grafica de/. 

En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir 
de la grafica defdibujada en la figura adjunta. 

55. El dominio de/es (-oo, + oo). (a) Defina/(x) a trozos. (b) 
i,Cuales son los valores de /(-3), /( 0) y /(3)7 <c) ^Cudles 
son los valores de Hm /( x), Hm /( x) y Hm /(x)? 

*-►-3 *— »0 *-»3 



56. El dominio de/es (-oo, + oo). (a) Defina/(x) a trozos. (b) 
^Cudles son los valores de /(- 2), /( 0) y /(2)? (c) ^Cuales 
son los valores de Hm /( x), Hm /(x) y Hm /(x)? 

x-*-2 x — frO x-*2 


y 



57. El dominio de/es [-5, 5]. (a) Defina/(x) a trozos. (b) ^Cua- 
les son los valores de /(-4), /(-3), /(3) y /(4)? (c) 
^Cuales son los valores de Hm /(x), Hm /(x), Hm /(x) y 
lim /( a)? '"' 4 “ >3 

x->4 

y 
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58. El dominio de /es [-oo, 2]. (a) Defina fix) a trozos. (b) 
^Cuales son los valores de /(-l), /(0), /( 1) y /(V 3)? 
(c) i,Cuales son los valores de lim f(x ), Hm /( x), 
Hm fix) y lim /(jc)? 

x— * 1 x — > -/3 


y 



En los ejercicios 59 a 62, dibuje la grdfica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do- 
minio de fes (- oo, + oo). 

59. /( 2) = 3; lim fix) =1; Hm f{x) = f(a) si a * 2; el 

x—>2 x ->a 

contradominio de / es el conjunto de todos los numeros 
reales. 

60. /(- 3) = 4; /(3) = -5; Um f(x) = -5; Um fix) = 4; 

x-*-3 Jr— » 3 

lim /( x) = fia) si a * ±3; el contradominio de / es el 

x->a 

conjunto de todos los numeros reales. 

61. Hm f{x) * /(- 6); Um f(x) * /( 6); Hm fix) = fia) si 

x-»-6 x-»6 x—*a 

a * +6; el contradominio de / es el conjunto de todos 
los numeros reales no negativos. 

62. /(- 2) * /( 2); lim /(*) * /(- 2); Hm /(jc) * /(2); 

x-»-2 x -*2 

lim fix) = /(a) si <2 * ±2; el contradominio de / es el 

X — > (3 

intervalo cerrado 1-3, 3]. 


63. Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que 
el teorema tiene el conectivo l6gico si y solo si, la de- 
mostraci6n debe realizarse en dos partes. Para demostrar 
que lim f(x) = L si Hm [/(*) - L\ = 0, inicie con 

x — > 0 x—*a 

lim f{x) y sustituya f(x) por [f(x) - L] + L, despues 

x— *a 

aplique el teorema 4 de limites. Para demostrar que 
Hm f(x) - L solo si lim [/(*) - L] = 0 o, equiva- 

x— *a x->o 

lentemente, lim [fix) - L] = 0 lim fix) = L, apli- 

x— »a x—ta 

que el teorema 4 de lfmites a lim [fix) - L], 

x — >a 

64. Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de- 
mostracion del teorema 1.5.14, se requieren dos partes. 
Para demostrar que lim fix) - L si Hm fit + a) - L, 

x-*a ( — >0 

aplique la definicidn 1.5.1 y despues sustituya t + a por a: 
y t por x — a. Para demostrar que Hm fix) = L solo si 

X — > Q 

lim /(/ + a) = Lo.equivalentemente, Hm /(/ + a) = L 

t — > 0 i — > 0 

si Hm fix) = L , aplique la definici6n 1.5.1 y despu6s 

x — > o 

sustituya x por t + a y x - a por t. 

65. Si P es una funcion polinomial, i,por que existe Hm Pix) 

X -> o 

para todos los ntimeros a y por qu6 puede determinarse 
este Umite calculando Pia)l Si R es una funcion racional, 
^por que no puede tenerse un enunciado semejante al ante- 
rior que implique a Hm /?(*)? £,Como podrfa modificar el 

x—*a 

enunciado anterior para el lfmite de una funcion racional? 

66. Si Um fix) existe y Hm [/(*) + g(x)] no existe, expli- 

x— x — > o 

que por qu6 puede concluirse que Hm gix) no existe. 

x-»a 

67. Sin emplear las palabras Umite o se aproxima y sin utiH- 
zar simbolos tales como € y S, establezca en palabras lo 
que significa el siguiente simbolismo: lim f(x) = L. 

x— »a 


1.6 LIMITES LATERALES 

Hasta ahora, en el estudio del lfmite de una funcion conforme la variable 
independiente jc tiende al numero a , se han considerado valores de jc cercanos 
a a , tanto may ores como menores que a\ esto es, valores de jc en un intervalo 
abierto que contenga a a , el cual no se considera como posible valor de jc. 
Sin embargo, suponga que se tiene la funcion definida por 

fix) = 

Como fix) no existe si jc < 4, entonces / no esta definida en cualquier in- 
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lim fx - 4 no tiene signifi- 

x— »4 

cado. Si, de cualquier forma, se restringe jc a numeros mayores que 4, puede 
lograrse que el valor de 4x~- 4 este tan cerca de 0 como se desee tomando 
valores de jc suficientemente cercanos- a 4 pero mayores que 4. En taPcaSo, jc 
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el Umite per la derecha (o el 
Umite lateral derecho), el cual se define a continuacion. \ 
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1.6*1 Definicion de limite por la derecha 


Sea / una funcidn definida en cada ntimero del intervalo abierto 
(a* c). Emonces, el limit? d t fix), conforms x tiende a a por la de- 
recha, es L % lo que se denote por 

Um fix) = L 

x-*a+ 

si para cualquier € > 0, sin importer qu€ tan pequena sea, existe una 
8 > Otalque 

siO < x - a < 8 entonces |/(jr) - L\ < € 

Observe que en la ultima lmea de la definicion, no se colocaron barras de 
valor absoluto alrededor de x - a ya que se consideran unicamente valores 
de x para los cuales x > a. 

A1 calcular, a partir de la definicion, el limite de -Jx - 4, conforme x 
tiende a 4 por la derecha, se tiene 


lim 4x - 4 = 0 

jc— >4 + 

Si, cuando se considera el limite de una funcion, la variable independiente 
x se restringe a numeros menores que a, se dice que jc se aproxima a a por la 
izquierda. Este limite recibe el nombre de limit e por la izquierda (o limite 
lateral izquierdo). 


1.6.2 Definicion de limite por la izquierda 


Sea/ una funcidn definida en cada ntimero del intervalo abierto {d r a), 
Entonces, el finite de /(*), conforme x tiende a a por la Izquierda, 
es L, lo que se denote por 

Um f(x) - L 

x-*a~ 

si para cualquier € > 0, sin importar qu€ tan pequefla sea, existe una 
8 ^ 0 tal que 

si0<a-jc< S entonces \f(x) - L \ < € 



{ -1 si x < 0 

0 si x = 0 

1 si 0 < Jr 

FIGURA 1 


Se referira al lim fix) como el limite bilateral para distinguirlo de los 
limites laterales. x ^ a 

Los teoremas 1 a 10 de limites estudiados en la seccion 1.5 siguen siendo 
validos si “jc — > a” se sustituye por “jc — > a + ” o “jc — > a~”. 


> EJEMPLO I LUST RATI VO 1 La figura 1 muestra la gr&- 
fica de la funcion signo definida en el ejercicio 49 de la seccion 1.1 
mediante 

f-1 si jc < 0 
sgnx = < 0 si x = 0 

1 1 si 0 < jc 

Como sgn x = -1 si jc < 0 y sgn jc = 1 si 0 < jc, se tiene 

lim sgnjc = lim (-1) lim sgnjc = Um 1 

x -> 0 ~ Jt — > 0 “ *->0 + x -»0 + 

= -l =1 ◄ 
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En el ejemplo ilustrativo 1 , debido a que el limite por la izquierda y el limite 
por la derecha no son iguales, el limite bilateral lim sgn x no existe. El concepto 

x— >0 

de limite bilateral no existe debido a que los dos limites laterales son diferentes, 
lo cual es una consecuencia del siguiente teorema. 


1 .6,3 Teorema 


El lim/W existe y es igual a L si y sdlo si Hm fix) y lim fix) existen 

x — na x-*a~ x — 

y son iguales a L. 

La demostracion de este teorema se deja al estudiante como ejercicio 
(consulte el ejercicio 34). 


y 



fix si 0 ^ x < 10 
tl.&x si 10 < x 

FIGURA 2 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 2 de la sec- 

cion 1.3 se tuvo la siguiente funcidn en la que C(x) dolares es el costo total de 
un pedido de x libras de un producto: 


C(x) = 



si 0 < x < 1 
si 10 < x 


La grafica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la grafica 
en x = 10. A continuacion se examinara el lim C{x). Como la definicion 

x — ) 10 

de C{x) cuando x < 10 es diferente de la definicion cuando jc > 10, debe 
distinguirse entre el limite por la izquierda en 10 y el limite por la derecha en 
10. Al calcular estos limites se obtiene 


lim C(*) = lim 2x lim C(*) = lim 1.8* 

x — > 10“ x->10~ x -> 10+ x-)10 + 

=20 =18 

Puesto que lim C(*) * lim C(*), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x-»10~ x-»10 + 

lim C(x) no existe. En la seccion 1.8, se considerara otra vez esta funcion 

x— > 10 

como un ejemplo de una funcion discontinua . ^ 


► EJEMPLO I 


Sea g la funcion definida por 


y 



X(*) = 



si x * 0 
si x — 0 


gU) = | |*| si x * 0 
[2 si * = 0 

(a) Dibuje la grafica de g. (b) Determine lim g(*) si existe. 

x— >0 

Solucion 

(a) La grafica de g se muestra en la figura 3. Observe que la grafica se rompe 
en el origen. 

(b) lim £(jc) = lim (-jt) lim g(x) = lim x 

x— >0“ x— »0 _ x-^0+ x— >0+ 

= 0 =0 

Como lim g(x) = lim g(*), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x— >0 x— »0 + 

lim g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta 

x — 0 

al lim g(*). 4 

x— >0 


FIGURA 3 
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FIGURA 4 


► EJEMPLO 2 


h(x) 


-li; 


Sea h la funci6n defmida por 

x 2 si x < 1 

x 2 si 1 < x 


(a) Dibuje la grafica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien- 
tes lfmites: lim h(x); lim h(x): lim/i(jc). 

x— > I" x — > 1 + X— >1 

Solucion 

(a) La grdfica de h se muestra en la figura 4. 


(b) lim h(x) 

X — > 1 ~ 


lim (4 

X— »!“ 

3 


x 2 ) 


lim h(x) = lim (2 + x 1 ) 

x-*! + x— >1 + 

= 3 


Como lim h(x) = lim h(x) y ambos son iguales a 3, se concluye, por 

x— >1“ X— >1 + 

el teorema 1.6.3, que lim/i(jc) = 3. A 

x — >1 


EJEMPLO 3 

-3| 


Sea / la funcion defmida por 


fix) = 


x - 3 


(a) Trace la grafica de/y a partir de la grdfica haga una conjetura acerca de 
lim f(x). (b) Confirme analiticamente la conjetura del inciso (a). 


(-1, 8.4] por [-2, 2) 
c - 31 


fix) 


FIGURA 5 


Solucion 

(a) La figura 5 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de in spec - 
cion de [-1, 8.4] por [-2, 2]. Debido a que la gr&fica se rompe en el 
punto donde jc = 3, se sospecha que lim fix) no existe. 

(b) Como J:->3 


U-3|-{ 


x - 3 si jc > 3 


entonces 


3 - jc si jc < 3 
A1 calcular los lfmites laterales se obtiene 

3| 


|jc - 3| 
jc - 3 


1 si jc ^ 3 

-1 si jc < 3 


lim f(x) =.Jim _ 

x— >3“ x— >3 — X j 

= lim (-1) 

X— >3- 

1 


lim /W = lim ~ | 

— »3 + x— >3+ X — 3 

= lim 1 

x— >3+ 

= 1 


Como lim /(jc) * lim /(jc), se ha confirmado analiticamente que 

x— >3 _ x— >3 + 

lim fix) no existe. ^ 

x — >3 


► EJEMPLO 4 


Sea / la funcion defmida por 


fix) = 


jc + 5 


S' 


si x < -3 
si -3 < x < 3 


[3-jc si 3 < jc 

(a) Dibuje la grdfica de / (b) Determine cada uno de los siguientes lfmites: 
lim /(jc); lim fix); lim /(*); lim fix); lim /(jc); lim/(x). 

x — >— 3 x — > — 3 + x — >— 3 x— >3 x — > 3**" x— >3 
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Soludon 

(a) La grdfica de/se muestra en la figura 6. 


(b) Hm /(jc) = Hm (x + 5) 

JC— ►— 3— x->-3~ 

= 2 


Hm /( jc) = Hm V 9 - x 2 

x->-3+ x->-3+ 

= 0 


Como Hm f(x) * Hm + fix), entonces Hm f(x) no existe. 


Hm /(jc) = Hm 4$ - x 2 

x-»3“ x—>3~ 

= 0 


Hm f(x) = Um (3 - jc) 

jc— >3+ jc— »3 + 

= 0 


FIGURA 6 


Como Hm f(x) = Hm /(jc), entonces Hm /(jc) existe y es igual a 0. A 

jr — >3 — jc — ►3"*" x->3 


EJERCICIOS 1.6 


En los ejercicios J a 22, dibuje la grdfica de lafuncion y si exis- 
te, determine el Umite indicado; si el Umite no existe, diga por 
que razdn. 

[2 si jc < 1 
1. f(x) = \ -1 si jc = 1 
[-3 si 1 < jc 

(a) lim fix); (b) Hm fix); (c) Hm fix) 

x-> l + x — i l~ x-*\ 


2 . fix) 


-2 si jc < 0 

2 si 0 < jc 


(a) Hm fix); (b) Hm fix); (c) Hm fix) 

x-»0 + x-*0~ x-*0 


3. fit) = 


t + 4 si t < -4 

4 - t si —4 < f 


(a) Hm f{t); (b) Hm /(/); (c) lim /(f) 

x— >-4 + x— >-4 x— »-4 


4. gis) = 


5+3 si s ^ -2 

3-5 si -2 < 5 


(a) Hm g(5); (b) lim #( 5 ); (c) Hm g(s) 

j— *- 2 + s-»-2~ s->-2 


5. F(jc) 


si jc ^ 2 
2jc si 2 < jc 


■{f- 

6. h(x) = (^ + ' Si * < 
\ 10 - JC si 3 < 


(a) Hm F(*); (b) Hm F(jc); (c) Hm F(jc) 

x->2 + x->7~ x->2 


3 

< JC 


(a) lim *(jc); (b) Hm ft(jc); (c) Hm/i(jc) 

jc — ► 3 + x->3” x-»3 

f2r + 3 si r < 1 

7. g(r) = <2 si r = 1 

1 7 - 2r si 1 < r 

(a) Hm g(r); (b) lim g(r); (c) limg(r) 

r-> 1+ r-tl" r — > 1 

{ 3 + t 2 si t < -2 
0 si t = -2 

1 1 - t 2 si -2 < f 

(a)l lim #(/); (b) lim %(I); (c) lim #(r) 

x->-2 + /— >-2 _ f-i-2 


9. fix) 


10 . fix) 


V-4 

si jc < 2 

4 

si jc = 2 

.4 - jc 2 

si 2 < jc 

fix); (b) 

Hm fix); (c) 

x—>2 

2x + 3 

si jc < 1 

4 

si jc = 1 

J 2 + 2 

si 1 < jc 


(a) Hm fix); (b) Hm f(x); (c) Hm fix) 

X-»l + X-»I“ X— ♦ 1 


11. Fix) = |JC - 5 
(a) 

12. fix) = 3 + | 2x - 4 
(a) Hm fix); (b) Hi 

X->2 + JH 

13. G(x) = | 2jc - 3 | - 4 
C 

I 


(a) lim F( x); (b) lim Fix)- (c) limF(Jc) 

— >5 + x->5“ x-*5 


(a) Hm fix); (b) Hm fix); (c) Hm /(jc) 

x->2 + x->2~ x -> 2 


(a) lim G(jc); (b) Hm G(jc); (c) HmG(*) 

x->3/2 + X-+3/2' x-»3/2 


14. Fix) = < 0 


1 


si jc < -1 
si jc = -1 
si -1 < jc 


(a) Hm Fix); (b) Hm F(jc); (c) Hm F(jc) 

JC-4-I+ X-»-l“ X — > — I 


15. fix) 


l£l 

JC 


(a) Hm fix); (b) Hm /(jc); (c) Hm fix) 

X— >0+ x— *0~ x-»0 

16. 5(jc) = | sgn jc | (la funcidn sgn jc se definio en el ejemplo 
ilustrativo 1) 

(a) Hm S(jc); (b) Hm 5(jc); (c) Hm S(jc) 

x-»0+ x-»0“ x— »0 


17. fix) 


V4~^2 

-2 


si jc < -2 
si -2 < jc < 2 
si 2 < jc 


(a) Hm fix); (b) Hm fix); (c) Hm fix) (d) lim fix); 

x — > — 2 x — > — 2 "^ x — >2 

(e) Hm fix); if) lim fix) 

x — >2 + jc — 

{ JC + 1 si JC < -1 

jc 2 si -1 < jc < 1 

2 — jc _ si 1 < jc 

(a) lim fix); (b) Hm fix); (c) lim fix) (d) lim fix); 

X-+-1- x— >-l+ x > — [ x— >1” 

(e) lim fix); if) Hm fix) 

X— *l + X — 1 1 
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19. /(») = J ^ si / < 0 
[fl si 0 < t 

(a) lira /(f); (b) lim /(f); (c) lim/(f) 

/-►0+ /-»0 _ f-*0 


20. g(x) 


\[^x si x <, *0 

Ifx si 0 < * 


(a) lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x) 

x-*0 + jc— i ->0 


21. F(x) = 


-fx* - 9 

V9^ 

^/x ^ ^9 


si x < -3 
si -3 < x < 3 
si 3 < x 


{ 2 x - a si x < -3 j 

ax + 2b si -3 < x < 3 k determine 

b - 5x si 3 < x J 

los valores de a y b tales que lim /(x) y lim/(x) 

. i->-3 * > 3 

existan. 

33. Sea /(x) = j ^ si x < 0 1 D emuestre q Ue y^) 
[ 1 si 0 < x J *->o 

no existe, y que lim |/(x) | existe. 

x — >0 

34. Demuestreel teorema 1.6.3. 

En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalue los Umites de los 
incisos (a)-(k) a partir de la grafica mostrada en la figura 
adjunta. 


(a) lim F(x); (b) lim F(x); (c) lim F(x); (d) lim F(x); 

x->-3" x— > -3+ x->-3 x->3“ 

(e) lim F(x); (f) limF(x) 

Jf— 13 + x— »3 


22. G(f) 


jt + 1 


si f <> -1 
si -1 < f < l 
si 1 < f 


(a) lim G(f); (b) lim G(f); (c) lim G(f); (d) lim G(f); 

/ — i -I r->-l+ /— >-» r-»l _ 

(e) lim G(f); (f) limG(f) 

/-»! + 1-»1 

23. Sea F(x) = x ~ 2 sgnx, donde sgnx esta definida en el 
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) lim F(x); 

(b) lim F(x); (c) lim F(x). 

x— >0~ x-»0 

24. Sea h(x) = sgn x - U(x), donde sgn x esta definida en el 
ejemplo ilustrativo 1 y Ges la funcidn salto unitario definida 
por 

si x < 0 
si 0 < x 


«« - {: 


Si existen, determine: (a) lim h(x); (b) lim /r(x); 
(c) lim h(x). 

x 1 0 

25. Si existen, determine: (a) lim Qjc]]; (b) lim flx]; 

(c) IfmllxJ. '" 2+ 

x— 12 

26. Si existen, determine: (a) lim ffx - 3fl; (b) lim Jx-3]]; 

(c) lim U* - 3J. '" 4+ 

x— >4 

27. Sea h(x) - (x - 1) sgn x. Dibuje la grafica de h. Si exis- 
ten. determine: (a) lim h(x); (b) lim h(x ); (c) lim h(x). 

x— ►0+ r— »0~ x— >0 

28. Sea G(x) = Ux]] + [[4 - xfl. Dibuje la grdfica de G. 

Si existen, determine: (a) lim G(x); (b) lim G(x); 
(c) lim GW. ■'" 3+ 

x — >3 

29. Dada /(x) = \ + ^ s ! x < * 1 determine el valor 

J [5x + k si 4 < x J 

de k, tal que lim /(x) exista. 


35. El dominio de /es [-1, 5]. (a) lim/(x); (b) lim /(x); 
(c) lim /(x); (d) lim/(x); (e) lim /(*); (f) lim /(x); 

x— »0 + x->0 x->2~ x-»2+ 

(g)lim /(x); (h) lim /(x); (i) lim i /(x); (j)lim/(x); 

x— » 2 x— >3" x— >3 + x— »3 

(k) lim /(x). 

x >5 


y 



36. El dominio de / es [0, 5]. (a) lim /(x); (b) lim /(x); 

j — ► Q’*’ x — ► 1 — 

(c) Hm/(x); (d) Hm/(x); (e) Hm _/(x); (f ) Hm + /(x); 
(g) lim f(x); (h) lim /(x); (i) lim /(x); (j)Tim/(x); 

x->2 x— >4 - x— >4 + x— >4 

(k) lim /(x). 

x-»5 - 


y 



En los problemas 37 y 38, dibuje la grdfica de alguna funcidnf 
que satisfaga las condiciones dadas. 


30. Dada/(x) = j ^ S | * < f, determine el valor 

lx 2 + k si -1 < x j 

de k tal que lim fix) exista. 

x — > — 1 

f x 2 si x ^ -2 1 

31. Dada/(x) = < ax + b si -2 < x < 2 k determine 

[2x-6 si 2 ^ x J 

valores de a y b tales que lim /(x) y lim /(x) existan. 


37. El dominio de/es [-l,3]./(-l) = -2;/(0) = 0;/(l) = 
2; /( 2) = 4; /(3) = 1; lim + /(x) - -2; lim /(x) = 0; 

lim fix) - 3;Hm/(x) = 4; lim /(x) = 4; lim /(x) = 

x-»0+ x->l x-*2~ x — »2 + 

0; Hm fix) = 5. 

38. El dominio de/es [-4, 4]. /(-4) = 3;/(-2) = -3;/(0) = 
1; /( 2) = -1; /(4) = 0; lim_/(x) = 0; lim fix) = 1; 

lim fix) — 1; lim fix) - 4; lim/(x) — -1; lim fix) - 0. 

x-»0“ x->0+ x— >2 x-»4~ 
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39 . En el inciso (a) del ejercicio 5 de la seccion 1.3* se le pidio 
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el 
costo total de un embarque como una funcidn de su peso. 
Si/es esa funcidn y jc es la variable independiente, deter- 
mine cada uno de los siguientes lfmites: (a) lim /(jc); 

(b) lim /(jc); (c) lim /(*);< d) lim f(x). 

x—>50 + x— >200 _ x->200+ 

40 . En el inciso (a) del ejercicio 6 de la seccion 1.3, se le pidio 
que encontrase un modelo matem£tico que expresara el 
porte de correo de primera clase para una carta que no pese 
m£s de 1 1 oz como una funcion de su peso. Si Fes esa fun- 
ci6n y x es la variable independiente, determine cada uno 
de los siguientes lfmites: (a) lim F( jc); (b) lim F(jc); 

(c) lim F(x); (d) lim F(x); (e) lim F(x); (f) lim F{ jc); 

x->l + x-» 2“ x— >10“ x— »10 + 

(g) lim F(x). 

X — > ) I 

41 . En el inciso (a) del ejercicio 7 de la seccion 1 .3, se le pidio 
que encontrase un modelo matematico que expresara el 
costo de una llamada telefonica, que no dure mas de 5 
min, de Mendocino a San Francisco como una funcion de 
su duration. Si g es esa funcion y jc es la variable inde- 
pendiente, determine cada uno de los siguientes limites: 

(a) lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x); (d) lim g(x). 

x-»r x-»l + x—*2~ x->5~ 

42 . En el inciso (a) del ejercicio 8 de la seccion 1.3, se le pidio 
que encontrase un modelo matematico que expresara el 
precio de admision al Coast Cinema como una funcion de 
la edad de la persona. Si G es esa funcidn y jc es la variable 
independiente, determine cada uno de los siguientes If- 
mites: (a) lim G(jc); (b) lim G(jc); (c) lim G(jc); 

x->12 _ x — »12 + x-»60" 

(d) lim G(jc). 

x— ►60 + 

43 . Sean fy g las funciones definidas como 

m = I-* 2 + 3 

(jc + 1 


si jc < 1 
si 1 < jc 


( . lx 2 si jc < 1 

^ ) = l2 si I < jc 

(a) Muestre que lim /( jc) y lim /(jc) existen pero no son 

x — > l — x-»l + 

iguales, y en consecuencia, lim/(jc) no existe. 

x — > l 

(b) Muestre que lim g(jc) y lim g(jc) existen pero no son 

x->r x-»i+ 

iguales, y en consecuencia, limg(x) no existe. 

(c) Obtenga una fdrmula para/(jc) • g(x). 

(d) Demuestre que lim [/(jc) • #(jc)] existe probando que 

lim [f(x) ♦ g(x)] = lim [f(x) • g(x)}. 

x-*i~ x-+i + 

44 . Sean / y g las funciones definidas como 


m = { 

g(x) = { 


jc + 1 si jc < 1 

jc - l si 1 ^ jc 

1 - jc si jc < 1 

t + jc si 1 < x 


(a) Muestre que lim/(jc) y lim g(jc) no existen. 

I — ► 1 X — > 1 

(b) Defina la funcidn/ + g. 

(c) Demuestre que lim [/(jc) + g(jc)] existe. 

X — > 1 

(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene 


lim [/(x) + g(jc)] ^ lim/(x) + limg(x). 

x — > 1 X->1 x — ^ 1 

^Contradice este hecho al teorema 4 de lfmites 
(1.5.5)? 4 ,Por que? 


45 . Sin utilizar las palabras limite o se aproxima y sin em- 
plear sfmbolos tales como € y 5, exprese en palabras lo 
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a) 
lim /( jc) = L; (b) lim /(jc) = L. 

x—>a~ x — »o + 


1.7 LIMITES INFINITOS 



FIGURAl 


En esta seccion, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen 
sin limite conforme la variable independiente se acerca cada vez mds a un nu- 
mero fijo. Para iniciar, considere la funcion definida por 



El dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales excepto 0, mien- 
tras que su contradominio es el conjunto de todos los numeros reales positi- 
vos. La ftgura 1 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspecci6n 
de [-2, 2] por [0, 100]. Observe que conforme las coordenadas jc de los 
puntos de la grafica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda, 
las coordenadas y, o/(jc), crecen. A continuaci6n se calcularan algunos valo- 
res de la funcion cuando jc tiende a 0. Aproxime jc a 0 por la derecha, es decir, 
considere los siguientes valores de jc: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de- 
termine los valores correspondientes de /(jc), los cuales se muestran en la 
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Tablal 


X 

II 

"k 

^ .-'i 

1 

3 

0.5 

12 

0.25 

48 

0.1 

300 

0.01 

30 000 

0.001 

3 000 000 


la tabla 1 . Observe en esta tabla que/(x) crece conforme x se aproxima cada vez 
mas a 0, a trav^s de valores may ores que 0. En realidad, se puede hacer/(r) tan 
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 0 
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que/(jc) crece sin Umite confor- 
me x tiende a 0 mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como 

lim ■ = +oo 
*-»o+ X 2 

Ahora aproxime x a 0 por la izquierda; en particular, considere para x los 
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y -0.001. Debido a la simetrfa con res- 
pecto al eje y, los valores de la funcidn son los mismos que los correspondien- 
tes a los valores positivos de x. Asi, otra vez, /( x) crece sin Umite conforme 
x tiende a 0 a traves de valores menores que 0, lo cual se expresa como 

lim -4- = +oo 

*-»o- x l 


y 



FIGURA 2 


Por tanto, conforme x se aproxima a 0 por la derecha o por la izquierda, f(x) 
crece sin Umite , lo que se expresa en simbolos como 

lim \ = +oo 
*->o x 2 

A partir de la information anterior, se obtiene la grafica de/, mostrada en 
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la grafica trazada en la figu- 
ra 1. Observe que las dos “ramas” de la curva se acercan cada vez mds al eje y 
conforme x se aproxima a 0. Para esta grafica, el eje y es una asintota vertical , 
la cual se definird posteriormente en esta section. 


1*7*1 Definition de valores de funcion que trecen 
sin limite 


Sea / una funcidn defmida en cada ndmero de algun interval© abierto / 
que contiene a a, except© posiblemente en a mis mo. Conforme x se 
aproxima a a, /(or) crece sin Umite, lo cual se escribe como 

lim fix) = +oo (!) 

si para cualquier mSmero N > 0 existe 5 > 0 tal que 

siQ<|*-a|<£ entonces f( x) > N 


Esta definicion tambien puede establecerse en otra forma como sigue: 
“Los valores de funcion fix) crecen sin limite conforme x tiende a un numero 
a si f{x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual- 
quier numero positivo N) para todos los valores de jc suficientemente cerca- 
nos a a , pero sin considerar a a , mismo. 

Se insiste una vez mas, como se hizo cuando se analiza la notacidn de 
intervalos en la seccidn A-l del ap^ndice, que +oo no es un simbolo para 
representar un numero real; en consecuencia, cuando se escribe lim fix) = 

a 

+ oo, no tiene el mismo significado que lim fix) — L, donde L es un numero 

real. La ecuacidn (1) puede leerse como “el limite d e/(r) cuando x tiende a a 
es infinito positivo (o mas infinito)”. En tai caso, el limite no existe, pero el 
simbolo + oo indica el comportamiento de los valores de funcion fix) confor- 
me x se aproxima cada vez mds a a. 
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De manera an£loga, puede indicarse el comportamiento de una funcion 
cuyos valores decrecen sin Umite . Para llegar a esto, considere la funcidn g 
defmida por la ecuacion 



m = -4 


FIGURA 3 


g(x) = -f 

JC^ 

La figura 3 muestra la gr&fica de esta funcidn trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de funcidn dada por g(jc) = 


De 


_3 

— son los negativos de los valores proporcionados por /(jc ) = 
x z 

modo que para la funcion g , conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por 
la izquierda, g(jc) decrece sin Umite , lo que se escribe como 

lim z3 = _oo 


1.7.2 Definicion de valores de funcion que decrecen 
sin limite 


Sea /una funci6n definida en cada numero de algun intervalo abierto / 
que contiene a a , excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a a y f{x) decrece sin Ifmite, lo cual se escribe como 


lim f{x) = -oo 

x-*a 

si para cualquier niimero N < 0 existe S > 0, tal que 
si0<jx-a|<5 entonces /( jc) < N 


( 2 ) 


Nota: Laecuacidn (2) puede leerse como “el limite de f(x) cuando jc tiende 
a a es infmito negativo (o menos infinito)”. Observe, otra vez, que el limite no 
existe, y que el simbolo -oo solo indica el comportamiento de los valores de 
funci6n/(;c) conforme x se aproxima cada vez m&s a a. 

Tambien se pueden considerar los lfmites “infinitos” laterales. Se estable- 
ce que y lim f(x) = +oo si ft std definida en cada numero de un intervalo 

x— >a + 

abierto ( a , c) y si para cualquier numero N > 0, existe 5 > 0 tal que 
si 0 < x - a < S, entonces /(jc) > N 


y 



Definiciones semejantes pueden darse para lim /(jc) = +oo, lim /(jc) = 

x->a~ x-*a + 

-oo y lim /( jc) = -oo. Se le pedira que escriba estas definiciones en el 

x-*a~ 

ejercicio 52. 

Ahora suponga que h es la funcidn definida por la ecuacion 

m = 0) 

jc - 1 

La grdfica de h se presenta en la figura 4, en esta figura tambien se muestra la 
recta jc = 1 como una recta punteada (una asintota vertical de la grafica). 
Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento 
de la funcion de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que 


lim -2£ 

jr — >1— JC - 


- — -OO 

1 


lim 

x^\+ X - 


1 


(4) 


FIGURA 4 


+00 


(5) 
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Esto es, para la funcion definida por (3), conforme x se aproxima ala travSs 
de valores menores que 1, los valores de funcion decrecen sin limite, mientras 
que cuando x se aproxima a 1 mediante valores may ores que 1, los valores de 
fiincidn crecen sin limite. 

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de limites 
que implican limites “infinitos”. 


1.7.3 Teoremo 1 1 de limites 


Si r es cualquier niimero entero positivo, entonces 

(i) tfrn — * +oo; 

*-»<>+ x r 


(H) lim A 

x^Q- X ¥ 


-oo si resimpar 
+ 0 ° si res par 


Demostracion Se probarS el inciso (i). La demostracidn del inciso (ii) 
es andloga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se 
debe probar que para cualquier N > 0 existe 8 > 0, tal que 

si 0 < x < 8 entonces — > N 
x r 

o, equivalentemente, como x > 0 y N > 0, 


si 0 < x < 8 entonces x r < ~ 
o, de modo equivalente, como r > 0, 
si 0 < x < 8 entonces x < 



El enunciado anterior se cumple si 8 = 


Por tanto, cuando 8 


si 0 < x < 8 entonces 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A partir del teorema 1 1 (i) 

de limites 


lim —■ = +oo y lim -V = +oo 

x^Q+ X- 5 je -» 0 + x* 

Del teorema 1 l(ii) de limites 

lim -L- = -oo y lim = +oo ^ 

*->o- x-*o- jc 4 

El teorema 12 de limites, que a continuacion se presenta, implica el limite 
de una funcidn racional para la cual el limite del denominador es cero y el limi- 
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situacidn se presenta 
en (4) y (5). 


1 .7.4 Teorema 1 2 de limites 


Si a es cualquier numero real y si lim/{jt) = 0 y lim #(*) = c, donde 

x-*a x-ya 

c es una constante diferente de 0, entonces 
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(i) 


(ii) 


(ill) 


(iv) 


El teorema tambi£n es vdlido si se sufilituye " x a ” por "x — ► a + " o 

**x -+ a~”. 

La demostracion del inciso (i) se presenta en el suplemento de esta sec- 
cion. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con- 
suite los ejercicios suplementarios 4 a 6). 

Cuando se aplica el teorema 12 de limites, con frecuencia se obtiene 
alguna indication de si el resultado es + oo o -oo, tomando valores ade- 
cuados de x proximos a a para determinar si el cociente es positivo o 
negativo, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


st c > 0 y f(x) — » 0 a trav£s de valores positivos de f(x\ entonces 
I'm = +oo 

si c > 0 y f(x) — > 0 a trav6s de valores negatives de /<*), entonces 

lim S&l « -00 
■X-+0 fix ) 

sic < Qy/(jt) — > 0 a trav£s de valores positives dtf(x)> entonces 

lim = -oo 

fM 

si c < 0 y fix) — > 0 a trav6s de valores negatives de f(x\ entonces 

&{*) 

fix) 


lim = +oo 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


lim 


1 


En (4) se tiene 


Se puede aplicar el teorema 12 de limites ya que lim 2 jc = 2 y 

x — > I 

lim (x - 1) = 0. Se desea determinar si el resultado es +oo o - oo. Puesto 

JC — > I 

que x — > 1~ se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1 ; por ejemplo, 
tome x = 0.9 y al calcular el cociente se obtiene 


2(0.9) 
0.9 - 1 


-18 


El cociente negativo conduce a sospechar que 


lim = -oo 

x->t~ x - 1 


Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de limites, pues- 
to que cuando x — > 1", x - 1 se aproxima a 0 mediante valores negativos. 
Para el limite de (5), como x — » 1 + , se toma x = 1.1 y se calcula 


Debido a que el cociente es positivo se sospecha que 


lim 

jr-»l + 


2x 

X ~ 1 


+ 00 
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Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de h'mites, puesto 
que cuando x -» 1 + , jc - 1 se aproxima a 0 por medio de valores positivos. A 

Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten- 
ga cuidado al elegir el valor de jc, asegurese de que est6 suficientemente cer- 
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo, 

lx 

cuando se calculd el lim -, el valor elegido de x no debe ser s61o 

*-> 1 ” X — 1 

menor que 1, sino que tambi6n debe ser mayor que 0. 


► EJEMPLO I Sea 


F(x) = 


x 2 + x ± 2 
x 2 — 2x — 3 


Determine: (a) lim F(x); (b) lim Fix), (c) Apoye las respuestas de los inci- 
.i-> 3 + x— > 3 " 

sos (a) y (b) trazando la grafica de F. 

Solution 


(a) 


lim 

>3 + 


+ x + 2 


= lim 


+ x + 2 


2 — 2x — 3 *->3+ (* - 3)(^: + 1) 


El limite del numerador es 14, lo cual puede verificarse fdcilmente. 
lim (x ~ 3){x + 1) = lim (x ~ 3) • lim (x + 1) 

jc-> 3 + 

= 0 • 4 
= 0 


El limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 0 me- 
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de lfmites, 


lim 


+ x + 2 


3 + X 2 2jc - 3 


= 4 -oo 


(b) 


lim 

jc — >3 


x 2 + x + 2 
c 2 - 2x - 3 


= lim 


+ * + 2 


3- (x - 3)(x + 1) 



[0, 9.4] por [-10, 10] 


g(jc) = 


x 2 + x + 2 
x 2 - 2x - 3 


Como en el inciso (a), el limite del numerador es 14. 

lim (jc - 3)(x + 1) = lim {x - 3) ■ lim (x + 1) 

or -4 3 “ jr — > 3 — x— >3 

= 0-4 
= 0 


En este caso, el limite del denominador es cero, pero el denominador 
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii) 
de limites, 


r 2 

lim -y- 

JC 2 


+ JC + 2 


- 2x - 3 


FIGURA5 


(c) La figura 5 muestra la grafica de F traZada en el rectangulo de inspeccion 
de [0, 9.4] por [—10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a) 

y (b). 4 
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► EJEMPLO 2 


Sean 




Determine: (a) lim f(x ); (b) lim g(x). Apoye cada respuesta trazando la gra- 

x->2+ x->2~ 

fica de la funcidn. 

Solucion 


(a) Como x — » 2 + , x - 2 > 0; de modo que x - 2 = -J(x — 2) 1 . Asi 


, lm JE Zi , lim ^ - 2 «* + 2) 

jc— >2+ X - 2 jc — »2 + 


VOc - 2) 2 


= lim 

*->2+ V* - 2v* ~ 2 


= lim ^ + -2 
*->2+ V* - 2 


El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a 0 mediante valores positivos. En consecuencia, 
por el teorema 12(i) de limites. 


f(x) = 




FIGURA 6 


SU) = 


jc - 2 


lim 2/ZZi = + c 
*->2 + X - 2 



La grdfica de / trazada en el rect£ngulo de inspeccion de [2, 5] por 
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta. 

(b) Como x — » 2“ x - 2 < 0; de modo que x - 2 = -^/( 2 - x) 2 . Por 
tanto. 


lim 


x— >2“ X 2 


- lim 


^[2- xa/ 2 + x 


•*—>2 — V ^2 XV 2 


= lim 


V 2 + x 


>2“ a/ 2 X 

El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a 0 mediante valores negativos. En consecuencia, 
por el teorema 1 2{ii) de limites. 


lim 

*-»2“ 


a/4 - x 2 



La figura 7 muestra la grafica de g trazada en el rectdngulo de inspeccidn 
de [0, 2] por [-10, 0], la cual apoya la respuesta. M 


► EJEMPLO 3 Dada 


h(x) = MLiJ* 
x - 4 

(a) Trace la grafica de h, y a partir de la grafica elabore un enunciado acerca 
del comportamiento aparente de h(x) conforme x se aproxima a 4 por 
medio de valores menores que 4. 

(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analiticamente determinando el 

lim h(x). 
x—>4~ 


FIGURA 7 




62 CAPITUIO 1 FUNCIONES, UMjTES Y CONTINU1DAD 



h(x) a 1 

JC - 4 


Solution 

(a) La figura 8 muestra la grafica de h trazada en el rectangulo de inspeccion 
de[3, 4]por[0, 30]. En la figura, parece que /*(jc) crece sin limite conforme 
jc se aproxima a 4 mediante valores menores que 4. 

(b) Como lim M = 3, se tiene que lim (M - 4) = -1. Ademds, 

x—>4~ x—>4 

lim (x - 4) = 0, y jc - 4 se aproxima a 0 por medio de valores ne- 

x — ) 4 

gativos. En consecuencia, del teorema 12(iv) de limites, 


lim 

J— >4“ 


[M - 4 
jc - 4 


+ 00 


Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). 


◄ 


FIGURA 8 

Recuerde que como +oo y -oo no son simbolos para representar nume- 
ros reales, los teoremas 1 a 10 de limites de la seccion 1.5 no se cumplen para 
limites “infinitos”. Sin embargo, las propiedades concemientes a dichos limi- 
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan 
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9). 


K7.S Teorema 


(i) Si lim /(x) - +oo y iimg(jc) - c M donde c es cualquier cans- 

jHra I -+iJ 

tante, entonces lim [/( x) + g(jt)l = +oo 

jr — 

(ii> Si lfon/(jr) = -oo y lim g(x) = c , donde ces cualquier cons- 

j-ta x—>a 

tante, entonces 

lim [/(*} + g(x)] = -oo 

Estos teoremas tambi^n se cumplen si se sustituye “x a" por 
"x -> a +n o“x — > a~". 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


Como 


lim 


= +oo 


lim - 

*->2+ JC + 2 


se deduce del teorema 1.7.5(i) que Urn - — = +oo 
H *-* 2 + Ljc - 2 JC + 2} 


1 .7.6 Teorema 


Si lim f(x) = +oo y Hm g(jr) = e, donde c es cualquier constants 

x-ta 

distinta de 0, entonces 
(i) sic > 0, Hm/(x) * g(x) = +oo; 

(U) sic < 0, ' g(X) = -«. 


Estos teoremas sambi£n se cumplen si se sustituye “jc 
■‘jc — > aT'\ 


a por 


' EJEMPLO ILUSTRADO 4 


lim = 

*->3 (jc - 3) 2 


lim^ 

x->3 JC - 


4 

4 


= -7 


+ oo 


y 
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y 

A x = a 



FIGURA 9 


Por tan to, del teorema 1.7.6 (ii), 


Km 

x— >3 


5 

.(* - 3) 2 


x + 4 
x - 4 


-00 


◄ 


1.7.7 Teorema 


Si Km fix) = “oo y Km g(r) - C donde c es cualquier constante 

x-+a x-*a 

distinta de 0, entonces 

(i) si c > 0, Km /Or) * g{x ) = -oo; 

x-*a 

(ii) si c < 0, 11m f(x) ■ g(jr) = +oo. 

Estos teoremas tambi£n se cumplen si se sustituye “x — > a" por 

“ X -> a + " O "jr -> o'". 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

tr6 que 


Km 

x-*2~ 



— oo 


Ademas, 


Km 


x-*2~ x + 2 4 

Por tanto, del teorema 1 .7.7(ii) 
x — 3 


Km 

x — >2 ~~ 




x - 2 x + 2 


= +00 


En el ejemplo 2(b) se mos- 


◄ 


Se pueden aplicar lfmites infinitos para determinar las asintotas vertica- 
ls de una gr&fica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la 
grafica de la funcidn definida por 


fix) = 

X 


1 

(x - a) 2 


( 6 ) 


Cualquier recta paralela al eje x y por encima de este intersectard esta grdfica 
en dos puntos, un punto a la izquierda del la recta x = a y el otro en el lado de- 
recho de dicha recta. Asi, para cualquier k > 0, no importa qu£ tan gran- 
de sea, la recta y = k intersectara a la grafica de/en dos puntos; la distancia de 
estos dos puntos a la recta jc = a es cada vez m£s pequena conforme k crece. 
Por esto, se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la grafica de / 


1.7.8 Definition de asintota vertical 


Lb recta x - a es una asintota vertical de la gr&ica de la funcidn / si 
al menos uno de los siguientes enunciados es verdadero: 

(I) Km f(x) = +oq 

(ii) Km f{x) = -oo 

(ili) Km fix) = +oo 

Civ) Km fix) = -oo 

x~>a~ 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10 

a 13 muestra una porcidn de la graflca de una funcion para la cual la recta 
x = a es una asintota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (i) de la de- 
finition 1.7.8; en la figura 11, se aplica el inciso (ii); y en las figuras 12 y 13 se 
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente. 


x - a 


Ifm /(jc) = +oo 
x 



FIGURA 10 


FIGURA 11 




g(x) = 


1 

( X - a) 2 


FIGURA 14 


Para la funcion definida por (6), los incisos (i) y (iii) de la definition an- 
terior son verdaderos. Vease la figura 9. Si g es la funcidn definida por 


g(x) = 


1 

( x ~ a) 2 


entonces los incisos (ii) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es 
una asintota vertw** -de la grafica de g. La figura 14 muestra esta situation. 


► EJEMPLOA 

funcion / definirktper 


Detennine la asintota vertical de la grdfica de la 


m = 


x $ 


Apoye It respucota torazand® la grdfica de / y la asintota en el mismo rectan- 
gulo de iffispeccKHL. 



[-1, 8.4] por [-10, 10] 


Ax) = 


3 

x - 3 


FIGURA 15 


Solucibn Se estudiaran k>s hrnites 


\im f(x) y lkn f(x) 

x->3+ .x— »3“ 

porque en los dos caaos, ti liknite del denominadof es cero. 


lam = +oo 

*-»3 + X - 3 


lkn — 

x-+3~ X 


= -00 


De la definition 1.7.8 se comcluye que la recta x = 3 es una asintota vertical 
de la grifica de/. 

La grdfica de / y de la recta x = 3 trazadas en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [~1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la figura 15, apoyan la res- 
puesta. ^ 
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En los ejercicios 1 a 12, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar y tabular los valores de fix ) para 
los valores de x indicados, y a partir de estos valores elabore 
un enunciado concerniente al comportamiento aparente de 
f(x). (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grafica 
de f (c) Confirme la respuesta del inciso (a) anaUticamente 
calculando el limite indicado. 


1 .fix) = — * es 6,5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001; 
x - 5 


12. fix) = — - v ; * es 4,3.5,3.1,3.01,3.001, 3.0001; 

9 - x~ 

4 v-2 

Km , 

9 - x 2 

En los ejercicios 13 a 32, determine el limite anaUticamente y 
apoye la respuesta trazando la grafica de la funcion en la 
graficadora. 


Km — - L — 

X^5 + x - 5 


2 .fix) = * es 4,4.5,4.9,4.99,4.999, 4.9999; 


13. lim , + 2 

t-> 2+ ^ 


-* 2 - f 2 _ 4 


. 2 - (, _ 2)2 


16. Km 

jt->0+ 


Km — 
x~*s~ x - 5 


fix) - i — — ; es 6, 5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001 y x 

(x - 5) 2 

es 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999. 4.9999; lim ? — - 

(.r - 5) 2 

f(x) = x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999; 


lim 


19. lim : 

I->3+ X - 3 


21 . 

*-» 0 + \x x 2 1 


23. Km ^ * x 

5x 2 + 3jc 3 


J 16 - jc 2 
x - 4 


5. f^) = £±2; x es 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; 

1 - JC 

lim x 4 2 

*-*i + 1 - JC 

6. fix) = y—K \x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999 y jc 

(x - 1)“ 

es 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; Km ■ * + 

(jc - l) 2 

7. fix) = ^-^;jces0, “0.5, -0.9, -0.99, -0.999, -0.9999; 

jc + 1 


4. limf-i 3 ) 

- 2 S 2 - 4J 


25. I m ± i— 

*'\t 2 + 3r - 4 t + 4 


26. lim 2 * ~ 5 * 

*-»'• x 2 - 1 

27. lim ~ x 

jr-»3" 3 - X 

29. lim + 9* 2 + 20x 
x ~* 3 ~ X 2 + X - 12 


28. Im liJ i 


30. Hm 


6jc 2 + jc - 2 
2x 2 +3x -2 


lim - — - 

JC + 1 

8. f(x) = £^4;jces-2, -1.5, -1.1, -1.01,-1.001,-1.0001; 

JC + 1 

lim !Lz2l 

*->-1" JC + 1 


9. fix) = — jc es -5, -4.5, -4.1, -4.01, -4.001, 
jc + 4 

-4.0001; lim 

x-*-4~ X + 4 


2 - - j 4 x - jc 2 


fix) = *.. + *-* 

jc“ - 6jc + 8 

(a) Trace la grafica de/en el rectangulo de inspeccidn de 
[-1, 8.4] por [-5, 5]. A partir de la grafica elabore una con- 
jetura acerca de los limites siguientes y, despues, ponfir- 
me analfticamente la conjetura: (b) Km_/(jc); (c) lim fix)', 
(d) lim /(jc); (e) lim fix). '" 2 " J " >2 * 


1». fix) = — —A x es 5, 4.5, 4.01, 4.001, 4.0001; 
JC - 4 

lim — 
x^4+ x - 4 

11. fix) = 4 * ■ ; a: es -4, -3.5, -3.1, -3.01,-3.001, 

9 — jc^ 

-3.0001; lim — — 

*-*-3- 9 - x 2 


jc 2 + jc - 6 

(a) Trace la grafica de / en el rectangulo de inspeccidn 
de [-4.7, 4.7] por [-5, 5]. A partir de la grafica elabore 
una conjetura acerca de los limites siguientes y, despu^s, 
confirme analfticamente la conjetura: (b) Km_/(jc); (c) 
Km fix)\ id) Km /(*); (e) Km /(*). 

-r— >-3 + .v-*2“ .r— »2 + 
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En los ejdrcicios 35 y 36, determine la asmtota vertical de la 
grdfica de la funcion y dibujela. 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas. 


35. (a) fix) = i- 

(b) g(x) = -L 

47. El dominio de/es [-5, 5]./(-5) = 0;/(-3) = 2;/(-l) = 

JC 

JC 2 

0 ; /( 0 ) = 0; /( 1 ) = 0;/(3) = -2;/(5) = -4; 

(c) Fix) = J- 
X s 

1 

(d) G(x) = ± 

X 4 

1 

Hm + /(jc) = +oo; lnn/(jc) = 0; Hrn_/(jc) = +oo; 

Hm /(jc) = -oo; Hm/(jc) = 0; Hm f(x) = +oo; 

x — >— 1 x— »0 x — > 1 

lim fix) = 0; Hm fix) = -oo. 

x— >3 x — .5 

36. (a) fix) = - ! 

X 

(b) 8 (x) = -4 

JC Z 

(C) Fix) = 

(d) G(x) = 

48. El dominio de / es [-2, 2]. /(-2)' = "0; fi-\ j = 0; 

JC J 

JC 4 

fm = 5; /(l) = -5; /( 2) = 3; Urn; fix) = -oo; 


En los ejercicios 37 a 44, (a) determine la(s) asmtota(s) verti- 
cal es) de la grdfica de la funcidn, y (b) aplique la respuesta 
del inciso (a) para dibujar la grdfica. 

2 


37. fix) 
39. fix) 
41. fix) 
43. fix) 


x - 4 
-2 

jc + 3 
-2 

(X + 3) 2 
5 


X 2 + 8* + 15 


38. fix) = 
40. fix) = 
42. fix) = 
44. fix) = 


x + 1 
-4 

jc - 5 
4 


(x 


5) 2 

1 


+ 5jc - 6 



46. El dominio de/es [-4, 4], (a) llm^ fix); (b) lim /(*); 
(c) 11m fix); (d) lim/(x); (e)lm fix); (f) 7im fix); 

x— >-2 + x->0 x-*2 x-*2+ 

(g) lim fix); (h) lim fix); (i) Um/(x); (j) lim fix). 

x— »3“ x->3 + x-»3 x-»4“ 



lim fix) = +oo; Hm + /(jc) = -oo; lim f(x) = 0 
Hm fix) = +oo; Hm/(jc) = -oo; Hm fix) = 3. 

x-»0 + x->l x— >2“ 

49. Si C(t) dOlares es el costo total por hora de luz en una f£- 
brica con n ldmparas fluorescentes, cada una con un pro- 
medio de vida de t horas, entonces 


«,) = J r - + «*-) 

\ t 1 000/ 


En los ejercicios 45 y 46, evalue los limites de los incisos (a) a (j) 
a partir de la grdfica de la funcion f dibujada en la figura adjunta. 

45. El dominio de/es [-2, 3]. (a) Hm/(jc); (b) lim /(jc); 
(c) lim /(jc); (d) Hm/Cr); (e/'lim /(jc); ({) ^lim fix); 

x-»-! 4 x-*0 X->1~ x-»1 + 

(g) litn/00; (h) lim fix); (i) lim /U); (j) lim fix). 

x-»l x->2 x-*2 + i-»3 


donde r dOlares es el costo de renovation, e es la constante 
de eficiencia comercial,/? watts es la potencia de cada ldm- 
para, y k dOlares es el costo de la energfa por cada 1 000 watts. 


Determine lim C(t). 
/— ► o + 

50. Dadas 

fix) = - 1 — 


y gW 


2 - x 


(a) Demuestreque lim/(jc)y Hmg(jc)noexisten. (b) Defi- 

x— >2 x— >2 

na la funcidn / + g. (c) Demuestre que lim [fix) + 

x—t2 

g(jc)] existe. (d) De los resultados de los incisos (a) 
y (c), 

Hm[/(jc) + s(jc)] * Hm fix) + lim^(x) 

x-»2 x->2 x~*2 

^Contradice este hecho al teorema 4 de limites ( 1 .5.5)? 

51. De acuerdo con la teoria especial de la relatividad de 
Einstein, ninguna partfcula con masa positiva puede viajar 
mds rdpido que la velocidad de la luz. La teoria especifica 
que si m(v) es la medida de la masa de una partfcula que 
se mueve con una velocidad de medida v, entonces 


m 0 




m(v) = 


donde m 0 es la medida coilstante de la masa de la partfcula 
en reposo relativa a algun sistema de referenda, y c es la 
medida constante de la velocidad de la luz. Explique por- 
que ninguno de los siguientes limites existen: Hm m(v); 

v— 

Hm m(v); limm(v). En su explication indique el com- 

v-»r+ v— »c 

portamiento de m(v) conforme v tiende a c mediante valo- 
res menores que c. 

52. Escriba una definition formal de cada uno de los siguien- 
tes lfmites laterales: (a) Urn fix) = + oo; (b) Hm fix) = 
-oo;(c) Hm fix) = -oof* 0 

x-*a~ _ 

En los ejercicios 53 y 54, establezca con palabras lo que signi- 
fica el simbolismo indicado sin utilizar las palabras limite, se 
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aproxima, infinite, crece sin limite o decrece sin Umiie, y sin 
emplear simbolos como N y 8. 

53. lim/(jc) '= + oo 54. llm/(jc) = - oo 

x-ta ■ x-¥a 

55. Si Pfx) es gn polinomio y Q(x) = x - a, entonces la grdfi- 
ca de la funcidn / definida por f(x) = P(x)/Q(x) puede 


tener a la recta x = a como asintota o un agujero en el 
punto donde x = a. ^Cual es la relation entre estos dos 
conceptos geomStricos y Hm/(x)7 


1.8 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN NUMERO 


y 



C(x) * J 2 * si 0 ^ X ^ 10 
[l.Sx si 10 < x 


FIGURA 1 


y 



y 



F(x) = 


\2x + 3 si x * 1 
[2 si x - I 

FIGURA 3 


En el ejemplo 2 de la seccion 1 .3 y en el ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 
1 .6 se trato la funcion definida por 


C(x) = 



si 0 < x < 10 
si 10 < jc 


( 1 ) 


donde C(x ) ddlares es el costo total de x libras de un producto. Se mostro que 
lim C(jc) no existe debido a que lim C(x) * lim C(x). La grafica de C, 

a ;— >10 x — > 10 ^ x — > 10 “ 

dibujada en la figura 1, se rompe en el punto donde x = 10 porque C es 
la discontinua en el numero 10. Esta discontinuidad es causada por el hecho 
de que 11m C(jc) no existe. Se hara referenda a esta funcion otra vez en el 

x — >10 

ejemplo ilustrativo 1. 

En la secci6n 1.4, se considero la funcion /definida por 


fix) = (2 * - ]) 


( 2 ) 


La grdfica de/consiste de todos los puntos de la recta y = 2x + 3 excepto 
( 1 , 5), y se muestra en la figura 2. La grafica se rompe en el punto (L 5) debido 
a que la funcion es discontinua en el numero 1. Esta discontinuidad ocurre 
porque /(l) no existe. 

Suponga que la funcidn F tiene los mismos valores que la funcion /defi- 
nida por (2) donde x * 1, y suponga que, por ejemplo, ^(1 ) = 2. Entonces F 
esta definida para todos los valores de x, pero existe una rotura en la grafica 
(consulte la figura 3), y la funcion es discontinua en 1. Sin embargo, si se 
define /^(l) = 5, la grafica no se rompe, y se dice que la funcion F es con- 
tinua en todos los valores de x. 


1.8.1 Definicion de funcion continues en un numero 


Se dice que la funridn / es continua en el ntimero a si y s61o si se satis- 
facen las tres condiciones siguientes: 

(i) /(a) existe; 

(il) lim /( x) existe; 

x~*a 

(Hi) lim/(x) = f{a). 

x-*a 

Si una o mds de estas tres condidones no se cumplen en a , entonces se 
dice que la funcidn / es discontiniui en a. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La grafica de la funcidn C 

definida por (1) se muestra en la figura L Como la grafica se rompe en el pun- 
to donde x ~ 1 0, se investigar^n las condiciones de la definicidn anterior en ese 
numero. 
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a) a io) = io 

(ii) lim C( *) no existe. 

jc— >10 

Asi, la condicidn (i) se satisface, pero la condition (ii) no se cumple en 10. Por 
tanto, se concluye que C es discontinua en 10. ^ 

El siguiente ejemplo ilustrativo presenta otra situaci6n, en la cual la for- 
mula para calcular el costo de mis de 10 lb de un producto es diferente de la 
formula para el c£lculo del costo de 10 lb o menos. Sin embargo, para esta 
situacidn la funcidn costo es continua en 10. 


y 



C(x) = 


\2x 

il.4r + 6 


si 0 < x ^ 10 
si 10 < x 


FIGURA 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un mayorista distribuye un 

producto que se vende por libra (o fraction de libra) cobra $2 por libra si se 
ordenan 10 o menos libras. Si se ordenan mis de 10 libras, el mayorista cobra 
$20 mis $1,40 por cada libra que exceda de las 10. Por tanto, si se compran 
* libras por un costo total de C(*) dolares, entonces C(*) = 2* si 0 ^ * < 10 
y C(*) = 20 + 1.4(* ~ 10) si 10 < *;estoes, 


C(x) = 


2x 

1.4* + 6 


si 0 < * < 10 
si 10 < * 


La grlfica de C se muestra en la figura 4. Para esta funcidn, C( 1 0) = 20 y 


lim C{x) = lim 2* lim C(x) = lim (1.4* + 6) 

J->10- jt— >10+ x->10 + 

=20 =20 


Por tanto, lim C(*) existe y es igual a C(10). En consecuencia, C es conti- 
nua en 10. ^ 

Ahora se presentaran algunos ejemplos de funciones discontinuas. En 
cada ejemplo se dibuja la grlfica de la funcion dada, se determinan los puntos 
donde la grlfica se rompe y se muestran culles de las tres condiciones de la 
definicidn 1.8.1 no se cumplen en cada discontinuidad. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/ la funci6n defmida por 


fix) = 


{r 3 


si * * 1 
si * = 1 


La grdfica de esta funcidn, la cual se muestra en la figura 3, se rompe en el punto 
donde * = 1, por lo que se investigaran en ese punto las condiciones de la 
definicidn 1.8.1. 


(i) /(l) = 2 

(ii) lim /(*) = 5 

(iii) lim/(*) * /( 1) 

*->i 

Las condiciones (i) y (ii) se satisfacen pero la condition (iii) no se cumple. Por 
tanto, la funcion /es discontinua en 1 . 4 


Observe que si en el ejemplo ilustrativo 3, se definira /(l) como 5, enton- 
ces lim/(x) y /(l) serfan iguales y/sena continua en 1. Por esta razon, la 

X->1 

discontinuidad del ejemplo ilustrativo 3 se denomina discontinuidad removible. 

En general, suponga que /es una funcion discontinua en el numero a para 
la cual lim/(x) existe. Entonces /(a) no existe, o bien,/(a) * lim /(*). 
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Puestoque limh(x) no existe, la discontinuidad es esencial. 4 

x->\ 

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 6 se denomina discontinuidad 
de salto. 


y 



FIGURA 8 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Sea F la funcidn definida por 

f I jc — 3 I si x ^ 3 

= ' 1 . , 

[2 si x = 3 

La figura 8 muestra la grafica de F. Se investigar&n las tres condiciones de la 
definition 1.8.1 en 3. 

(i) F(3) = 2 

(ii) lim F(x) = lim (3 - x) lim F(x) - lim (x - 3) 

x — > 3 ~ x — » 3 ~ x — * 3 + jc — > 3 + 

= 0 =0 


Por tanto, Hm F(jc) = 0 

*->3 

(iii) Hm F(x) * F(3) 

x—*3 

Debido a que la condition (iii) no se satisface, Fes discontinua en 3. 

Esta discontinuidad es removible porque si se redefine F(3) como 0, 
entonces la nueva funcion sera continua en 3. M 


► EJEMPLO 1 


Ax) = 


■Jx - 2 

x - 4 


La funci6n definida por 


es discontinua en 4. (a) Trace la grdfica de/en el rectangulo de inspeccidn de 
[0, 9.4] por [0, 1). La grafica se rompe en el punto donde jc = 4. ^La 
discontinuidad mostrada es removible o esencial? Si la discontinuidad parece 
removible, especule sobre cual sena el valor de /( 4) de modo que la discon- 
tinuidad sea eliminada. (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso (a). 


Solucion 



fW = 

jc - 4 


FIGURA 9 


(a) La figura 9 muestra la grafica de / con un agujero en el punto donde 
jc = 4. A1 emplear el rastreo {Trace) de la graficadora, se sospecha que 

lim/(jc) existe y es 0.25. Asi, la discontinuidad parece removible y pue- 

x — > 4 

de eliminarse si se redefine /(4) como 0.25. 

(b) A1 calcular lim/(jc) se obtiene 

x—>4 

Hm/(jc) = lim — — 

jc-M jc->4 JC — 4 


= lim 


W* — 2)(v* + 2) 


= lim 


= lim 


x—*4 (* - 4)(Vjc + 2) 

jc - 4 
x ^+4 (jc - 4)(V* + 2) 

1 


LI — 7= 

4 -yJX + 2 


1 

4 
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Asi, se ha confirmado la respuesta del inciso (a). Por tanto, se redefine la fun- 
ci6n/en 4 y se obtiene la nueva funcion definida por 


F(x) = 


Vjc - 2 
< jc - 4 
\ 

4 


si jc * 4 


si jc = 4 


Esta funci6n es continua en 4. 


◄ 


Los teoremas acerca de funciones continuas en un numero son de gran 
ayuda al calcular limites, asi como para demostrar otros teoremas. El primero 
de estos teoremas se obtiene al aplicar la definition 1.8.1 y algunos teore- 
mas de limites. 


1 .8.2 Teorema 


St/y g son dos funciones continuas en el ndmero a , entonces 

(i) / + g es continua en a\ 

(Si) / - g es continua en a\ 

(Hi) / • g es continua en a; 

(iv) fjg es continua en a , considerando que g(a) # 0. 

A fin de ilustrar el tipo de demostraci6n requerida para cada inciso de este 
teorema, se probard el inciso (i). 

Demostracion de (i ) Como / y g son continuas en a, de la definicidn 

1.8.1 

lim/Cx) = f(a) y lim g(x) = g(a ) 

x-ta x—>q 

De estos dos limites y del teorema 4 de limites, 
lim [fix) + g(x)] = /(a) + g(a) 

X ->a 

la cual es la condition para que/ + g sea continua en a. m 

Las demostraciones para los incisos (ii), (iii) y (iv) son semejantes. 
Considere la funcidn polinomial/ definida por 

/(jc) = b 0 x n + b]X n ~ l + b 2 x n ~ 2 + . . . + b n _ix + b n b 0 * 0 

donde n es un numero entero no negativo y £ 0 , b h . . b n son numeros rea- 
les. Mediante aplicaciones sucesivas de los teoremas de limites, se puede 
demostrar que si a es cualquier numero, entonqes 

lim/(jc) = b 0 a n + b\a n ~ l + b 2 a n ~ 2 + . . . + b n _\a + b n 

x->a 

= f(a) 

de modo que se establece el siguiente teorema. 


T.8-3 Teorema 


Una funcitin polinomial es continua en todo mSmero. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Si fix) = x 3 - 2x 2 + 5x+l, 

entonces/es una funcion polinomial y por tanto, por el teorema 1.8.3, 
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/ es continua en todo numero. En particular, como / es continua en 3, 
Mm /(jc) - /( 3). Asi, 

x-*3 

Mm (jc 3 - 2x 2 + 5x + 1) = 3 3 - 2(3) 2 + 5(3) + 1 
= 27- 18 + 15 + 1 
= 25 ◄ 


1 *8.4 Teorema 


Una funcidn racional es continua en todo ndmero de su dominio. 


Demos tracion Si / es una funcion racional entonces se puede expresar 

como el cociente de dos funciones polinomiales. De modo que/se puede de- 
fmir por 


fix) = 


Six) 

h(x) 


donde g y h son dos funciones polinomiales, y el dominio de /consta de todos 
los numero s reales excepto aquellos para los que h(x) = 0. 

Si a es cualquier numero del dominio de /, entonces h{a) * 0; de modo 
que por el teorema 9 de limites 


Hm/(jt) = 

x — >a 


lim g(x) 

x->a 


Mm h(x) 

x—*a 


(3) 


Como g y h son funciones polinomiales, por el teorema 1.8.3 son continuas 
en a\ por lo que Mm #(*) = g(a) y Mm /i(x) = h{a). En consecuencia, 

x->a x-*a 


Urn f(x) = 


g(a) 

h(a) 


Por tanto,/ es continua en cada numero de su dominio. 


► EJEMPLO 2 

guiente es continua: 



Determine los numeros en los que la funcion si- 


Solucion El dominio de / es el conjunto R de numeros reales excepto 
aquellos para los que x 2 - 9 - 0. Como x 2 - 9 = 0 cuando jc = +3, el do- 
minio de /es el conjunto de todos los numeros reales excepto 3 y -3. 

Debido a que /es una funcion racional, por el teorema 1.8.4, /es conti- 
nua en todos los ndmeros diferentes de 3 y -3. M 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Sea / la funcion del ejem- 

plo 2. Puesto que 2 esta en el dominio de/ entonces por el teorema 1.8.4 
Mm f{x) = /( 2) 

JC— >2 

2 3 + 1 
2 2 - 9 
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► EJEMPLO 3 

guiente es continua: 


Determine los numeros en los que la funci6n si- 


m = 


\2x - 3 


si x < 1 
si 1 < jc 


Solution Las funciones cay os valores son 2x - 3 y jc 2 son funciones 
polinomiales y, por tanto, son continuas en todo numero real. De esta manera, 1 es 
el unico numero en el que la continuidad es cuestionable. Por esto, se investi- 
gardn las tres condiciones de continuidad en 1. 


(i) /(l) = -1 . Por lo que se cumple la condition (i). 


(ii) lim /(jc) = 11m (2x - 3) 

x-*\- X-* 1 ~ 

= -1 


lim /(jc) ~ lim jc 2 
*-> 1 + *->1 + 

= 1 


Como lim f(x) * lim /(jc), el limite bilateral lim /(jc) no existe. Por esto, 

x—*l~ x— » 1 + x — >1 

/ tiene una discontinuidad de salto en 1. Por tanto, /es continua en cada nu- 
mero real excepto 1 . A 


1 .8.5 Teoremg 


St n es un ntimero entero positivo y 
fix) ■= tfx 
entonces 

(i) si n es impar, entonces /es continua en todo numero, 

(ii) si n es par, entonces /es continua en todo ntimero posilivo. 


y 



FIGURA 10 


La demostracion de este teorema es una consecuencia inmediata del 
teorema 1.5.13, el cual establece que si a > 0 y n es un numero entero positi- 
vo, o si a < 0 y n es un numero entero positivo impar, entonces 

lim Vx = tfa 
x x ~> a 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 

(a) Si /(jc) = 'ifx, entonces, por el teorema 1.8.5(i),/es continua en cada 
numero real. La figura 10 muestra la grafica de /. 

(b) Si g(jc) = Vx , entonces, por el teorema 1.8.5(ii), g es continua en cada nu- 
mero real positivo. La grafica de g se muestra en la figura 11. A 


y 



En ocasiones se necesita emplear una definicion de continuidad en la 
que se utiliza la notacibn €-5. A fin de obtener esta definicion altemativa, 
se comienza con la definicion 1.8.1, la cual establece que la funcion /es con- 
tinua en el numero a si 

lim f{x)=f(a) (4) 

x—>a 

A1 aplicar la definicibn de limite de una funcion (1.5.1), donde L es igual a 
f(a ), (4) se cumple si para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 


si 0 < | jc — | < 5 entonces |/(jc) - f(a) \ < € 


FIGURA 11 


(5) 



74 CAPITULO 1 FUNCIONES, UMITES Y CONTINUIDAD 


Si / es continua en a, debe existir f(a); por tanto, la condicion de que 
|x - a| > 0 no es necesaria en la proposicion (5), debido a que cuando x = a, 
|/M - f(a) | sera 0 y asf, menor que € . Se tiene, entonces, el teorema si- 
guiente, el cual servira como la definicion alternativa deseada de continuidad. 


1.8.6 Teorema 


La funci6n/es continua en el numero a si/esla definida en algun inter- 
valo abierto que contenga a a y si para cualquier € > 0 existe 8 > 0 
tal que 

si \x - a | < 8 entonces \f(x) - f(a ) | < € 


EJERCICIOS 1.8 


En los ejereicios 1 a 14, dibuje la grdfica de la funcidn. Observe 
donde la grdfica se rompe, determine el numero en el que la 
funcidn es discontinua, y muestre por que la definicion 1.8.1 
no se satisface en este niimero. 


1. f(x) = 

3. gix) = 

4. G(x) = 

5. h(x) = 

7. f(x) = 

8. g(x ) = 

9. f(x) = 


x ■+■ 3 

x 2 + x - 6 


1 


x + 3 


k 2 - 3x - 
x - 4 


x — 4 
5 

* x - 4 
2 


* + 2 
0 


2. F(x) = 

si x ^ -3 
si x - -3 

si x 4 
si x = 4 

6. tf(x) = 


x 2 - 3x - 4 
x - 4 


: + 2 


si x * 4 
si x = 4 

si x -2 
si x = -2 


1 -1 si x < 0 

0 si x = 0 

VI si 0 < x 


{ x - 1 si x < 1 
1 si x — 1 

1 - x si 1 < x 

f/ 2 - 4 si t < 2 
11. g(t) = 1 4 si f = 2 

[4 - r 2 si 2 < t 

f6 + AT si * < -2 
12. //(*)= 2 -x si -2 < x 

[2x - 1 si 2 < x 

13. f(x) = Li 

X 


< 2 


14. g(x) = < — 
1 


si x it 0 
si x = 0 


En los ejereicios 15 a 28, la funcidn es discontinua en el nume- 
ro a. (a) Trace la grdfica de f en un rectangulo de inspeccion 
conveniente y determine que la grdfica se rompe en el punto donde 
x - a. iParece ser removible o esencial esta discontinuidad? 
Si parece ser removible, especule sobre como debe redefinirse 
f{a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Confir- 
me analiticamente la respuesta del inciso (a). 

is. fix ) = a = 2 


16- fix) = 


x-2 

x 2 + 4x + 3 
x + 3 


a 


17. f(x) = o = 9 


18. fix) 


-fix ~ 3’ 
x - 5 

v^rnr - 2 


\a - 5 


19. fix) = - L + 4 3 ;a = 5 

20. fix) = V* + S- V5 . g = Q 

21. f(x) = — ~ + 2 ;o = 0 


22. /w = 2 ~vy~ 1 ;g = 3 

23 - /(*) = = 8 

24. /(x) = + 1 ~ ] ;a = 0 

X 

25. /(x) = £ +3 ;a = -3 

3- |x| 

26. fix) = — * + 5 ; a = -5 

|x + l| - 4 

27. fix) = -* + , 3 , ; a = 3 


28. fix) 


3 - \x\ 

x + 5 

lx + l| - 4 


~\a = 3 
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En los ejercicios 29 a 40, determine los numeros en los que la 
funcion es continua e indique la razon. 

29. f(x) = x 2 (x + 3) 2 

30. f(x) = (x - 5) 3 (. r 2 + 4) 5 


31. g(x) = 

x 

32. h(x) = 

x + 1 

x - 3 

2jc + 5 

33. F( x) - 

x 3 + 7 

34. G(x) = 

x -2 

x 2 - 4 

jc 2 + 2 jc - 8 

35. fix) = < 

fix - 1 
[4 - x 2 

si jc < 2 
si 2 < x 


36, fix) = ^ 

\(x + 2) 2 
[x 2 + 2 

si .y < 0 
si 0 < x 


37. fix) = . 

\ 1 

1 JC + 1 

1 

si „Y < 1 

si 1 < x 



[3 - X 


38. fix) = 

X 

2 

si x < 3 
si 3 < x 



,9 - .t 


39. h( x) - < 

\x + Ifc 
[x - yfx 

si .y < 0 
si 0 < x 


40. g(x) = < 

[ 2 * - l[x si x < 1 
[x4x si 1 < x 



En los ejercicios 41 a 44, realice lo siguiente : (a) determine 
los valores de las constantes c y k que hagan a la funcion con- 
tinua en todo numero. (b) Dibuje la grdfica de la funcion 
resultante. 


41. fix) = ] 

[3a* + 7 
[kx - 1 

si x < 4 
si 4 < a 

42. fix) = < 

j kx - 1 
[kx 2 

si a < 2 
si 2 < a 


\x 

si x < 1 

43. fix) = i 

CA + k 

si 1 < a < 4 


[-2a 

si 4 < x 


Ly + 2c 

si x < -2 

44. fix) = . 

3ca + k 

si -2 < a < 1 


[3a - 2k 

si 1 < x 


Los ejercicios 45 y 46 tratan acerca de la funcion dibujada en 
la figura adjunta. En los incisos (a)-(c) confirme analiticamen- 
te por que f es discontinua en el numero indicado, senalando 
por que no se cumple la definicion 1.8.1. 

45. (a) En * = -3; (b) en a = 1; (c) en x = 3. (d) ^Cuales 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? ^Por que? (e) ^Cuales de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? ^Que hana para eliminar 
la discontinuidad? 


v 



46. (a) En x = 0; (b) en x = 2; (c) en x = 4. (d) ^Cuales 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? ^Por que? (e) ^Cuales de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? iQu6 haria para eliminar 
la discontinuidad? 



En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas . 

47. El dominio de / es (-4, 4). La funcion / es continua en 
cada numero de los intervalos (-4, -2), (-2, 2) y (2, 4) 
y / es discontinua en -2 y 2; /(- 2) = 0 y /( 2) = 0; 

liin + /(x) = + oo, Hm _/(.y) = 0, Hm + /(jc) = 0 y 

Hm f(x) = -oo. 

48. La funcion/ es continua en cada numero de los intervalos 
(-oo, -1), (-1, 1) y (1, +oo) y/es discontinua en -I y 1; 
/(-l) = Oy/(l) = 0; Hm fix) y Hm fix) existen pero 

■V -> “1 - + 

son diferentes de 0; lim_ f(x) y Hrn f(x) no existen. 

En los ejercicios 49 a 52, determine los numeros en los que la 
funcion indicada es discontinua, y muestre por que no se cumple 
la definicion 1.8.1 en cada discontinuidad. 

49. La funcion del ejercicio 5 de la seccion 1.3 y del ejercicio 

39 de la seccion 1.6, la cual es un modelo matematico 
que expresa el costo total de un embarque como una fun- 
cion de su peso. 

50. La funcion del ejercicio 6 de la seccion 1.3 y del ejercicio 

40 de la seccion 1.6, la cual es un modelo matematico que 
expresa el porte de correo de primera clase para una carta 
que no pese mas de 1 1 oz como una funcion de su peso. 

51. La funcion del ejercicio 7 de la seccion 1 .3 y del ejercicio 4 1 
de la seccion 1 .6, la cual es un modelo matematico que expre- 
sa el costo de una llamada telefonica, que no dura mas de 
5 min, de Mendocino a San Francisco como una funcion de 
la duracion de la llamada. 
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52. La funci6n del ejercicio 8 de la seccidn 1.3 y del ejercicio 
42 de la seccidn 1 .6, la cual es un modelo matem£tico que 
expresa el precio de admision al Coast Cinema como 
una funcidn de la edad de la persona. 

53. Suponga que a los t minutos, r(t) metros es el radio del 
flujo circular de petroleo que se derrama por una fisura 
de un tanque y 


*0 


4f 2 + 20 si 0 < t < 2 

16r + 4 si 2 < t 


Demuestre que r es continua en 2. 


54. Si A(t) metros cuadrados es el area de la fisura del tanque 
del ejercicio 53 a los t minutos, (a) defina A(r), y (b) de- 
muestre que A es continua en 2. 

55. Demuestre que la funcion definida por 


fix) = 


x n - 1 
jc - 1 


donde n es un ntimero entero positivo, tiene una discon- 
tinuidad removible en 1 . Sugerencia: para el factor jc" - 1 
utilice la formula (12) de la seccidn suplementaria 1.5. 

56. La funcidn / est£ definida por 


Dibuje la grafica de/. ^En qu£ valores de x es discontinua 
la funci6n / ? 


57. 



si jc < 0 
si 0 < jc y 


*(*) = 


] si jc < 0 
jc si 0 s jc 


demuestre que / y g son discontinuas en 0 pero que el 
producto / • g es continuo en 0. 

58. Proporcione un ejemplo para mostrar que el producto de 
dos funciones / y g puede ser continuo en a, donde / es 
continua en a , pero g es discontinua en a. 


59. D 6 un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en 
un numero a , pero cuya suma sea continua en a . 


60. Explique por qu€ la definicidn de funcion continua en un 
numero a garantiza que la grafica de la funcidn no se 
rompe en el punto donde x = a. 

61. Si la funcion /es continua en a y la funcidn g es discon- 
tinua en a , £por qu6 puede concluirse que la suma de las 
dos funciones,/ + g, es discontinua en a? 


62. Si la funcion /es discontinua en a y la funcidn g es conti- 
nua en a, ^es posible que el cociente de las dos funciones, 
fig , sea continuo en a? Explique su respuesta. 


fix) = 


lira 2 ”* 
„->o n z - nx 


1.9 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA 
Y CONTINUIDAD EN UN INTERVALO 

Recuerde la definicion ( 1 .2.2) de funcion compuesta: dadas las funciones / y 
g , la funcion compuesta, denotada por / ° g, esta definida por 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) 

y el dominio de/ ° g es el conjunto de todos los numeros del dominio de g 
tales que £(*) estd en el dominio de f 


y 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 si f( x ) = ^ y g (x) = 4 - 

jc 2 , y si h es la funci6n compuesta/ ° g, entonces 

h(x) = f(g(x)) 

= /( 4 - x 2 ) 

.= -V4 - x 2 

Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los numeros reales y el 
dominio de/es el conjunto de todos los numeros no negativos, el conjunto de h 
es el conjunto de todos los numeros tales que 4 - x? > 0, esto es, todos los nu- 
meros del intervalo cerrado [-2, 2]. La grdfica de h se muestra en la figura 1 . 4 

De la figura 1, parece que h es continua en cada numero del intervalo 
abierto (-2, 2). Antes de probar este hecho en el ejemplo 1, se necesitan dos 
teoremas mis, el primero de los cuales trata acerca del lfmite de una funcidn 
compuesta. 
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1.9.1 Teorema Li mite de uno funcion compuesta 


Si IfaigOr) = b y si la funei6n/es continua en b, entonces 
Ifm (/ ° g){x) = f(b) 
o. equsvalentemente, 

Jt-4-fl je-m 

Demostracion Puesto que / es continua en b , por el teorema 1.8.6, se 
tiene el siguiente enunciado: para cada € j > 0 existe una S\ > 0, tal que 

si \y - b\ < entonces |/(y) - fib) | < (1) 

Como lim g(;c) = b> para cada <5^ > 0 existe 62 > 0, tal que 

X — ><7 

si 0 < \x - a | < S 2 entonces |g(;t) - b\ < 8\ (2) 

Si 0 < \x - a | < S 2 , se sustituye y por #(a;) en el enunciado (1) obte- 
nidndose lo siguiente: para cada € t > 0 existe <5j > 0, tal que 

si |s(*) - b\ < 5, entonces \f(g(x)) - f(b)\ <€\ (3) 

De los enunciados (2) y (3) se concluye que para cualquier €\ > 0 existe 
8 2 > 0, tal que 

si 0 < | at - a\ < S 2 entonces |/(#(a;)) - fib) \ <€ j 
de lo que se deduce que 

lim f(g(x)) = f(b) 

x ->a 

<=> \\mf(g(x)) = /( lim g(xj) m 

x—*a x -*a 

El teorema 1.9.1 tiene un papel importante en las demostraciones de los 
teoremas de h'mites 9 y 10, presentadas al final de la seccidn. A continuation 
se aplicar£ el teorema en la demostracidn del teorema siguiente que trata so- 
bre la continuidad de una funcidn compuesta. 


1 ,9*2 Teorema Continuidad de una funcion compuesta 


Si tk funcidn g continua en a y la funcidn /es continua en g(a )* enton- 
ces la fimtida compuesta/ ° g es continua en a, 

Demostraci6n Puesto que g es continua en a , entonces 

limgto = gia) (4) 

x—*a 

Como la funcidn / es continua en g(a), se puede aplicar el teorema 1.9.1 a la 
funcion compuesta f ° g, de lo que se obtiene 

lim (/ ° g)(x) = lim /(#(.*)) 

x -*a 

= /( lim g(x)) 

x—*a 

— f(g(o)) (por (4)) 

= (/ ° g)(a) 

lo cual demuestra que / » g es continua en a. ■ 
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El teorema 1 .9.2 establece que una funcidn continua de una funcidn conti- 
nue. es continua. El siguiente ejemplo muestra como se emplea este teorema 
en la obtencion de los numeros para los cuales una funcidn particular es 
continua. 


► EJEMPLO 1 Determinar los numeros en los que la funcidn si- 
guiente es continua: 

, - ~ v ;-- 3 

h(x) = V4 - x 2 

Solucion La funcion h esda que se obtuvo en el ejemplo ilustrativo 1 como 
la funcidn compuesta / ° g, donde /( jc) = V* y g(x) = 4 - x 2 . Como g es 
una funcidn polinomial, es continua en todos los numeros reales. Ademas, 
por el teorema 1.8.5(ii),/es continua en cada numero real positivo. En conse- 
cuencia, por el teorema 1.9.2, h es continua en cada numero jc para el cual 
g(x) > 0. Esto es, cuando 4 - jc 2 > 0. Por tanto, h es continua en el intervalo 
abierto(-2, 2). 4 

Como la funcidn h del ejemplo 1 es continua en cada numero del intervalo 
abierto (-2, 2), se dice que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2). 


1,9.3 Definition de continuidad en un interval© abierto 


Se dice que una funcidn es continua tn un intervalo abierto si y sdlo 
si es continua en cada numero del intervalo abierto. 

Se har& referenda otra vez a la funcidn h del ejemplo 1. Como h no esta 
definida en cualquier intervalo abierto que contenga a -2 o 2, no se puede 
considerar lim h(x) o lim h(x). Por tanto, la definicidn 1.8.1 de continuidad 

jc — »-2 jc — »2 

en un numero, no permite que h sea continua en -2 o 2. En consecuencia, para 
discutir la cuestidn de la continuidad de h en el intervalo cerrado [-2, 2], se 
debe extender el concepto de continuidad para incluir la continuidad en un 
extremo de un intervalo cerrado. Para esto, primero se define continuidad por 
la derecha y continuidad por la izquierda 


1.9.4 Definition de continuidad por la derecha 


Se dice que la foftribn/es continua por Is derecha en et n&mero a si 
y s61o si se cumplen las tres condiciones siguientes: 

(i> fia) exist©; 

(U) lim f{x) existe; 

jt-*£r+ 

(Hi) lim f{x) = /(a>. 


1.9.5 Definicibn de continuidad par la izquierda 


Se dice que la funcidn / es continua por la toqulerda en d numero a si 
y stilo si se cumplen las tres condiciones siguientes; 

(i) f(a) existe; 

(tt) Um f{xj existe; 

(HI) lim f{x) = m. 
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1 .9.6 Definition de continuidad en un intervalo cerrado 


Se dice que ana fimcidii, cuyo dominio contiene at intervalo cerrado 
[ 0 , b] t es condnua en d intervalo cerrado [a, b] si y stilo si es continua 
en el intervalo abierto (a, b X a si como continua por la derecha en a y 
continua por la i^quierda en b. 


► EJEMPLO 2 Demuestre que la funcitin h del ejemplo 1 es con- 
tinua en el intervalo cerrado [-2, 2]. 

Soluci6n La fimcidn h estd definida por 

h(x) = V4 - x 2 

y en el ejemplo 1 se mostro que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2). 
A1 aplicar el teorema 1 .9. 1 se calculan los limites lim h(x) y lim h(x). 

x — > —2 x — > 2 

lim h{x) — lim V4 - x 2 lim h(x ) = lim ^4 - x 2 

x— >— 2 + x— >— 2+ x-»2“ x— >2“ 

= 0 =0 

= h(- 2) = h( 2) 

De este modo, h es continua por la derecha en -2 y es continua por la izquier- 
da en 2. En consecuencia, por la definition 1.9.6, h es continua en el in- 
tervalo cerrado [-2, 2]. La grdfica de h se muestra en la figura 1. ^ 

Observe la diferencia en la terminologia utilizada en los ejemplos 1 y 2. 
En el ejemplo 1 se establecid que h es continua en cada numero del intervalo 
abierto (-2, 2), mientras que en el ejemplo 2 se concluyti que h es continua en 
el intervalo cerrado [-2, 2]. 


1.9.7 Definicion de continuidad en un intervalo 
semiabierto 


(i) Una funcitfn cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto [a, b) 
es continua en [n, b) si y sdlo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b) y es continua por la derecha en a . 

(IQ Una funcidn cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto ( a , b] 
esauftbua en (a, bjuy s6k> si es continua en el intervalo abierto 
(a, b ) y es continua por la izquierda en b . 

Se tienen definiciones similares a las de la definicidn 1.9.7 para la conti- 
nuidad en los intervalos [a, +oo) y (- oo, b]. 


► EJEMPLO 3 Determine el intervalo m£s grande (o unidn de in- 
tervalos) en el que la funcidn siguiente es continua: 

/w . SIS 

Soluci&n Primero se determina el dominio de/. La funcitfn est£ defmida 
en todo ntimero excepto cuando jc = 3 o cuando 25 - jc 2 < 0 (esto es, cuan- 
do x > Sox < -5). Por tanto, el dominio de /es [-5, 3) U (3, 5]. Como 


lim f(x) = 0 

x-*-5 + 

= /(-5) 


y 


lim f(x) = 0 

x->5 

= /(5) 
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/es continua por la derecha en -5 y es continua por la izquierda en 5. Ade- 
m&s, / es continua en los intervalos semiabiertos (-5, 3) y (3, 5). En con- 
secuencia,/es continua en [-5, 3) U (3, 5]. 4 

La importancia de la continuidad de una funcion en un intervalo sera mas 
evidente a medida que avance en el estudio del Calculo. Estapropiedad es parte de 
las hipdtesis de muchos teoremas esenciales , tales como el teorema del valor 
medio, los teoremas fundamentales del Calculo , y el teorema del valor extremo . 


y 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 4 de la sec- 
ci6n 1.3 se obtuvo como modelo matematico la funcion V definida por 

V(x) = 170jc - 54x 2 + 4JC 3 

y expresa el volumen de una caja de carton como funci6n de la longitud del 
cuadrado cortado en cada una de las esquinas de un trozo de carton de forma 
rectangular. Debido a que V es una funcidn polinomial, es continua en todo 
numero, y por tanto, es continua en su dominio, el intervalo cerrado [0, 5]. Este 
hecho es necesario para aplicar el teorema del valor extremo de la section 3.2 
para determinar el valor de jc, el cual hace que V(jc) sea un mdximo. 4 

Otro teorema importante concemiente a la continuidad de una funci6n en 
un intervalo cerrado es el teorema del valor intermedio , el cual se tratard a 
continuaci6n. 


y 



y 



X 


fix) = 



si 0 s jc 5 2 
si 2 < x < 3 


1.9*8 Teorema del valor intermedio 


Si ta funcitfn /es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si f{a) ^ f\b) t 
entonces para cada valor k entre /(a) y f(b) exisle un numero c entre a 
y cal que f(c) == L 

La demostracion del teorema del valor intermedio esta mds alia de los 
objetivos de este libro y puede encontrarse en un texto de Calculo avanzado. 

En terminos geom^tricos, el teorema del valor intermedio establece que 
la grdfica de una funcion continua en un intervalo cerrado debe intersectar a 
cada recta y = k entre las rectas y = f(a) y y = f(b) al menos una vez. Ob- 
serve la figura 2, donde (0, k ) es cualquier punto sobre el eje y entre los puntos 
(0 ,/(a)) y (0 ,/(M); la recta y = k intersecta la grdfica de/en el punto (c, k ), 
donde c est^ entre ay b. 

Para algunos valores de k , puede tenerse mas de un valor posible para c. El 
teorema establece que existe al menos un valor de c pero tal valor no es 
necesariamente unico. La figura 3 muestra tres valores posibles para c (cj, c 2 
y C3) para una k .particular. 

El teorema del valor intermedio afirma que si la funcion /es continua en 
el intervalo cerrado [ a , b], entonces f(x) toma todos los valores entre /(a) y 
f(b ) conforme x toma todos los valores entre ay b. Los dos ejemplos ilustrati- 
vos siguientes muestran la importancia de la continuidad de / en [ a , b] para 
poder garantizar esta afirmacidn. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

finida por 


fix) = 


x - 1 

X 2 


si 0 < jc <. 2 
si 2 < jc < 3 


Considere la funcion / de- 


FIGURA 4 


La grafica de esta funci6n se presenta en la figura 4. 
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y 



X - 4 

FIGURA 5 


La funci6n / es discontinua en 2, el cual esta en el intervalo cerrado [0, 3]; 
/( 0) = -1 y /( 3) = 9. Si k es cualquier niimero entre 1 y 4, entonces no hay 
ningun valor de c tal que /(c) = k porque no existen valores de la funcidn entre 
1 y 4. ◄ 


s> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

8(x) = 7^4 


Sea g la funcidn definida por 


La figura 5 muestra la grafica de esta funcion. 

La funcidn g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado 
[2, 5]; g( 2) = -1 y g( 5) = 2. Si k es cualquier numero entre -1 y 2, no hay 
ningun valor de c entre 2 y 5, tal que g(c) = k. En particular, si k = 1, enton- 
ces g(6) = 1 , pero 6 no pertenece al intervalo (2, 5). ^ 


► EJEMPLO 4 Dada la funcion /definida por 

f(x) = 4 + 3x - x 2 2 < x 5 



y = i 

FIGURA 6 


y 



FIGURA 7 


(a) Verifique que el teorema del valor intermedio se cumpla para k = 1 trazando 
la grdfica de fy la recta y = 1 ; estime, con cuatro cifras decimales, el numero c 
del intervalo (2, 5), tal que /(c) = 1. (b) Confirme la estimacidn del inciso (a) 
analiticamente. (c) Dibuje la grdfica de / en el intervalo [2, 5] y muestre el punto 

(c, 1). 

Solucion 

(a) Como /es una funcidn polinomial, es continua en todo numero, en particu- 
lar en [2, 5]. La figura 6 muestra la grafica de/y la recta y = 1 trazadas 
en el rectangulo de inspeccion de [2, 5] por [-10, 10]. En la graficadora, 
seestimac = 3.791V 

(b) Se resuelve la ecuacidn cuadr£tica 

4 + 3c - c 2 - 1 
c 2 — 3c — 3 = 0 

r _ 3 ± V9 TT2 
2 

r _ 3± V2T 
2 

Se rechaza ^(3 - V2l) porque este numero es negativo y no pertenece 
al intervalo (2, 5). El numero f (3 + V21) esta en el intervalo (2, 5), y 

- i 

Como (3 + V2l)/2 ~ 3.7913, se confirma la estimacion. 

(c) La grafica requerida se muestra en la figura 7. ^ 

El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teo- 
rema del valor intermedio. 


1,9.9 Teorema del zero intermedio 


Si la funci6n/es continua en el interval© cerrado [a f b ] y si /(a) y f(b) 
tienen signos opuestos, entonces existe un ndmero c entre a y b t tal que 
f(c) - 0; es decir, c es un cero de / 
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Demosfracion La funcion / satisface las hipdtesis del teorema del valor 
intermedio, y como f(a) y f{b) tienen signos opuestos, se considera a 0 como 
un numero k entre f{a) y f(b). Por tanto, existe un numero c entre ay b, tal 
que f(c) = 0. ■ 

En el ejemplo siguiente se aplica el teorema del cero intermedio para 
localizar ceros de una funcidn. 


► EJEMPLO 5 (a) Aplique el teorema del cero intermedio para 

mostrar que la funcidn definida por 

fix) = Zi 3 - 2x 2 - 4x + 1 


tiene tres ceros entre -2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos 
cifras decimales. 


Tablal 


X 

-2 

-1 

0 1 

2 

fix) 

-15 

1 

1 -3 

1 



[-3, 3] por [-5, 5] 
fix) = 2* 3 - 2x 2 - 4x + 1 


FIGURA 8 


Solucion 

(a) Se calculan los valores d tf(x) para los valores enteros de -2 a 2 y se for- 
ma la tabla 1. Como /(- 2) y /(-l) tienen signos opuestos, / tiene un 
cero entre -2 y -1; tambidn / tiene un cero entre 0 y 1, y otro entre 1 y 2 
por la misma razdn. 

(b) La grdfica de / trazada en el rect&ngulo de inspeccidn de 3] por 

[-5, 5] se muestra en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros 
son -1.14, 0.23 y 1.91. ◄ 

Ahora se demostraran los teoremas 9 y 1 0 como se indico en la seccidn 1.5. 
Observe la aplicacion del teorema 1.9.1 (lunite de una fimcidn compuesta). 


Teorema 9 de limites Limite del cociente de dos 

funciones 


Si tim/(x) = L y si lim g(x) - At, entonces 

x-*a jr-fd 


lim ^ “ -s 

g{x) At 


si M * 0 


Demosfracion Sea h la funcion definida por h(x) = l/x, Entonces la 
funcidn compuesta h ° g esta definida por h(g(x)) = l/g(jc). La funcion h 
es continua en todo numero excepto en 0, lo cual se deduce del teorema 
1.5.12. En consecuencia, 

llm -j— = Urn h(g(x)) 

x~*a g{X) x-ta 

= h( li m g (jc) ) (por el teorema 1.9.1) 

x—*a 

= h(M) 

M 

Del teorema 6 de limites y del resultado anterior se tiene que 
llm = lim f{x) ■ lim -j—- 

x—*a g{X) x-*a x->a g(X) 



M 
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Teorema 10 de limires Lirnite de la rate n-esima 

de una funcion 


Si n es un ntimero enlero positive y - Z^entonees 

lim $f(x) = VZ 

X 

Con la restriction de.que si n es par, L > 0. 

Demostracion Sea h la funcion definida por h(x) = yfx. Entonces la 
funcion compuesta h° f esta definida por h(f(x)) = f(x). Del teorema 

1.8.5, h es continua en L si n es impar, o si n es par y L > 0. Por tanto, 

lim »[J(x) = lim h(f( x)) 

x—>a x—>a 

= h( lim /(*)) (por el teorema 1.9.1) 

x-*a 

= h(L) 

= VZ ■ 


EJERCICIOS 1.9 


En los ejercicios 1 a 6, defina f 0 g y determine los numeros 
en los que f o g es continua. 

1. (a) /( or) = -Txxgix) = 9 - jc 2 ; 

(b) f(x ) = -Tx-.gix) = jc 2 - 16 

2. (a) /(*) = V5;*W = 16 - jc 2 ; 

(b) /(JC) = Vet ; s(jc) = JC 2 + 4 

3. (a) /(jc) = fx'.gix) = -L; 

(bj /(jc) = ^ \ gix) = 4x 

4. (a) fix) = lfx;gix) = -JT+1; 

(b) fix) = /jc + 1 ; g(x) = Ifx 

5. /(jc) = J±^ 2--,gix) = \x\ 

6. /(jc) = d lL z±-, g (x) = j jc j 

V 4 - JC 

£>i /os ejercicios 7 a 16, determine el dominio de la funcion, y 
despugs determine para cual de los intervalos indicados es con- 
tinua la funcion . 

7- fix) = _l^;(3,7),[-6,4],(-oo,0),(-5,+oo),[-5,+oo), 
t-10,-5) 

8. six) = (-oo, 0], [0, +oo), (0, 2), (0, 2], [2, +oo), 

(2, +oo) 

9. fit) = ; (0, 1),(-1,1),[0, 1],(-1, 0], (-oo, -1], 

(l,+oo) 


10. fir) = (0, 4], (-2, 2), (-oo, -2], (2, +oo), [-4, 4], 

r z - 4 

(- 2 , 2 ] 

11. #(jc) = V* 2 “ 9; (-00, -3), (-00, -3], (3, +oo), 


[3, +00), (-3, 3) 


12. f(x) - M;(-I, 

. \)A' V i).(l. 2), [1, 2), (1, 2] 

1 1 - li 


i 

II 

< 

rH 

(-00, 1), (—oo, 1], [-1, 1], (-1, +00), 

(1, +00) 


f 2x - 3 

si jc < —2 1 

14. h(x) = \ x - 5 

si -2 £ * £ l|; (- 00 , 1), (-2, + 00 ), 

13 - jc 

si 1 < jc J 


(-2, 1), [-2, lU-2,1] 

15. /(jc) =' V 4 - * 2 ; (-2, 2), [-2, 2], [-2, 2), (-2, 2], 
(-00, -2], (2, +00) 

16. F(y) = ■■■■ 1 3), [-1, 3],|-1, 3), (-1, 3] 

3 + 2y - y 2 ' 

En los ejercicios 17 a 22, determine el intervalo mds grande (o 

union de intervalos) en el que la funcion f o g del ejercicio 

indicado es continua. 

17. Ejercicio 1 18. Ejercicio 2 19. Ejercicio 3 

20. Ejercicio 4 21. Ejercicio 5 22. Ejercicio 6 

23. Determine el intervalo mas grande (ouni6n de intervalos) en 
el que la funcion del ejercicio 17 de la seccion 1.6 es 
continua. 

24. Determine el intervalo mds grande (o unidn de intervalos) 
en el que la funcidn del ejemplo 4 de la seccidn 1.6 es 
continua. 
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En los ejercicios 25 a 28, dibuje la grdfica de una funcidn f que 
satisfaga las condiciones dadas. 

25. / es continua en (-oo, 2] y (2, +oo); lim/(jc) = 4; 

lira fix) = -3; lim fix) — + oo; lim fix) = 0 

. J->2“ x—*2 + X— »5 

26. / es continua en (- oo, -2), [-2, 4] y (4, + oo); lim f(x) = 
0; lim f(x) = -oo; lim fix) = -3; lim f(x) = -1; 

x-+-2~ x-»-2 + x—*0 

lim f(x) = 2; lim fix) - 5; lim fix) = 0 

x — >4 x— »4 + x — ► 6 

27. / es continua en (- oo, -3], (-3, 3) y [3, +oo); 

lim fix) = 2; lim fix) = 0; lim fix) = 4; 

i-*-5 x-»-3 + 

lim/(jc) = 1; lim fix) = 0; lim f(x) = -5; 

*-►0 x->3+ 

lim/Cr) = 0 

T-» 4 

28. / es continua en (- 00 , 0) y [0, + 00 ); lim f(x) = 0; 

lim fix) = 3; lim fix) = -3; Hm/(x) = 2 

x— >0 x->0 + js-»4 

En los ejercicios 29 a 34, demuestre que la funcidn obtenida 
como un modelo matematico en el ejercicio indicado de la sec- 
tion 1.3 es continua en su dominio. 


29. (a) Ejercicio 13 (b) Ejercicio 15 


30. (a) Ejercicio 14 (b) Ejercicio 16 


31. (a) Ejercicio 17 (b) Ejercicio 19 

32. (a) Ejercicio 18 (b) Ejercicio 20 

33. (a) Ejercicio 2 1 (b) Ejercicio 23 

34. (a) Ejercicio 22 (b) Ejercicio 24 

En los ejercicios 35 a 42, determine si se cumple el teorema del 
valor intermedio para la funcidn f el intervalo cerrado [a, b] y 
el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple , establezca 
la razdn y apoye graficamente su respuesta. Si el teorema se 
cumple: (a) trace la grdfica defy la recta y = ken la grafica - 
dora y estime , con cuatro cifras decimales, el numero c del 
intervalo ia, b) tal que f{c) - k. (b) Confirme la estimation 
del inciso (a) analiticamente. (c) Dibuje la grdfica de f en 
[a, b] y muestre el punto (c, k). 


35. 

m 

= : 

l + X - 

jc 2 ; [a, b] = 

= [0, 3]; k = 1 

36. 

m 

= - 

-a/ 100 - 

jc 2 ; [a, b] 

= [0,8];* = -8 

37. 

fix) 

= 

V25 - X 

T ; l a , b 1 = 

[-4.5,3];* = 3 

38. 

fix) 

= X 2 + 5* 

- 6; [a, b] 

= [-1,2];* = 4 

39. 

fix) 

= 

— ^ [a, b) = [-3 

x + 2 

,i];* = \ 

40. 

fix) 

= 

5 . 

2* - r 

[a, b] = [0 

, 1];* = 2 

41. 

fix) 

= J 

Tfr — < 

i f 

si -2 < 
si 1 < j< 



k = 

-l 





42. fix) = 


1 + * 
2 - jc 


si -4 < x < -2l 
si -2 < x <, 1 J 


; [< 1 , b] = [-4, 1]; 


k = 


2 


En los ejercicios 43 a 46, haga lo siguiente : (a) aplique el teore- 
ma del cero intermedio para mostrar que la funcidn f tiene el 

numero indicado de ceros entre a y b. (b) Estime estos ceros 

con dos cifras decimales en la graficadora. 

43. fix) ~ jc 3 - 6x + 3; tres ceros; a = -5; b = 5 

44. fix) = jc 4 + lx* + x - 8; dos ceros; a = -10; b = 5 

45. fix) — 4x 4 - 3x* + 2x - 5; dos ceros; a = -3; b = 3 

46. fix) = 3x 4 - 2\x* + 36X 2 + 2x - 8; cuatro ceros; a = 

-5;b = 5 

47. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la escuacion x i -4x 1 +x + 3 = 0 tiene una rai'z entre 1 
y 2, y utilice la graficadora para estimar esta rafz con dos 
cifras decimales. 

48. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuacion ^+* + 3=0 tiene una rafz entre -2 y 2, 
y utilice la graficadora para estimar esta rafz con dos ci- 
fras decimales. 

49. De la ecuacidn que define a m(v), que trata de la teorfa 
especial de la relatividad de Einstein del ejercicio 51 de la 
seccibn 1.7, determine el intervalo mds grande en el que m 
es continua. 

50. Demuestre que si la funcidn / es continua en a , entonces 

lim/(a - t) = fia) 

t —*0 

51. Demuestre que si fix) es no negativo para todo valor de x 
en su dominio y lim [fix)] 2 existe y es positivo, entonces 

x-*a 

iimfix) = | lim [fix)] 2 

x-*a V x-*a 

52. Demuestre que si lim fix) = L, entonces lim |/(jc) | = 
|L|. 

53. Suponga que / es una funcidn para la cual 

0 <, fix) ^1 siO < x < 1 

Demuestre que si / es continua en [0, 1 ], entonces existe al 
menos un numero c en [0, 1] tal que /(c) = c. Sugerencia: 
si c no es 0 ni 1, entonces /(0) > 0 y/(l) < 1. Considere 
la funcidn g para la cual gix) = fix) - x y aplique el 
teorema del valor intermedio a g en [0, 1 ]. 

54. Encuentre el valor mayor de k para el cual la funcidn de- 
finida por fix) = [jc 2 - 2]] es continua en el intervalo 
[3, 3 + k). 

55. i,Son equivalentes los dos enunciados siguientes: (i) la 
funcidn /es continua en el intervalo cerrado [a, b]\ (ii) 
la funcidn / es continua en cada numero del intervalo ce- 
rrado [a, b]2 Justifique su respuesta. 
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1.10 CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
Y TEOREMA DE ESTRICCION 



m = 

FIGURA l 


Tabla 1 


t 

sen t 
t 

1.0 

0.84147 

0.9 

0.87036 

0.8 

0.89670 

0.7 

0.92031 

0.6 

0.94107 

0.5 

0.95885 

0.4 

0.97355 

0.3 

0.98507 

0.2 

0.99335 

0.1 

0.99833 

0.01 

0.99998 


Se supondr& que usted estudio trigonometriapreviamente; sin embargo, debido 
a la importancia de las funciones trigonomdtricas en Calculo, se presenta un 
breve repaso de el las en la seccidn A. 9 del apdndice. 

En un curso de trigonometria, las graficas de las funciones trigonomdtri- 
cas se dibujan mediante consideraciones intuitivas, debido a que dos conceptos 
de Calculo, continuidad y diferenciacion , son necesarios para una presenta- 
ci6n formal de dichas graficas. En esta seccion se tratara la continuidad de las 
funciones trigonomdtricas, mientras que en la seccion 2.7, donde se obten- 
drdn las graficas, se dedicara a la diferenciacion de estas funciones. En el estudio 
de la continuidad de las funciones trigonomdtricas se considerara el limite 
siguiente: 

Um ( 1 ) 

f-*0 t 

Observe que la funcidn definida por f(t) = ^SJ. no existe cuando / = 0, 

pero existe para todos los otros valores de r. A fin de tener una idea intuitiva 
acerca de la existencia del limite (1), primero se trazara la grdfica de/en el 
rectangulo de inspecci6n de [-10, 10] por [-1,2], mostrada en la figura 1. 
Como/(0) no existe, la grafica tiene un agujero en el eje y. De la figura, se 
sospecha que probablemente el limite de (1) existe y es igual a 1. A fin de 
examinar el limite a mayor profundidad, se calculan los valores de la funci6n 
para conformar las tablas 1 y 2. De las dos tablas, se sospecha otra vez que 
si el limite en ( 1 ) existe, puede ser igual a 1 . El hecho de que el limite exista y 
sea igual a 1 se demuestra en el teorema 1.10.2, pero en la demostracidn de 
este teorema se necesita el siguiente teorema, al cual se hara referenda 
como el teQrema de estriccion. Este ultimo no s61o es importante en la 
demostracion del teorema 1.10.2, sino que tambidn se utiliza en la de- 
mostracidn de teoremas importantes en secciones posteriores. 


1.10,1 Ef teorema de estriccion 


Suponga que las funciones /, g y h esdn defmidas en algun intervale 
abierto/quecontieneaa^yque/Or) ^ g(x) ^ h(x) para todaxen/ para 
la cuai x & a. Tambten suponga que Hm f(x) y Um h(x) existen y son 

iguates a L Entonces Um g(*) existe y es igual a L 


Tabla 2 


t 

sen t 
t 

-1.0 

0.84147 

-0.9 

0.87036 

-0.8 

0.89670 

-0.7 

0.92031 

-0.6 

0.94107 

-0.5 

0.95885 

-0.4 ; 

0.97355 

-0.3 

0.98507 

-0.2 

0.99335 

-0.1 

0.99833 

-0.01 

0.99998 


Se demostrara el teorema de estriccion en el suplemento de esta seccidn. 
Sin embargo, ahora se interpretara el teorema geometricamente en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sean f,gyh las funciones defi- 

nidas por 

/to = -4U -2)2 + 3 

*) = — ~ 2 )^ j2 — - 7) 

x - 2 

h(x) = 4(x - 2) 2 + 3 
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[-1, 10] por {-10, 10] 

Ax) = -4(x - 2f + 3 

g(x) = il ~ 2 X x2 ~ 4x + 7) 
x - 2 

h{. x) = 4(jc - If + 3 

FIGURA 2 


Las gr&ficas de estas funciones est£n trazadas en el rect£ngulo de inspec- 
tion de [-1, 10] por [-10, 10] de la figura 2. Las gr£ficas de / y h son 
parabolas que tienen su vSrtice en el punto (2, 3). La grdfiea de g es una pa- 
rabola con su v^rtice en (2, 3) suprimido. La funcion g no est£ definida 
cuando x = 2; sin embargo, para todajc * 2,f(x) < g(x) < h(x). Ademds, * 

lim j\ jc) = 3 y lim h(x) = 3. Por tan to, se satisfacen las hipdtesis del 

x — > 2 jt — >2 

teorema de estriccidn, de donde se deduce que lim g(jc) = 3. . 4 

x —*2 


► EJEMPLO 7 Considere que |g(jc)V- 2j| < 3(jc - l) 2 para 
toda x. Utilice el teorema de estriccidn para determinar limg(jc). 

Solution Como |g(jc) - 2 | < 3 (jc - 1 ) 2 para toda jc, se infiere que 

-3(jc - l) 2 < g(jc) - 2 < 3(jc - l) 2 para toda x 

<=> -3(jc - l) 2 + 2 < g(jc) < 3(jc - lj 2 + 2 para todajc 

Sea/(jt) = -3(jc - l) 2 + 2 y /i(jc) = 3(jc - l) 2 + 2. Entonces 

lim/(jc) = 2 y 1 imh(x ) = 2 < (2) 

x — ►.! x — ► 1 


Adem£s, para toda jc, 

f(x) < g(x) < h{x) ( 3 ) 

Por tanto, de (2), (3) y el teorema de estriccion 

lim g(x) = 2 4 

x — ►! 


► EJEMPLO 2 


Utilice el teorema de estriccion para probar que 


lim jc sen — = 0 


Apoye este hecho graficamente. 

Solution Como -1 < sen t < 1 para toda t , entonces 


0 < 


sen - 

JC 


< 1 


si jc ^ 0 


Por tanto, si jc 0, 


1 

1 | 

1 

jc sen - 

= \x\ 

sen - 

JC 


JC 


* W 

Enconsecuencia, 


0 < 


< | jc | si jc *= 0 


( 4 ) 


Como lim 0 = 0 y lim I jc I = 0, se deduce de la desigualdad (4) y del 

*->0 x — >0 

teorema de estriccion que 


lim jc sen — = 0 
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hi. i] p° r [0, l] 


/(*) - X sen - 


FIGURA 3 


P ( cos t, sen /) 


La grafica de la funcidn que tiene valores | * sen - 1 , trazada en el rectingulo de 

inspeccidn de [-1, 1] por [0, 1], se muestra en la figura 3. Observe el inusual 
comportamiento oscilante de la funcion cuando -0.32 ^ x < 0.32. La 
grdfica apoya el hecho de que el limite es 0 . 4 


' Teorema 



ilmSES. 

t 


Demostracion Primero suponga que 0 < t < |/r. Refi£rase a la figura 4, 
la cual muestra la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 y el sector sombreado 
BOP, donde B es el punto (1, 0) y P es el punto (cos t, sen t). El drea del sector 
circular de radio r y dngulo central cuya medida en radianes es t esta determi- 
nada por ^r 2 t; de modo que si S unidades cuadradas es el 4re a del sector BOP, 

S = \t (5) 

Considere ahora el tridngulo BOP, y sea K } unidades cuadradas el drea de 
este triangulo. Como = 1 1 AP \ • | OB | , j AP | = sen t y | OB | = 1, 


K { = isenr (6) 

Si K 2 unidades cuadradas es el drea del tridngulo rectangulo BOT, donde T es 
el punto (1, tan f), entonces K 2 = ~ | BT| • | OB | . Debido a que BT = tan t 
y OB = 1 , se tiene 

Ky — itan t (7) 


FIGURA 4 


En la figura 4 se observa que 
tfi < S < Ky 


A1 sustituir de (5), ( 6 ) y (7) en esta desigualdad se obtiene 


J-sen t < it < itan t 


Si se multiplica cada miembro de esta desigualdad por 2/sen /, el cual es 
positivo porque 0 < t < se tiene 


< -±- < -4L. 

sen / cos t 


- = —) 

\ t cos tJ 


A1 considerar el reciproco de cada miembro de esta desigualdad (lo cual 
hace que cambie de sentido el signo de desigualdad) , se obtiene 


cos t < < 1 

t 


De la parte derecha de la desigualdad anterior se tiene 


y de una identidad trigonom^trica de semivalor, se obtiene 


= sen 2 ^ t 


1 - cos / 
2 


( 10 ) , 
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A1 sustituir t por en la desigualdad (9), y si se eleva al cuadrado, se tiene 
sen 2 i ^ t 2 (11) 

Por tan to, de (10) y (1 1 ) se infiere que 

1 - cos t 

2 4 

t=> 1 ~ \t 2 < cos t (12) 

De (8) y (12) y como 0 < t < ^7T, se deduce que 

1 _ 1,2 < ?enj < , s i o < / < \n (13) 

2 -t 2 

Si-^;r < / < 0, entonces 0 < -t < y de (13), 

1 - -(~0 2 < seP ^~^ <1 si -\n < t < 0 
2 t 2 

Pero sen i-t) = -sen t; de modo que lo anterior puede escribirse como 
1 - if 2 < ~ < 1 si -±?r < I < 0 (14) 

De (13) y (14) se concluye que 

1 _ If 2 < sep < 1 si -i* < t < y , * o (15) 

Como lim(l - 1 1 2 ) = 1 y lim 1 = 1, se deduce de (15) y del teorema 
de estriccion que 

lirn^SU = | . 

t->0 t 


► EJEMPLO 3 


Sea /la funcion definida por 


m = 


sen 3jc 
sen 5jc 



m = 


sen 3x 
sen 5 jc 


(a) Trace la grafica de /en el rectangulo de inspeccion de [-2, 2] por [-5, 5]. 
I A que valor parece que se aproxima /(jc) conforme jc se acerca a 0? (b) Confir- 
me la respuesta del inciso (a) analfticamente calculando lim /(jc). 

x— >0 

Solucion 

(a) La figura 5 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspeccion 
de [-0.6, 0.6J por [-5, 5], Como /( 0) no existe, la grafica tiene un agujero 
en el punto donde x = 0. En la graficadora parece que /(jc) se aproxima 
a 0.6 cuando jc se acerca a 0. 

(b) Para determinar el lim /(x) se desea escribir el cociente sen 3jc/sen 5jc 

jc — ►O 

de tal forma que pueda aplicarse el teorema 1 .10.2. Si x ^ 0, 

^ /sen 3jc "\ 
sen 3jc _ \ 3 x J 

sen 5jc ^ /sen 5x \ 

{ 5x ) 


FIGURA 5 




1.10 CONTINUIPAP DE LAS FUNCIONES TRIOONOMETRICAS Y TEOREMA PE ESTRICCION 89 


Conforme x se aproxima a cero, 3jc y 5x tambi£n lo hacen. En consecuencia, 


= lim sen 3* 


3* 


3x — >0 3x 


lim 

x -*0 


sen 5x 
5x 


= lim 

5x-»o 


sen 5x 
5x 


Por tanto, 

, sen 3 jc 

1 m — 

x^o sen 5x 


1 


3 lim 

^sen 3 jc\ 

x — >0 

3x / 

5 lim ( 

'sen 5x\ 


i 5x ) 


/ 

3 • 1 
5 • 1 
3 
5 


= 1 


Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). 


◄ 


Del teorema 1.10.2 se puede demostrar que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0. 


1 .10.3 Teorema 


La funcitin seno es continua en 0. 


Demostracion Se demostrard que se cumplen las tres condiciones ne- 
cesarias para la continuidad en un numero. 


(i) 

(ii) 


(iii) 


sen 0 = 0 

lim sen t = lim 
t—*o t-> o t 

= Iim^ 
/->0 t 

= 1-0 

= 0 

lim sen t - sen 0 
»->o 


t 

lim t 
o 


Por tanto, la funcion seno es continua en 0. ■ 


1 *10,4 Teorema 


La funcidn coseno es continua en 0. 


Demostracion Se verificara que se cumplen las tres condiciones nece- 
sarias para la continuidad en un numero. En la verificacidn de la condicidn (ii) 
se utilizara el hecho de que la funcion seno es continua en 0, y se sustituird 
cos t por Vl - sen (i) 2 t porque cos t > 0 cuando -1 /r < t < ~ K. 


(i) cos 0 = 1 

(ii) lim cos t ~ 


1 m y 1 - sen 2 ti 

t — f 1 5 ^ 

,/Tm(l - sen 2 t) 

V *-*o 

V i-o 


= l 

(iii) lim cos t - cos 0 
f-> o 
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De este modo, la funcibn coseno es continua en 0. ■ 

El lfmite del enunciado del siguiente teorema;el cual se aplicard posterior- 
mente, se obtiene a partir de los tres teoremas previos y de lo^ teoremas de 
lfmites. 


1 , 1 0,5 Teorema 


= 0 

o t 


Demostracion 


lim L=_£os_£ 
/-+ 0 t 


lim A ~ COS iXl + cos 0 
*->o t(] + cos t) 


liml^ cos 2 ^ 

t-*o t( 1 + cos t) 


sen z t 


lim - 
'-►o /(I + cos 


0 


ItoSSU 

i -> 0 t 0 1 + COS t 


Por el teorema 1.10.2 

lim 555J. = 1 
o t 

y como las funciones seno y coseno son continuas en 0, se infiere que 


t ->0 1 + cos t 1 + 1 



= 0 


Por tanto, 



Km 1 ~ cos ' 

= 1*0 


t-> 0 t 

= 0 

■ 


^ EJEMPLO 4 Sea g la funci6n definida por 

g(x) = Licosx 
sen x 



- ^ ; 



' ' \ _ " 


1-3, 3] por [-5, 5] 

. . I - COS Jr 

g{*) = 


FIGURA6 


(a) Trace la grdfica de g en un rectangulo de inspeccion conveniente. i,A qu€ 
valor parece que se aproxima g(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 

la respuesta del inciso (a) anaHticamente calculando el lim g(jc). 

/— >o 

Solucion 

(a) La figura 6 muestra la grdfica de la funcibn g trazada en el rectdngulo 
de inspeccion de [-3, 3] por [-5, 5]. La grdfica tiene un agujero en 
jc = 0 porque g(0) no existe. En la grdfica , parece que g(jc) se aproxima 
a 0 conforme x tiende a 0. 

(b) Puesto que lim(l - cos jc) = 0 y lim sen jc = 0, los teoremas de If- 

x-+Q jc— »0 

mites no pueden aplicarse al cociente (1 - cos jc)/sen jc. Sin embargo, si 
el numerador y el denominador se dividen entre jc, lo cual est£ permi- 
tido ya que jc ^ 0, se podran aplicarlos teoremas 1.10.2 y 1.10.5. Asf, 
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1 ~ COS X 

Itakicoi* = Um x 

*->o sen* *-»o sen jc 

x 

, im LlC0ii 

_ J->0 X 

lim ^ 

*-»0 X 

0 

1 

= 0 

Por lo que se.ha confirmado la respuesta del inciso (a). ^ 


► EJEMPLO 5 

h(x) = ZHpi 

X 1 


Sea h la funcion definida por 



[~{n t \it] por [0, 10] 
h(x) = IS? ii 

X 2 

FIGURA 7 


(a) Trace la grdfica de h en un rect£ngulo de inspeccion conveniente. qu 6 
valor parece que se aproxima h{x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analfticamente calculando 11m h{x) 

x-*0 

Solution 

(a) Se traza la grdfica de h en el rectdngulo de inspecci6n de [-i;r, ~n] por 
[0, 10] para obtener la figura 7. La grdfica tiene un agujero en x = 0 
porque /j( 0) no exister En la grdfica, parece que h(x) se aproxima a 2 
conforme x se acerca a 0. 

(b) Se aplica la identidad trigonom^trica 

tan x = **£ 
cos x 


y se tiene 


11m 

J — >0 


2 tan 2 ; 


2 11m 

jr— >0 

2 11m 

x ->0 


sen 2 x 
x 2 • COS 2 X 
sen x sen x 

x t ->0 x 


= 2 ■ 1 • 1 • 1 
= 2 


1 


11m 

*-* o cos z x 


Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). ^ 

Del teorema 1.5.15 y de los hechos de que las funciones seno y coseno son 
continuas en 0, se puede demostrar que las funciones seno y coseno son conti- 
nuas en todo numero, como se establece en el teorema sigujente. 


1 .1 0,6 Teorema 


Las funciones seno y coseno son continaas cn cada ntimero real. 

Demostracion El conjunto de numeros reales es el dominio de las 
funciones seno y coseno. Por tanto, se debe demostrar que si a es cualquier 
numero real, entonces 

11m sen x = sen a y llm cos x = cos a 

x-*a x ->a 
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o, equivalentemente, del teorema 1.5.15, 

Hm seri(r + a) = sen a y Hm cos(f + a) - cos a (16) . 

i — > o f ->0 

En la demostracion se utilizaran las identidades 

sen(f + a) = sen t cos a + cos t sen a ( 17 ) 

cos(f + a) = cos t cos a - sen t sen a , (18) 

. De (17), 

Hm sen(t + a) — Hm (sen t cos a -h cos t sen a ) 
o /-*0 

= Hm sen t * Hm cos a + Hm cos t • Hm sen a 
/~»0 /-+0 / — >0 /->0 

= 0 ■ cos a + 1 * sen a 

= sen a 

Por tanto, se cumple la primera ecuaci6n de (16); de modo que la funcidn seno 
es continua en cada ntimero real. De (1 8), 

Hm cos(r + a) = Hm(cos t cos a - sen t sen a ) 

/ — >0 . 0 

= lim cos f* Hm cos a - Hm sen t • Hm sen a 

/ — *0 /— >0 r ->0 / — >0 

= 1 * cos a - 0 ■ sen a 
= cos a 

Por lo que se cumple la segunda ec'uacidn de (16); asl, la funcidn coseno es 
continua en cada numero real. ■ 

Mediate el uso de identidades trigonom&ricas, el teorema 1.8.4, acerca 
de la continuidad de una funcidn racional, y el teorema 1.10.6 se puede de- 
mostrar que las otras cuatro funciones trigonom6tricas son continues en su 
dominio. 


1 . 1 0,7 Teorema 


Las funciones tangent#, cotangeme, sec ante y cosecant e son continuas en 
sus dominios. 

La demostracion del teorema 1.10.7 se deja como ejercicios (consulte 
ios ejercicios 37 a 40). 


EJERCICIOS 1.10 


Enlos ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a ) trace la grdfica de 9 . f( x ) 
f en un rectdngulo de inspeccidn conveniente. lA <fue valor pa- 
rece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0 ? 

(b) Confirme la respue sta del inciso (a) calculando el 11m /(x).^ 

■ • . . ’ r JT->0 


1 , 

m = 

sen 4x 

2 . m = 

2x 

13 . fix) 


X 

sen 3x 


3 . 

fix) = 

sen 9x 
sen 7x 

4 . f(x) = 

sen 3x 
, sen 6 x 

15 . fix) 

5 . 

fix) = 

3x 

1 /w = 

sen 3 x 

17 . fix) 

sen 5*x ' 

x 2 ' 

7 . 

f(x) = 

x 2 

, «• m = 

sen 5 2x 

19 . fix) 

sen 2 3x 

4x 5 


X 

COS X 

^’io. fix) = 

1 - COS X 

1 + sen x 

1 - cos4x 

X 

. 12. fix) = 

1 - cos 2x 
4x 

3x 2 

, [y , 

, , M. fix) = 

\ 

1 - cos 2 X 

1 - cos 2 

2 x 2 

tan x 
2x 

16. fix)' = 

tan 4 2x 
4x 4 

1 - cos 2x 
sen 3x , 

II 

.*jj 

1 - cos x 
x 2 

x 2 .+ 3x 

20. fix) = 

sen x 

senx 

3x 2 + lx 
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En los ejercicios 21 y 22, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
de g en un rectdngulo de inspeccion conveniente. lA qui se parece 
el comportamiento de g(t) conforme t se aproxima a 0 mediante 
valor es may ores queO? (b) Confirme la respuesia del inciso (a) 
calculando el lim #(/)• 

'-> 0+ Av 


21. git) = 


\k 

* 22. g(t ) = 


sen 4/ 
cos 3 1 - 1 


En los ejercicios 23 y 24, haga lo siguiente : (a) trace la grdfica 
de h en un rectdngulo de inspeccion conveniente. lA que valor pa- 
rece que se aproxima h{t) conforme t tiende o se acerca a Kjl? 
( b ) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lim h{t). 
Sugerencia: considere x - ~K - t. 

. 22. h(t) = se — 24. h(t) = 

p- 1ft — t cos t 

En los ejercicios 25 y 26, haga lo siguiente : (a) trace la grdfica 
de f en un rectdngulo de inspeccion conveniente. lA que valor 
parece que se aproxima fix) conforme x tiende o se acerca a 71 
mediante valores may ores que K? (b) Confirme anallticamente 
la respuesta del inciso (a) calculando lim fix). Sugerencia: 

Jt— ►* + 

considere t = x - 71 

0 ^25. f(x) = -55DJL 26. fix) = 

x - K ' X -71 

27. Si R(0) pies es el alcance de un proyectil, entonces 

me) = v ° 2 sen — o <, e < 

2 1 


donde v 0 pie/s es la velocidad inicial, g pie/s 2 es la constante 
de aceleracidn debida a la gravedad, y 9 es la medida en 
radianes del Angulo que el candn forma con la horizontal, 
pemuestre que R es continua en su dominio. 

28. Si un cuerpo cuyo peso es de W libras es arrastrado a lo 
largo de un piso horizontal a una velocidad constante por 
una fuerza de magnitud F libras y dirigida en un Angulo de 
9 radianes con respecto al piso, entonces 

F (0) = kw 

k sen 6 + cos 9 


donde k es una constante llamada coeficiente defriccion y 
0 < it < 1 . Demuestre que F es continua en [0, y/r]. 


En los ejercicios 29 a 32, utilice el teorema de estriccion para 
determinar el li'mite . En los ejercicios %? y 30, apoye su res - 
puesta graficamente. 


lC 

29. lim x cos- 30. lim x 2 sen 

31. lim g(x), si | g(x) + 4 1 < 2(3 - x) 4 para toda x 

32. lim g(x), si | g(x) - 3 | < 5(x + 2) 2 para toda x 


En los ejercicios 33 y 34, determine el limite si existe y apoye su 
respuesta grdficamente. \ ^ 


■33. I im 5cn(senx) 
X 


& 


34. 


lim sen x sen — 
x 


35. Dado que l - cos 2 x < fix) < x 1 , para toda x en el in- 
tervalo abierto (-^/r, \ K), determine lim f(x). 

i i 

36. Dado que -sen x <, f{x) < 2 + sen x , para toda x en el 
intervalo abierto (~7t, 0), determine lim fix). 

x-*-x/2 


En los ejercicios 37 a 40, demuestre que la funcion es continua 
en su dominio. 

37. La funcidn tangente 

38. La funcion cotangente 

39. La funcidn secante 

40. La funcion cosecante 

41. Si ]/(*)] ^ A/ para toda x, donde M es una constante, utilice 
el teorema de estriccion para demostrar que lim * 2 fix) - 0. 

i— >o 

42. Considere que \f(x) | < M para toda x, donde M es 
una constante. AdemAs suponga que lim I g(x) I = 0. 

x ~*a 

Utilice el teorema de estriccidn para demostrar que 
lim f(x)g(x) = 0. 

x—*a 

43. Si \fix) | ' < it | x - a | para toda x # a, donde k es una 
constante, demuestre que lim/(jc) = 0. 

x-+a 

44. Dada/(x) ■= sen(l/jt), trace la grAfica de/en cada uno de 
los siguientes rectAngulos de inspection: (a) [-2, 2] por 
[-2, 2]; (b) [-1, 1] por [-2, 2]; (c) [-0.5, 0.5] por [-2, 2]; 
(d) [-0.25,0.25] por [-2,2]; (e) [-0.1,0.!] por [-2, 2]; 
(f) [-0.01, 0.01] por [-2, 2]; (g) ^Sospechaque el lim/(;t) 

* x-»0 

existe? Si es asi, £quO numero sospecha que es y por qu6? O, 
^ so spec ha que el lim/(x) no existe? Si es asi, ^por quO? 

x—*0 

45. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que/(x) = cos-. 

x 

46. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que/(x) = tan - . 

x 


REVISION DEL CAPITULO 1 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO I 


1. Defina funcion y en su definition incluya los conceptos de 
dominio y contradominio: 

2. Invente un ejemplo de una funcidn que tenga la propiedad 
indicada: 


(a) El dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales. 

(b) El dominio es el conjunto de todos los numeros no 
negativos. 
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(c) El dominio es el conjunto de todos los numeros negati- 
ves. 

(d) El dominio es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto 0. 

(e) El contradominio es el conjunto de todos los numeros 
enteros. 

3. iQu6 se entiende por grafica de una funcion^ 

4 . Invente un ejemplo de una funcibn que tenga la propiedad 
indicada: 

(a) La grafica de / tiene un “agujero” en x = 4, cuando 
/( 4) no est£ definido. 

(b) La gr&fica de / tiene un “agujero” en jc = 4, cuando 
/( 4) esti definido. 

(c) La funcibn / estd definida a trozos para x < 2 y 2 < jc, 
donde la grafica de / se rompe en x = 2. 

(d) La funci6n/est^ definida a trozos parax < 2y 2 < jc, 
donde la grifica de / no se rompe enr = 2. 

5. Defina la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 
ciones fy g, y establezca como se relaciona el dominio de la 
funcibn resultante con los dominios de las funciones fy g. 

6. Invente un ejemplo de dos funciones fyg, tales que al me- 
nos una no sea una funcibn polinomial, y defina if + g)(jt), 
if - g)(x), if • g)(Jt) y iflg)(x). Determine los dominios de 
fy g y los dominios de las funciones resultantes. 

7. Defina la funcion compuesta de dos funciones fyg*y 
establezca como se relaciona el dominio de la funcibn 
compuesta con los dominios de las funciones fy g. 

8. Invente un ejemplo de dos funciones fyg, tales que al menos 
una no sea una funcion polinomial, y defina if ° g)(x) y 
( g o /)( x). Determine los dominios de / y g, asf como los 
dominios de/° g y g of 

9. i,Que se entiende por: (a ) funcion par , (b ) funcion impart 
Describa la simetrfade las grdficas de cada uno de estos tipos 
de funciones. 

10. Invente un ejemplo de una funcibn, diferente de una poli- 
nomial, que sea (a) par, (b) impar y (c) ni par ni impar. 

1 1. Defina con precisibn, empleando la notacibn € -8, lo que se 
entiende por: el Umite de f(x) conformex se aproxima aaes 
igual a L. Ahora establezca en palabras lo que significa sin 
utilizar la notacibn € -8 y sin usarlas palabras Umite y tiende 
o se aproxima. 

12. ^Cbmo se utiliza la definicion del Umite de una funcion para 
demostrar que lira/(jc) = L? 

x — >a 

13. Describa en terminos geometricos la relacibn entre € y $de 
la definicion del lfmite de una funcion. 

14 . Invente un ejemplo de una funcion para la cual: 

(a) f(a) no existe, pero lim f(x) existe; 

x — va 

(b) f(a) existe, pero lim f(x) no existe; 

x— ►a 

(c) tanto f(a) como lim f(x) existen, pero no son iguales. 


15. 4 ,Qub se entiende cuando se dice que el Umite de una funcion , 
cuando existe es unicol Establezca el teorema que garantiza 
este hecho. 

16. ^Cbmo se utilizan los teoremas de lfmites para caicular el 
lfmite de una funcibn? 

17. Establezca los teoremas que tratan sobre los lfmites de la 
, suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones. 

18. ^Por qu 6 no es preciso el siguiente enuntiado: El Umite de 
la suma de dos funciones es la suma de sus Umites'l In- 
vente un ejemplo de dos funciones para las cuales el 
enunciado es incorrecto. 

19. Invente un ejemplo de dos funciones fyg tales que al 
menos una no sea una funcibn polinomial, y muestre como 
se aplican los teoremas de la sugerencia 17. 

20. Defina con precisibn, utilizando la notacibn €-8> cada uno 
de los siguientes limites laterales : (a) liih f(x) - L\ (b) 

X->a+ 

lim f(x) = L. Ahora establezca en palabras lo que sig- 
nifica cada una de estas definiciones sin utilizar la nota- 
cibn €- 8 ni usar las palabras Umite y tiende o se aproxima. 

21. ^Cbmo est£n relacionados los lfmites laterales y los lfmites 
bilaterales? 

22. ^Cudndo es necesario emplear los lfmites laterales para 
caicular un lfmite bilateral? Invente un ejemplo para ilus- 
trar su respuesta. 

23. ^Cudndo pueden emplearse los lfmites laterales para demos- 
trar que un lfmite bilateral no existe? Invente un ejemplo 
para ilustrar su respuesta. 

24. Defina con precisibn, empleando la notacibn 8-N, cada una 
de las siguientes expresiones: (a) conforme x se aproxima a 
a, f(x) crece sin lfmite; (b) conforme x se aproxima a aj{x) 
decrece sin lfmite. Ahora establezca en palabras lo que 
significa cada una de estas definiciones sin utilizar la 
notacibn 8-N y sin usar las palabras Umite , tiende a o se 
aproxima a , infinito, crece sin Umite o decrece sin Umite. 

25. i,Cbmo se evalua el lfmite de una funcibn racional para la 
cual el lfmite del denominador es cero y el lfmite del 
numerador es una constante diferente de cero? 

26. i,Que es la asmtota vertical de la gr&fica de una funcibn? 

27. iComo puede determinarse cualquier asfntota vertical para 
la gr£fica de una funcibn? 

28. Invente ejemplos de dos funciones racionales tales que la 
grafica de una tenga un agujero en el punto donde x - 3 y 
la otra tenga a la recta jc = 3 como una asfntota vertical. 

29. Defina: la^/uncibn / es continua en el numero a. 

30. Invente un ejemplo de una funcibn discontinua en el nume- 
ro 1, debido a las condiciones indicadas: 

(a)/(l) no existe, pero lim /(jc) existe; (b) /(l) existe pero 

x— ►! 

lim/(jc) no existe; (c) tanto /(l) como lim/(jc) existen, 
pero no son iguales. 
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31. ^Cudl es la diferencia entre discontinuidad esencial y dis- 
continuidad removiblel 

32. Invente un ejemplo de una funcidn que tenga una dis- 
continuidad esencial en x - 2. Despuds invente un ejemplo 
de una funcidn que tenga una discontinuidad removible en 
x ~ 2 y muestre cdmo puede removerse o eliminarse esta 
discontinuidad. 

33. Establezca los teoremas concemientes a la continuidad de 
funciones polinominales y racionales. ^C6mo se aplican 
estos teoremas para calcular los lfrnites de estas funciones? 

34. i,Qu6 condiciones de continuidad de las funciones/ y g son 
necesarias para que la funcidn compuesta / o g sea conti- 
nua en el numero a? 

35. Invente un ejemplo de dos funciones fyg tales que la fun- 
cidn compuesta / o g sea continua en cada numero del 
intervalo abierto (-3, 3). Muestre que las funciones fyg 
de su ejemplo cumplen las condiciones de la respuesta de 
la sugerencia 34. 

36. Invente un ejemplo de una funcidn que sea discontinua en 
el numero c y que sea continua por la derecha de c. Muestre 
que su funcidn satisface los requerimientos. 

37. Defina: la funcion / es continua en el intervalo cerrado [a, b]. 


38. Establezca el teorema del valor intermedio. 

39. Invente un ejemplo de una funcidn que ilustre el teorema del 
valor intermedio. Muestre que la hipdtesis y la conclusion 
del teorema son satisfechas por su funcion. 

40. Establezca el teorema de estriccidn, Invente un ejemplo de 
tres funciones f,gyh que satisfagan las hipdtesis de este 
teorema y muestre que se cumple la conclusion. 

41. Invente un ejemplo de tres funciones fgyh que ilustren 
cOmo se aplica el teorema de estriccidn para calcular el limite 
de g(x) cuando los limites de fix ) y /i(x) se conocen. 

42. lA que es igual el Ilm $221 y cOmo se utiliza su valor para 

(-*0 t 

demostrar que la funciOn seno es continua en 0? 

43. ^Cdmo se emplea la continuidad de la funciOn seno en 0 para 
demostrar que la funciOn coseno es continua en 0? 

44. <-C6mo se usa el hecho de que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0 para demostrar que dichas funciones son 
continuas en cada numero real? 

45. ^COmo se demuestra la continuidad de las otras cuatro fun- 
ciones trigonomdtricas a partir de la continuidad de las 
funciones seno y coseno? 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO I 

1. Dada/(x) = A - x 2 , determine: (a) /( 1); (b) /(- 2); 


(c) /(3); (d) /(* - 1); (e) fix 1 ), (f) & x + h \ Oil , 

h 

h * 0. 

2. Dada g(x) = Vl - x , determine: (a) g(I); (b) g(-3); (c) 

g(x + l);(d)«(l - x 2 ); (e) g(x + h) - g(x) , h * 0. 

h 

En los ejercicios 3 a 6, defina las siguientes funciones y deter- 
mine los dominios de las funciones resultantes: (a) f A g; 
(b)f - g; (c)f * g; (d)fjg; (e) gif; (f)f° g; (g) g of 


(c) h(x) = 


(d) F(x) = JC 2 [[xB 


3 . f{x) = 4x + 2 ; g(x) = x 2 - 4 

4 . fix) = x 2 - 9 ; g(x) = yjx ~a 5 

s- m = /;?(*) = Ex 

x l 

6. fix) = ~ x —,gix) = — 

x - 1 x + 2 

En los ejercicios 7 y 8, trace la grdfica de la funcion y a partir 
de la grafica conjeture si la funcion es par, imparo de ninguno de 
estos tipos. Despues confirme su conjetura anah'ticamente. 

7. (a) f(x) = 2x 3 - 3x (b) g(x) = 5x 4 + 2x 2 - 1 
(c) h(x) = 3x 5 - 2x 3 a x 2 - x 

X 2 A 1 


(d) Fix) 


8. (a) fix) = 


En los ejercicios 9y}0, trace la grdfica de la funcidn y determine 
su dominio y su contradominio. 

9. (a) fix) =4-2* (b) S (*) =x 2 -4 

(c) h(x) = V* 2 — 16 (d) FQc) = - x 1 

(e)/( x) = 1 5 - *| (f) «(*) = 5 - |*| 

10. (a) gix) = 3* + 2 (b) /(*)'= 9 - x 1 

(c) //(*) = Vl - * 2 (d) G(x) = V* 2 - 1 

(e) g(x) = |* + 4| (f) /(*) =|*|+4 

En los ejercicios 11 a 14, dibuje la grdfica de la funcidn y 
determine su dominio y su contradominio, 


x* - 1 


(b) g(x) = ~-r 
1*1 


(a) *(*) = 

X A 4 


\ x - 4 

(b) Gix) = 

si x * -* 
si x = 

(a) fix) = " 2 + * " 6 
x - 2 


f x + 3 

(b) Fix) = 

six * 2 
six = 2 

f 3 - x 

(a) Fix) = 

[3 A 2x 

si x < 0 
si 0 < x 




96 CAPITUIO 1 FUNCIONES, UMjTES Y CONTINUIDAD 


(b) h(x) = 
14. (a) GO c) = 
(b) H(x) = 


x 2 - 1 
a: - 1 
3x + 2 
4 - 2x 
x 2 

(x + 2) 2 


si ac < 0 
si 0 < x 
si x < 0 
si 0 < ac 
si AC < -1 
si ~1 < AC 


17. /(ac) = 


25 


a: - 5 


■a = 5;L = 10; € = 0,1 


21. lim(2Ac - 5) = 1 

jt-+3 

23. lim (3a: + 8) - 5 


22. lim (8 - 3 ac) = 14 

x->-2 

24. lim (4a: - 11) = 9 

x-»5 


25. lim 


16a: 2 - 9 


29. lim 


-»-3 2 + 3 


30. lim 


- 4 


31. lim 3 

,-*1/2 ^ 


4x 2 + 4x - 3 


1 


*-» 3A 3 + 6 

32 . lim LzJL±I 

t-+0 t 


33. lim — 1 — 

/->0 i 


34. lim 


5>> + 4 
7-5 


36. lim 


38. |im 

y-+ 5" 


/os ejercicios 35 a 42, calcule el Umite si existe, y apoye su 
respuesta trazando la grafica de la funcion en un rectangulo de 
inspeccion adecuado . 

-- ,, 2ac 2 - ac - 3 

35. lim — 

x ~*~ l 3ac 2 + 8ac + 5 

37. lim 2 '^ - 6 

AC - 9 


27 


£n /os ejercicios 15 a 20, se han dadof(x), a, Ly € . (a) Utilice 
una figura y un argumento semejante a los de los ejemplos ly 3 
de la seccion 1.4 para determinar una 8 > 0 tal que 

si 0 < | ac - a \ < S entonces |/(ac) - L\ < € 

( b ) Apoye la eleccidn de 5 del inciso (a) con la graficadora. ( c ) 
Confirme anallticamente, empleando las propiedades de las 
desigualdades, la eleccidn de 8 del inciso (a). 

15. f(x) = 2x - 5; a = 3;L = 1; € = 0.05 

16. f(x) = 3x + 2; a = 1; L = 5; € = 0.2 


39. lim - — 3 ~ 4 + 3 * 
7 - s 


25 - y 2 
7-5 
x 2 - 5 


40. lim 

2x 3 - 3x 2 


41. lim 


Ml - i 


2+ [x] - X 


42 . lim 

*-+5 AC - 5 


En los ejercicios 43 a 48, dibuje la grafica de la funcidn y calcule 
el Umite indicado si existe ; si el Umite no existe, establezca la 
razdn. 

,x 2 - 1 si x < 3 

43. fix) = 


x + 5 


si 3 ^ x 


18. f(x) = — - — - 10 ;a = -2;L = 1; € = 0.03 

x + 2 

19. /(x) = x 2 + 4; a = 2; L = 8; € = 0.3 

20. /(x) = x 2 - 3x; a = 3; L = 0; <f 0.08 

En los ejercicios 21 a 26, demuestre que el Umite es el numero 
indicado aplicando la definicidn 1.5.1; esto es, para cualquier 
€ > 0, determine una 8 > 0 tal que 

si 0 < |x - a | < 8 entonces |/(x) - L\ < € 


(a) lim /(x); (b) lim /(x); (c) lim fix). 

x— >3“ X— >3+ rt3 

x - 2 si x < 0 

x 2 - 1 si 0 < x 

(a) Um_ gix); (b) lim + gix); (c) lim g(x). 


44. g(x) = 


45. h{t) 


Ml 

t - 1 


(a) lim hit); (b) lim hit); (c) lim hit). 

t->r /— >i + t-*i 


46. fir) = 


\r — 2\ 


si r 2 
si r ~ 2 


x-i-3/4 4 X + 3 

26. lim 1 — — = 2 

1 - 3x 

En los ejercicios 27 a 34, calcule el Umite y, cuando sea apropia - 
do, indique los teoremas de Umites empleados. 

27. lim^x 2 - 4x + 5) 

*-*■2 

28. lim 4 ~*~ 6 

,-.-2 x 2 _ 5x _ 14 


(a) lim f(r)\ fb) lim f(r); (c) lim/(r). 

r-> 2~ r— >2+ r-*2 

{ X - 4 si X < -4 

Vl6^x 2 si -4 ^ x < 4 
4 - x si 4 < x 

(a) lim g(x); (b) lim gix); (c) lim g(x); 

x— »-4~ X— »-4 + x— >- 4 

(d) lim gix); (e) lim g(x); (f) lim g(x). 

x— >4 i->4 + x-»4 


[x 2 - 4 
48. h(x) = | 2 - x 
x - 2 


si x <, 2 

si 2 < x ^ 4 

si 4 < x 


(a) lim Kx); (b) lim hix); (c) lim hix); 

*->2~ x— >2 + x— >2 

(d) lim hix); (e) lim hix); (f ) lim fc(x). 

x— »4 - x-»4+ x— >4 

En los ejercicios 49 a 54, calcule el Umite y apoye su respuesta 
graficamente. 


49. (a) lim 

x->-4 

50. (a) lim 


2x 


16- x 2 
x - 1 


51. (a) lim 


►-2" x 2 _ 4 

2x 


52. (a) lim 


- 4 - 16 - x 2 
x - 1 


(b) lim 

x— *-4 

(b) lim 
(b) lim 


2x 


x-»2 X 2 - 4 


(b) lim 


4+ 16 - x 2 
x - 1 
: 2 + X 2 - 4 
2x 

^‘ 4+ 16 - x 2 
x - 1 


2+ x 2 - 4 
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53. (a) lim 4 - 

'-» 5 (i - 5 ) 2 

54. (a) lim ^ ~ 

*->■ ~ 2 (x + 2) 2 


(b) lim 7 


(b) lim 


Vx~+ 2 


£>i /os ejercicios 55 a 62, haga lo siguienie : (a) trace la grafica 
de f en un rectangulo de inspeccion adecuado. iA que numero 
parece que se aproximaf{x ) conforme x tiende o se acerca a 0? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) anah'iicamente, calcu- 
lando el Umite lim f(x). 

Jf — >o 

55. f(x) = -V 56. f(x) = —ii— 

sen 3x 1 - cos x 


57. f(x) = 


sen5s 
sen 2x 


59. fix) = 
61. fix) = 


1 - COS 2 X 
X 

esc 3x 
cot X 


58. fix) = 


1 - cos3x 
sen 3x 


60. f(x) = 


4x 
tan x 


62. f(x) = 


2xj_ - 3* 
2 sen x 


En los ejercicios 63 a 68, determine las asmtotas verticales de la 
grafica de la funcidn y utilicelas para dibujar la grafica. 


63. /(*) = 

x - 4 

65. g(x) = 1 !- 

x z 

67. m = 

x 2 -4 


64. fix) = 
66 . fix) = 

68 . hi x) = 


3x -2 
x - 2 
-2 

x 2 - x — 6 
2 x 2 
x 2 - 1 


£h /os ejercicios 69 a 74, dibuje la grafica de la funcidn; despues 
observe donde se rompe la grafica , determine los valores de x en 
los que la funcidn es discontinua y muestre por que la definicion 
1 . 8.1 no se satisface en cada discontinuidad. 


69. 

fix) = ■ 

x + 2 

x 2 + x - 2 



f 2x + 1 

71. 

gix) = « 

t 2 - * 

[ |4-*| 

72. 

Fix) = | 



l- 2 

73. 

hix) = < 

U 


1 

r* 2 - 9 

74. /(x) = | 

5 

[ 9 - Jt* 


70. gix) = *^=1 
x 2 - 1 

si x < -2 
si -2 < x ^ 2 
si 2 < x 

si x ^ 4 

si x = 4 

si x <, \ 

si 1 < x 

si x < 3 
si x = 3 
si 3 < x 


En los ejercicios 75 a 78, demuestre que la funcidn es disconti- 
nua en el numero a . Despues determine si la discontinuidad es 
esencial o removible. Si la discontinuidad es removible, rede- 
fina fia) de modo que la discontinuidad sea eliminada. 

75. f(x) = + 2 * ~ 8 ; a = -4 

x 2 + 3x - 4 


76. fix) = 

77. fix) = 


4 - x 2 
2x + 3 



si x < 1 

; a = 1 

si 1 ^ x 
si x * 2 

; a = 2 

si x = 2 


78. fix) = 


[2x - 6 1 . 
lx - 6 ’ 


<3 


3 


£n /os ejercicios 79 a 82, la funcidn es discontinua en el numero 
a. (a) Trace la grafica de f la cual se rompe en el punto donde 
x = a. jEs esencial o removible la discontinuidad? Si pare- 
ce que es removible, especule acerca de como debe redefinirse 
fia) de modo que la discontinuidad sea eliminada. ( b ) Con- 
firme la respuesta del inciso (a) analfticamente. 


79. fix) = 

80. fix) = 

81. /(x) = 

82. /(x) = 


1 - x - 3 


x - 1 

2 - Vx” + 4 


; a 


; a = 0 


VTT"9 - 3 ’ 
x - 1 . „ _ 

^-r 


En los ejercicios 83 y 84, (a) defina f 0 g y (b) determine los 
numeros en los que f 0 g es continua y establezca la razdn. 

83. (a) /(*) = 4~x y g(x) = 25 - x 2 

(b) f(x) = y g(x) = |.r| 

(c) fix) = sgnx y g(x) = x 2 - 1 

84. (a) fix) = Vx y g(x) = x 2 - 25 

(b) fix) = >/77T y g(x) = — L- 

x - 3 

(c) fix) = sgnx y gix) = x 2 - x 


En los ejercicios 85 y 86, determine los valores de las constantes 
ayb que hagan a la funcidn continua en todo numero y dibuje la 
grdfica de la funcidn resultante. 


f 2 x + 1 

si 

x < 3 

85. fix) = \ax + b 

si 

3 < x < 5 

[x 2 + 2 

si 

5 < x 

f 3x + 6 a 

si 

x < -3 

86 . f(x) = | 3 ax - lb 

si 

-3 < x < 3 

[x - 12 b 

si 

3 < x 


87. Sea / la funcion definida por 

f 1 si x es un numero entero 
0 si x no es un numero entero 


fix) = 


(a) Dibuje la grdfica de /. (b) <,Para qud valores de a existe el 

lfmite Urn /(x)? (c) ; En qud numeros reales es continua./? 

*—>0 

88 . Proporcione un ejemplo de una funcidn / para la cual 
lim |/(x) I exista pero que lim fix) no exista. 

*—►0 ’ x ~*0 
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En los ejercicios 89 a 92, determine el intervalo mas grande ( o 
union de intervalos), donde la juncion es continua. Apoye la res- 
puesta con la graficadora. 

89. (a) f(x) 

(b) g(x) 

90. (a) f(x) 


98. ^Cudl es el valor de cada uno de los limites siguientes: 
(a) Lim f(x); (b) lim fix); (c) lim fix); (d) lim/(x); 

*-»- 2 x -* 2 + x— *— 1 x— »0 

(e) lim fix ), (f ) lim fix); (g) lim /(*)? (h) jEn qu<! nu- 

x-*r x -» l + x-*2 

meros es discontinua /? (i) ^Cudles de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) <,Cudles de las 
discontinuidades del inciso (h) son removibles? ^Cdmo 
redefinirfa la funcidn para eliminar las discontinuidades? 


= V25 - x 2 
= V* 2 - 25 



En los ejercicios 93 a 96, haga lo siguiente: (a) verifique que se 
cumpla el teorema del valor intermedio para la funcionf el in- 
tervalo cerrado [a, b]y el valor dado de k; (b) trace la grdfica de 
fy la recta y — ken la graficadora y estime, con cuatro cifras 
decimales , el numero c de (a, b) tal que fic) = k; (c) confirme 
analiticamente la estimacion del inciso (b); (d) dibuje la grdfica 
de fen el intervalo [a, b] y muestre el punto (c, k). 

93. fix) = x 2 - 4x + 1; [a,b] = [-10,0]; it = 10 

94. fix) = jc 2 - 4* + 1; [ a,b ] = [0, 10]; it = 10 

95. /(*) = * - Vl6- x 2 ; [a, b] = [0, 4]; it = -2 

96. fix) = * - Vl6-* 2 ;[a, b] = [-4,0];* = -2 

En los ejercicios 97 y 98, responda las preguntas a partir de la 
grdfica adjunta de la juncion f 

97. <,Cudl es el valor de cada uno de los lfmites siguientes: 
(a) Hm/(jc);(b) lim fix); (c) lim/(jc); (d) lim /(*), 
(e) lfm fix), (f) \im fix); (g) ITm /(*)? (b^En que! 

r-»2 + x-»3 _ x-»3 + 

numeros es discontinua/? (i) <,Cudles de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? ( j) ^Cudles de las dis- 
continuidades del inciso (h) son removibles? <,Cdmo 
redefiniria la funcidn para eliminar las discontinuidades? 


, = ' * = 2 



En los ejercicios 99 a 102, dibuje la grdfica de una juncion f que 
satisfaga las condiciones dados. 

99. -5, -3, -2, -1, 0, y 2 son los unicos ceros de /; 

liin/(jc) - 4; lim fix) - - 00 ; lim + fix) = 0; 

lim fix) = + 00 ; / es continua en todos los numeros 

x-»0 

de los intervalos abiertos (- 00 , -3), (-3,-1), (-1,0), 

(0, + 00 ). 

100. /es continua en (- 00 , -2), [-2, 1), [1, 3], y (3, + 00 ); 

lim^ /(jc) = 0; lim fix) = +oo ; lim + fix) - 0; 

lim fix) = -3; lim fix) = - 00 ; lim fix) = 2; 

x— *0 x-»l“ x-»l + 

lim fix) = 4; lim fix) - -1; lim/(x) = 0. 

x-*i~ x-*3* x-»5 

101. El dominio de/es (- 00 , + oo);/(-4) = 2; -2, 0, 2, 4 y 6 
son los unicos ceros de /; lim fix) = 0; lim fix) = 
- 00 ; lim fix) = + 00 ; lim fix) = 0; lim fix) = -3; 

x-»-2 + x-»0 x^O* 

lim fix) - 5; / es continua en todos los numeros 

x— 

excepto -4, - 2 , 0, y 4. 

102. /es continua en (- 00 , -4], (-4, 4) y [4, + 00 ); 

lim f{x) = 0; lim fix) - 2; lim fix) =+oct 

x->-6 x-*-4“ x-»-4 + 

lim fix) = 0; lim fix) = -3; lim fix) = 0; 

x-*-2 x— *0 x-»2 

lim fix) - 1; lim fix) = -2; lim fix) = 0. 

x-»4 _ x— »4 + x-*3 

En los ejercicios 103 a 106, obtenga un modelo matemdtico de 
la situacidn particular. Estos modelos se tratardn mas ade- 
lante cuando se aplique el Cdlculo a la situacidn. Defina la 
variable independiente y los valores de funcidn como numeros , 
e indique las unidades de medicion. Asegurese de completar el 
ejercicio escribiendo una conclusion. 

103. Se construye una cacerola abierta cortando cuadrados del 
mismo tamafto en las esquinas de un trozo rectangular 
de ldmina de 14jx>r 18 pulg y doblando los lados hacia 
arriba. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese 
el volumen de la cacerola como una funcidn de la lon- 
gitud del lado de los cuadrados que se cortardn. 




REVISION DEL CAPITULO 1 99 


(b) iCutil es el dominio de la funcidn del inciso (a)? F(x) = (sgn x) • U(x + 1) 

(c) Demuestre que la fianci6n es continua en su dominio. y dibuje su grifica . En qu6 n(imeros es p disC0 ntinua y 

(d) En la graficadora, estime con aproximacidn de cent6si- por que? 

mos de pulgada la longitud del lado de los cuadrados que 

deben cortarse de modo que el volumen de la cacerola sea En los ejercicios 108 y 109 > utilice el teorema de estriccion para 
un maxima calcular los Umites. 


104. Una caja abierta tiene base cuadrada y un volumen de 
4 000 pulg 3 . (a) Encuentre un modelo matem&tico que expre- 
se el drea de la superficie total de la caja, como una funcion 
de la longitud del lado de la base cuadrada. (b) ^Cu£l es el 
dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Demuestre que la 
funcidn es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine, con aproximacidn de pulgadas, las dimensiones 
de la caja que pueda construirse con la minima cantidad de 
material. 

105. Se requiere que un anuncio, que contiene 50 m 2 de material 
impreso, tenga margenes de 4 m en las partes superior e 
inferior y 2 m en los otros dos lados. (a) Encuentre un 
modelo mate mS tic o que exprese el drea total del anuncio 
como una funcidn de la dimensidn horizontal de la region 
cubierta porel material impreso. (b) £Cudl es el dominio de 
la funcidn del inciso (a)? (c) Demuestre que la funcidn es 
continua en su dominio. (d) En la graficadora, estime, con 
aproximacidn de metros, las dimensiones del anuncio m6s 
pequeno que cumpla con estas especificaciones. 


T 


_L 

Area de descanso 


Salida 282 

4 m 

i 

PRdXIMA PAR 4 DA A SO MIIUS 

)•— *|2m | ^J2inj^| 


108. lim g(x) si | g( x) + 5 | < 3(4 - jc ) 2 para toda x 

109. lim (x - l) 2 sen — =■ 

*- >I [ V* - l_ 

110. Dibuje la gr£fica de / si f{x) = [[1 - x 2 fl y -2 < 
x < 2. (a) ^Existe lim /(x)? (b) i,Es /continua en 0? 

111. Dibuje la grafica deg si g(x) - (x - OfljtUyO < x < 2. 

(a) ^Existe lim g(x)? (b) i,Es g continua en 1? 

112. (a) Demuestre que si/(x) = g(x) para todos los valores de 
x excepto a , entonces lim /(x) = lim g(x) si los lfmites 

x— x—ta 

ejcisten. (b) Demuestre que si /( x) = g(x) para todos los 
valores de x excepto a, entonces si lim g(x) no existe, 

x-^a 

lim f{x) no existe. Sugerencia: muestre que la suposicidn 

x-*a 

de que lim /(*) existe conduce a una contradiccidn. 

X-+& 

113. (a) Demuestre que si lim fix + h) = fix), entonces 

h — *0 

lim fix + h) = lim fix - h) 

A— >0 A-»0 

(b) Demuestre que el in verso del teorema del inciso 
(a) es falso proporcionando un ejemplo de una fun- 
cidnparalacual lim/(JC + h) = lim/(je - h),pero 

k-~*Q 

lim fix + h) ^ fix). 

h -* 0 

114. Si el dominio de/es el conjunto de todos los numeros 
reales y /es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = fid) + fib) 


106. Un estanque puede mantener a 10 000 peces, la tasa de cre- 
cimiento de la poblacidn de peces es conjuntamente propor- 
cional al numero de peces presentes y a la diferencia entre 
10 000 y el numero de peces presentes. La tasa de creci- 
miento es de 90 peces semanales cuando se encuenlran 
presentes 1 000 peces. (a) Encuentre un modelo matem&ti- 
co que exprese la tasa de crecimiento de la poblaci6n, como 
una funcidn de la cantidad de peces presentes. (b) ^Cudl es 
el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Demuestre que 
la funcidn es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine el tamano de lapoblacion de peces, de modo que 
la tasa de crecimiento sea un m£ximo. 


para todo a y b, entonces/es continua en todo numero real. 

1 15. Si el dominio de/es el conjunto de todos los numeros reales 
y/es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = fia) ■ fib) 


a para todo ay b, entonces/es continua en todo numero real. 

\>)\1 \x~eho 

116. Suponga que la funcidn / est£ definida en el inter- 
val abierto (0, 1 ) y que 


fix) 


sen itx 
xix - 1) 


107. U y sgn son las funciones salto unitario y signo definidas Defina /en 0 y 1 de modo que / sea continua en el intervalo 

en los qjercicios 47 y 49, respectivamente, de la seccidn cerrado [0, 1]. 

1.1. Encuentre fdrmulas para la funcion F definida por 
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2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA 



FIGURA 1 



Muchos problemas importantes en Calculo dependen de la determination de 
la recta tangente a la grdfica de una funcion en un punto especffico de su 
grafica. Esta secci6n se inicia con la definicion de lo que significard recta 
tangente . 

Recuerde de su curso de geometrfa plana que la recta tangente en un 
punto de una circunferencia se defini6 como la recta que intersecta a la cir- 
cunferencia en solo un punto. Tal definicion no es suficiente para una curva 
en general. Por ejemplo, en la figura 1 la recta que deberfa ser la recta tan- 
gente a la curva en el punto P intersecta a la recta en otro punto Q. Para 
obtener una definici6n adecuada de la recta tangente a la grafica de una 
funci6n en un punto, se emplea el concepto de lfmite a fin de definir la pen- 
diente de la recta tangente en el punto. De spues, la recta tangente se deter- 
mina por medio de su pendiente y el punto de tangencia. 

Considere que la funcion /es continua en x\. Se desea definir la pen- 
diente de la recta tangente a la grafica de /en el punto P (;ti , /(*])). Sea / un 
intervalo abierto que contiene a Jt|, en el cual estd definida /. Sea 
Q(x 2 , fix 2 )) otro punto sobre la grafica de / tal que x 2 tambi^n est£ en /. 
Dibuje la recta que pasa por P y Q. Cualquier recta que pase por dos puntos 
de una curva se denomina recta secante; por tanto, la recta que pasa por 
P y Q es una recta secante. En la figura 2 se muestra la recta secante para 
varios valores de x 2 . La figura 3 muestra una recta secante particular. En 
esta figura Q estd a la derecha de P. Sin embargo, Q puede estar a la de- 
recha o a la izquierda de P, como se muestra en la figura 2. 

La diferencia de las abscisas (las coordenas x) de Q y P se denota por 
Ax (y se lee “delta *”) de modo que 

Ax = x? - x-i 

Observe que Ax representa el cambio en el valor de x de x Y a x 2 y 
puede ser positivo o negativo. Este cambio recibe el nombre de incremento 
de x . Note que el sfmbolo Ax para el incremento de x no significa “delta 
multiplicado por x”. 

Considere la recta secante PQ de la figura 3; su pendiente est£ deter- 
minada por 



mpQ= n^^l 

Como *2 = *1 + Ax, la ecuacion anterior puede escribirse como 


_ /(x, + Ax) - /(x,) 

mp Q ~ Ax 


Ahora considere el punto P como un punto fijo y que el punto Q se 
mueve a lo largo de la curva hacia P; esto es, Q tiende o se aproxima a P. 
Esto equivale a decir que Ax tiende a cero. 

Conforme esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo P. Si la recta 
secante PQ tiene una posicion lfmite, es esta posici6n lfmite la que se quiere 
como la recta tangente a la grdfica de/en el punto P. Se desea asf, que la 
pendiente de la recta tangente a la grdfica de / en P sea el lfmite de m P Q 
conforme Ax tiende a cero, si este lfmite existe. Si m PQ igual a 
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+ 00 o a - 00 , entonces conforme Ax tiende a cero la recta PQ tiende a la 
recta que pasa por P y es paralela al eje y. En este caso se desearia que 
la recta tangente sea la recta x = jq. Esta discusibn conduce a la si- 
guiente definicibn. 


y 



2.1.1 Definicibn de recto tangente a la grafica de una 
funcibn 


Suponga que la funcibn /es continua en x\. La recta tangente a la 
gr&fica de/ en el putto P { es 

(i) la recta qurf pasa por P y tiene pendiente m(X]), dade por 

s 

= lira /(*i + 4*> ~ (1) 

* Ax 

■ ' ' ■ * * 1. B 4«- - - : r / - 

* '■ - • j f i 3 

si este Ifrnite existe. 

<ti) la recta x - xj si 

jim 

Ajf-*0+ Ax 

y L> . ' 

Km es + ©o o — oo 

Ax 

La figura 4 muestra la gr£fica de una funcibn / y su redta tangente 
cuando m(xi) existe. La figura 5 muestra la grbfica de una funcibn / con una 
recta tangente vertical en el punto (xi,/(jcj)). 

Si no se cumple ninguno de los incisos de la definicibn 2.1.1, entonces 
no existe la recta tangente ; a la gr£fica de / en el punto P(x l ,/(x i )). 

La pendiente de la rpcta tangente a la grdflca de una funcion en un 
punto se denomina pendiente de la grdfica en el punto. 


r 




► EJEMPLO 1 Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la 
parabola y = x 1 - 1 en el punto (2, 3). Dibuje la parabola y muestre un seg- 
mento de la recta tangente en (2, 3). 

Solution Primero se dalcula la pendiente de la recta tangente en (2, 3). 
Con/(x) = x 2 - 1, se tiene de (1) 

m(2) - Ita 

A* — ►() AX 


= lim 

A*-fO 


[(2 + Ax) z - 1] - 3 
Ax 


FIGURA 5 


= lim 

Ajc-fO 


4 + 4Ax + (Ax) 2 
Ax 


= lira 

Ajc-fO AX 


= lim (4 + Ax) 

A*-fO 

= 4 
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y 



Asf, la recta tangente en (2, 3) tiene pendiente 4. De la forma punto-pendiente 
de la ecuacidn de una recta, y - y\ =■ m(x - jcj), se obtiene 

y - 3 = 4(jc - 2) 

4jc - y - 5 = 0 

La figura 6 presenta la parabola y un segmento de la recta tangente en 

( 2 , 3 ). ◄ 


2.1,2 Definition de recto normal a una grafica 


La rtctf hoc ml a una grffka en un punto dado es la recta perpen- 
dicular a La recta tangente eft e&e punto . 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La recta normal a la grdfica del 
ejemplo 1 en el punto (2, 3) es perpendicular a la recta tangente en ese punto. 
Como la pendiente de la recta tangente en (2, 3) es 4, entonces la pendiente de 
la recta normal en (2, 3) es - 1 , y una ecuacidn de esta recta normal es 


y 



FIGURA 7 


y ~ 3 = -i(jr - 2) 

4y - 12 = -jc + 2 
jc + 4y - 14 = 0 

La figura 7 muestra la parabola y la recta normal en (2, 3). ^ 


► EJEMPLO 2 (a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la 

grifica de 

fix) = X 3 - 3x 

en el punto (xj, fix\)). (b) Determine los puntos de la grdfica donde la recta 
tangente es horizontal y utilice estos puntos para dibujar la grdfica de /. 

Soluci6n 

(a) A1 calcular f(x\) y f(x\ + Ax) se obtiene 
fix !> = *i 3 - 3 jcj 

fix i + Ax) = (xj + Ax ) 3 - 3(jtj + Ax) 


•De (1) 


m(xi) = 


lim f (* i ± Ax ) ~/(x,) 

Ax-40 AjC 


lim (X, + Ax) 3 - 3(X| + Ax) - (x,3- 3xi ) 

Ax-40 AJC 

lim ^l 3 + 3jc t 2 Ajc + 3x\(Ax) 2 + (Ajc) 3 - 3jc^ - 3Ajc - jq 3 + 3jq 

Ax-40 AJC 

ll m 3 jcj 2 Ajc + 3xi(Ajc) 2 + (Ajc) 3 - 3Ajc 
a^-40 Ajc 


Como Ajc * 0, el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
Ajc para obtener 


nt(x\) = ^llm [3jcj 2 + 3jqA;c + (Ax) 2 - 3] 
m(jci) = 3 jC| 2 - 3 


( 2 ) 
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y 



fix) = x 3 - 3x 

FIGURA 8 


(b) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero. 
Considerando m(xi) = 0, se tiene 

3x { 2 -3 = 0 

v = i 

= ±1 

Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (-1, 2) y (1, -2). 
A1 localizar estos puntos y algunos otros se obtiene la gr£fica mostrada en la 
figura 8. ^ 


El tipo de limite en (1), empleado para definir la pendiente de una recta 
tangente, es uno de los mds importantes en Cdlculo. Este limite es de uso 
frecuente y recibe un nombre especffico. 


2.1.3 Definition de la derivoda de una funcion 


La derivada de la funddn / es aqudla ftmcidn, denotada por f, tal 
que su valor en un ntimero x del dominio do / estd dado por 


/'(X!) = lim /( ? * 

J 1 Ajt -*0 Al 


( 3 ) 


si este lfmite existe. 


Si xi es un numero particular del dominio de /, entonces 

f\x j) = lim f{Xl * (4) 

J U Aa-KJ A* 

si este lfmite existe. Observe que el dominio de /' es un subconjunto del 
dominio de/. 

A1 comparar las f6rmulas (1) y (4), se observa que la pendiente de la 
recta tangente a la grdfica de la funcidn / en el punto (jc lt /(j c t )) es precisa- 
mente la derivada de/evaluada en X\. 


► EJEMPLO 3 

m = J 

Solucion 


Determine la derivada de/si 


Si x es un numero del dominio de /, entonces de (3) 


m = lim + - M 

J v a*-*o Ax 


lim 

A*->0 


x + Ax 


Ax 

v 3jc - 3(jc + Ax) 

lim A , J 

Ajr-»0 Ax(x)(x + Ax) 

-3 Ax 


= lim 


a*->0 Ajc(jc)(jc + Ajc) 


= lim 


A*-»0 x{x + Ax) 

3_ 

2 
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'l 

Por tanto, la derivada de / es la funcfon f definida por f'(x) - - 

x 

El dominio de /' es el conjunto de todos los ntimeros reales excepto 0, el 
cual es el mismo que el dominio de f ^ 




FIGURA 9 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la funcfon / del ejemplo 

3 se puede aplicar f\x ) a fin de obtener una ecuacfon de la recta tangente a 
la grdfica de /en un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2, |) la pen- 
diente de la recta tangente es/’(2) = -|. Por tanto, una ecuacfon de esta 
recta tangente es 

?-§=-!(*- 2) 

4y - 6 = -3x + 6 
3* + 4y - 12 = 0 

La figura 9 muestra la grdfica de / y su recta tangente trazadas en el recfon- 
gulo de inspection de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. ^ 

Considere ahora la formula (4), la cual es 


/'(* i) 


Hm /(*i + Ax) - fjx x ) 
Ax— >o Ax 


En esta formula considere 


xj + Ax = x 
Entonces, 


(5) 


“Ax — ► 0” equivale a “ x — > x\" 


(6) 


De (4), (5) y (6) se obtiene la formula siguiente para /'(*i): 


!r *: 

A*]> ! 


Hm 


fix) - fjxQ 
x - x\ 


(7) 


si este lfmite existe. La formula (7) es una formula altemativa a la (4) para 
calcular/'Oi). 


Los cocientes 


/(*! + Ax) - fix j) 


en (4) y 


fix) ~ f{X j) 


en (7) re- 


Ax ' ' x - xi 

ciben el nombre de cocientes de diferencias estandar de la funcfon / en el 
numero xj. ■ 


► EJEMPLO 4 Para la funcfon del ejemplo 3, calcule /'( 2) apli- 
cando la formula (7). 


Solucion De la formula (7) 


■ /’( 2) = 


lim 

Aj— >2 


/w - m 

x - 2 


= lim 

Aar— >2 


1 _ 3 

x 2 

x - 2 


= Hm 


3(2 - x) 


Aar— >2 2x(x - 2) 
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= lim 
Ajc-»2 2jc 


3 

4 


lo cual concuerda con /'(2) del ejemplo ilustrativo 2. 


4 


El uso del sfmbolo /' para la derivada de la funcidn / fue introducido 
por el matem£tico francos Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en el 
siglo xvm. Esta notacidn destaca que la funcidn /' se deriva (o proviene) de 
la funcidn fy su valor en jc es /'(jc). 

Si (jc, y) es un punto de la grtffica de /, entonces y = /(jc), y y ' se uti- 
liza tambten como una notaci6n para la derivada de /(jc). Con la funcidn / 
definida por la ecuacidn y = /(jc) se considera que 


Ay * /(* + 4i) - /(r) ( 8 ) 

donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de 

la funcidn cuando jc varfa en Ajc. A1 utilizar (8) y escribir ^ en lugar 
de /'(jc), la fdrmula (3) se transforma en A 


to 

dx 


El sfmbolo —■ fue empleado como notacidn para la derivada por primera 

vez por el matemitico alemdn Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 
En el siglo xvh Leibniz y Sir Isaac Newton (1642-1727), trabajando 
de manera independiente, dieron a conocer casi simultdneamente la de- 
rivada. Leibniz probablemente pens6 en dx y dy como pequeftos cambios 
o variaciones de las variables jc y y, y de la derivada de y con respecto a jc 
como la raz6n de dy a dx cuando dy y dx son pequeftos. El concepto de 
lfmite, como se acepta actualmente, fue desconocido por Leibniz y 
Newton. 

En la notacidn de Lagrange el valor de la derivada en jc » jcj se in- 
dica por /'( jcj). Con la notacidn de Leibniz se escribirfa 


dy 

dx 


} 


X = X\ 


d\ 

Se debe recordar que cuando ~ se utiliza como notacidn para la de- 
rivada de una funcidn, a dy y dx no se les ha dado significado indepen- 
diente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se definirin por 

separado. De modo que en esta ocasidn es un sfmbolo para la derivada 
y no debe considerarse como una razdn. De hecho, se puede considerar 
^ como un operador (un sfmbolo para la operacidn de calcular la de- 
rivada), y cuando se escribe significa -|p(y), esto es, la derivada de y 

ax ax 

con respecto a jc. 
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* 







>h 5«'|| ■ : ’ : 


If: 



7* « 


► EJEMPLO 5 Calcule si 

dx 

y = 4x 

Solucion Sehadadoy = f(x) donde/(jc) = Vjc. 
# = Mm ^ 

ax a*-*o Ajc 

Hm ± A *> ~ /(£_) 

A*— >0 Ajc 

= lim JUJi—Jl 
Ajc— >0 Ajc 

A fin de evaluar este lfmite se racionaliza el numerador. 


dy_ _ ^ (V* - Ax - -yfx )(V x + A* + VI) 

dx Ax->o Ajc (Vjc + Ajc + V* 


mu ________ 

A*->0 Ajc(Vjc + Ajc + Vjc) 


A1 dividir el numerador y el denominador entre Ajc (ya que Ajc * 0) se 
obtiene 


—r - — iuu , = 

dx Ax->o vjc + Ajc + Vjc 



Otras dos notaciones para la derivada de una funci6n/son 
'^ [/(*)] y D x [f(x)] 

Cada una de estas notaciones permite indicar la funcidn original en la 
expresion para la derivada. Por ejemplo, se puede escribir el resultado del 
ejemplo 5 pomo 

= 777 ocomo D ^ x) = 777 

Por supuesto, si la funcion y las variables se denotan por otras letras 
diferentes de/, jc y y , las notaciones para la derivada deben incluir esas letras. 
Por ejemplo, si la funcidn g esta definida por la ecuacidn s = g(t), entonces 
la derivada de g puede indicarse en cada una de las siguientes formas: 

8 ' (t) Tt ft [g{,)] D,[m 


EJERCICIOS 2.1 


En los ejercicios l a 6, obtenga una ecuacidn de la recta tan - 
gente a la grdfica de la ecuacidn en el punto dado. Dibuje la 
grdfica’ 8e la ecuacidn y muestre un segmento de la recta 
tangente en el punto. 

1. y = 9 - x 2 ; (2, 5) 

2. y = x 2 + 4; (-1, 5) 

3. > = 2x 2 + Ax\ (-2, 0) 


4. y = x 2 - 6x + 9; (3, 0) 

5. y = .c 3 + 3; (1, 4) 

6. y = 1 - .r 5 ; (2, -7) 

En los ejercicios 7 a JO, (a) determine la pendiente de la recta 
tangepte a la grdfica de la funcufa f en el punto (x\,f(x\)). (b) 
Determine los puntos de la grdfica donde la recta tangente es 
horizontal y utilice estos puntos para dibujar la grdfica. 
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7. f(x) = 3x 2 - 12x + 8 

8. f(x) = 7 - 6x - x 2 

9. f(x) = x 3 - 6x 2 - 9x - 2 

10. /(jt) = 2x 3 - 3x 2 

En los ejercicios 11 a 16, obtenga ecuaciones de la recta tan- 

gente y de recta normal a la grdfica de la ecuacion en el punto 

indicado. Trace en la graficadora la grdfica junto con las rec- 
tos tangente y normal en el mismo rectdngulo de inspeccion. 

11 . * = 

12. y ~ V 4 - x ; (-5, 3) 

13. y = 2x - x 3 ; (-2, 4) 

14. y = jt 3 - 4 jc; (0, 0) 

15. y = 4; (2.1) 

16. y = - 4 ; ( 4 . “ 4 > 

VJC 

17. Sea f(x ) = 3x 2 - 7x. (a) En la calculadora determine los 
valores del cociente de diferencias estandar 

/( 2 + Ajc) - /( 2) 

Ajc 

cuando Ajc es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . . , 0.01, y 
-0.10, -0.09, -0.08, . . . , -0.01. iA qud valor parece 
que se aproxima el cociente conforme Ajc tiende a 0? (b) 
Calcule /'( 2) aplicando la fdrmula (4) y compare este 
ntimero con la respuesta del inciso (a), (c) En la calcu- 
ladora determine los valores del cociente de diferencias 
estandar 


fM - /( 2) 
jc - 2 


cuando jces igual a 2.10, 2.09, 2.08, . . . , 2.01, y 1.90, 1.91, 
1.92, . . . , 1.99. lA qud valor parece que se aproxima el 
cociente conforme jc tiende a 2? (d) Calcule /'( 2) aplicando 
la formula (7) y compare este numero con la respuesta 
del inciso (c). 

18. Haga el ejercicio 17 considerando ahora /(jc) = jc 3 . 

19. Resuelva el ejercicio 17 considerando ahora /(jc) - V 6 — jc . 


20. Haga el ejercicio 17 considerando ahora /(jc) 



En los ejercicios 21 a 30, determine /'(jc i) en dos formas: (a) 
aplique la formula (7); (b) aplique la fdrmula (4). 

2i. m = = 6 



23. /(jc) = senjc;jC] = 0 

24. /(jc) = cosjc;jc] = 0 

25. /(jc) = sen jc; jcj = i ff 

26. /(jc) = cos jc; jc[ = i n 

27. /(jc) = secjc;jcj = 0 

28. /(jc) = tanjc;jcj = 0 


29. f{x) = cot x\ xi - ±7t 

30. /(jc) = esc jc; JC] = iff 

En los ejercicios 31 a 36, determine /'(jc) aplicando la for- 
mula (3). 

31. f(x) = -4 32. fix) = 10 

33. fix) = lx + 3 34. fix) = 8 - 5jc 

35. fix) = 4 + 5jc - 2jc 2 

36. fix) - 3jc 2 - 2jc + 1 

En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada. 


37. 


dx 


(8 - jc 3 ) 


38. + t) 


39. 


r. 1 + 3 ) 


40. 




En los ejercicios 41 a 44, encuentre 
41. y = 3jc + 


dy 


_ 6 _ 

,2 


43. y = 


1 


dx’ 

42. y = iHi 

4 


V JC - 1 


44. y = 


2jc - 5 


45. Obtenga una ecuacidn de la recta tangente a la curva 
y = 2jc 2 + 3 que sea paralela a la recta 8jc - y + 3 = 0. 

46. Determine una ecuacidn de la recta tangente a la curva 
y — 3jc 2 - 4 que sea paralela a la recta 3jc + y = 4. 


47. Encuentre una ecuacidn de la recta normal a la curva 
y = 2 - ijc 2 que sea paralela a la recta jc - y = 0. 

48. Obtenga una ecuacidn de cada recta normal a la curva 
y = jc 3 - 3jc que sea paralela a la recta 2jc + l8y - 
9 = 0. 


49. Demuestre que no existe una recta que pase por el 
punto (1,5) que sea tangente a la curva y = 4jc 2 . 

50. Demuestre que no existe una recta que pase por el pun- 
to (1, 2) que sea tangente a la curva y = 4 - jc 2 . 

51. Si g es continua en a y fix) = (jc - a) g(jc), determine 
f'ia). Sugerencia: utilice la fdrmula (7). 

52. Si g es continua en a y fix) = (jc 2 - a 2 ) g(jc), deter- 
mine f'ia). Sugerencia: utilice la fdrmula (7). 

53. Si 


fix) = 


lim 


f’jx +Ax) - f'jx) 
Ajc 


calcule fix) si/(jc) = ax 2 + bx. 

54. Emplee la fdrmula del ejercicio 53 para determinar /"(jc) 
sifix) = a\x. 

55. Si fa) existe, demuestre que 


f\x) = lim /(« 4 Axj . - fja - Ax) 

— >o^ 2 Ajc 

Sugerencia: fia + Ajc) - fia - Ajc) 

= fia + Ax) - fia) + fia) - fia - Ax) 
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56. Sea / una funcion cuyo dominio es el conjunto de todos 
los numeros reales tal que f{a + b) = f(a ) • fib) para 
toda a y b. Ademds, suponga que /( 0) = 1 y que /'( 0) 
existe. Demuestre que f\x) existe para toda jc y que 

fix) = /'( 0) • fix) 

57. Trace la parabola y = ~x 2 y su recta tangente en el pun- 
to (2, 1) en el rectdngulo de inspeccidn de [-4.7, 4.7] 


por [-3.1, 3.1]. Conforme aplique el aumento izoom) de 
la graficadora en el punto (2, 1) describa lo que sucede. 
^Por qu6 ocurre esto? 

58. Trace la parabola y = fx y su recta tangente en el punto 
(1, 1) en el rectangulo de inspeccion de [-1, 3.7] por 
[-1,2.1]. Conforme aplique el aumento izoom) de la grafi- 
cadora en el punto (1, 1) describa lo que sucede. ^Por 
qu£ ocurre esto? 


2.2 DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El proceso de calcular la derivada de una funcion se denomina diferen- 
ciacion ; esto es, la diferenciacion es la operacidn mediante la cual se ob- 
tiene la funcion/' a partir de la funcion/ 

Si una funcion tiene una derivada en q, se dice que la funcion es 
diferenciable en q. Una funcion es diferenciable en un intervalo abier- 
to si es diferenciable en cada numero del intervalo. Si una funcion es dife- 
renciable en cada numero de su dominio, entonces se dice que es una 
funcion diferenciable. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 3 de la seccion 
2.1, f(x) = 3 lx y fix) - -3/x 2 . Como el dominio de/es el conjunto de 
todos los numeros reales excepto 0, y f\x) existe en cada numero real 
excepto en 0, entonces / es una funcion diferenciable. ^ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea g la funcion definida por 
g(*) = fx.E\ dominio de g es [0, + oo). Del ejemplo 5 de la seccion 2.1, 

g(x) = 277 

Como g'(0) no existe, g no es diferenciable en 0. Sin embargo, g es dife- 
renciable en cualquier otro numero de su dominio. Por tanto, g es diferen- 
ciable en el intervalo abierto (0, +oo). ^ 

Se comienza la discusion acerca de diferenciabilidad y continuidad 
con el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 7 Sea 

f(x) = x 1/3 


(a) Muestre que / no es diferenciable en 0 aunque es continua en 0. (b) 
Trace la grafica de/. 

Solution 

(a) A1 aplicar la formula (7) de la seccion 2. 1, se tiene, si el limite existe, 


/'( 0) = lim 


= lim 

x->0 


fix) ~ fiO) 
x - 0 

x'K - 0 


= lim ■ 

*-»o 


2/3 
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FIGURA 1 


Pero este llmite no existe. Por tanto,/no es diferenciable en 0. No obs- 
tante, /es continua en 0 porque 

lim/(x) = limx 1 ^ 3 

= <P 
= /( 0 ) 


(b) La figura 1 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [-6, 6] por [-4, 4]. ^ 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la funcion / del ejemplo 
1, como 

Urn = fi ° ± A ;> - ^ 0) = Hm < A ^>g - r -» 

A - r— >0 Ax A*— >0 Ax 


— 11111 —J— 

A *— >° ( A *) 2 ' 3 
= +00 


se concluye, por la definition 2.1.1 (ii), que x — 0 es la recta tangente a la 
grafica de/en el origen. A 


Del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 3, la funci6n definida por/(x) = 
x x ^ tiene las siguientes propiedades: 

1. /es continua en 0. 

2. /no es diferenciable en 0. 

3. La grafica de/tiene una recta tangente vertical en el punto donde x = 0. 

En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra funcion que es con- 
tinua pero no diferenciable en cero. La grdfica de esta funci6n no tiene recta 
tangente en el punto donde x = 0. 





FIGURA 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea / la funcidn valor absoluto 
definida por 

/« = M 

La grafica de esta funcion se muestra en la figura 2. De la formula (7) 
de la section 2.1, si el limite existe. 


/'( 0) = 


lim 

JT->0 


fix) - /(0) 
* - 0 



jr— >0 X 



*->0 X 

Como | x | = x si x > 0 y \x\ - -x si x < 0, se consideran los II- 
mites laterales en 0: 


lim = lim — 

jr->0 + X j — >0+ X 

= lim 1 

— >0 + 

= 1 


lim = lim — 

x — > 0 — X jr— >0 X 

= lim (-1) 

x->0“ 

= -1 
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Debido a que h'm * lim , se deduce que el limite bilateral 

| | Jt->0+ x *->o- x 

lim -L— i- no existe. Por tanto, /'(0) no existe, de modo que / no es diferen- 
renciable en 0. 

Dado que no se cumple la definicidn 2.1.1 cuando x = 0, la grdflca de 
la funcidn valor absoluto no tiene recta tangente en el origen. ^ 

Como las funciones del ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son 
continuas en un numero pero no son diferenciables en ese numero, se pue- 
de concluir que la conti nuidad de una funcidn en un numero no implica la 
diferenciabilidad de la misma en el punto en cuestidn. Sin embargo, la di- 
ferenciabilidad implica continuidad, lo cual se establece en el teorema 
siguiente. 


2*2,1 Teorema 


Si una funcitfn / es diferenciable en un numero entonces / es 
contitma en x t . 


Demostracibn Para demostrar que / es continua se debe probar que se 

cumplen las tres condiciones de la definicidn 1.8.1. Esto es, se debe 
probar que (i) /( x { ) existe, (ii) lim /( jc) existe y (iii) lfm f(x) = f(x \ ). 

X — * X j X — > X j 

Por hipdtesis, / es diferenciable en x { . Por tanto, existe /'(jc i). Debido 
a la fdrmula (7) de la seccidn 2.1 

fix i) = Mm f(x,] 

x-*x l X — Xi 

f(x { ) existe; en otro caso el limite anterior no tendrfa significado. Por tanto, 
se cumple la condicidn (i) en jcj. Ahora considere 

Hm [fix) - /(*,)] = lim \<x -x t ) ~ (1) 

JC — * JC! JC — » JC| 1 X — JC] 1 

Como 

lim (jc - x,) = 0 y Hm /( ^~{ Ul) = /'(*,) 

jc — ► jcj X ~ 

se aplica el teorema del limite de un producto (1.5.7) al miembro derecho de 
(1) y se obtiene 

lim [fix) - fix,)] = lim ix - jc.) • lim f{x) - f(xi) 

x-*x x x— > JCj JC — * JCj JC — X] 

= 0 .fXx x ) 

= 0 

Por el teorema 1.5.14, este lfmite equivale a 
lim fix) = /(*,) 

JC — * JCj 

De esta ecuacidn se concluye que se cumplen las condiciones (ii) y (iii) para 
la continuidad de/en jcj. Por tanto, el teorema se ha demostrado. ■ 

Una funcidn / puede no ser diferenciable en un numero c por alguna 
de las siguientes razones: 
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/ no es diferenciable en c 
f es discontinua en c 


1. La funci6n / es discontinua en c. La gr&fica de la figura 3 es de este 
tipo. 

2. La funcidn / es continua en c, pero la gr&fica de / tiene una recta tan- 
gente vertical en el punto donde jc = c. La figura 4 muestra la gr&fica 
de una funcidn que tiene esta propiedad. Esta situacion tambi^n ocurre 
en el ejemplo 1. 

3. La funcidn /es continua en c pero la grafica de/no tiene recta tangen- 
te en el punto donde x = c. La figura 5 muestra la grdfica de una 
funcidn que satisface esta condicidn. Observe un “cambio brusco” 
(o pico) en la grdfica en jc = c. En el ejemplo ilustrativo 4 se tiene otra 
funcidn de este tipo. 


FIGURA 3 


Antes de mostrar un ejemplo m£s de una funcidn continua pero no 
diferenciable en un mimero, se presenta el concepto de derivada lateral. 



f no es diferenciable en c 
f es continua en c 


FIGURA 4 



/ no es diferenciable en c 
f es continua en c 


2.2.2 Definition de derivada lateral 


(i) Si la ftmci6n/est$ defmida en entonces la derivada por la 
derecha de/en denotada por / + (jcj), est£ defmida por 

/V („) = 

~ Ao,) = 

si exisle el If mite. 

(li) Si la funcidn / esti defmida en x u entonces ta derivada por la 
izqukrda de/en X\ t denotada por/Lfccj), csti defmida por 

f’XxO = lim /(J | + - /(J|) 

/'-(x,) = lim f(x) - /Ul) 
x - 

si existe el lfmite. 

A partir de esta definicidn y del teorema 1.6.3, se deduce que una fun- 
ci6n / defmida en un intervalo abierto que contiene a jcj es diferenciable en 
Xi si y s61o si /' + (j C j) y /L(jc \) existen y son iguales. Por supuesto, 
/'(•*! yf'-(xi) son iguales. 


FIGURA 5 


► EJEMPLO 2 Sea /la funcidn defirtida por 


fix) = 1 1 - X 2 I 

(a) Dibuje la gr£fica de/. (b) Demuestre que/es continua en 1. 
(c) Determine si/es diferenciable en 1. 


Sol UC ion Por la definicidn de valor absoluto, si x < -1 o jc > 1, en- 
tonces /(jc) = -(1 - x 2 ), y si -1 < x <, 1, entonces f(x) = 1 - x 2 . 
Por tan to, /puede definirse como sigue: 

( jc 2 - 1 si jc < -1 
1 - jc 2 si -1 < jc < 1 
jc 2 - 1 si 1 < jc 
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FIGURA 6 


(a) La grdfica de / se muestra en la figura 6. 

(b) Para demostrar que ft s continua en 1 se verifican las tres condiciones 
para la continuidad. 


(0 /(l) = 0 

(ii) llm f(x) 

x — > 1 — 


llm (1 

x->l~ 


X 2 ) 


llm fix) = llm ix 2 - 1) 

X->1 + x->l + 

= 0 


= 0 

A si, llm/(x) = 0. 

X — > 1 

(iii) lim/(x) = /( 1) 

Como se cumplen las condiciones (i)-(iii), entonces/es continua en 1 . 


(c) /'_(!) = to. /( ^f (l) 


/'+(!) = Jim ~ f (1) 


= llm 

X — > 1 ~ 


= llm 


(1 - x 2 ) - 0 
jc - 1 

(1 - *)(1 + x) 


x-> 1+ JC 
^2 


JC - 1 

= llm (-(1 + JC)] 

x-*\- 
= -2 


= llm 

x->i + 


= llm 

x->l + 


(jc 2 - 1) - 0 
jc - 1 

ix - 1)(* + 1) 

JC - 1 


= llm (jc + 1) 

*->i+ / 

= 2 


Debido a que /L(l) * /+(1), se concluye que /'( 1) no existe, de modo 
que /no es diferenciable en 1 . ^ 



C(x) 


- 2x 

- lAx + 


si 0 < x < 10 
si 10 < x 


FIGURA 7 


La funcidn del ejemplo 2 tampoco es diferenciable en -1. En el ejerci- 
cio 32 se le pedird que pruebe esto. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo ilustrativo 2 de 

la section 1.8, se obtuvo el modelo matemdtico 


Cix) = 


2x si 0 < jc < 10 

1.4jc + 6 si 10 < jc 


donde C(jc) ddlares es el costo total de jc libras de un producto. La grafica de 
C se presenta en la figura 7. En la seccidn 1.8 se mostro que C es continua 
en 10. Ahora se determinar£ si C es diferenciable en 10. Puesto que C estd 
definida a trozos, se calcular&n las derivadas laterales en 10. 


C'_(10) = lira. 


= llm 

at— >10" JC 


10* JC 

2jc - 20 


10 


C' + (10) = llm 

x->10‘ 


= llni 

at ->10 + 


= to 

x— >10” JC - 10 


llm 

x->10 + 


cj X ) - cm 

JC - 10 

(1.4jc + 6) - 20 
jc - 10 

XAjx - 10) 
jc - 10 


= llm 2 

x— >io- 


= llm 1.4 

x->io+ 


= 2 


= 1.4 


Como C'„(10) * C + (10), entonces C no es diferenciable en 10. A 
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► EJEMPLO 3 Sea 


fix) = 


X 


1 - 


si 0 < X < b 
si b £ JC 


(a) Determine un valor de b tal que / sea continua en b. (b) Dibuje la gr£- 
fica de / con el valor de b determinado en el inciso (a), (c) i Es dife- 
renciable ft n el valor de determinado en el inciso (< a)? 


Solucibn 

(a) La funci6n / serf continua en b si lim f(x) = f(b) y lim f(x) = f(b). 

x—>b~ x->b + 


lim f(x) = lim — 
*-**“ x ^b~ x 

i 

b 


Hm fix) = lim (1 - \x) 

x-*b+ x -*b + 4 


= i - ifc 


f(b) - 1 - \b\ por tanto, /serd continua en b si 



F1GURA 8 


i - 1 - 

4 = 4b - b 1 

b 2 - 4b + 4 = 0 
(b - 2) 2 = 0 
b = 2 


Asf 


fix) = 


I 

X 

1 - 


si 0 < jc < 2 
si 2 £ jc 


y /es continua en 2. 

(b) La grdfica de/se presenta en la figura 8. 

(c) Para determinar si ft s diferenciable en 2 se calculardn /'_( 2) y /'+(2). 


/L(2) = lim ^ 

' *->2“ JC - 2 


1 


= lim 


x->2“ jc - 2 
2 - jc 


Z' + (2) = 


= lim 

x-»2 + 


= lim , , _ 

x-»2- 2x(x - 2) 

= Hm 

*->2~ 2x 


“ “ 7 


= lim - 

jr— >2 + 


= lim 


fix) - /( 2) 
x - 2 

(1 - I X) - | 
JC - 2 


x - 2 
2 - x 


x-» 2 + 4(x - 2) 

= lim ~ 
x-»2 + 4 


- “ 7 


Como /'_( 2) = /+(2), se concluye que /’(2) existe, y en consecuen- 
cia,/es diferenciable en 2. ^ 


► EJEMPLO 4 En la planeacidn de una cafeteria, se estimd que 
la ganancia diaria es de $16 por lugar si se tienen de 40 a 80 lugares de capa- 
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cidad. Sin embargo, s| se cuenta con -mas de 80 lugares, la ganancia diaria 
por cada lugar disminuira en $0.08 veces el numero de lugares que exceden 
a 80. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese la ganancia diaria 
como una funcidn del numero de lugares de la cafeteria, (b) Demuestre que la 
funcion del inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la funcion 
del inciso (a) es diferenciable en 80. 


Soludon 

(a) Sea x el numero de lugares para la capacidad de la cafeteria y P(x) 
dolares la ganancia diaria. P(x) se obtiene al multiplicar jc por el nu- 
mero de dolares de la ganancia por cada lugar. Cuando 40 < x < 80, 
la ganancia por lugar es $16, de modo que P(x) = 16*. Cuando 
x > 80, el numero de dolares de la ganancia por cada lugar es 16 - 
0.08(x - 80); de donde se obtiene P(x) = jc[ 16 - 0.08(x - 80)]; esto 
es, P(x) = 22.40x - 0.08 jc 2 . Por tan to, 


P(x) = 


16 * 

22.40* - 0.08x 2 


si 40 < x < 80 
si 80 < x < 280 


El limite superior de 280 para x se obtiene al observar que 22.40* - 
0.08* 2 = 0 cuando* = 280; 22.40* - 0.08* 2 < 0 cuando* > 280. 

Aunque, por definition, * es un numero entero no negativo, para 
tener continuidad se considerara que * toma todos los valores reales 
del intervalo [40, 280]. 

(b) Como P(x) es un polinomio en [40, 80] y (80, 280], entonces P es con- 
tinua en esos intervalos. Para determinar la continuidad en 80 se 
calcularan los limites laterales en ese valor: 


lim P(x) = lim 16* 

* — >80 x — >80 

= 1280 


lim P(x) = lim (22.40* - 0.08x 2 ) 
-> 80 + *->80 + 

= 1280 


Como P(80) = 1280 y lim P(x) - 1280, P es continua en 80. En con- 

4 J J *->80 

secuenciai P es continua en su dominio [40, 280]. 

(c) Para determinar si P es diferenciable en 80, se calcularan las derivadas 
laterales en 80. 


lim 

P(x) - P(80) 

P' + (8 0) = lim 

P(x) - P(80) 

*->80~ 

* - 80 

+ *->80 + 

x - 80 

lim 

16* - 1280 

= lim 

(22.40x - 0.08x 2 ) - 1280 

i 

cx 

o 

x - 80 

*->80- 

*->80+ 

lim 

*->80" 

16(* - 80) 

= lim 
*->80 + 

-0.08O 2 - 280^ + 16 000) 

* - 80 

O 

OO 

1 

K 

lim 

16 

= lim 

1 

0 

b 

OO 

>< 

1 

oo 

0 

1 

1 

h 

t 

00 

O 

*->80“ 


*->80+ 

16 


= lim i 

*->80 + 

[-0.08(* - 200] 


= 9.60 

ComoP f _(80) ^ P' + (80), entonces P no es diferenciable en 80. 4 

En la seccidn 3.2, se considerara otra vez la situacion del ejemplo 4 y se 
determinara la capacidad necesaria para obtener la maxima ganancia diaria. 
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EJERCICIOS 2.2 


En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) dibuje la grafica 
de la funcion; ( b ) determine sifes continua en x\; (c) calcule 
f'JxO y f'+{x\ ) si existen; (d) determine si f es diferenciable 
enx\. 


1. fix) =’ 

2. fix) = 


+ 2 


si x < -4 


-x - 6 si -4 < x 
3 - 2x si x < 2 


3x - 7 si 2 < x 

3. f(x) = | x - 3 1 *i = 3 

4. /(jc) = 1 + [x + 2 1 x ] = -2 

5. /(x) = 

6. /(jc) = 

7. /(x) = 

8 . fix ) = 

9. /W = 

10. /(x) = 

11 . fix) = 

12 . fix) = 


x^ =-4 

= 2 


-1 

X - 1 

si x < 0 
si 0 < x 


0 

x si x < 0 

x 2 si 0 < x Xl 

= 0 


x 2 si 

-x 2 si 

x < 0 
0 < x 

*1 

= 0 

j^-4 

si x < 2 

Xi 

= 2 

-Jx-2 

si 2 ^ x 

l 


(1 - X) 1 

si x < 1 
si 1 < x 

X\ 

= 1 

& 

1 

H 1 

si x < -1 
si -1 < x 

x \ 

= 

2x 2 - 3 
8* - 11 

si x < 2 
• si 2 < x 

Xl 

= 2 

x 2 - 9 
6x - 18 

si x < 3 
si 3 < x 

X\ 

- 3 


13. /(jc) = x, = -i 

14. /(jc) = (jc - IT 2 x x = 2 


15. /(jc) = 

16. /(x) = 

17. /(x) = 

18. /(x) = 

19. fix) = 

20. fix) - 


5 - 6x si x < 3 
-4 - x 2 si 3 < x 

-x 2/3 si x < 0 


r 2h 


si 0 < x 


x - 2 si x < 0 

x 2 si 0 < x 

x 3 si x < 1 

x + 1 si 1 < x 

3x 2 si x < 2 

x 3 si 2 < x 

x 2 + 1 si x < -1 


1 - x 2 


si -1 s x 


xi = 3 

Xj = 0 

X! = 0 
X 1 = 1 
X! = 2 
*1 = 1 


Los ejercicios 2 J a 26 tratan acerca de la funcion continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros reales y cuya 
grafica se muestra en la figura adjunta. Suponga que coda 
porcion de la grafica que parece ser un segmento de la recta es 
un segmento de recta . En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) defina f como una funcion a trozos. Encuentre (b) /'_(- 1), 
(c)f + i-n (d)f_i0l (e)f\{ 0), (flf'M) y (g) Ad), (h) lEn 
quS numeros f no es diferenciable? 

21 . 


22 . 


23. 


24. 
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25 . 


26. 




En los ejercicios 27 a 30, dibuje la grafica de alguna funcion 
continua f cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales, la cual satisfaga las condiciones indicadas. 


27. El contradominio de / es (-oo, + oo); / es diferenciable 
en todo numero excepto en 0 y 3;/(-3) = -l;/(0) = 0; 
/( 3) = 1; f'JO) = l;/+(0) = 0; 


lim ™ - m 
*— >3 jc — 3 


+ 00 . 


28. El contradominio de / es [0, + oo); / es diferenciable en 
todo numero excepto en -2, 0 y 2; /(- 2) - 0; f(0) = 3; 
/( 2) = 0; /'_(- 2) = -1 ; A(-2) = 1 ; /'_( 2) = -1 ; 


f\{ 2) = i; 


i im ZLQ) = 


lim A£W(0) = _, 

x-»0 + JC 


29. El contradominio de / es (-oo, +oo); / es diferencia- 
ble en todo numero excepto en -2, 0 y 2; /(- 2) = 3; 
/(-l) = 0; /(0) = 0; /(l) = 0; /( 2) = -3; /L(-2) = 1; 
/+(~2) = -l;/ f _(2) = -l;/' + (2) = 1; 

lim /<*> - /<°> = -oo; lim m .7m> = -oo. 


30. El contradominio de/es (-oo, + oo);/es diferenciable en 
todo numero excepto en 0, y 4; /(-2) = 0; /(0) = -1; 
/(4) = l;/(5) = 0; /'+( 0) = 2; /1(4) = I ; 


lim 

JC-+0" 


/(x) 


JM=-oo; lim /(fir /W = -oo. 
i-»4 + JC - 4 


31. Para la fuga de petroleo del ejercicio 53 de la seccion 1.8, 
determine si la funcion r es diferenciable en 2. 

32. Demuestre que la funcion del ejemplo 2 es continua en 
-1 pero no es diferenciable en ese numero. 


33. Sea 



si 0 < x < b 
si J b < x 


(a) Determine un valor de b tal que/ sea continua en b. (b) 
Dibuje la grafica de / con el valor de b determinado 
en el inciso (a), (c) ^Es diferenciable / en el valor de b 
determinado en el inciso (a)? 


34. Sea f(x ) = sgn(x). (a) Demuestre que /'_(0) y /' + (0) 
no existen. (b) Demuestre que lim /'(jc) = 0 y 

x — ► 0 

lim + /'(jc) = 0. (c) Dibuje la grafica de/. 

35. Determine los valores de a y b tales que la funcion / sea 
diferenciable en 1 y de spues dibuje la grafica de/si 


Ax) = 


x 

ax + b 


si jc < 1 
si 1 < jc 


36. Determine los valores de a y b tales que la funcion / sea 
diferenciable en 2 y despues dibuje la grafica de/si 


Ax) = 


ax + b 
2x 2 - 1 


si x < 2 
si 2 < * 


En los ejercicios 37 a 40, obtenga una funcion como modelo 
matematico de la situacion particular. Aunque por definicion 
la variable independiente represente un numero entero no ne- 
gativo, considere que dicha variable representa un numero real 
no negativo a fin de tener los requerimientos necesarios de con- 
tinuidad. 

37. Una agenda de excursiones escolares puede transportar a 
250 estudiantes con un costo de $15 si no mas de 150 
estudiantes asisten a la excursion; sin embargo, el costo por 
alumno se redudr£ en $0.05 por cada alumno que exceda 
a los 150 hasta que el costo sea de $10 por estudiante. (a) 
Obtenga un modelo matematico que exprese el ingreso en 
bruto como una funcidn del numero de estudiantes que 
asistiran a la excursion, (b) Demuestre que la funcibn del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
funcion del inciso (a) es diferenciable en 150. 

38. Realice el ejercicio 37 considerando ahora que la reduc- 
cion por cada estudiante que exceda a 150 es $0.07. 

39. Los naranjos que crecen en California producen 600 na- 
ranjas por ano si no se plantan mas de 20 drboles por acre. 
Por cada naranjo adicional plantado por acre el rendi- 
miento por arbol decrece en 15 naranjas. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese el numero de naranjas 
producidas por ano como una funcion del numero de na- 
ranjos plantados por acre, (b) Demuestre que la funcibn del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
funcibn del inciso (a) es diferenciable en 20. 


x 
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40. Un club privado cobra una cuota de membresia anual 
de $100 por miembro, menos $0.50 por cada miembro 
que exceda a 600 y m£is $0.50 por cada miembro que falte 
para completar 600. (a) Encuentre un modelo matem&tico 
que exprese el ingreso por las cuotas anuales como una 
funcion del numero de sus miembros. (b) Demuestre que 
la funcidn del inciso (a) es continua en su dominio. (c) De- 
termine si la funcion del inciso (a) es diferenciable en 600. 


45. Dada /(jc), — (x- a)([jc]], donde a es un numero entero, 
muestre que/'_(a) + 1 = /'+(<*)* 

46. Sea / la funci6n definida por 


g(x) ~ g(a) 

/(*) = x- a 

g\a) 


si x * a 
si x — a 


41. En el ejemplo ilustrativo 4 se mostr6 que la funcion valor 
absoluto no es diferenciable en 0. Demuestre que 

0,(1*!) = lii si j: ^ 0 

Sugerencia: considere | x \ = 4x* . 

42. Dada /( jt) = [[jc]], determine /'(jC]) si x l no es un numeio 
entero. Demuestre que /'(jc i) no existe si jcj es un nume- 
ro entero. Si x { es un numero entero, ^que se puede decir 
acerca de/'_(jc,) y de/' + Ct|)? 

43. Sea /(jc) = (jc - 1)H*]]. Trace la grafica de /para jc en 
[0, 2]. Calcule, si existen: (a)/'_(l), (b)/' + (l), (c)/'(l). 

44. Sea/(jc) - (5 - jc)[[jcI]. Trace la gr£fica de/parajcen 
[4, 6]. Calcule, si existen, (a)/'_(5), (b)/' + (5), (c)/'(5). 


Demuestre que si.g'(a) existe, entonces / es continua en a. 

47. (a) Sean /(jc) = \x\ y g(jc) = -|jc|. Encuentre una 
formula para (/ + g)(x) y demuestre que / + g es di- 
ferenciable en 0. Utilice las funciones f y g como ejem- 
plos para explicar por qu6 es posible que la suma de dos 
funciones es diferenciable en un numero aunque ninguna 
sea diferenciable en el numero en cuestidn. (b) Sean 
F( jc) = jc -1 y G(jc) = -x~ ] . Encuentre una fdrmula para 
(F + G)(jc). ^Es diferenciable F + G en 0? ^Pueden 
emplearse las funciones F y G en lugar de / y g como 
ejemplos para la explicacion del inciso (a)? Explique su 
respuesta. 


2.3 DERIVADA NUMERIGA 

La derivada numerica es importante debido a que su grafica puede trazarce 
en una graficadora. Ademds, la derivada numdrica puede emplearse para 
obtener una aproximacion de la derivada de una funcion en un numero 
particular siempre que la derivada exista. 

y Para desarrollar el cfoncepto de derivada numerica, recuerde que f(a ), 

la derivada de la funcidn / evaluada en el numero a, esta definida como el 
limite del cociente de difexencias est&ndar 


f\a) 


lfm /( ° + AJ) - /(fl) 


( 1 ) 



si este limite existe. Estjel ejercicio 55 de la section 2.1 se le pidid que 
demos trara que si f\a) existe, entonces 


f\a) = 


f{a + Ax) - f(a - Ax) 



Si no realizo este ejercicio cuando estudid la seccidn 2.1, regrese y hdgalo 
ahora. El cociepte * 

f(a + Ax) - f(a - Ax) 

2Ajc 

que aparece en (2) se denomina cociente de diferencias simetricas de la 
funcidn / en el numero a . El tdrmino simetricas es apropiado porque el co- 
ciente es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos 
(i a - Ajc ,/ ( a - Ajc)) y (a + Ax ,f(a + Ajc)). Consulte la figura 1. A1 valor 
elegido de Ajc se le llama tolerancia. 


FIGURA 1 
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► EJEMPLO I Sea 

fix) m yfx 

(a) Utilice el resultado del ejemplo 5 de la seccidn 2.1 para calcular el va- 
lor exacto de /'(4). Obtenga una aproximacidn de /'(4) empleando el 
cociente de diferencias simdtricas de / en 4 con cada una de las tole- 
rancias siguientes: (b) 0.1; (c) 0.01 y (d) 0.001. 

Solucten 

(a) Del ejemplo 5 de la seccidn 2. 1 


™ = TH 

Asf,/'(4) = 0.25. 


(b)-(d) De (3), el cociente de diferencias simdtricas de/en 4 es 

V4 + Ax - V4 - Ax 
2Ax 

Ahora se evaluard el cociente con la tolerancia Ax indicada. 


(b) Ax = 0.1 

~ * °'llf ~ = 0-2500195366 

(c) Ajc = 0.01 


V4 + 0.01 - V4 - 0.01 

3(aoTj “ 


— ■ 0.2500001953 


(d) Ax = 0.001 


V4 + 0.001 - V4 “ 0.001 
1 ( 0 . 001 ) 


= 0.2500000019 


« 


Observe en el ejemplo 1 que el cociente de diferencias sim&ricas de/en 
4 proporciona una buena aproximacidn de /'(4), y la menor tolerancia da la 
mejor aproximacidn. Si para una tolerancia especffica se compara la aproxima- 
cidn de /'(a) determinada mediante el cociente de diferencias simdtricas con la 
obtenida por medio del cociente de diferencias estdndar (I), se observard que 
el cociente de diferencias sim&ricas proporciona una mejor aproximacidn. En 
los ejercicios 1 a 4 se le pedird que realice algunas de estas comparaciones. 

Se utilizard el cociente de diferencias simdtricas para calcular la deri- 
vada numtrica de una funcidn en un numero, exactamente como lo hacen 
algunas graficadoras con la eleccidn de la tolerancia del usuario. Por tanto, 
se presenta la siguiente definition formal: 


2*3.1 Definition de derivada numerica 


■ . , ■ ^ ■ ; i 1 = ■ ■ •. ; 

- U dtrfvefe wa W ti de U funei6o/«ii el luimeio a, demode por 
NDHK/W. defiiiBtejMr 

- A a . i 

donde la eieccidn de AVdepencfe de la apFOximecido dcseada de 

*/'(«>■ . 
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En este texto, se calculard NDER (/(jc), a) con una tolerancia de 0.001; 
esto es, 

NDER(/(,).„) - /( °* 000 'Im( ( °~" 00 ' ) «> 

Observe en el enunciado del ejercicio 55 de la seccidn 2.1 que 
NDER(/(x), a) proporciona una aproximacidn para f'(a) s61o si fid) exis- 
te; es decir, 

NDER(/(*K a) * / r (a) si f(a) exists (5) 

Consulte el manual del usuario acerca de c6mo obtener la derivada numdri- 
ca en su graficadora particular. Si su calculadora no tiene esta funcidn, usted 
puede emplear un programa o el cociente de diferencias simdtricas de (4). 


► EJEMPLO 2 Sea 



(a) Aproxime f(5) con cinco cifras decimales calculando NDER (/(*), 5) 
en la graficadora. (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando /'(5) a partir del resultado del ejemplo 3 de la seccidn 2. 1 . 

Solucion 

(a) En la graficadora se tiene 

NDEr||, 5 ) = -0.1200000048 

Por tanto, con cinco cifras decimales, /'(5) « -0.12000. 

(b) Del ejemplo 3 de la seccidn 2.1, 

m = -4 

x 1 

Asf,/'(5) = -0.12, lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). A 

La notacidn NDER(/(x), x) denota la derivada numdrica de la funcidn 
/ en x\ esto es, 

NDER(/(Jt), x) = f( * - - J ~ Ax) 

2Ax 

Tanto para las funciones lineales como para las cuadrdticas 
NDER(/(x), *) es exactamente /'(*)• Se le pidard que demuestre esto en los 
ejecicios 21 y 22. 

En la graficadora puede trazarse la grdfica de NDER(/(x), x). Com- 
prenderd la importancia de esta caracteristica de la graficadora conforme 
avance en el texto. 


► EJEMPLO 3 La funcidn del ejemplo 3 de la seccidn 2.1 estd 
definida por 

fix) = ^ 

x 
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FIGURA2 


Utilice la grdfica de NDER(/(jc), jc) para apoyar el valor de /'(*) calcu- 
lado en la seccidn 2.1. 

Solucion La figura 2 muestra el resultado de trazar las grdficas de 
NDER^“ , Jtj y de la funcidn /' definida por 

/W . -js 

en el rect£ngulo de inspeccidn de [-6, 6] por [-7, 1]. El hecho de que las 
dos grdficas aparecen id£nticas apoya el valor de f\x). ^ 


De (5), NDER(/(jc), a) « f\a) si f\a) existe. La condicidn de que 
f'{a) debe existir a fin de que NDER(/(jc), a) proporcione una aproximacidn 
de f\a) es indispensable, como se mostrard en el siguiente ejemplo. 


► EJEMPLO 4 

f\a) existe, entonces 


El ejercicio 55 de la seccidn 2.1 establece que si 


f'(a) = lim V a ± Ax) - -^ a - r A *J 

Demuestre, empleando la funcidn valor absoluto, que es posible que 
exista el lfmite de la ecuacion anterior aunque f\a) no exista. 

Solucion Con /( jc) = | x | y a = 0, se tiene 


li m /( fl + Ax 1 Z f( a Z Ax ) _ 1° + A *1 " 1° ~ Ax \ 

2Ax 2 Ax 

= Hm H-J-H 

Ax->0 2 Ax 

= lim 0 

= 0 


Asf, el limite existe y es igual a 0. Sin embargo, se sabe, del ejemplo ilus- 
trativo 4 de la seccidn 2.2, que la derivada de la funcidn valor absoluto no 
existe en cero. A 


y 



FIGURA 3 


Si se calcula NDER( | x | , 0) en la graficadora, se obtendrd 0. Este 
resultado es consistente con lo aprendido en el ejemplo 4, pero, por supuesto, 
esto no proporciona la derivada de la funcidn valor absoluto en 0. La figura 3 
tambi6n apoya el resultado del ejemplo 4. Esta figura es el caso especial de 
la figura 1, donde /(jc) = | jc | . El cociente de diferencias sim£tricas es la 
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (-Ajc, | -Ajc | ) y 
( Ajc, | Ajc | ), la cual es 0 para cualquier eleccidn de A*. 

La discusidn del parrafo anterior debe convencerlo de ser muy cuida- 
doso cuando emplee el valor de la derivada num^rica de la fiincidn fen a 
para aproximar el valor de f\a). Los dos valores son aproximadamente igua- 
les tinicamente si f'(a) existe. Vea los ejercicios 27 a 29 para otros ejemplos 
que muestran este hecho. 
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EJERCICIOS 2.3 


En los ejercicios 1 a 4, haga lo siguiente: (a) en la calculadora, 
obtenga los valores del cociente de diferencias simdtricas 

/(2 + Ax) - /(2 - A*) ... . 

y elabore urta tabla para la fimcidn f 

dada cuando Ax es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . 0.01 y -0.10, 
0.09, -0.08, ...» -0.01. iA qui valor parece que se aproxima 
el cociente de diferencias simitricas conforme Ax tiende a 0? 
(b) En la graficadora, determine NDER(/(x), 2) y compare 
este numero con la respuesta del inciso (a) y el valor exacto de 
f’{ 2) calculado en el inciso (b) del ejercicio indicado de la 
seccidn 2.1. (c) Compare los valores calculados en el inciso 
(a) de este ejercicio con los valores correspondientes tabu - 
lados en el inciso (a) del ejercicio indicado de la seccidn 2.1 , 
donde se utilizd el cociente de diferencias estdndar. iQui ta- 
bla de valores proporciona la mejor aproximacidn a /'( 2)? 

1. f(x) = 3x 2 - 7r, ejercicio 17. 

2. f(x) - x 3 ; ejercicio 18. 

3. fix) = ^6 - x ; ejercicio 19. 

4. fix) = — ; ejercicio 20. 

4 - x 


En los ejercicios 5 a 8, utilice la grdfica de la derivada nu - 
mirica en x trazada en la grqficadora para apoyar el valor 
de la derivada determinada en el ejercicio indicado de la 
seccidn 2.1. 


$. (a) Ejercicio 33 

6. (a) Ejercicio 34 

7. (a) Ejercicio 39 

8. (a) Ejercicio 40 


(b) Ejercicio 35 (c) Ejercicio 37 

(b) Ejercicio 36 (c) Ejercicio 38 
(b) Ejercicio 41 (c) Ejercicio 43 

(b) Ejercicio 42 (c) Ejercicio 44 


En los ejercicios 9 a 20, haga lo siguiente : (a) utilice la deriva- 
da numirica de la funcidn f en el numero x\, calculadada en la 
grqficadora, para determinar la pendiente de la recta tangen- 
te a la grdfica de f en el punto donde x = Xj; (b) encuentre 
una ecuacidn de la recta tangente a la grdfica defenel punto 
(X|, fix j)); (c) trace la grdfica de f y la recta tangente en el 
mismo rectdngulo de inspeccidn. 

9. fix) = (or - l) 2 ; jr, = 2 

10. fix) = 2 + 2x - Jf 2 ; jr, = -1 

It. /( at) = Jt 2 - 2x - 4; jt, = 3 

11 fix) = (2 - at) 2 + 5; at, = 4 

13. f(x) = V* 2 - 16;*, = -5 

14. f(x) = V25 - jr 2 = 3 

15. fix) - 4^’Xi = 1 

x 2 + 4 


16. f(x) = = -2 

1 + X 2 

17. fix) = x sen x; Xj = 1 

18. /(x) = x 2 cosx;X] = 2 


19. fix) = sen(cosx)*,Xi = 2 

20. fix) = tan(sen x); x x = 3 

21. * Demuestre que si / es una funcidn lineal, entonces 

NDER(/(x), x) es exactamente /'(x). 

22. Demuestre que si / es una funcidn cuadrdtica, entonces 
NDER(/(x), x) es exactamente f\x). 

23. Sea fix) = x 2 + 2. (a) Trace las grdficas de / y de 
NDER(/(x), x) en el mismo rectdngulo de inspeccidn. 
^Para qud valores de x se dene que (b) NDER(/(xX x) > 0, 
y (c) NDER(/(x), x) < 07 £Para qud valores de x parece 
que (d) fix) crece conforme x crece, y (t) fix) decre- 
ce conforme x crece? (f) Compare las respuestas de los 
incisos (b) y (d) y de los incisos (c) y (e). 

24. Realice el ejercicio 23 considerando ahora que 
fix) = 

x z 

29. Haga el ejercicio 23 considerando ahora que 

/(Jt) = V4 - . 

26. Efectue el ejercicio 23 considerando ahora que 

fix) = Vat 2 - 4. 

27. Sea fix) = at 1 / 3 . En el ejemplo 1 de la seccidn 2.2, se 
mostrd que /'(0) no existe. (a) Calcule NDER(/(x), 0) 
mediante la ecuacidn (4). (b) Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando NDER(/(x), 0) en la graficadora. 
(c) Ex pi i que por qud existe NDER(/(x), 0) para esta 
funcidn aunque no existe f\ 0). (d) Trace la grdfica de 
NDER(/(x), x). ^Qud es lo que observa cuando x = 0? 
(e) iEs consistente la respuesta del inciso (d) con lo 
aprendido en el ejemplo 1 de la seccidn 2.2? Explique 
su respuesta. 

28. Sea fix) = x ,/5 . (a) Utilice la fdrmula (7) de la seccidn 
2.1 para mostrar que /'(0) no existe. (b) Calcule 
NDER(/(x), 0) mediante la ecuacidn (4). (c) Apoye la res- 
puesta del inciso (b) determinando NDER(/(x), 0) en la 
graficadora. (d) Explique por qud existe NDER(/(x), 0) 
para esta funcidn aunque no existe f\ 0). (e) Trace la grd- 
fica de NDER(/(x), x). ^Qud es lo que observa cuando 
x « 0? (f) iEs consistente la respuesta del inciso (e) con 
la respuesta del inciso (a)? Explique su respuesta. 

29. Siga las instrucciones del ejercicio 28 para fix) = x 2 ^ 3 . 

38. Compare los cdlculos de /'( 0) de los ejercicios 27 y 29. 
Despuds compare el valor de NDER(/(x), 0) calculado en 
el inciso (a) del ejercicio 27 con el valor de NDER(/(x), 0) 
calculado en el inciso (b) del ejercicio 29. Explique por qud 
se obtiene una conchisidn semejante para /’(0)en las dos 
funciones pero resultados completamente diferentes para 
NDER(/(x), 0). 
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2.4 TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACION DE FUNCIONES 
ALGEBRAICAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

Debido a que el proceso del calculo de la derivada de una funcion a partir 
} . t , de la definicion 2.1.3 es muy largo, se estudiardn ahora algunos teoremas 

que permitiran determinar las derivadas con mayor facilidad. Estos teore- 
mas se demostraran a partir de la definicidn 2.1.3. En el enunciado de los 
f ‘ teoremas se emplea la notacion de Lagrange para la derivada, y la conclu- 

si6n se expresa con la notacidn D x (f(x)) y en palabras. 


2.4.1 Teorema Regia de diferendacibn de una 
constante 


Si c es una cons tan re y si f{x) = c t entonces 
fix) = 0 

Demosfrracion 


m 


li m Hi + 1 ~ /(*) 

A*-»0 Ax 


= lim 

Aj-»0 


c - c 

Ax 


l 

I 


•' H 


t 


y 


5 



I 1*1 'l I ► 

1 ‘ 1 i I _ 

>5 O 

'* ’ -5 " 


fix) = 5 


~ lim 0 

Ax-»0 
= 0 

D/c)= 0 

La derivada de una constante es cero. 


0 EJEMPLO I LU STRATI VO 1 Si f(x) = 5, entonces por el 
teorema 2.4. 1 

fix) = 0 


Este resultado es apoyado por la grdfica de f(x) = 5 de la figura 1. Como 
la grdfica es una recta paralela al eje x, entonces la pendiente de la grafica 
serd 0 en cualquier parte. ^ 


FIGURA 1 


2,4,2 Teorema Regia de diferenciacion de potencias 
(para potencias con exponentes enteros positives) 


Si n es un ndmero entero posilivo y si/(jc) = x n y entonces 
/’ = nx n ~ l 




Demostracion 


fXx) 


lim 

Ajt— )0 

lim 

A*->0 


f(x + Ax) - /( x) 
Ax 

(x + Ax) n - x n 


Ax 
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/'(*) 


A1 aplicar el teorema del binomio a (jc + Ax) n se tiene 

[” jc" + nx n ~ l Ax + ^ x n ~ 2 (Ax) 2 + . . . + au^Ajc )"" 1 + (Ajc)" 

11m i = 

A*->0 Ax 


x n 


nx"~ l Ax + ]) x n ~ 2 (Ax) 2 + . . . + nx(Ax)"- ] + ( Ax) n 


Si se divide el numerador y el denominador entre Ajc se obtiene 

/'to = Jfanjnx'’- 1 + ” (W 2 ~ V) x n ~ 2 Ax + ... + nx(Ax) n ~ 2 + (Ajr)" -1 j 


Cada termino excepto el primero tienen un factor Ajc; por tanto, todos los 
terminos excepto el primero tienden a cero conforme Ajc se aproxima a 0. Asi, 

fix) = . 

D x (x n ) = nx"-' 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si /to = * 8 , entonces 

/'to = 8x 7 . ◄ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea /la funcion identidad; esto 

es, /( jc) = x. Por el teorema 2.4.2 


/'(*) = 1 • JC° 

Observe que si x = 0, *° se transforma en 0° lo cual no esta definido, pero 
si jc * 0, jc° = 1, de modo que 

f(x) =1 si jc ^ 0 


Para calcular/'(0) para la funcion identidad, se aplica la formula (7) de 
la seccidn 2. 1 : 


/'( 0 ) = 


lim 

x ->0 


fix) - /( 0) 
JC - 0 


= lim - — - 

r-^0 JC 


= lim 1 

x — >0 

= 1 


Por tanto, para toda jc, D x (x) = 1 . 


◄ 


2,4,3 Teorema Regia de diferenciacion para el 
producfo de una funcion por una constant© 


Si /es una funcifin, c es una constante y g es la funci6u definida por 
*to = c ■ 

y si/' enisle, entonces 
8 \x) = c ■ f\x) 
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Demostracion 


= J“S„ 


g(x + Ax) - g(x) 
Ax 

_ lim cf(x + Ax) - cf(x ) 
A *->0 Ax 


= lim c 

Ax->0 


lim 

Ajr -»0 


Ax 


= c 
= cf'(x) 

D x [c ■ fix)] = c • DJ(x) 


j 7(* + Ax) - /(x) j 
/(x + Ax) - /(x) 


La derivada de la multiplication de una funcidn por una constante es 
igual a la derivada de la funcidn multiplicada por la constante. 

A1 combinar los teoremas 2.4.2 y 2.4.3, se obtiene el resultado siguiente: 
Si f(x) - cx n , donde n es un numero entero positivo y c es una constante, 
entonces 

f\x) = cm"- 1 

D x (cx n ) - cnx" -1 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si fix) = 5x 7 , entonces 
f{x) = 5 • 7x 6 

= 35x 6 ◄ 


2,4,4 Teorema Regia de diferenciocion para la suma 


Si/ y g son funciones y si h es la funcidn defiaida por 
h(x) = f{x) + g(x) 
y sif\x) y g \x) existen, entonces 
h'(x) = fix) + g\x) 


Demostracion 


h\x) 


lim h(x + Ax) ~ h(x) 

Ax— *0 Ax 

[im [fix + Ax) + g(x + Ax)] - [/(x) + g(x)1 

Aar— >0 Ax 


Hnl fix + Ax) - fix) + g(x + Ax) - g(x) 
Ax ->0 1 Ax Ax 


Hm lil + Ajc) - fix) 
A -*— >0 Ax 


+ lfa gix 

Aar— >0 Ax 


= fix) + gXx) 


O x l fix) + £(x)] = DJ(x) + D x g(x) 
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La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus deri- 
vadas si estas derivadas existen. 

El resultado del teorema anterior puede extenderse a cualquier numero 
finito de funciones mediante induccidn matematica. Este hecho se establece 
en el siguiente teorema.. 


2.4.5 Teorema 


La derivada de la suma de un numero finito de funciones es igual a la 
suma de sus derivadas si estas derivadas existen. 

De los teoremas anteriores, se tiene que la derivada de cualquier funci6n 
polinominal puede calcularse facilmente. 


^ CJEMPLO I Determine f'(x) si 
f(x) = 7jc 4 - 2x 3 + 8x + 5 

Solution 

f'tx) = D x (7x 4 - 2x 3 + 8x + 5) 

= D x (lx 4 ) + D x (-2x 3 ) + £> x (8x) + D x ( 5) 

= 28x 3 - 6x 2 + 8 ◄ 

La derivada del producto de dos funciones no es lo que usted espera; esto 
es, no es el producto de las derivadas, como se mostrard en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sea 

h(x) = (2x 3 - 4x 2 )(3x 5 + x 2 ) 

Se puede calcular la derivada h\x) con los teoremas anteriores si se desa- 
rrolla el miembro derecho y se diferencia el polinomio resultante como sigue: 

h(x) = 6x 8 - I2x 7 + 2x s - 4x 4 
h\x) = 48x 7 - 8^, + 10x 4 - 16x 3 

Ahora corisidere 

f(x) = 2x 3 - 4x 2 de riiodo que f'(x) = 6x 2 - Sx 

g(x) = 3x 5 + x 2 demodoque g'(*) = 15x 4 + 2x 

Observe que h(x) = f(x) • g(x) pero h\x) * f'{x) • M 


2.4.6 Teorema Regia de diferenciacion para el producto 


Sifyg son funciones y h es la funcidn definida por 
h(x) = f(x) ■ g(x) 
y si f(x) y g'(x) cxistcn, enlonces 
h\x) = /<*)*'<*) + g(x)f\x) 



a A TEOREMAS SOBRE MFERENCIACtAN PE FUNCIONIS ALOCTRAKAS T ... W 


D*mestroci4n 

h'(x) = lim Mi 

Ax-40 AX 

lim /U + Ax) • g(x + Ax) - /(x) • g(x ) 

Ax-40 AX 

A continuacidn se realizarA un poco de manipulacidn hdbil que condu- 
ced a los lfmites que definen fix) y g'ix). A1 restar y sumar fix + Ax) * #(x) 
en el numerador se obtiene 

h'(x) = lim /(* + A *) ’ *(* + Ax) ~ /(* + Ax) ' + f(x + Ax) • g(x ) - /(x) • g(x) 

Ax-40 AX 

= lim f/(x + Ax) • + *(x) . /(J + y T /<*> ] 

Ax-4 0 [ JV Ax 6 Ax J 

= lim [/(x + Ax) • + 1(m [*,) . 

ax-4o|/' Ax J Ax-40l_ ov Ax J 


= lim /(x + Ax) • lim — * — + lim g(x) • lfm 

Ax-40 Ax-40 Ax Ax-40 ° Ax-40 


f(X + Ax) - f(x) 
Ax 


Como / es diferenciable en x, por el teorema 2.2. 1 ,/es continua en x; 
por tanto, lim fix + Ax) = fix). TambiAn lim #(x) = #(x), 

Ajt-40 A JT —4 0 


por lo que se obtiene 

h'ix) = fix)g\x) + gix)f\x) m 


D x [fix)gix )] = fix) • D x gix) + gix) • DJix) 

La derivada del producto de dos funciones es igual a la primera funcidn 
por la derivada de la segunda mds la segunda funcidn por la derivada de la 
primera si estas derivadas existen. 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se aplica la regia del producto 
para calcular h'ix) para la funcidn h del ejemplo ilustrativo 5: 

hix) = (2X 3 - 4x 2 )(3x 5 + x 2 ) 

De la regia del producto, 

h'ix) = (2x 3 - 4x 2 )(15x 4 + 2x) + (3x 5 + x 2 )(6x 2 - 8x) 

= (3Qx 7 - 60 x 6 + 4x 4 - 8x 3 ) + (18x 7 - 24x 6 + 6x 4 - 8X 3 ) 
= 48 x 7 - 84x 6 + 10x 4 - 16x 3 

Lo cual es acorde con lo obtenido para h\x) en el ejemplo ilustra- 
tivo 5. ^ 

No dude en concluir que el cdlctilo de h'ix) en el ejemplo ilustrativo 5 
fue mds simple que en el cdlculo del ejemplo ilustrativo 6. Pero recuerde que 
hix) en estos ejemplos es un polinomio. Se aplicard la regia del producto a 
muchas otras funciones diferentes de los polinomios. 
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Puesto que la derivada del producto de dos funciones no es el producto 
de sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cocien- 
te de sus derivadas, como se vera en el siguiente teorema. 


2,4.7 Teorema Regia de diferenciacion para el cociente 


Si/y g son funciones y h es la funcidn definida per 

h(x) = dondc g(x) * 0 

y si/V) y g'M existen, emonces 

!./-■> _ g(x)/'(x) - f(x)g'(x) 

M Sw? 


Demostracion 


m = 


lim 

Ax — *0 


h(x + Ax) - hjx ) 


lim 

Ax — ► 0 


lim 

Ax->0 


Ax 

> 

fix + Ax) 

fix) 

g(x + Ax) 

gix) 

Ax 


f{x + Ax) ■ 

Six) - 

Ax ■ 

gix) ■ , 


Como se hizo en la demostracidn de la regia del producto, se efectuarS 
otra hSbil manipulation. En esta ocasidn se resta y suma f(x) • g(;c) en el nu- 
merador para obtener 


h’ix) = 


lim fix + Aj) ■ gj, r) - /(*) • gjx ) - /(*) • gjx + Ajt) + /(*) • gjx ) 
ai->o Ax ■ g(x) ■ g(x + Ax) 


/ \ f(x + &X - f(x)’ 

gix) ■ Ax 

- 

' f(r ) gix + Ax) - gix)' 

l Ax J 

Ax ■ g(x] 

• g(* + Ax) 


= lim g(x) 
Ax-+0 


lim 

Ax -*0 


f(x + Ax - fjx) 

_ Ax 


- lim f(x) 

Ax-*0 


lim 

Ax— >0 


gix + Ax) - g(*) 
Ax 


lim g{x) • lim g{x + Ax) 

Ax-»0 Ax-+0 


Como g es diferenciable en x. entonces g es continua en x; de modo que se tie- 
ne . Hm „ *(* + A *) = gi x )- Tambidn lim gix) = g(x)y lim fix) = fix). 
Con estos resultados y las definiciones de fix) y g'(x) se obtiene 

h'ix) = 

g(x) • g(x) 

_ g(*)/'(*) - /(-t)g'(-O 

[g(*)i 2 

O f /(*) ! - g(x)D.fix) - fix') D t gjx) 

!*<*>] - (sWP 
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La derivada del cociente de dos funciones es igual a la fraccidn que tie - 
ne como denominador el cuadrado del denominador original, y como su 
numerador tiene al denominador original por la derivada del numerador 
menos el numerador por la derivada del denominador original si estas 
derivadas existen. 


► EJEMPLO 2 


Determine 


D i 

( 2x 3 + 4' 

u x\ 

U 2 + 1 , 

Solucion 

D i 

( 2x 3 + 4' 

u x\ 

U 2 + 1 , 


(jc 2 + l)(6x 2 ) - (2x 3 + 4)(2 jc) 
(. x 2 + l ) 2 

6x 4 + 6x 2 - 4 jc 4 - 8jc 
(x 2 + [) 2 

2 x 4 + 6^ 2 - 8 j) 

(x 2 + l ) 2 


2.4.8 Teorema Regia de difererKistimi de potencies 
(para potencies con exponent es erteros negativos) 



EJWIPLQ 3 Determine _ 



SoUf«il*> 


d_ 

dx 



3(-5x- 6 ) 



◄ 
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Si r es cualquier numero entero positivo o negativo, entonces se tiene la regia 
para potencias: 

D x (x r ) = rx'- x 

De esta fdrmula y de la regia del producto de una funcidn por una constante 
se obtiene 


D x (cx r ) = crx r ~ x 

si c es una constante y r es cualquier numero entero negativo o positivo. 

Si la funcidn / es diferenciable, entonces su derivada /' se llama, en 
ocasiones, primera derivada de/o primera funcion derivada. Si la fun- 
cion /' es diferenciable, entonces la derivada de /' se denomina segunda 
derivada de/o segunda funcion derivada. La segunda derivada de / 
se denota por/" (que se lee “/ biprima”). De la misma manera, la tercera 
derivada de / o la tercera funcion derivada, esta definida como la deri- 
vada de /", suponiendo que la derivada de/" existe. La tercera derivada de / 
se representa por/"' (lo cual se lee como “/ triprima”). 

La /i-esima derivada de la funcidn / donde n es ntimero entero mayor 
que 1, es la derivada de la ( n - l)-6sima derivada de / La n-6sima derivada 
se denota por f( n \ De modo que si / (n) es la n-6sima derivada, entonces se 
puede representar la funcion /misma como/ (0) . 


► EJEMPLO 4 

finida por 


Encuentre todas las derivadas de la funci6n/de- 


f(x) = 8* 4 + 5x 3 - x 2 + 7 

Solucion 


f\x) = 32* 3 + 15* 2 - 2x 
f"(x) = 96* 2 + 30* - 2 
/"'(*) = 192* + 30 
/< 4 >(*) = 192 
f (5 Hx) = 0 

f (n >(x) = 0 n > 5 ◄ 


La notacidn de Leibniz para la primera derivada es . segun- 

d^y 

da derivada de y con respecto a jc la notacidn de Leibniz es — y, debido a 

dx 

que representa El simbolo i-2. es una notacidn para la 

n-esima derivada de y respecto a jc. 

Otros simbolos para la rt-6sima derivada de/son 


Jpr [/(*)] D x n [f(x)] 


Para denotar la segunda derivada numfrica de la funcion / en jc se uti- 
liza la notacidn NDER2 (/(jc), jc); esto es, 


NDER2(/(jc), jc) = NDER(NDER(/(jc), jc), jc) 
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'"'ll 

r" 


[-6, 6] por [-4, 4] 

/'(*) = -3jc" 4 y NDER (jc -3 , x) 
FIGURA2 


► EJEMPLO 5 Calcule 



y apoye las respuestas graficamente. 
Solucion Sea \ = jc" 3 , entonces 
-f (x- 3 ) = -3x -4 


• > 




■ ■ n l 



[-6, 6] por [-4, 4] 
fix) = 12jc‘ 5 y NDER20T 3 ,*) 

FIGURA 3 


d 
dx 2 


(x~ 3 ) = \2x~ 5 


Para apoyar grdficamente las respuestas, primero se traza la grafica de la 
funcidn defmida por f\x) = -3x~ 4 y NDER(x _3 , x) en el rect&ngulo de 
inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4], La figura 2 muestra que las graficas son 
idSnticas, lo cual apoya la respuesta de la primera derivada. Ahora se trazan 
las graficas de las funciones definidas por f’{x) = 12*" 5 y NDER2(jr -3 , x) 
o, equivalentemente, NDER(-3jt~ 4 , x), en el rectdngulo de inspeccion de 
[-6, 6] por [-4, 4], para obtener la figura 3. En esta figura se muestra que 
las dos grdficas son identicas, lo que apoya la respuesta para la segunda 
derivada. A 


EJERCICIOS 2.4 


En los ejercicios 1 a 24, obtenga la derivada de la funcion por 
medio de los teoremas de esta seccion. 

1. f(x) = lx - 5 2. g(x) =8-3* 

3. g(x) = 1 - 2x - x 1 4. fix) = 4x 2 + x + l 

5. fix) = x 3 - 3x 2 + 5x - 2 

6. /(*) = 3x 4 - 5x 2 + 1 

7. f(x) = jx s - x 4 

8. g(x) = x 1 - 2x 5 + 5x 3 - lx 

9. Fit) = l, 4 - i< 2 

10. H(x) = \x } - x + 2 

11. v(r) = |/rr 3 

12. G(y) = y 10 + 7y 5 - y 3 + 1 

13. F(x) = x 2 + 3x + -i- 

X z 

14. f(x) = 4 + p- 15 - = 4x4 ~ ^ 

16. fix ) = x 4 - 5 + x' 2 + 4 lx -4 

17. g (x) = -L + 4 l8 - H < x > = A 

x z X 4 6x 3 

19. /(J) = V3(i 3 - s 2 ) 

20. g(x) = (2x 2 + 5)(4x - 1) . 

21. f(x) = (2x 4 - l)<5x 3 + 6x) 

22. /(x) = (4x 2 + 3) 2 

23. G(y) = (7 - 3y 3 ) 2 - 


24. F(t) = (f 3 - 2l + 1)(2/ 2 + 30 


En los ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los 
teoremas de esta seccion. En los ejercicios 25 a 30, apoye la 
respuesta trazando en la graficadora la grdfica de su respuesta 
y de la derivada numerica en x, en el mis mo rectangulo de 
inspeccidn. 

25. D x [(x 2 - 3x + 2)(2x 3 + 1)] 


26. D,( 

2x \ 



x + 3) 



27- 

X ) 


28. 



29. 4- 

dx 

(x 2 + 2x + t 
U 2 - 2x + l 

) 

30. 

31. 4- 

dt 

f 5/ \ 



\ 1 + 2r 2 J 



32. 4- 
dx 

( x 4 - 2x 2 + 

5x + 1 

\ 

l 


) 

33. 4- 

dy 

(;:;!) 


34. 

35. D x | 

2x + 1 

— (3jc - 

. x + 5 

■>] 


36. D x 

- 

x 2 + 3 

• 2x~ l 

+ 1) 



d ( 4 - 3x - x 2 ) 
dx\ x - 2 ) 


d_ 

ds 


■) 
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En los ejercicios 37 y 38, determine todas las derivadas de la 
funcidn 

37. /(jc) = 6x 5 + 3jc 4 - 2x 3 + 5x 2 - 8x + 9 

38. f(x) = 2* 7 - x 5 + 5jc 3 - 8jc + 4 


39. Calcule 

40. Determine ■^r(t s - — Li 

<fr 4 \ 15 jc 5 / 


En los ejercicios 41 y 42, determine ~—^r y apoye grafica- 

dx l 

mente su respuesta trazando en la graficadora la grafica de la 
respuesta y la segunda derivada numerica en x, en el mis- 
mo rectangulo de inspeccidn. 


41. y = 



42. y = - 


1 

3jc 3 


En los ejercicios 43 a 46, encuentre una ecuacidn de la recta 
tangente o de la recta normal, segun se indica, y apoye su 
respuesta trazando la recta >’ la curva en el mismo rectangulo de 
inspeccidn. 

43. La recta tangente a la curva y = x 3 - 4 en el punto (2, 4). 


44. 


45. 


La recta tangente a la curva y = 

( 2 , 1 ). 

La recta normal a la curva y - 
(4,-5). 


8 

x 2 + 4 

. 10 
14 - x 2 


en el punto 
en el punto 


46. La recta normal a la curva y = 4x 2 - 8x en el punto 
(1, -4). 


47. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = 3x 2 - 4x que sea paralela a la recta 2 x - y + 
3 = 0. Apoye su respuesta trazando la recta y la curva 
en el mismo rectangulo de inspeccidn. 


48. Determine una ecuacidn de cada una de las rectas tan- 
gentes a la curva 3y = x 3 - 3x 2 + 6x + 4 que son pa- 
ralelas a la recta 2x - y + 3 = 0. Apoye sus respuestas 
trazando la curva y las rectas en el mismo rectangulo de 
inspeccidn. 


49. Encuentre una ecuacidn de cada una de las rectas norma- 
les a la curva y = x 3 - 4x que sean paralelas a la recta 
x + 8y - 8 = 0. Apoye sus respuestas trazando la cur* 
va y las rectas en el mismo rectangulo de inspeccidn. 

50. Obtenga una ecuacidn de la recta tangente a la curva 
y = jc 4 — 6jc que sea perpendicular a la recta 


x - 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y 
las dos rectas en el mismo rectangulo de inspeccidn. 

51. Determine una ecuacidn de cada una de las rectas que pa- 
san por el punto (4, 13) y que sean tangentes a la curva 
y = 2x 2 - 1. Apoye sus respuestas trazando la curva y 
las rectas en el mismo rectingulo de inspeccidn. 

52. Sea f(x) = ^ x 3 + 2x 2 + 5x + 5.Muestreque/'(x) > 0 
para todos los valores de x . 

53. Si /, g y h son funciones y <f>(x) = fix) • g(x) ■ h(x), de- 
muestre que si f'(x), g’(x) y h\x) existen, entonces 

<p'(x) = f(x) ■ gtx) • h\x) + f(x) • g\x ) ■ h(x) 

+ fix) • g(x) • h(x) 

Sugerencia: aplique la regia del producto dos veces. 

Utilice el resultado del problema 53 para diferenciar las fun- 
ciones de los ejercicios 54 a 57. 

54. /(jc) = (jc 2 + 3)(2x - 5)(3jc + 2) 

55. h(x) = (3x + 2) 2 (jc 2 - 1) 

56. g(x) = (3jc 3 + x~ 3 )(x + 3)(jc 2 - 5) 

57. 0(jt) = (2x 2 + jc + l) 3 

58. Si / y g son dos funciones tales que sus primeras y segun- 
das derivadas existen y si h es la funcidn definida por la 
ecuacidn h{x) = f(x) - g{x), demuestre que 

h"{x) = f{x) • g''U) + 2 f\x) • g'ix) + fix) • g(x) 

59. Si y = x n , donde n es cualquier numero entero positivo, 

d n y 

demuestre por induccion matemdtica que — - = n\ 

dx n 

60. D6 una demostracion altemativa de la regia de diferen- 
ciacidn de potencias (para potencias enteras positivas) 
mostrando que si fix) = x", entonces f\a) = no”" 1 apli- 
cando la fdrmula (7) de la seccidn 2.1. 

Sugerencia: factorice x n - a n , empleando la fdrmula 
(12) de la seccidn suplementaria 1. 5. 

61. Demuestre que si / y g son dos funciones diferenciables 
tales que /(0) = g(0) = 0, entonces el producto de / y g 
no puede ser la funcidn identidad; esto es fix) ■ g(x) * x. 
Sugerencia : aplique la regia de diferenciacion del producto. 

62. Explique por que tres teoremas sobre diferenciacion per- 
miten diferenciar cualquier polinomio. Incluya los enun- 
ciados de los teoremas en su explicacidn. 


2.5 MOVIMIENTO RECTIUNEO 


La derivada de una funcidn f en el ndmero x\ tiene una interpretacion im- 
portante como la tasa de variacion (o razdn de cambio) instantdnea de /en 
X\, la cual se tratara en esta seccidn y la siguiente. Esta seccidn se inicia 
considerando una aplicacion en fisica: ed movimiento de una particula sobre 
una recta. Dicho movimiento recibe el nombre de movimiento rectilineo. 
Se elige arbitrariamente un sentido como positivo en la recta, y el sentido 
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opuesto es el negativo. Para simplificar esta discusion, suponga que la 
partfcula se mueve sobre una recta horizontal, cuyo sentido (o direction) po- 
sitivo es hacia la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. Selec- 
cione algun punto sobre la recta y denotelo por la letra 0. Sea / la funcion 
que determina la distancia dirigida de la partfcula a partir de O en cualquier 
tiempo particular. 

Para ser m£s especfficos, sea s metros (m) la distancia dirigida desde O 
a los t segundos (s). Entonces s es la funcion definida por 

* = m 

la cual proporciona la distancia dirigida desde el punto O hasta la partfcula 
en un instante particular. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 

s = t 2 + 2/ - 3 

Entonces, cuando t = 0, s = -3; por tanto, la partfcula esta a 3 m a la iz- 
quierda del punto O cuando t = 0. Cuando t = 1, s = 0; de modo que la 
partfcula se encuentra en el punto O en el segundo 1. Cuando t = 2, s — 5; 
por lo que la partfcula se encuentra a 5m a la derecha del punto O a los 2s. 
Cuando t = 3, s = 12; de manera que la partfcula esta ubicada a 12m a 
la derechadel punto O a los 3s. 

La figura 1 ilustra las diferentes posiciones de la partfcula para valo- 
res especfficos de t. 


1 = 0 t = I t = 2 t = 3 


j | + ) - 1 - + H— I I ) » I 1 I 1 | [ 1 ^ + 

-5 O +5 +10 +15 s 

FIGURA 1 


Entre el tiempo / = 1 y t = 3, la partfcula se mueve desde el punto 
donde s = 0 hasta el punto donde s = 12; por lo que en el intervalo de 2 
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio 
de la partfcula es la razon del cambio en la distancia dirigida desde un punto 
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el numero de metros por segun- 
do de la velocidad promedio de la partfcula desde t=la/ = 3esy = 6. 
Desde t = 0 a t = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta 
la partfcula es de 8 m, por lo que el numeros de metros por segundo de la 
velocidad promedio de la partfcula, en este intervalo de 2 segundos, es 
f = 4. ◄ 

En el ejemplo ilustrativo 1, la velocidad promedio de la partfcula evi- 
dentemente no es constante; y la velocidad promedio no proporciona in- 
formation especffica acerca del movimiento de la partfcula en cualquier 
instante particular. Por ejemplo, si un automovil recorre una distancia de 100 
kilometros (km) en el mismo sentido en 2 horas (h), se dice que la velocidad 
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promedio (o velocidad media) con que recorre esa distancia es de 50 km/h. 
Sin embargo, a partir de esta information no se puede determinar la lectura 
del velocimetro del automovil en ningun tiempo particular en el intervalo de 
2 horas. La lectura del velocimetro en un instante determinado se conoce 
como velocidad instantanea. La discusidn siguiente permitira llegar a un& 
definicion de lo que significa velocidad instantanea. 

Suponga que la ecuacion s = f(t) define a s (el numero de metros de la 
distancia dirigida de la particula desde el punto O) como una funci6n de t (el 
numero de segundos en el tiempo). Cuando t - ty,s = s'). El cambio en la 
distancia dirigida desde O es (5 - Sy) metros durante el intervalo de tiempo 
(t - ty) segundos, y el numero de metros por segundo de la velocidad pro- 
medio de la particula durante este intervalo de tiempo esta dado por 

S ~ Sy 

t ~ h 

0 , como s — f{t) y Sy = J{ty), la velocidad promedio se determina a partir de 
f(t)-f(h) (1) 

t - t { 

Ahora, entre m&s corto sea el intervalo de f] at, mds cerca estara la velocidad 
promedio de lo que pensariamos que es la velocidad instantanea en ty. 

Por ejemplo, si la lectura del velocimetro de un automovil al pasar por 
el punto Pj es de 80 km/h, y si un punto P esta a 10 m de P { entonces la veloci- 
dad promedio del automovil conforme recorre esos 10 metros estara pro- 
xima a 80 km/h ya que la variation de la velocidad del automovil en este 
pequeno espacio probablemente es ligera. Ahora bien, si la distancia de Py a P 
se acortara a 5 m, la velocidad promedio del automovil en este intervalo es- 
tarfa aun mas pr6xima a la lectura del velocimetro en Py. Este proceso se 
puede continuar y la lectura del velocimetro en P } puede representarse 
como el llmite de la velocidad promedio entre Py y P conforme P tiende a P } . 
Esto es, la velocidad instantanea puede definirse como el llmite del co- 
ciente (1 ) conforme t tiende a ty, suponiendo que este llmite existe. Este llmi- 
te es la derivada de la funcion/en t\. En consecuencia, se tiene la definicion 
siguiente. 


2.5,1 Definicion de velocidad instantanea 


Si / es una funcidn definida por la ecuacidn 


* = m 


y una particula se desplaza a lo largo de una recta, tal que s es el nu- 
mero de unidades de la distancia dirigida de la particula desde un 
pumo ftjo sobre la recta en t unidades de tiempo, entonces la velo- 
cidad instant &nea de La particula a las r unidades de tiempo es v uni- 
dades de velocidad, donde 


■ t\M. ' 

,.. v» no <=* 


V 


ds_ 

'dt 


si existe. 


La velocidad instantanea puede ser positiva 0 negativa, dependiendo de 
que si la particula se desplaza en el sentido positivo o negativo. Cuando la 
velocidad instantanea es cero, la particula esta en reposo. La rapidez de una 
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partfcula en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instan- 
tdnea. En consecuencia, la rapidez es un numero no negativo. Los t£r- 
minos “rapidez” y “velocidad instantdnea” se confunden con frecuencia. 
Observe que la rapidez s61o indica qu 6 tan rdpido se estd moviendo la 
partfcula, en cambio la velocidad instantdnea tambign indica el sentido 
del movimiento. 


► EJEMPLO I Una partfcula se desplaza a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo con la ecuaci6n 

^ = z 3 - 12 1 2 + 36r - 24 t > 0 

Determine los intervalos de tiempo en los que la partfcula se estd moviendo a 
la derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. TambiSn determine el 
instante cuando la partfcula cambia de sentido. 


Solucion 



= 3 fi - 24 1 + 36 
= 3 (t 2 - 8/ + 12) 
= 3(t - 2 )(/ - 6) 


La velocidad instantdnea es cero cuando t = 2 y cuando t = 6. Por tan- 
to, la partfcula estd en reposo en estos instantes. La partfcula se mueve hacia 
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es 
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de /, y los re- 
sultados se muestran en la tabla 1 . ^ 


Tablal 



t - 2 

/ - 6 

Conclusidn 

0 < t < 2 

- 

- 

v es positivo; la partfcula se mueve hacia la 


Tabla 2 


t = 2 
2 < t < 6 

t = 6 
6 < t 

0 

+ 

+ 

+ 

0 

+ 

derecha 

v es cero; la partfcula estd en reposo 

v es negativo; la partfcula se mueve hacia la 

izquierda 

v es cero; la partfcula estfi en reposo 

v es positivo; la partfcula se mueve hacia la 

derecha 

t 

s 

V 

0 

1 

2 

3 

-24 

1 

8 

3 

36 

15 

0 

-9 

4 

-8 

-12 





5 

-19 

-9 





6 

-24 

0 






EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para interpretar visualmente 


el movimiento de la partfcula del ejemplo 1, consulte la figura 2 donde el mo- 
vimiento de la partfcula es a lo largo de la recta horizontal de la figura. Sobre 
la recta se ha indie ado el comportamiento de la partfcula, descrito en la ta- 
bla 1, donde las flechas indican el sentido del movimiento de la partfcula 
sobre el eje horizontal. La tabla 2 proporciona los valores de 5 y v para los va- 
lores enteros de t de 0 a 8. El valor de s indica la posici6n de la partfcula 
sobre la recta horizontal para un valor determinado de t. 
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t = 7 t = 8 

/ = 6 # ♦ f — ► 

f = 5 i / = 4 / = 3 i 

, = 6# # 1 < ♦ < • = 2 

i i i i t = 1 ! ! 

r = 0# \ > > • t» f t = 2 

— | i I I I' | i I ■! I | I I 11 [ I i I I | t I I -I | — h —H — F — 

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 


FIGURA 2 

Ahora se describe el movimiento de la partfcula. Cuando t ~ 0, la 
partfcula esta a 24 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia la derecha; 
en f = 1, la partfcula se encuentra a 1 unidad a la derecha de O y sigue 
movi^ndose hacia la derecha; cuando t = 2, la partfcula estd a 8 unidades a 
la derecha de O y en reposo (se detiene por un instante) y despu^s cambia 
de sentido e inicia el movimiento hacia la izquierda; cuando t = 3, la par- 
tfcula se encuentra a 3 unidades a la derecha de O y se desplaza hacia la 
izquierda; en t = 4, la partfcula esta a 8 unidades a la izquierda de O y sigue 
desplaz&ndose hacia la izquierda; cuando t = 5, la partfcula se encuentra a 
19 unidades a la izquierda de O y el movimiento es hacia la izquierda; en 
f = 6, la partfcula esta a 24 unidades a la izquierda de O y en reposo, des- 
pu£s cambia de sentido e inicia el movimiento hacia la derecha; cuando 
t = 7, la partfcula est£ a 17 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia 
la derecha; en t = 8, la partfcula se encuentra a 8 unidades a la derecha de 
O y sigue moviendose hacia la derecha; despues la partfcula continua mo- 
viendose hacia la derecha. ^ 

El movimiento rectilfneo puede simularse en la graficadora. El m^todo 
implica la representacion del movimiento mediante ecuaciones param£- 
tricas, por lo que se debe activar el modo param^trico de la graficadora. Si 
usted no ha estudiado ecuaciones param^tricas en algun curso anterior al de 
Calculo, consulte la seccidn 9.1. El ejemplo ilustrativo siguiente muestra 
el procedimiento para el movimiento rectilfneo del ejemplo 1 y del ejemplo 
ilustrativo 2. 



FIGURA 3 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para aclarar estas ideas, se 

simulara el movimiento de la partfcula sobre la recta y = 2 en lugar del eje x. 
Active la graficadora en modo param6trico. Sean 

*,(0 = t 3 - 12 1 2 + 36f - 24 y y,(f) = 2 

En el rect&ngulo de inspeccidn de [ - 25, 10] por [-3, 5], considere 
frnfn = f m&x = 10 y f step = 0.05. Ahora presione la tecla I trace] ( ras - 
treo) y despues presione la tecla flecha a la izquierda y mantengala opri- 
mida hasta que el cursor est£ en t - 0. La figura 3 muestra la pantalla de la 
graficadora con su nuevo aspecto. Observe la informacion en la parte infe- 
rior de la pantalla; t = 0, x = -24 y y - 2. 

De este modo, se esta preparado para iniciar el movimiento de la par- 
tfcula. Se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene oprimida. El 
cursor representa la partfcula que se mueve a lo largo de la recta y = 2. 
Observe que la partfcula se desplaza hacia la derecha hasta que t = 2 y 
x - 8, cuando se detiene y cambia de sentido. Despu6s, la partfcula se 
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mueve hacia la izquierda hasta / = 6 y x = -24, cuando otra vez se de- 
tiene y cambia de sentido. Luego, el cursor se desplaza hacia la derecha y se 
pierde de la pantalla por el lado derecho. Este movimiento apoya los re- 
sultados del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. <4 


El movimiento rectilineo puede visualizarse en otra forma en la grafi- 
cadora, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



[-25, 10] por [-3, 10] 

jc,(r) = / 3 - 12r 2 + 36r - 24, y } (t) = 2 
x 2 (t) = t 3 - 12f 2 + 36 f - 24, y 2 (t) = t 

FIGURA 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se considera otra vez el mo- 
vimiento rectilineo del ejemplo 1 y de los ejemplos ilustrativos 2 y 3. A la 
graficadora en modo parametrico se le proporciona la information siguiente: 

x 2 (t) = t 3 - 12 f 2 + 36 1 - 24 y y 2 (t) = t 

En esta ocasi6n se utiliza el rectdngulo de inspeccion de [-25, 10] por 
[-3, 10] con t considerada como en el ejemplo ilustrativo 3. Se trazan las 
graficas para jq (r), yj(f), x 2 (/), y y 2 (/) en el mismo rectangulo de inspeccion. 
y se selecciona Isimul] (simultdneo) del menu I mode! . La figura 4 muestra las 
dos grdficas: la recta y = 2 sobre la que realmente se desplaza la particula; 
y la curva sobre la cual las coordenadas son (x 2 (t), y 2 (t )), y que representa 
una amplification vertical del movimiento de la particula. Se puede obser- 
var que la particula primero se mueve sobre la recta horizontal como en el 
ejemplo ilustrativo 3. Despu6s se ve que la particula se mueve sobre la curva 
(recuerde, esta curva no es la trayectoria real de la particula). Para esto, pri- 
mero se presiona la tecla flecha hacia arriba o flecha hacia abajo hasta que 
el cursor este sobre la curva. Luego, como anteriormente se hizo, se presiona 
la tecla flecha a la izquierda y se man tiene oprimida hasta que el cursor est£ 
en t = 0. Ahora se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene opri- 
mida. Este segundo procedimiento muestra el movimiento de la particula de 
izquierda a derecha, despues de derecha a izquierda y luego de izquierda a 
derecha otra vez. Observe en esta curva que la particula cambia de sentido 
en el punto donde jc = 8yy = 2(8 unidades a la derecha de O a los 2 s) y 
despues otra vez en el punto donde jc = -24 y y - 6 (24 unidadc < a la 
izquierda de O a los 6 s). ^ 


W EJEMPLO 2 Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba 
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de 
la distancia desde su punto inicial es hacia arriba, t segundos es el tiempo 
que transcurre desde que la pelota fue laniada, y s pies es la distancia de la 
pelota desde el punto inicial a los t segundos, entonces la ecuaci6n del mo- 
vimiento es 

s = — 16 r 2 + 64/ 

(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegara la pelota y cu&ntos segundos le tomara para alcanzar su 
punto mas alto, (c) Confirme analiticamente las estimaciones del inciso 

(b) . (d) Obtenga la velocidad instantanea de la pelota en 1 s y 3 s. (e) Calcule 
la rapidez de la pelota en 1 s y 3 s. (f) Calcule la velocidad instantdnea cuan- 
do llega al piso. 
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Solucion 

(a) Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la 
graficadora en modo paramdtrico. Sean 

*,(/) = 2 y >>,(/) = -\6fi + 64 1 

Para determinar los valores de / de interns, en la ecuaci6n dada se con- 
sidera s — 0 y se obtiene 

-16/(r - 4) = 0 

/ = 0 / = 4 

Por tanto, la pelota est£ en el piso a los 0 s y 4 s, lo que indica que 
0 < / < 4. En el rect£ngulo de inspeccidn de [0, 4] por [-25, 100],sean 
t m m = Of tm&x = 4 y / step = 0.05. Ahora se presiona la tecla I trace ] y 
despuds la tecla flecha a la izquierda mantenidndose oprimida hasta que 
el cursor estd en / = 0. La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora 
con su nueva apariencia. Presione la tecla flecha a la derecha y observe 
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia 
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2. 

(b) A1 aproximar el valor de y como 64 y el valor de / como 2 cuando la pe- 
lota esta en su punto m£s alto, se estima que la pelota alcanzara su al- 
tura maxima de 64 pie a los 2 s. 

(c) Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula v(/), el numero de pies por segundo de la velocidad instantinea 

ds 

de la pelota a los t segundos. Como v(0 = — , 

v« = -32/ + 64 (2) 

Debido a que la pelota alcanzara su altura maxima cuando el sentido 
del movimiento cambia, esto es, cuando v(f) = 0, se sustituye v(/) por 
0 en la ecuacion (2) y se obtiene 

-32/ + 64 = 0 
/ = 2 

De la ecuaci6n de movimiento cuando / = 2, resulta que s = 64. Por 
tanto, la pelota alcanza su maxima altura en el punto a 64 pie del punto 
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in- 
ciso (b). 

v(l) = -32(1) + 64 <=> v(l ) = 32; de modo que al final de Is la pelo- 
ta se eleva con una velocidad instantdnea de 32 pie/s. v(3) = -32(3) + 
64 <=> v(3) = -32; de manera que al final de 3 s la pelota cae con una 
velocidad instantdnea de -32 pie/s. 

| v(/) | es el numero de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los 
/ segundos; asf, |v(l)| = 32 y |v(3)| =32. 

Se determind anteriormente que la pelota llegara al piso a los 4 s. Como 
v(4) = -64, su velocidad instant^nea cuando alcance el piso sera de 
-64 pie/s. 4 

I EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, las ecua- 

ciones paramdtricas de la trayectoria de la pelota estdn dadas por 
x\(t) = 2 y y t (/) = -16/ 2 + 64/ 


(d) 

(e) 

(f) 



[0, 4] por [-25, 100] 
jc,(r) = 2, y,(/) = -16( 2 + 64/ 

FIGURA 5 


( 3 ) 
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[0,4] por [-25, 100] 
x 2 (t) = /, y 2 (t) = -I6t 2 + 64/ 

FIGURA 6 


y sus graficas se muestran en la figura 5. La ecuacidn de movimiento es 
5 = -16 / 2 + 64/ 

Para trazar la grafica de esta ecuacion en modo parametrico, se consideran 

x 2 (t) = t y y 2 (t) = -16 1 2 + 64/ (4) 

La grafica es una parabola cuyo punto mas alto, el vertice, esti en el punto 
(2, 64). La grafica se muestra en la figura 6. La velocidad v de la pelota esta 
dada por la ecuacion 



FIGURA 7 



[0, 4] por [-25, 100] 

*,(/) = 2, y x (t) = -16 1 2 + 64 / 
x 2 (t) ~ t , ? 2 (/) — -16/ 2 + 64/ 
-* 3 (/) = /, > 3 (/) - -32/ + 64 

FIGURA 8 



v = -32/ + 64 

cuya grdfica es una recta que tiene pendiente negativa. Las ecuaciones pa- 
rametricas de esta ecuacion son 

A '3 (/) = / y y 3 (t) = -32/ + 64 (5) 

La figura 7 muestra esta recta. Refierase ahora a la figura 8 que muestra 
las graficas de los tres conjuntos de ecuaciones paramtiricas en el mismo 
rectangulo de inspection. Observe que la velocidad es cero (en el punto don- 
de la recta intersecta al eje x) cuando la pelota esta en su punto mas alto. 
Tambien observe que cuando la pelota se esta elevando, la velocidad es 
positiva, mientras que al caer, su velocidad es negativa. Ademas, la velocidad 
es siempre decreciente como lo indica la pendiente de la recta que represen- 
ta la velocidad. 

Como la rapidez de una partfcula es el valor absoluto de su velocidad, las 
ecuaciones parametricas de la rapidez de la pelota son 

*4(0 = * y > 4 W = |-32/ + 64 1 (6) 

La figura 9 presenta las graficas de (3), (4) y (6) trazadas en el mismo 
rectangulo de inspection. Observe que la rapidez es decreciente cuando la 
pelota se esta elevando, la rapidez es cero cuando la pelota alcanza su punto 
mas alto, y la rapidez es creciente cuando la pelota est& cayendo. ^ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Ahora se considerara el movi- 
miento del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4. Observe en la tabla 2 
que la velocidad parece ser decreciente cuando 0 < / < 4 y creciente 
cuando 4 < t. Este hecho puede apoyarse graficamente observando que el 
movimiento de la partfcula de los ejemplos ilustrativos 3 y 4. Cuando 
0</<2, v > 0 y la rapidez de la partfcula es decreciente; cuan- 
do 2 < / < 4, v < 0 y la rapidez de la partfcula es creciente de modo que 
para 0 < / < 4, v es decreciente. Cuando 4</<6, v<0yla rapidez 
es decreciente; cuando 6 < / < 8, v > 0 y la rapidez es creciente; de ma- 
nera que para 4 < / < 8, v es creciente. 4 


[0,4] por [-25, 100] 

JC,(f) = 2, >j(/) = -16/ 2 + 64/ 
x 2 (/) = /, > 2 (/) =-16/ 2 + 64/ 
x 4 (/) = t, > 4 (/) = (-32/ + 64 1 

FIGURA 9 


En ffsica, a la tasa de variation (o razon de cambio) instantanea de la 
velocidad se le llama aceleracion instantanea. Por tanto, si una partfcula se 
mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento 
s = /(/), donde a los t segundos la velocidad instantanea es v metros por 
segundo y la aceleracion instantanea es a metros por segundo por segundo, 
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entonces a es la primera derivada de v con respecto a / o, equivalentemente, la 
segunda derivada de s con respecto a / ; esto es, 


v 

a 


ds_ 

dt 


dv 

dt 


<=> a 


d 2 s 
dt 2 


Cuando a > 0, v es creciente, y cuando a < 0, v es decreciente. Cuando 
a = 0, v no est& cambiando. Como la rapidez de la particula a los t segun- 
dos es | v(t) | m/s, se tienen los resultados siguientes: 


(i) Si v > 0 y a > 0, entonces la rapidez es creciente. 

(ii) Si v > 0 y a < 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iii) Si v < 0 y a > 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iv) Si v < 0 y a < 0, entonces la rapidez es creciente 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Para el movimiento rectili- 
neo del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4, 

5 = z 3 - \2t 2 + 36/ - 24 

v = => V = 3t 2 - 24/ + 36 

dt 

a = a = 6t - 24 

dt 

Por tanto, a ~ 6(/ - 4); de modo que para 0 < / < 4, a < 0, y para 
4 < / < 8, a > 0. Estos resultados son consistentes con la discusion del 
ejemplo ilustrativo 6. 4 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la pelota del ejemplo 2 

s = -16 1 2 + 64/ y v - -32/ + 64 
La aceleracion de la pelota es a pies por segundo por segundo donde 

a = ~ => a = -32 

dt 

Por tanto, la aceleracion es -32 pies/s 2 . Esta aceleracion constante de la pe- 
lota en la direccion hacia abajo, ya sea que la pelota suba o baje, se debe a la 
fuerza de gravedad. 4 


► EJEMPLO 3 Una particula se mueve a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo a la ecuacion 

s = It 2 - t 3 t > 0 (7) 

donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los / 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantanea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleracidn instantanea a los / segundos, en- 
cuentre v y a en terminos de /. Describa la posicion y movimiento de la par- 
ticula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la particula 
se mueve a la izquierda, y en los que se mueve a la derecha, los intervalos 
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en los que la velocidad es creciente y en los que es decreciente, los interva- 
ls en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posicion 
de la partfcula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo. 
Muestre el comportamiento del movimiento mediante una figura analoga a 
la figura 2. 

Solution Como s = 3t 2 ~ t 3 y V = 

dt 

v = 6/ - 3 1 2 (8) 

Puesto que a = — * 

M dt 

a = 6 - 6t (9) 

Ahora se determinaran los valores de t cuando alguna de las cantidades s’, v 
o a es cero. De (7), 

5 = 0 cuando t - 0 o t = 3 

De (8), 

v = 0 cuando t = 0 o t = 2 

De (9), 

a - 0 cuando t = 1 

La tabla 3 muestra los valores de 5, v y a cuando t es igual a 0, 1, 2 y 3. 
Tambien se ha indicado el signo de s, v y a en los intervalos de t sin incluir a 

0, 1, 2 y 3. Entonces se puede hacer una conclusion acerca de la posicion y 

del movimiento de la partfcula para los diferentes valores de t. 


Tabla 3 




s 

V 

a 

Conclusion 

/ = 0 


0 

0 

6 

La partfcula esta en el origen. La velocidad es 0 y es creciente. La 
rapidez es creciente. 

0 < / < 

1 

+ 

+ 

+ 

La partfcula esta a la derecha del origen y se mueve hacia la 
derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

/ = 1 


2 

3 

0 

La partfcula estd a 2 metros a la derecha del origen y se mueve 
hacia la derecha a 3 m/s. La velocidad no cambia, de modo que 
la rapidez tampoco. 

1 < t < 

2 

+ 

+ 


La partfcula estd a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la derecha. La velocidad es decreciente. La rapidez es de- 
creciente. 

t -2 


4 

0 

-6 

La partfcula esta a 4 metros a la derecha del origen y cambia el 
sentido de su movimiento de -derecha a izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es decreciente. 

2 < t < 

3 

+ 



La partfcula estd a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es 
creciente. 

t = 3 


0 

-9 

-12 

La partfcula esta en el origen y su movimiento es hacia la izquierda 
a 9 m/s. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 

3 < t 





La partfcula esta a la izquierda del origen y su movimiento es hacia 
la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 


La figura 10 presenta el movimiento de la partfcula a lo largo de la rec- 
ta horizontal. El comportamiento de la partfcula, descrito en la tabla 3, se in- 
dica sobre la recta donde las flechas senalan el sentido del movimiento de la 
partfcula sobre el eje horizontal. ^ 
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t = 3 

—4 • < • t = 2 

| t = 1 

t = 0 4 >--■ -» -# t = 2 

1 • 1 * 1 4 ► 

-10 12 3 4 

FIGURA 10 

Los resultados del ejemplo 3 se pueden apoyar al simular el movimien- 
to de la partfcula en la graficadora, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 3 
para el movimiento del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. En el ejercicio 
24 se le pedira que haga esto. 


► EJEMPLO 4 Una partfcula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuacion de movimiento 


s= - 

2 t + ] 


donde s metros es la distancia dirigida de la partfcula desde el origen a los t 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantdnea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleracion instantanea de la partfcula a los t 
segundos, determine t, s y v cuando a = 0. 


Solucion 

V — — 

dt 

= t + 


(i + D 2 
Al considerar a = 0 se tiene 

(* + P 3 - 8 _ n 
<r + l ) 3 ~ 

, (I + l) 3 = 8 


_ dv 
dt 

= 1 - 


0 + l) 3 


De donde el unico valor real de t se obtiene de la rafz cubica principal de 8, 
de modo que t + 1=2; esto es, t = 1 . Cuando t = 1 , 


* = \o ) 2 + 

= 2.5 


4 ■ 1 
1 + 1 


v = 1 + 


= 2 


(1 + l ) 2 


Conclusion: La aceleracion es 0 en 1 s cuando la partfcula esta a 2.5 

del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 m/s. 


EJERCICIOS 2.5 


En los ejercicios 1 a 8, una particula se mueve a lo largo de una 
recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn indicada, donde s me- 
tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos . 
Determine la velocidad instantdnea v(t) metros por segundo a 
los t segundos, despues calcule v(t x ) para el valor particular de t v 


1. s = it 2 + 1; /, = 3 

2. s = 8 - t 2 ;t, ='5 


▲ B 
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5. s = 2/ 3 - t 2 + 5; = -1 

6, s = 4 1 3 + 2t - l;t } = j 


7- ^ = -2L - ; fj = 0 

4 + r 1 

8. j = i + 4-; *i = 2 

f t 2 1 


£« los ejercicios 9 a 14, una particula se desplaza a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn indicada, donde s 
metros es la distancia dirigida a partir del punto 0 a los t 
segundos. El sentido positivo es hacia la derecha. Determine los 
intervalos de tiempo en los que la particula se mueve hacia la 
derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. Tambien de- 
termine ddnde la particula cambia su direccidru Muestre el com- 
portamiento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 2, y elija valores de t al azar pero incluya los valores de 
t cuando la particula cambia de sentido. Apoye sus resultados 
simulando el movimiento de la particula en la graficadora . 

9. s = f 3 + 3t 2 - 9t + 4 


10. s = 2/ 3 — 3 1 2 - 12/ + 8 

11. /= |r 3 + |f 2 - 2t + 4 

12. * = —L— 13. j 

1 + t 2 


t 

9 + t 2 


15. Para el movimiento rectilmeo del ejercicio 9, trace en el 
mismo rectingulo de inspecci6n la recta y = 2 sobrelacual 
se desplaza la particula realmente y una curva la cual re- 
presente una amplificacidn del movimiento de la particula, 
semejante a la del ejemplo ilustrativo 4. Apoye los resul- 
tados del ejercicio 9 visualizando la particula que se mueve 
sobre la curva (la cual no es en realidad la trayectoria de la 
particula). Dibuje lo que ve en la pantalla de la graficadora 
y describa el movimiento de la particula sobre la curva. 

16. Siga las instrucciones del ejercicio 1 5 para el movimiento 
rectilfneo del ejercicio 10. 

Para los ejercicios 17 a 21, utilice la siguiente ecuacidn 
de movimiento para un objeto que se mueve sobre una 
recta vertical y sujeto sdlo a la fuerza de gravedad, donde 
el sentido (o direccidn) positivo es hacia arriba: 


s- -I6t 2 + v 0 / + s 0 


( 10 ) 


donde s pies es la altura del objeto a los t segundos, s 0 pies es la 
altura inicial del objeto y v 0 pies por segundo es su velocidad 
inicial. 

17. Una piedra cae desde un edificio de 256 pie de altura. 

(a) Utilice (10) para escribir una ecuacidn del movimiento 
de la piedra y simule este movimiento en la graficadora. 

(b) Determine la velocidad instantanea de la piedra en 1 s y 
2 s. (c) Determine el tiempo que le tomard a la piedra lie- 
gar al piso. (d) ^Cu^l es la rapidez de la piedra cuando 
llega al piso? 



18. En un teatro, la base de un candil esta a 1 60 pie de altura 
sobre el piso del vestfbulo. Suponga que el fantasma de 
la dpera suelta el candil y lo deja caer desde el reposo has- 
ta estrellarse en el piso. (a) Utilice (10) para escribir una 
ecuacidn del movimiento del candil y simule su movimien- 
to en la graficadora. (b) Determine la velocidad instanta- 
nea del candil en 1 s y en 1.5 s. (c) Determine el tiempo que 
le tomard al candil llegar hasta el piso. (d) i Cu£l es la rapi- 
dez del candil cuando llega al piso? 



19. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fantas- 
ma es capaz de darle al candil una velocidad inicial de 
48 pie/s. 

20. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
piso con una velocidad inicial de 32 pie/s. (a) Emplee (10) 
para escribir una ecuacidn del movimiento de la pelota y 
simule este movimiento en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegard la pelota y cuanto tiempo le tomarS llegar 
hasta su punto mas alto, (c) Confirme analfticamente las 
estimaciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad 
instantanea de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s. (e) Determi- 
ne la rapidez de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s (f) Deter- 
mine la rapidez de la pelota cuando 6sta llega al piso. 
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21. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 560 pie/s. (a) Utilice (10) para escribir 
una ecuacidn del movimiento de la piedra y simule este 
movimiento en la graficadora. (b) Estime que tan alto lle- 
gara la piedra y cudnto tiempo le tomard llegar hasta su 
punto mas alto, (c) Confirme analfticamente las estima- 
ciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad instan- 
t£nea de la piedra en 10 s y en 25 s. (e) Determine la 
rapidez de la piedra en 10 s y en 25 s. (f) Determine 
la rapidez de la piedra cuando 6sta llega al piso. 

22. Para la pelota del ejercicio 20, haga lo siguiente: (a) Trace 
en el mismo rectangulo de inspection la trayectoria de 
la pelota, la grafica de la ecuacion de movimiento y la 
gr&fica de la ecuacirin que expresa la velocidad instan- 
t&nea v como una funcidn de t. Dibuje lo que ve en la 
pantalla de la graficadora y describa por que esta 
visualization apoya la respuesta del inciso (b) del ejer- 
cicio 20. 

23. Siga las instrucciones del ejercicio 22 para la piedra del 
ejercicio 21. 

24. Simule el movimiento de la particula del ejemplo 3 en la 
graficadora. Explique por qu6 esto apoya los resultados 
del ejemplo 3. 

En los ejercicios 25 y 26, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion indicada, donde s pies es 
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo en el que la aceleracidn ins- 
tantdnea es cero, despues determine la distancia dirigida de 
la particula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese 
tiempo. 

25. 5 = if 3 - \t 2 + 2t + 1; t > 0 

26. 5 = 2r 3 - 6t 2 + 3t - 4; t > 0 

En los ejercicios 27 y 28, una particula se desplaza a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacidn indicada donde a los t 
segundos, s metros es la distancia dirigida de la particula des- 
de el origen , v metros por segundo es la velocidad instantd- 
nea de la particula y a metros por segundo por segundo es la 
aceleracidn instantdnea de la particula. Determine v y a en 
terminos de t. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que 
proporcione una description de la posicion y del movimiento de 
la particula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en 
los que la particula se mueve hacia la derecha y en los que se 
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los 
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente , y la po- 
sition de la particula con respecto al origen durante estos in- 
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento 
mediante una figura similar a la figura 10. 

27. s = i 3 - 9t 2 + 15l; t a 0 

28. s = i/ 3 - It 1 + 6/ - 2; / ;> 0 

29. Simule el movimiento de la particula del ejercicio 27 en la 
graficadora y explique por que esto apoya sus resultados. 

30. Simule el movimiento de la particula del ejercicio 28 en la 
graficadora y explique por qu6 esto apoya sus resultados. 


31. En la ecuacion (10), el coeficiente -16 de t 2 es igual a 
^ (—32) donde -32 pie/s 2 es la aceleracion debida a la 
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver- 
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten- 
cia del aire no se considera. Como la aceleracion debida a 
la gravedad de la Luna es -5.5 pie/s 2 , la ecuacion de mo- 
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta 
vertical cercano a la superficie de la Luna es 

s = -2.75r 2 + v 0 f + s 0 

Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la 
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 s. Despu6s 
un segundo astronauta, en la parte inferior del risco, toma 
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta. 
(a) <,Cu£l es la altura del risco? (b) ^Con qu6 velocidad 
llega la piedra al piso? (c) ^Con qu6 velocidad, por lo me- 
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo 
que le llegue al primero? 



32. En lugar de la Luna, suponga que los dos astronautas del 
ejercicio 3 1 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera- 
cion debida a la gravedad es de -12 pie/s 2 . Escriba la 
ecuacion correspondiente al movimiento y responda las 
mismas preguntas que en el ejercicio 31, considerando 
ahora que la piedra llega al piso en 3 s. 

33. Suponga que un corredor en una carrera de 100 metros 
est4 a s metros de la linea de meta t segundos despues del 
inicio de la carrera, donde 

s = 100 - i(» 2 + 33r) 

Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera, 
y (b) cuando el corredor cruza la lmea de meta. 





2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACION 145 


34. Si se empuja una pelota en un piano inclinado con una ve- 
locidad inicial de 24 pie/s, entonces s - 24 1 + 10r 2 , don- 
de s pies es la distancia de la pelota desde el punto inicial a 
los t segundos, y la direccibn positiva se considera hacia 
abajo sobre el piano inclinado. (a) ^CuaJ es la velocidad 
instantanea de la pelota a los t ] segundos? (b) ^Cuanto 
tardara la velocidad en llegar a 48 pies/s? 

35. Se golpea una bola de billaj de modo que se desplaza en 
lfnea recta. Si s centfmetros es la distancia de la bola des- 
de su posicibn inicial a los t segundos, entonces 
s = 100 1 2 + 100 1. Si la bola golpea una banda que se 
encuentra a 39 cm de su position inicial, ^a que velocidad 
la golpea? 



36. Dos partfculas, A y B , se mueven hacia la derecha sobre una 
recta horizontal. Ellas inician su movimiento en un punto 
0, s metros es cada distancia dirigida de cada partfcula des- 
de 0 a los t segundos, y las ecuaciones de movimiento son 

s - 4/ 2 + 5 1 (para la particular) 

s = It 2 + 3 1 (para la partfcula B) 

Si t = 0 en el inicio, ^para que valores de t la velocidad de 
la partfcula A excedera la velocidad de la partfcula B1 


2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACION 

En la section 2.5 se dijo que si una partfcula se mueve a lo largo de una 
recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento s = /(/), entonces la velo- 
cidad de la partfcula a las / unidades de tiempo esta determinada por la de- 
rivada de s con respecto a t. Este concepto de velocidad en el movimiento 
rectilfneo corresponde al concepto mas general de tasa instantanea de varia- 
tion ; esto es, la tasa de variacion de s por unidad de variacion de t es la de- 
rivada de s con respecto a t. 

De manera semejante, si una cantidad y es funcion de una cantidad x y se 
puede expresar la tasa de variacion de y por unidad de variacion de x. Esta 
discusion es analoga a la discusion de la pendiente de la recta tangente a la 
grafica y a la de la velocidad instantdnea de una partfcula que se mueve a lo 
largo de una recta. 

Si la relacion funcional entre yyx est& dada por 

y = /(•*) 

y si x varia del valor x\ al x\ + Ax, entonces y varia de f(x[) a f{x\ + Ax). 
De modo que la variacion de y, denotada por Ay, es f(x\ + Ax) - f(x x ) 

cuando la variaci6n de x es Ax, La tasa promedio de variacion de y por 

unidad de variaci6n de x, conforme x varia de x A a X[ + Ax, esta dada por 

fix | + Ax) - /(x i ) Ay m 

Ax Ax w 

Si el lfmite de este cociente existe cuando Ax — » 0, este lfmite es el que se 
considera como la tasa instantanea de variacion de y por unidad de variacion 
de x en xj. En consecuencia, se tiene la definicion siguiente. 


2.6.1 Definicion de tasa de variacion instantanea 


Si y - f(x), entonces la tasa de varfacidn instantanea de y por 
unidad de variacion de x en Xi es / r (xi) o, equivalentemente, la de- 
ri vada de y con respecto a x en . si 6sta existe. 

Para ilustrar esta definicion geombtricamente, sea f(xO la tasa instan- 
tanea de variacion de y por unidad de variacion de x en x\. Entonces, si f%x\) 
se multiplica por Ax (la variacion de x), el producto es la variacion que ocu- 
rriria en y si el punto (x, y) se desplazara a lo largo de la recta tangente a 
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y 



(jcj, yj) de la grdfica de y - /(jc). Vea la figura 1. La tasa promedio de va- 
riaci6n de y por unidad de variation de x estd dada por la fraction en (1), y 
cuando esta fracci6n se multiplica por Ajc, el producto es Ay, la cual es la 
variaci6n real de y causada por una variation Ajc en jc cuando el punto (jc, y) 
se mueve a lo largo de la grafica. 


► EJEMPLO I Sea V(jc) centimetros cubicos el volumen de un 
cubo cuyas aristas miden jc centimetros, medidas con cuatro digitos signi- 
ficativos. En una calculadora obtenga la tasa promedio de variaci6n de V(jc) 
con respecto a jc conforme jc varia de (a) 3.000 a 3.200; (b) 3.000 a 3.100; 

(c) 3.000 a 3.010; (d) 3.000 a 3.001. (e) ^Cual es la tasa instantanea de varia- 
tion de V(jc) con respecto a jc cuando jc = 3.000? 

Solucion 

La tasa promedio de variacidn de V(x) con respecto a x cuando x varia de xy a 
jci + Ajc es 


V(*i + Ax)-V(xQ 
Ajc 


(a) JC! = 3.000, Ajc = 0.200 

K(3.200) - V (3.000) 
0.200 


(3.200) 3 - (3.000) 3 
0.200 

28.84 


(b) jc! = 3.000, Ajc = 0.100 


V ( 3 . 100 ) - V ( 3 . 000 ) 
0.100 


( 3 . 100) 3 - ( 3 . 000) 3 
0.100 


= 27.91 


(c) JC! = 3.000, Ajc = 0.010 

V (3.010) - F(3.000) _ (3.010) 3 - (3.QOO) 3 
0.010 ” 0.010 
= 27.09 

(d) jc! = 3.000, Ajc = 0.001 

V (3.001) - V (3.000) _ (3.001) 3 - (3.000) 3 
0.001 0.001 
= 27.01 


En el inciso (a) se ve que conforme la longitud de las aristas del cubo 
varia de 3.000 cm a 3.200 cm, la tasa promedio de variation del volumen es 
28.84 cm 3 por centimetro de variation en la longitud de las aristas. Los inci- 
sos (b)-(d) pueden interpretarse de manera semejante. 

(e) La tasa instant&nea de variation de V(x) con respecto a jc cuando x = 3 
es V'(3). 

V'(x) = 3x 2 V'(3) = 27 


Conclusion; Cuando la longitud de las aristas del cubo es de 3 cm, la tasa 
instantanea de variacidn del volumen es 27 cm 3 por centimetro de variacidn 
en la longitud de las aristas. M 
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W EJEMPLO 2 En un circuito electrico, si E volts es la fuerza 
electromotriz, / amperes es la corriente y R ohms es la resistencia, entonces 
de la ley de Ohms 

IR ~ E 


(a) Si se supone que E es una constante positiva, demuestre que / decrece a 
una tasa proporcional al inverso del cuadrado de R. (b) ^Cual es la tasa 
instantanea de variacion de I con respecto a R en un circuito electrico de 90 
volts cuando la resistencia es de 15 ohms? 


Soluci6n 

(a) Si se resuelve la ecuacion dada para /, se obtiene 
/ = £ • R~ l 


Al diferenciar I con respecto a R , se tiene 


dl 

dR 

dl 

dR 


-E • R ~ 2 

__L 

R 2 


( 2 ) 


Esta ecuacion establece que la tasa de variaci6n de I con respecto a R 
es negativa y proporcional a i/R 2 . Por tanto, I decrece a una tasa pro- 
porcional al inverso del cuadrado de R. 

(b) De la ecuacion (2) con E = 90 y R = 15, se tiene 


dl = 90 

dR 225 

= -0.4 

Conclusion: La corriente decrece a una tasa de 0.4 amperes por ohm. A 


En economia, la variacidn de una cantidad con respecto a otra puede 
describirse mediante el concepto de variacidn promedio o del concep- 
to de variacidn marginal. El concepto de variacion promedio expresa la 
variacion de una cantidad sobre un intervalo de valores de una segunda 
cantidad, mientras que el concepto de variacion marginal es la variacion 
instantanea de la primera cantidad que resulta de una pequena unidad de 
variaci6n de la segunda cantidad. Se inician los ejemplos en economia con 
la deflnici6n de costo promedio y costo marginal . 

Suponga que C(x) es el costo total para producir x unidades de un ar- 
ticulo. La funcion C se denomina funcion de costo total. En circunstancias 
normales x y C(x) son positivos. Debido a que x representa la cantidad de 
unidades de un articulo, usualmente x es un numero entero no negativo. Sin 
embargo, a fin de aplicar el Calculo, se supondra que * es un numero real no 
negativo para satisfacer los requerimientos de continuidad de la funcion C. 

El costo promedio de produccion de cada unidad de un articulo se ob- 
tiene al dividir el costo total entre el numero de unidades producidas. Si Q(x) 
dolares es el costo promedio, entonces 


Q(x) = 


C(x) 

x 


y Q se conoce como funcion de costo promedio. 
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Ahora suponga que el numero de unidades producidas es x\, y que se 
incrementa en Ajc. Entonces la variacion del costo total esta determinado 
por C(jcj + A*) - C(jq), y la variacion promedio en el costo total con res- 
pecto a la variacion del numero de unidades producidas esta dado por 

C(xj + Ajc) - C(*i) 

Ajc 

Los economistas utilizan el termino costo marginal para el limite de este 
cociente cuando Ajc tiende a 0, suponiendo que el limite existe. Este limite, 
que es la derivada de C en jq, establece que el costo marginal, cuando 
jc = jcj, esta dado por C'(jci), si existe. La funcion C' recibe el nombre de 
funcion de costo marginal, y C'(jq) puede interpretarse como la tasa de va- 
riacion del costo total cuando se producen jc j unidades de cierto artfculo. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Supongase que C( jc) dola- 

res es el costo total por la fabricacion de jc juguetes, y que 
C{x) = 110 + Ax + 0.02x 2 

(a) La funcion de costo marginal es C y esta defmida por 

C'(jc) = 4 + 0.04 jc 

(b) El costo marginal cuando jc = 50 es C'(50), y 

C'(50) = 4 + 0.04(50) 

= 6 

Conclusion: La tasa de variacidn del costo total, cuando se fabrican 

50 juguetes, es $6 por juguete. 

(c) El numero de ddlares del costo real de fabricacion del juguete 51 es 
0(5 1) - C(50),y 

C(51) - C(50) = [110 + 4(51) + 0.02(5 1) 2 ] - [110 + 4(50) + 0.02(50) 2 ] 
= 366.02 - 360 
= 6.02 

Observe que las respuestas de (b) y (c) difieren por 0.02. Esta discrepancia 
es debida a que el costo marginal es la tasa instantanea de variacion de C(jc) 
con respecto a una variacion de una unidad de jc. En consecuencia, C'(50) es 
el numero aproximado de dolares del costo de fabricacion del juguete 51. ^ 

Note que el calculo de C(50) en el ejemplo ilustrativo 1 es mas simple 
que calcular C(51) - C(50). Con frecuencia, los economistas aproximan 
el costo de produccion de una unidad adicional utilizando la funcion de 
costo marginal. 

Especificamente, C\k) ddlares es el costo aproximado de la (k + l)-esi- 
ma unidad despues de que las primeras k unidades se han producido. 

Otra funcion importante en econorma es la funcion de ingreso total, 
denotada por R , la cual est£ definida por 

R(x) - px 

donde R(x) ddlares es el ingreso total recibido cuando se venden jc unidades 
a p ddlares por unidad. 
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El ingreso marginal, cuando x = xj, esta determinado por tf'(xj), 
si existe. La funcion R ' se denomina funcion de ingreso marginal. tf'(xj) 
puede ser positivo, negativo o cero, y puede interpretarse como la tasa de 
variacion del ingreso total cuando se vendenxj unidades. R'(k ) dolares es el 
ingreso aproximado por la venta de la (k + l)-esima unidad despues de que 
las primeras k unidades se han vendido. 


^ EJEMPLO 3 Suponga que #(x) ddlares es el ingreso total por 
la venta de x mesas, y que 

R(x) = 300* -lx 2 

Determine (a) la funcion de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal cuan- 
do x = 40; (c) el ingreso real por la venta de la mesa 41 . 

Solucion 

(a) La funcion de ingreso marginal es R' y esta definida por 


R'(x) = 300 - x 


(b) El ingreso marginal cuando x = 40 esta dado por /?'(40), y 

fl'(40) = 300 - 40 
= 260 


Conclusion: La tasa de variacion del ingreso total cuando se han 

vendido 40 mesas es $260 por mesa. 


(c) El numero de dolares del ingreso real por la venta de la mesa 41 es 
R( 41) - tf(40), y 


R( 41) - R( 40) = 


300 ( 41 ) 


(41) 2 


300 ( 40 ) 


( 40) 2 


= 1 1 459.50 - 1 1 200 
= 259.50 


Conclusion: El ingreso real por la venta de la mesa 41 es $259.50. 4 


Observe que en el inciso (b) del ejemplo 3 se obtuvo '(40) = 260, y 
$260 es una aproximacion del ingreso recibido por la venta de la mesa 41, el 
cual es $259.50, segun el inciso (c). 

Como /'( jc) proporciona la tasa instantanea de variacion de f(x) con 
respecto a x , /"(*), la cual es la derivada de f\x), proporciona la tasa ins- 
tantanea de variacion de /'(*) respecto a x. Adem£s, si (x, y) es cualquier 


dy 

punto de la grafica de y = /(x), entonces -f 1 proporciona la pendiente 

dX d 2 y 

de la recta tangente a la grafica en el punto (x, y). Por tanto, -p-j es la 

tasa de variacion de la pendiente de la recta tangente con respecto a x en el 
punto (x, y). 


► 


EJEMPLO 4 Sea m(x) la pendiente de la recta tangente a la curva 


y = x 3 - 2x 2 + x 
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en el punto (jc, y). Determine la tasa instantanea de variacirin de m{x) con 
respecto a jc en el punto (2, 2). 

Solution 


m(x) = 


dy_ 

dx 


= 3x 2 - 4x + l 


La tasa instantanea de variacion de m(x) con respecto a jc esta determinada 

d 2 y 

por m'(x) o, equivalentemente. 


m '(y\ - 2 

( > ~ dx 2 


= 6x - 4 


En el punto (2, 2), Lr = 8. 

dx 1 


◄ 


EJERCICIOS 2.6 


1. Sea A(jc) centimetres cuadrados el area de un cuadrado 
cuyos lados miden x centimetres, medidos con cuatro cifras 
significativas. En la calculadora obtenga la tasa promedio 
de variacion de A(jc) con respecto a x cuando jc varia 
(a) de 4.000 a 4.600; (b) de 4.000 a 4.300; (c) de 4.000 a 
4. 100; (d) de 4.000 a 4.050. (e) ^Cudl es la tasa instantanea 
de variacion de A(;c) con respecto a jc cuando jc = 4.000? 

2. El largo de un rect£ngulo mide 4 pulg mas que su ancho, y 
las 4 pulg de diferencia se mantienen conforme el rect£n- 
gulo aumenta de tamano. Sea A(w) pulgadas cuadradas el 
area del rectangulo cuyo ancho es de w pulgadas, medido 
con cuatro cifras significativas. En la calculadora obtenga 
la tasa promedio de variacion de A(w) con respecto a w 
cuando w varia (a) de 3.000 a 3.200; (b) de 3.000 a 3.100; 
(c) de 3.000 a 3.010; (d) de 3.000 a 3.001. (e) i,Cual es la 
tasa instantanea de variacion de AO) con respecto a w 
cuando w = 3.000? 

3. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energfa 
radiante de acuerdo con la formula R = kT 4 , donde R es 
la medida de la tasa de emision de energfa radiante por 
unidad cuadrada de area, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Determine 
(a) la tasa promedio de variacion de R con respecto a T 
cuando T se incrementa de 200 a 300; (b) la tasa instanta- 
nea de variacion de R con respecto a T cuando T = 200. 

4. Suponga que un cilindro circular recto tiene una altura 
constante de 10.00 pulg. Sea V pulgadas cubicas el volu- 
men del cilindro circular recto, y r pulgadas el radio de su 
base. Determine la tasa promedio de variacion de V con 
respecto a r cuando r varia de (a) de 5.00 a 5.40; (b) de 
5.00 a 5.10; (c) de 5.00 a 5.01. (d) Determine la tasa 
instantanea de variacion de V con respecto a r cuando 
r = 5.00. 

5. Sea r pulgadas el radio de un plato metalico circular de 
area A(r) pulgadas cuadradas y circunferencia de C(r) pul- 


gadas. Si el calor expande el plato, determine (a) la tasa 
instantanea de variacion de A(r) con respecto a r, y (b) la 
tasa instantanea de variacion de C(r) con respecto a r. (c) 
Compare las respuestas de los incisos (a) y (b) y explique 
en cu£nto difieren estas tasas. 

6. Un solido consiste de un cilindro circular recto y una se- 
miesfera en cada extremo, y la longitud del cilindro es el 
doble de su radio. Sean r unidades el radio del cilindro y de 
las semiesferas y V(r) unidades cubicas el volumen del 
sdlido. Determine la tasa instantanea de variacion de V{r) 
con respecto a r. 

7. Sean jc la longitud total del sdlido del ejercicio 6, y V(jc) 
unidades cubicas el volumen del solido en terminos de jc. 
Determine la tasa instantanea de variacion de V{x) con 
respecto a jc. 

8. La ley de Boyle para la expansidn de un gas es PV = C, 
donde P unidades de fuerza por unidad cuadrada de £rea 
es la presion, V unidades cubicas es el volumen del gas y 
C es una constante. (a) Muestre que V decrece a un tasa 
proporcional al inverso del. cuadrado de P. (b) Determine 
la tasa instantanea de variacion de V con respecto a P cuan- 
do P - 4 y V = 8. 

9. La temperatura de una persona es f{t) grados Fahrenheit 
t dfas despues de adquirir una enfermedad que dura 10 
dfas, donde 

/(f) = 98.6 + 1.2 f - 0.12f 2 0 s f < 10 

(a) Determine la tasa de variacion de/(r) con respecto a t 
cuando 0 < t < 10. £Cu£l es la temperatura de la perso- 
na y la tasa de variacion de la temperatura cuando la per- 
sona ha estado enferma por (b) 3 dfas, y (c) 8 dfas? 
(d) Trace la grafica de /, estime cuando la temperatura es 
un maximo asf como la temperatura maxima. 
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10. Suponga que un tumor del cuerpo de una persona tiene 
forma esferica. Determine la tasa de variacion del volu- 
men del tumor con respecto a su radio cuando este mide 
(a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

11. Una bacteria tiene forma esferica. Determine la tasa de 
variacidn del volumen de la bacteria con respecto al radio 
cuando este mide (a) 1 .5 pm (micras), y (b) 2 pm. 

12. Para el tumor del ejercicio 10, determine la tasa de variacidn 
del £rea de la superficie del tumor con respecto al radio 
cuando este mide (a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

13. Para la bacteria del ejercicio 1 1, determine la tasa de varia- 
cion del £rea de la superficie de la bacteria con respecto al 
radio cuando este mide (a) 1.5 pm (micras), y (b) 2 pm. 

14. Se vierte arena en un monticulo de forma cdnica de modo 
que la altura de este es el doble de su radio. Determine la 
tasa de variacidn del volumen del monticulo con respecto 
al radio cuando la altura de este es (a) 4 m, y (b) 8 m. 

15. Una masa de aire frio se aproxima a un campus univer- 
sitario de modo que si la temperatura es T(t) grados 
Fahrenheit t horas despuSs de la media noche, entonces 

T(t) = 0.1(400 - 40i + r 2 ) 0 < / s 12 

(a) Determine la tasa promedio de variacion de T(t) con 
respecto a t entre 5 a.m. y 6 a.m. (b) Determine la tasa ins- 
tanfenea de variacion de T(t ) con respecto a t a las 5 a.m. 

16. Se estimo que un trabajador en una tienda donde se fabri- 
can marcos para pinturas puede pintar y marcos x horas 
despues de comenzar a trabajar a las 8 a.m., donde 

y - 3x + 8x 2 - x 3 0 < x <, 4 

(a) Determine la tasa a la que el trabajador esfe pintando a 
las 10 a.m. (b) Determine el numero de marcos que el 
trabajador pintara entre las 10 y las 1 1 a.m. 

17. Se esfe extrayendo el agua de una piscina y el volumen del 
agua, despues de t minutos de iniciada la extraccidn, es 
V(t) litres, donde V(i) = 250 (1600 - 80t + r 2 ). (a) De- 
termine la tasa promedio de la salida del agua de la pis- 
cina durante los 5 primeros minutos, y (b) ^que tan rapido 
sale el agua de la piscina 5 minutos despues de iniciada la 
extraccidn? 

18. Se lanza una piedra a un charco, gener^ndose ondas 
circulares comfentricas. Determine la tasa de variacidn del 
area de la superficie afectada cuando su radio es (a) 4 cm, 
y (b) 7 cm. 

19. El numero de ddlares del costo total de fabricacidn de x 
relojes en cierta fabrica est£ dado por C(x) = 1500 + 
3x + x 2 . Determine (a) la funcion de costo marginal; 

(b) el costo marginal cuando x - 40; (c) el costo real de 
fabricacidn del reloj 41. 

20. El ingreso total recibido por la venta de x escritorios 
es R{x) ddlares, donde R(x) = 200* - jx 2 . Determine 
(a) la funcidn de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal 
cuando * = 30; (c) el ingreso real por la venta del escri- 
torio 3 1 . 


21. Si R(x) ddlares es el ingreso total recibido por la venta de 
x equipos de televisidn, donde R(x) = 600jc - -L * 3 , de- 
termine (a) la funcidn de ingreso marginal; (b) el ingreso 
marginal cuando x = 20; (c) el ingreso real por la venta 
del equipo de televisidn 21. 

22. Si C( x) dolares es el costo total por fabricar * pisapape- 
les, y 

C(*) = 200 + -^ + 

X 5 

determine (a) la funcidn de costo marginal; (b) el costo 
marginal cuando x = 10; (c) el costo real por la fabrica- 
ci6n del onceavo pisapapeles. 


En los ejercicios 23 a 25, se utiliza el concepto de tasa relativa 
definido como sigue: si y - f(x), la tasa relativa de variacion 


de y con respecto a x en x ] esta determinada por 
equivalentemente, y evaluada enx = x x . 


/'(*]) 
fix i) 


23. Las utilidades anuales brutas de una compama t anos des- 
pu6s del lo. de enero de 1994 es p millones de ddlares, 
donde p = 1 1 2 + 2f + 10. Determine (a) la tasa a la que 
las utilidades brutas crecieron el lo. de enero de 1996; 
(b) la tasa relativa de crecimiento de las utilidades brutas 
el lo. de enero de 1996 con aproximacidn del 0.1 %; (c) la 
tasa a la que las utilidades brutas crecerdn el lo. de enero de 
2000; (d) la tasa relativa de crecimiento prevista de las 
utilidades brutas el lo. de enero de 2000 con aproxima- 
cion del 0.1 %. 


24. Cierta compama inici6 sus operaciones el lo. de abril 
de 1993. Las utilidades anuales brutas de la compa- 
nfa despues de t ahos de operacidn son p dolares, donde 
p - 50000 + 18 000/ - 600f 2 . Determine (a) la tasa a la 
que crecieron las utilidades brutas el lo. de abril de 
1995; (b) la tasa relativa de crecimiento de las utilida- 
des brutas el lo. de abril de 1995 con aproximacion del 
0.1 %; (c) la tasa a la que creceran las utilidades brutas 
el lo. de abril de 2003; (d) la tasa relativa de crecimien- 
to prevista de las utilidades brutas el lo. de abril de 2003 
con aproximacidn del 0.1 %. 

25. Suponga que el numero de personas de la poblacidn de 
cierta ciudad t anos despuSs del lo. de enero de 1995 se 
espera que sea 40 1 2 + 200 1 + 1 0 000. Determine (a) la tasa 
a la que se espera crezca la poblacidn el lo. de enero de 
2004; (b) la tasa relativa de crecimiento esperada de la 
poblacion el lo. de enero de 2004 con aproximacion del 
0.1 %; (c) la tasa a la que la poblacion se espera que crez- 
ca el lo. de enero de 2010; (d) la tasa relativa de creci- 
miento prevista de la poblacidn el lo. de enero de 2010 
con aproximacidn del 0.1 %. 

26. Sea r el reciproco de un numero n. Determine la tasa ins- 
tantdnea de variacidn de r con respecto a n y la tasa relati- 
va de variacion de r por unidad de variacion de n cuando n 
es igual a (a) 4, y (b) 10. 

27. Las utilidades de una tienda que vende al menudeo son 
lOOy ddlares cuando se gastan diariamente x d6 lares en 
publicidad y y - 2500 + 36x - 0.2x 2 . Utilice la deri- 
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vada para determinar si seria ventajoso que se incremen- 
tase el presupuesto para publicidad si £ste es dc (a) $60, y 
(b) $300, (c) <\Cual es el valor mdximo para * bajo el cual * 
es ventajoso incrementar el presupuesto de publicidad? 

28. La ecuacion de oferta para cierto tipe de playeras es 
x = 3 p 1 + 2 p, donde p ddlares es el precio rebajado por 
playera cuando se ofrecen lOOftv, (a) Determine la tasa 
pmmedio de variacidn de la oferta paia una variation de 
$1 en el precio rebajado cuando dste aumenta de $10 
a $11. (b) Determine la tasa instantanea (o marginal) de 
variacidn para una variacidn de $1 en el precio rebaja- 
do cuando ese precio es de$10, 

29. Calcule la pendiente de la recta tangente en cada punto de 
la grdfica de y = x 4 + * 3 - 3jt 2 donde la tasa de varia- 
tion de la pendiente es cero. 

30. Determine la tasa instantanea de variacidn de la pendiente 
de la recta tangente a la gr&fica de y = 2x J - bx 2 - 
x + 1 enel punto (3, -2). 


31. Para el derrame de petrdleo del ejercicio 53 de La seccidn 
1,8 y del ejercicio 31 de la seccidn 2.2. calcule la tasa a la 
que el radio de la abertura est£ variando a los (a) 0.4 min; 
(b) 2 min; (c) 3,2 min. 

32* Demuestre que para cualquier funcidn lineal/, la tasa pro- 
medic de variacidn d ef(x) cuando x vatfa de x A a x x + k 
es la misma que la tasa instantdnea de variacidn de/(*) 
en 

33. Demuestre que en cualquier instante (a) la razdn de la tasa de 
variacidn del &rea de un cfoculo a la tasa de variacidn del 
radio es igual a la longitud de la tircunferentia, y (b) la ra- 
zdn de la tasa de variacidn del volumen de una esfera a la 
tasa de variacidn del radio es igual al drea de la superficie 
de la esfera. 


2.7 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 



En la seccidn 1.10 se demostrd que las funciones trigonometric as son con- 
tinuas en sus respectivos dominios. En esta seccidn se demostrard que 
tambi£n son diferenciables en sus dominios. Despuds se emplearan estos 
hechos para dibujar de manera formal sus gr&ficas, las cuales se obtuvie- 
ron en los cursos previos al de C&lculo aplicando sdlo consideraciones 
intuitivas. 

Antes de calcular la derivada de la funcidn seno, trace la grdfica de 
NDER(sen x, x) en el rectdngulo de inspeccidn de [-2x t 2 k] por [-4, 4], la 
cual se muestra en la figura l. Puesto que esta gr&fica se parece a la grafica 
de la fun cion coseno, con la que se familiarizd en los cursos previos al de 
Cdlculo, puede sospecharse que la derivada de la funcidn seno es la fun- 
cidn coseno. A continuacidn se confirmara esta sospeeha anal i tic amente al 
aplicar la identidad trigonom£trica 


NDER(S«i jc, x) 


sen(n + b) - sen a cos b + cos a sen b 


( 1 ) 


FIGURA 1 


asLcomo los teoremas 1 .10.2 y 1.10,5. 
Sea/la funcidn seno, de modo que 


fix) - sen x 

De la definition de derivada, 


/W 


lim }{x + " f(x) - 

Aji— *0 Ax 


- lim 


sen(jr + Ax) - sen(*) - 
Ax 


Se emplea la formula (1) para sen(* + Ax\ por lo que 
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_ [^ m sen x cos(Ajc) + cos x sen(Ajc) - sen x 

Aj— *G 

= ljm yn ^[cqs(Ajc) - 1] cos * sen(A-v) 

A^O A* Ax— >0 A* 


= - Hm ]( . 

Ajt-^o Ajc 


( 1™ sen x ) + \ lim cos ■*) li'm — - n( - Ax ^ 
De los teoremas 1.10.5 y 1.10.2 se tiene 

Hm = Q y Ifm sentA.v) = ( 


( 2 ) 


Ax-,0 A_r " AmO Ax 

A1 sustituir de estas ecuaciones en (2) se obtiene 


<3) 


/(*} = -0 ■ sen* + cosjc ■ 1 

= COSJC 

De este modo, se ha demostrado el teorema siguiente. 


m ^ oremq Derivada de Ja funcion seno 


Q$mix) 'ts' £&&i ' 


^ £/EMPiO T Calcule/'(;c) si 
f(x) = x 2 sen x 


Soluci6n 


A1 aplicar la regia del producto se obtiene 



NDER(cos j h x) 

FIGURA 2 


f\x) = x 2 D x ($enx) + DJx 2 ) senx 

* = cosjc + 2jc sen x 4 

Ahora estA preparado para obtener la derivada de la funcion coseno T 
pero antes se trazarA la grAfica de NDER(cos jc, x) en el rectAnguIo de inspec- 
cidn de |-2 jt, 2 it] por [-4, 4] t la cual se muestra en la figura 2. La grAfica se 
parece a la grAfica de la fimcidn seno reflejada con respecto al eje jc, lo que 
sugiere que la derivada de la funcidn coseno puede ser la negativa de la fun- 
cion seno. Para confirmar esta sospecha anal i tic amente, se precede como 
con la funcidn seno. En este caso se aplicarA la identidad 

cos(a + b) = cos a cos b - sen a sen h ( 4 ) 

Si g es la funcion coseno, entonces 

g(x) - cos x 

g\x) = lim & + Ax > - S(x) 

Aj-*0 Ajc 


_ lim cos(;c + Ax) - cos JC 
Aje— *0 Ajc 
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g\x) 


Se emplea la f6rmula (4) para cos(x + Ax), de donde se tiene 


lim 

Ax->0 


cos x cos(A*) - sen * sen(A*) - cos * 
A* 


lim 

Ax— >0 


cos *[cos(A*) - l] 
A* 


„ sen x sen(A*) 

lim : 

Ax->0 Ax 


= - lim 

Ax— >0 


1 - cos(A*) j 
Ax 


[ Hm cos*) - ( lim sen*] 

\Ax-*0 ] \ Ax— >0 } 


Hm 

Ax— >0 


sen(A*) 

A* 


Si se sustituye de las ecuaciones (3) en (5) se obtiene 

g'(jc) = —0 * cos * — sen* • 1 
= -sen* 

De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


( 5 ) 


2.7.2 Teorema Derivada de la funcion coseno 


D x (co&x) = -sen* 

Observe el signo menos antes de sen * para la derivada de cos *; esto 
es, la derivada de cos * es el negativo de sen *, mientras que la derivada de 
sen * es cos *. 


► EJEMPLO 2 Determine ^ si 


Solucion 

A1 aplicar la regia del cociente se obtiene 


dy _ (1-2 cos x)D x ( sen *) - sen * • D x (\ ~ 2 cos *) 
dx ~ (1 - 2 cos *) 2 

(1-2 cos *)(cos *) - sen *(2 sen *) 

~~ (1-2 cos *) 2 

_ cos * - 2(cos 2 * + sen 2 *) 

(1-2 cos *) 2 

_ cos * - 2 
(1-2 cos *) 2 


◄ 


► EJEMPLO 3 Calcule 

d 3 , 

— T (2sen* + 3 cos* - * ) 
dx* 

Solucion 


2.7 DERI VADAS PE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 1 55 


Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 
se obtiene de las identidades trigonometricas que contienen al seno y coseno, 
asfcomo las derivadas de seno y coseno y los teoremas de diferenciacion. Para 
la derivada de la funeion tangente se aplican las identidades 


tan x = 


cos x 


secx = 


1 

cos X 


sen 2 x + cos 2 x = 1 


2.7.3 Teorema Derivada de la funeion tangente 


Zytanx) = sec 2 x 


Demostracion 

D x ( tanx) - D x (^l) 

V cos X) 

_ cos X • D x ( sen x) - sen x • D x (cos x) 
cos 2 x 

_ (cos x)(cos x) - (sen x)(- sen x) 
cos 2 X 

cos 2 x -f sen 2 x 
cos 2 X 

= 1 
COS 2 X 

= sec 2 x 


2.7.4 Teorema Derivada de la funeion cotangente 


D*(cot *) * -csc 2 x 

La demostraci6n de este teorema, analoga a la del teorema 2.7.3, se 
deja como ejercicio (vea el ejercicio 1). En la demostraci6n utilizara las 
identidades 


cotx = 


cos x 
seiTx 


esc x = 

sen x 


2.7.5 Teorema Derivada de la funeion secante 


Z)*(sec x) * see x tan x 

Demostracion 


^(secx) = D x [ 

\cos x 

= cos x • D x ( 1) - 1 • ^(cosx) 

COS 2 X 

= cos x • 0 — 1 • (~ sen x) 

COS 2 X 

sen x 

COS 2 X 

_ 1 sen x 

cos x cos x 



= secx tanx 
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► EJEMPLO 4 Calcule 

d u 

— (tan x 
dx 

Solucion 

d ,, 

— (tan x 
dx 


2.7.6 Teorema Derivada de la funcion cosecante 


D x (cscx) = —esc x cot X 

La demostracion de este teorema tambien se deja como ejercicio (refie- 
rase al ejercicio 2). 

Como se dijo al principio de esta seccion, ahora se mostrard como pue- 
den dibujarse las graficas de las funciones trigonometricas aplicando la con- 
tinuidad y la diferenciabilidad de estas funciones. Primero se tratar&i las 
graficas de las funciones seno y coseno, cuyos dominios son el conjunto de 
los numeros reales y sus contradominios son el intervalo [-1, 1]. Sean 

/( x) = sen x y f'(x) = cosx 

Para determinar ddnde tiene rectas tangentes horizontales la grafica, se 
considera f\x) = 0, de donde se obtiene que x = \n + kn, donde k es 
cualquier numero entero. En estos valores de x, sen * es igual a +1 o -1, y 
estos son los valores mas grande y mas pequeno que sen x puede tomar. La 
grdfica intersecta al eje x en los puntos donde sen x = 0, es decir, en los puntos 
en los que x = b r, donde k es cualquier numero entero. Ademas, cuando k 
es un numero entero par, f\kit) = 1 , y cuando k es un numero entero im- 
par f\kn) ~ -1. Asi, en los puntos de interseccion de la grafica con el eje x 
la pendiente de la recta tangente es 1 o -1. A partir de esta informacion se 
dibuja la grafica de la funcion seno la cual se muestra en la figura 3. 


sec x) 

sec x) = tan x * -7- (sec x) + — (tan x) • sec x 
dx dx 

= tan x(sec x tan x) + sec 2 x(secx) 

= sec x tan 2 x + sec 3 x 


y 



Para la grafica de la funcidn coseno se utiliza la identidad 
cosx = sen(x + ^7r) 

Por lo que la grafica del coseno se obtiene a partir de la grafica del seno al 
trasladar \n unidades a la derecha al eje y. Vea la figura 4. 
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^ EJEMPLO 5 Obtenga una ecuacidn de la recta tangente a la 
gr&flca de la funcion coseno en el punto ( | n ; 0). 

Solution 

Si /(*) = cos *, f ’(x) = _ sen *. Por lo que f\\n) = -sen§ 7 r. Como 
sen ^ n - -1 , f\\n) = 1. De la forma punto-pendiente para la ecuacion de 
la recta tangente que tiene pendiente 1 y que pasa por el punto {-n, 0), se 
obtiene 2 

y - 0 = 1(* - §7T) 

y = * - f * ◄ 

Ahora se considerara la grafica de la funcion tangente. Debido a que 
tan(-x) = -tan* 

la grafica es simetrica con respecto al origen. Adem£s, 
tan(* + n) = tan* 

por lo que la tangente es periddica con periodo n. La funcidn tangente es 
continua en cualquier niimero de su dominio, el cual es el conjunto de todos 
los numeros reales excepto los puntos de la forma \n + kn, donde k 
es cualquier numero entero. El contradominio de esta funcion es el conjunto 
de todos los numeros reales. Si k es cualquier numero entero, entonces tan 
kn ~ 0. Por tanto, la grdfica intersecta al eje * en los puntos de la forma 
(kn, 0). Sean 

/(*) = tan* y /'(*) = sec 2 * 

Como / ( kn ) = sec 2 kn y sec 2 kn — 1 para cualquier numero entero k, se 
deduce que donde la grdfica intersecta al eje *, la pendiente de la recta tan- 
gente es 1 . Si se considera /'(*) = 0, entonces sec 2 * = 0. Puesto que 
sec * > 1 para toda *, se concluye que la grafica no tiene rectas tangentes 
horizontales. 

Considere el intervalo [0, ±n) en el que la funcidn tangente est£ de- 
finida en cualquier numero. 

lim tan* = lim — n x 

x-*itf2~ x^nf 2“ COS * 

Puesto que lim sen * = 1 y lim cos * = 0, donde cos * tiende a 0 

x~>n/2- 

a travds de valores positivos, entonces ~ 
lim tan* = +oo 

x-*nf 2~ 



S3)W 
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Tablal 


X 

tarix 

0 

0 

\ K 

-L - 0.58 
V3 


1 

T n 

V3 * 1.73 



FIGURA 5 


Por tanto, la recta x - es una asfntota vertical de. la gr&fica. La tabla 1 
muestra algunos valores de x del intervalo [0, lit) y los valores correspon- 
dientes de tan x. A1 localizar los puntos cuyas coordenadas son los pares de 
numeros ( jc , tan x), se obtiene la porcibn de la grdfica para x en [0, lit). 
Debido a la simetria con respecto al origen, se obtiene la portion de la grdfi- 
ca para x eri 0]. Como el periodo de la funcion tangente es 7 r, se com- 
pleta la grafica de tan x, como se muestra en la figura 5. 

La gr&fica de la funcion cotangente se puede obtener a partir de la 
grafica de la tangente empleando la identidad 

cotx = -tan(x + lit) 

De esta identidad se deduce que la grafica de la cotangente se obtiene de la 
grafica de la tangente, al trasladar ^;runidades a la derecha al eje y despues 
considerar la reflexion de la grafica con respecto al eje x. La grdfica de la ^ 
x funcion cotangente se presenta en la figura 6. 


y 



FIGURA 6 


Como 

sec(x + 2 it) = sec x 

[la funcion secante es periodica con periodo 2 it. El dominio de esta funcion 
|es el conjunto de todos los numeros reales excepto aqubllos de la forma 
! i/r + kn y donde k es cualquier numero entero. El contradominio de esta 
funcibn es (-oo, -1] U [1, + oo). La funcion es continua en todo numero 
de su dominio. La grafica no intersecta al eje x porque sec x nunca toma el 
valor cero. 

Se utilizard la derivada para determinar si la gnifica tiene alguna recta 
tangente horizontal. Sean 

fix) ^ secx y f\x) = sec x tan x 

Al considerar /'(x) = 0 se tiene que sec x tan x = 0. Como sec x ^ 0, en- 
tonces f\x) = 0 cuando tan x = 0, lo que ocurre cuando x = kit, donde k 
es cualquier numero entero. ~ " 

Primero se obtendra la grafica para x en i~lit. In) U i\it, ^7t).Sc 
tienen rectas tangentes horizontales en x = 0 y x = it. Ademas, como 
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lim sec jc = lirn — — 

x-+-n/2+ x^-nf 2+ COS X 

= +00 

lim sec* = lim — - — 
*-»*/ 2 + x->x/2 + cos x 

= -00 


lim sec x = lim — - — 

*-**/ 2 " x-^x/ 2 - cos * 

= +00 


Hm sec* = lim — - — 

x-+3nf2- x^3n/2~ COS X 

— -oo 


entonces las rectas x = -\n, x = \n y x = \n son asfntotas verticales 
de la grdfica. 

Con la informacidn anterior y localizando algunos puntos se dibuja la 
grifica de la funcidn secante para x en (~\k, ±/r) U ( |tt). Debido a 

que el periodo de esta funcion es 2 n, se obtiene la grafica mostrada en 
la figura 7. 

De la identidad 
esc * = sec(* - ifl) 


fit) 



fix) - sec x 

FIGURA 7 


se obtiene la grafica de la funcidn cosecante a partir de la grdfica de la secante 
al trasladar unidades a la izquierda al eje y. La grdfica de la funcion 
cosecante se muestra en la figura 8. 

/» 
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--12* ; 
- -2 
L -3 
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H- I • + 1 

T 2 

n 

\ 1 — ► 

* f* 


fix) - CSC X 

FIGURA 8 
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► EJEMPLO 6 Un pendulo de 10 cm de longitud ha oscilado de 
modo que 8 es la medida en radianes del dngulo formado por el pendulo y 
una recta vertical. Si h(9) centimetres es la altura vertical del extremo del 
pendulo por arriba de su posicion mas baja, determine la tasa insiantanea de 


variacion de h(8) con respecto a 9 cuando 0 = i/r. 


Solucion 

Refierase a la figura 9. Como hi 0) = \ AC | 

h(8) =10-10 cos 6 
h\8) = -10(-sen 6) 

= 10 sen 8 


I BC\, 


se tiene 


As Uh\\n) = 10 sen estoes, h'(\n) = 5. 

Conclusion: Cuando 0 = \n la tasa de variacion instantanea de h(9) 

con respecto a 0es 5 cm/rad. ^ 


EJERCICIOS 2.7 


1. Demuestre: D^cot x) = -esc 2 x. 

2. Demuestre: D/csc x) = -esc xcot x. 

En los ejercicios 3 a 18, calcule la derivada de lafuncion. 


3. fix) 

= 3 sen x 



4. gix) 

= senx + cosx 



5. gix) 

= tanx + cotx 



6 . /(x) 

= 4 sec x - 2 esc x 



7. fit) 

= 2 1 cos t 



8 . /(x) 

— 4x 2 cos x 



9. gix) 

= xsenx + cosx 



10 . giy) 

= 3 sen y - y cos y 



11 . hix) 

- 4 sen x cos x 



12 . fix) 

= x 2 senx + 2 x cos x 


13. fix) 

= x 2 cosx - 2 xsenx - 

2 cos^jf 

14. hiy) 

= y 3 - y 2 cosy + 

2 y semy + 2 cos y 

15. fix) 

= 3 sec x tan x 



16. fit) 

= sen t tan t 



17. fiy) 

= cosy cot y 



18. Kx) 

= cotx CSC X 



En los ejercicios 19 a 30, obtenga lt tiemtadd. ■> 

19. D z ( 

2 cos t\ 

20 . 

wsess)-! 

Z \ 

z + 1 J 


i i r 

_ d 

21 . — 

dx 

( seirx \ 
V 1 - cos X J 

22 . ; 

1 d y * + 4VA- 

dx"V co$ X J 

23 d i 

( tan t \ 

24. 

d 1 cot ^ 

dt 1 

( cos t - 4/ 


dy \ 1 - sen y, 

25. A 

/l + sen y\ 

26. 

d (sen x - T 

dy 

\ 1 - sen y j 


dx (cos x + 1 , 


27. D x [ix - senx)(x + cosx)] 

28. D z [z 2 + cosz)(2z - sen z)]* 

29. D,( 2 - C ^ —) 30. 

V CSC f + 2 j Vtan y - 1/ 

En los ejercicios 31 a 42, calcule NDER(/(x), a) en la grqfica- 
dora. Despue s confirme su respuesta analiticamente obte - 
niendo el valor exacto def\a). 

31. f(x) = xcosx; a = 0 

32. f{x) = x sen x; a = \% 

33. fix) = = \k 

x 

« • /v 

x sec x . „ _ 

34. f(x) = — 5 - ; « =■ n 

x z 

35. /(x) = x 2 tan x; « = x 

36. fix) = x 2 cos x - sen x; a = 0 

37 . /(x) = senx(cosx - 1 ); a = % 

38 . fix) - (cos x + l)(x senx - 1); a = j K 


4 


39 . fix) - x cos x + x sen x; a = 

40. fix) tanx + secx; a = | n 

41. fix) *= 2 cot x - esex; a = 

42. /(x) = 1 ■■■-;« = J* 

cot x - 1 

43 . (a) Utifkte la calculadora para tabular con cuatro cifras 

sen(| n + h) - sen ~ n 
decimates los valores de “ 

cuandb#? es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a - 1 , - 0 . 5 , - 0 . 1 , - 0 . 01 , - 0.001 qu 6 valor pareee 
que se^aproxima el cociente conforrne h tiende a 0 ? (b) 
sen(| it + h) - sen \ n , 

Determine lim - — mterpretdndolo 

h-> 0 h 

como una derivada. 
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44. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatrocifras 49, (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


.... , . cos (f rr + h) - cos n 4 x 

decimales los valores de 6 6 

h 

cuando h es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a -1, -0.5, -0.1, -0.01, -0.001. qu<* valor pa- 
rece que se aproxima el coeiente conforme h tiende a 0 ? 


(b) Determine lim 

h-> 0 


cos(|^ n + h) - cos n 


pretdndolo como una derivada. 

45. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 

, . , . , J ton(| n + h) - tan i it 

decimales los valores de ± — cuan- 

h 

do h es igual a 0 . 1 , 0 . 01 , 0 . 001 , 0 . 0001 , 0 . 00001 , y cuando 
h es igual a - 0 . 1 , - 0 . 01 , - 0 . 001 , - 0 . 0001 , - 0 . 00001 . <,A 
qu 6 valor parece que se aproxima el coeiente conforme h 


tiende a 0? (b) Determine lim 
/t — > o 


tan(i it + h) - tan | n 
" h “ 

interpretdndolo como una derivada. 

46. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


sec(^- it + h) - sec 4 - n 


do h es igual a 0 . 1 , 0 . 01 , 0 . 001 , 0 , 0001 , 0 . 00001 , y cuando 
h es igual a -0.1, -0.01, -0.001, -0.0001, -0.00001. <,A 
qu6 valor parece que se aproxima el coeiente conforme h 

^ _ sec(~ it + h) - sec 1 n 

tiende a 0? (b) Determine lim § § 

*-> o h 

interpretandolo como una derivada. 

47. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


cos x - cos ~ k 


cuando jc es 


. cos x - cos — , 

~ itl (b) Determine lim - - 


x — > ?r/6 


1 


tdndolo como una derivada. 

48. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 


decimales los valores de 


sen ~ it 

— i — - — cuando x es 


igual a — — 7 r, ~7t — n 
6 10 ’ 60 ’ 100 ^ 600 


n, y cuando jc 


1000 

1001 


es igual a-llx, ±n, M* x. <,A cpi6 valor 

parece que se aproxima el coeiente conforme ;t tiende a 


i 7 r? (b) Determine lim 


sen x - sen ~ it 


4*/3 


■ interpretan- 


dolo como una derivada. 


decimales los valores de 


esc jc - esc 4 n 


T ™ 

— — cuando jc es 


inter- 


igual ^x, || s; || 7 r, y cuando a: es igual 

a U* 5* 75* llj* ^ valor 

que se aproxima el coeiente conforme jc tiende a -tt? 

3 

„ x _ CSC X — CSC -i- 7t 

(b) Determine lim ? — 2 — interpretdndolo 


->nf 3 


V 2 -vr 

X — 7t 


como una derivada. 

50. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 

. . , , cot x — cot -j- it 

decimales los valores de — - — cuando jc es 


igual a 5* I* 1* 1* cuando, 

esiguala §* %*. m^. iAqu6valor 

parece que se aproxima el coeiente conforme jc tiende 


a |/r? (b) Determine lim 


cot x — cot 4- it 


x—*3n/ 4 JC - 2 K 

4 


inter- 


^ &*£*^**«-*>* 

esiguala 5* 5* 55* &* 

parece que se aproxima el coeiente conforme jc tiende a 

1 n 

interpre- 


pretdndolo como una derivada. 

51. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la grdfica 
de la funcion seno en el punto donde (a) jc = 0 , 
(b)x - ~7t,(c)x = it. 

52. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la grdfica 

de la funcidn coseno en el punto donde (a) x - -it, 

(b) jc = - i it, (c) jc = i n. 2 

2 6 

53. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la grdfica 
de la funcidn tangente en el punto donde (a) x = 0 ; 

(b);c = jit; (c ) x = -\k. 

4 4 

54. Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la grdfica 

de la funcidn secante en el punto donde (a) jc = -n\ 
(b) x = (c) jc = \n. 4 

En los ejercicios 55 a 58, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuacion, donde s centfmetros es 
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t se - 
gundos. (a) iCuales son la velocidad instantanea y la 
aceleracion instantanea de la particula a los t x segundos? (b). 
Determine la velocidad instantanea y la aceleracidn ins- 
tanXanea a los t x segundos para cada valor de t v 

55. 5 = 4 sen t\ t ] es igual a 0, -it, jit, jit, y it 

56. 5 = 6 cos t; t x es igual a 0, | it, | it, | it, y n 

57. 5 = -3 cos r; ri es igual a 0, \it, \it y n 

5 3 2 3 6 

58. s = -i sen;;?, esigualaO, jx, jx, jit, jx, |« y it 

59. Si un cuerpo de peso W libras es arrastrado a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante por una fuerza de 
magnitud F libras y dirigida en un angulo de 6 radianes con 
respecto al piano del piso, entonces F esti dada por la 
ecuacidn 


F = 


kW 


k sen 9 + cos & 
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donde k es una constante llamada coeficiente de friccidn. 
Si k = 0.5, determine la tasa instant£nea de variation de 
F con respecto a 0cuando (a) 6 = ^ n\ (b) G = d- n. 

60. Se dispara un proyectil desde un canon que tiene un 
angulo de elevation de ^ a radianes y una velocidad ini- 
cial de v 0 pies por segundo. Si R pies es el algance del 
proyectil, entonces 

vn 2 

R = sen a 0 < a < n 
8 

donde g pie/s 2 es la aceleracion debida a la gravedad. (a) 
Si v 0 = 480, determine la tasa de variacidn de R con 
respecto a a cuando a - ~ K (esto es, el angulo de ele- 


vacion tiene una medida en radianes de — 7t). Considere 
g = 32. (b) Determine los valores de a para los que 
D a R > 0. 

61. Si k es un numero entero positivo, demuestre por induc- 
cion matem^tica que 


D^Csen x) = 


sen x si 

cos x si 

-sen* si 
-cos x si 


n = 4k 
n = 4k + 1 
n — 4k + 2 
n = 4k + 3 


62. Obtenga una fdrmula semejante a la del ejercicio 61 para 
D x n ( cos *). 


2.8 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA Y REGLA 
DE LA CADENA 


Para calcular la derivada de una funcion compuesta, se aplica la regia de 
la cadena , uno de los teoremas m&s importantes en Cdlculo. Antes de es- 
tablecer este teorema, se presentaran tres ejemplos ilustrativos que 
muestran c6mo pueden emplearse los teoremas anteriores para determinar 
las derivadas de algunas funciones compuestas particulares. En cada ejem- 
plo ilustrativo, se escribe la expresidn final de la derivada en cierta forma que 
podra parecerle inusual pero que puede ser fdcilmente asociada con la regia 
de la cadena. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si 

/’(jc) = (4x 3 + l) 2 

se puede obtener F’(x) al aplicar la regia del producto como sigue: 
F(x) = (4x 3 + l)(4x 3 + 1) 

F'(x) = (4x 3 + 1) D x (4x 3 + 1) + ( 4x 3 + 1) D x (4x 3 + 1) 
= ( 4x 3 + l)(12x 2 ) + (4x 3 + l)(12x 2 ) 


Asf, 

F'(x) = 2(4x 3 + l)(12x 2 ) (1) 

Observe que F es la funcidn compuesta / ° g, donde f(x) = x 2 y 
g(jc) = 4x 3 + l;estoes, 

F(x) = f(g(x)) 

= /( 4* 3 + 1 ) 

= (4x 3 + l) 2 

Como f\x) = 2xy g'(x) = 12x 2 , se tiene de (1) 


F'(x) = f'(g(x)) g'(x) 


( 2 ) 

◄ 
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0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si 

G(jc) = sen 2x 

para determinar G'(x) se puede emplear la regia del producto con las iden- 
tidades trigonometric as 

sen 2jc = 2 sen jc cos jc y cos 2x — cos 2 jc - sen 2 jc 
Se tiene 

G(x) = 2 sen jc cos jc 

G'(jc) = (2senjc) D^-(cosjc) + (2cosjc) D^senx) 

= (2 sen jc)(-sen jc) + (2 cos jc)(cos jc) 

= 2(cos 2 jc - sen 2 jc) 


Por tanto, 

G'(x) = (cos 2jc)(2) (3) 

Si se consideran f(x) = sen jc y £(jc) = 2jc, entonces G es la funcion 
compuesta / o g\ esto es, 

G(jc) = f(g(x)) 

= /( 2x) 

= sen 2jc 

Debido a que/'(x) = cosjcyg'(jc) = 2, se puede escribir (3) en la forma 

G'(x) = f'(g(x))g'(x) ( 4 ) 

◄ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si 

//(jc) = (cosjc/ 1 

se puede calcular //'(jc) usando primero la identidad (cos jc)" 1 = sec jc. 

//(jc) = sec x 
H\x) - sec x tan x 

_ i sen jc 

~~ cos * cos JC 

= (-1) — — (-sen*) 

COS Z JC 

En consecuencia, 

//'(jc) = [-l(cos jc) _2 ](-sen jc) (5) 

Con/(jc) = jc" 1 y g(jc) = cos jc, //es la funcion compuesta f ° g ; esto es. 


H(x) = f(g(x)) 

= /(cos x) 
= (cos jc)" 1 
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Puesto que f'(x) = -I • x 2 y g'(x) = -sen x, se puede expresar (5) en la 
forma 

H\x) = figix)) gX x) (6) 

◄ 

Observe que los miembros derechos de (2), (4) y (6) se expresan 
como figix)) g'(x\ que es exactamente el miembro derecho de la regia de la 
cadena, la cual se establece en el teorema siguiente. 


2,8.1 Teorema Regia de la cadena 


Si la funcibn g es diferenciable en x y la funcibn/ es diferenciable en 
g(x), entonces la funcibn eompuesta / o g es diferenciable en x. y 

if * giVO (7) 

La demostracion de la regia de la cadena para todas las funciones di- 
ferenciables es sofisticada, por lo que se presenta en la seccion suplementa- 
ria de esta seccibn. Una demostracion simplificada concemiente a funciones 
que satisfacen una hipotesis adicional se bosqueja en el ejercicio 57. 

A continuacibn se presentardn ejemplos y ejemplos ilustrativos que le 
ayudaran a familiarizarse con el enunciado de la regia de la cadena. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sean 

fix) = X 10 y g(jt) = 2x 3 - 5x 2 + 4 

Entonces la funcibn eompuesta f ° g estd definida por 

(/ ° g)(x) = figix)) 

= (2x 3 - 5x 2 + 4) 10 

Para aplicar (7) se necesita calcular figix)) y g'(x). Como fix) = x 10 , 
fix) = 10x 9 , asf 

figix)) = 10fe(x)l 9 

figix)) = 10(2* 3 - 5x 2 + 4 ) 9 (8) 

Ademas, como gix) = 2x 3 - 5x 2 + 4, 

g'ix) = 6x 2 - lOx (9) 

Por tanto, de (7), (8) y (9) se tiene 
if ° g)'(x) = f(gix))g'(x) 

= 10(2x 3 - 5x 2 + 4) 9 (6x 2 - 10x) ◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean 

fix) = sen x y gix) = x 2 + 3 

Entonces la funcibn eompuesta / o g esta definida por 

(/ ° g)(x) = figix)) 

= sen(x 2 + 3) 
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A fin de aplicar (7), se calcula fXg(x )) y #'(*)► Como f(x) = sen x, 


fXx) = cos x. En consecuencia, 


fXg(x)) = cos [g(x)] 
fXg(x)) = cos(x 2 + 3) 

(10) 

Puesto que g(x) = x 2 4 - 3, 


gXx) = 2x 

(ii) 

Por tanto, de (7), (10) y (1 1) se obtiene 


(/ ° g)Xx) = fXg(x))gXx) 

= [cos (x 2 + 3)](2jc) 
= 2xcos(jc 2 4- 3) 

◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Supongaque 



Para determinar h'(x), sean 
fix) = X 5 y g(x) = 
Entonces 


fix ) = 5.t 4 y g'(x) 


-2 

(* - D 2 


Como h(x) = /(#(*)), de la regia de la cadena se tiene 


h\x) = f\g(x)) * gXx) 


= 5 



-2 

(X - l ) 2 


_ -160 ^ 
(x - l) 6 

Cuando se calculan derivadas por medio de la regia de la cadena, en 
realidad no se escriben las funciones / y g como se hizo en los ejemplos 
ilustrativos 4, 5 y 6, pero se deben tener en mente. Por ejemplo, en el ejem- 
plo ilustrativo 6, como h(x) es la quinta potencia de un cociente, cuando se 
aplica la regia de la cadena primero se utiliza la regia de la potencia y des- 
pues la regia del cociente. Se puede escribir el calculo como sigue: 


(rh)’ 

- ’(A)*' 


-160 
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► EJEMPLO I Determine f\x ) mediante la regia de la cadena si 

m = r 4 

4a 3 + 5 Jf 2 - 7 JC + 8 

Solucion Se escribe /(a) = (4 a 3 + 5 a 2 - lx + 8)" 1 y se aplica la 
regia de la cadena para obtener 

f'(x) = -I(4jc 3 + 5 a 2 - lx + 8)~ 2 • D x (4x 3 + 5x 2 - lx + 8) 

= — 1 (4jc 3 + 5a: 2 - lx + 8)- 2 (12jt 2 + 10a - 7) 

-12a 2 - 10a + 7 A 


(4x 3 + 5x 2 


lx + 8) 2 


► EJEMPLO 2 Calcule 


d_ 

dx 



Solucion De la regia de la cadena, 


d_ 

dx 


|72a + lYH _ ,(2x + A 3 d(2x + \\ 

_\3a - 1/ J “ A 3a - l) ' dx\3x-\) 

= d l* ± 0 (3;C ~ 1)(2) ~ (2x + 1)(3) 

l 3 a - lj (3 a - l) 2 


4(2 a + I) 3 (-5) 
(3a - l) 5 
_ 20( 2 a + I) 3 
(3a - l) 5 


◄ 


Si se utiliza la notacion de Leibniz para la derivada, la regia de la cadena 
puede enunciarse como sigue: , 

Si y es una funcion de u, definida por y = f(u) y ^ existe, y si u es 

una funcion de x, definida por u = g(x) y ^r~ existe, entonces y es una fun- 
dy 

cion de x y existe la cual esta dada por 


dy_ = dy du 
dx du dx 


( 12 ) 


Observe de esta ecuacion la forma conveniente para recordar la regia de la 
cadena. El enunciado formal sugiere la “division” simbolica de du en el nu- 
merador y denominador del miembro derecho. Sin embargo, recuerde de la 

dy 

seccion 2.1 cuando se introdujo la notacion de Leibniz se enfatizo que 

dy ni dx se les ha dado significado independiente. Por tanto, debe considerar- 
se a (12) como una ecuacion que implica una notacion especial de dife- 
renciacion. 

Para escribir la regia de la cadena en otra forma, considere que 
u = g(x). Entonces 

(/ o g)(x) = /(h) (/ o g)'(x) = DJ(u) f'(g(x)) = /'(h) g\x) = D x u 
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Con estas sustituciones (7) se transforma en 
D x [/(u)] = f\u)D x u 

Se utilizara esta forma de la regia de la cadena para establecer f6rmulas de 
diferenciaci6n importantes. En particular, se tiene de los teoremas 2,7. 1 -2.7.6 
las formulas siguientes que implican las derivadas de las funciones trigono- 
metricas. Si u es una funcion diferenciable de x, entonces 


£? t (senH> = c0$uD x u 
£> x (tan «) = sec 2 u D x u 
DjfCsec «) = sec u tan u D x u 


D x ( cos u) = -sen u D^u 
D x { cot«) = -esc 2 u DjU 
D x {cscu) = “CSC u cm u O x u 


► EJEMPLO 3 Calcule F'(t) si 

F(f) = tan(3/ 2 + 2t) 

Solucion A1 utilizar la regia de la cadena se obtiene 

F'(t) = sec 2 (3 1 2 + It) ■ D,(3t 2 + It) 

= sec 2 (3r 2 + It) • ( 6 1 + 2) 

= 2(3/ + l)sec 2 (3f 2 + 2t) ◄ 


► EJEMPLO 4 Calcule si 

y = sen(cos^) 


Solucion A1 aplicar la regia de la cadena se tiene 



/( x) = -senJt{cos(cosjc)] 
y NDER(sen(cos jc), jc) 

FIGURA 1 


dy 

= cos(cos *)[!)* (cos jc)] 

- cos(cos Jt)[-sen x] 

= -sen jc[cos(cos jc)] 4 

Por supuesto, los calculos de las derivadas de los ejemplos anteriores 
pueden apoyarse graficamente. Para confirmar la respuesta del ejemplo 4, se 
trazan las graficas de la funciones definidas por /(jc) = -sen jc[cos(cos x)] 
y NDER(sen(cos jc), jc) en el rectangulo de inspecci6n de [-2k, 2k] por 
[-4, 4] como se muestra en la figura 1. Las gr&ficas son id^nticas. 


► EJEMPLO 5 Calcule 

D x (sec 4 2jc 2 ) 


Solution Se empleard dos veces la regia de la cadena. 


Z> x (sec 4 2jc 2 ) = 4sec 3 2jc 2 [Z> c (sec2jc 2 )] 

= 4 sec 3 2jc 2 [(sec 2 jc 2 tan 2 jc 2 ) D x {2x 2 ) 
= (4 sec 4 2jc 2 tan 2jc 2 )(4jc) 

— 16jc sec 4 2jc 2 tan 2jc 2 


◄ 
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► EJEMPLO 6 En el ejemplo 3 de la section 1.3, se tuvo la situa- 
tion siguiente: en un bosque, un depredador se alimenta de su presa, y la po- 
blacion de depredadores es una funcidn de jc, el numero de presas en el 
bosque, el cual es a su vez una funcidn g de t, el ntimero de semanas que han 
transcurrido desde que termino la temporada de caza. Estas funciones se 
expresaron como 

fix) = ±x 2 - 2x + 50 y g(t) = 4t + 52 

donde 0 < / < 15. Determine la tasa a la cual esta creciendo la poblacion 
de depredadores 1 1 semanas despues de que se cerro la temporada de caza. 
Utilice la regia de la cadena sin expresar / ° g en terminos de t. 

Solution La tasa a la cual esta creciendo la poblacidn de depredadores 
11 semanas despues de cerrada la temporada de caza esta dada por 
(/ ° g)'( 1 1)- Se emplear4 la regia de la cadena para calcular (/ o g)\t). Como 

/'(jc) = - 2 y gXt) = 4 

(/ ° g)Xt) = 

= [£(4 1 + 52) - 2] 4 


Por tanto, 

(fognil) = 1(44 + 52) - 8 
= 8 

Conclusion: Once semanas despues de cerrada la temporada de caza, la 

poblacidn de depredadores est£ creciendo a la tasa de 8 animales por 
semana. A 

Ahora se presentara una aplicacion de las funciones seno y coseno en 
el movimiento armonico simple. Se dice que un objeto, el cual se mueve so- 
bre una recta, tiene movimiento armonico simple si la medida de su ace- 
leracion es siempre proportional a la medida de su desplazamiento a partir 
de un punto fijo sobre la recta, y su aceleracion y desplazamiento tie- 
nen sentidos opuestos. Los modelos matemdticos que describen el mo- 
vimiento armonico simple, vibraciones u oscilaciones, estan dados por las 
funciones 


f(t) = a sen b(t - c) 

(13) 

f(t) = a cos bit - c) 

(14) 


donde f(t) representa el desplazamiento del objeto despues de t unidades 
de tiempo, y a, b y c son constantes. 


O' EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Se mostrara que la funcion 

definida por la ecuacion (13) describe un movimiento armonico simple. 
El desplazamiento esta determinado por „ 


f(t) = a sen b(t - c) 




♦♦♦♦♦♦♦ 
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y la funcion que proporciona la aceleracion es /"(f), la cual se calcula 
a continuaci6n 

/'(f) = ab cos b(t - c) y /"(f) = - ab 2 sen b(t - c) 

Por tanto, /"(f) = -b 2 f{t). Como - b 2 es una constante, la aceleracion 
es proporcional al desplazamiento. Ademas, como -b 2 es negativa, la ace- 
leracion y el desplazamiento tienen sentido opuesto. En consecuencia, el 
movimiento es armonico simple. A 



FIGURA 2 


Un ejemplo de movimiento armonico simple se presenta cuando se 
suspende un cuerpo de un resorte, el cual vibra verticalmente. Sea s centime - 
tros la distancia dirigida del cuerpo desde su posicion central, o de reposo, 
despuSs de f segundos de tiempo. Vea la figura 2, donde un valor positivo de 
s indica que el cuerpo esta por arriba de su posicion central. Si en un siste- 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares se marcan los valores de s para 
valores especificos de f, y si la friccidn no se toma en cuenta, entonces la 
grafica resultante tendra una ecuacion de la forma (13) o (14). Las constan- 
tes a, b y c est&n determinadas por el peso del cuerpo y el resorte, asi como 
la forma en que se pone en movimiento al cuerpo. Por ejemplo, cuanto m£s 
se tire del cuerpo hacia abajo antes de liberarlo, tanto mayor sera a , la 
amplitud del movimiento. Ademds, cuanto mds rigido sea el resorte, tanto 
mas rapido vibrara el cuerpo de modo que el menor valor sera el periodo 

2 jp 

del movimiento. Si P es el periodo, entonces P - — . La frecuencia de 

un movimiento armonico simple es el numero de vibraciones u oscila- 
ciones, por unidad de tiempo. Si n es la frecuencia del movimiento, en- 
tonces n = 4 • 


► EJEMPLO 7 

ecuacion 


Un cuerpo vibra verticalmente de acuerdo con la 


s - 8 cos ~ nt 

donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde su posicion 
central (el origen) a los f segundos y el sentido positivo es hacia arriba. 
(a) Determine la velocidad y la aceleracion del movimiento para cual- 
quier t. (b) Muestre que el movimiento es armonico simple, (c) determine 
la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento. (d) Simule el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Tra- 
ce la grdfica de la ecuacidn del movimiento. 


Solucion 

(a) Si v centimetros por segundo es la velocidad y a centimetros por se- 
gundo por segundo es la aceleracion, entonces 


- 

~ dt 

= 8 (-sen -1 nt)( f n) 
= - 1 n sen ~nt 



= - j/r(cos ^ Kt){ j k) 
= - 1 7T 2 cos \nt 


v 
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(b) Del valor de s en la ecuacion dada y el valor de a del inciso (a), se ob- 
serva que 

a = -jn 2 s 

Como a es proporcional a s y de sentido opuesto, entonces el movi- 
miento es armonico simple. 

(c) La ecuacidn dada es el caso especial de ( 14) donde a - 8, b = | /r y 
c — 0. La amplitud del movimiento es a, la cual es 8; por tanto, el 

desplazamiento m&ximo es 8 cm. Si P es el periodo, P = ; esto 

1*1 

es, P = 6. Por tanto, se necesitan 6 s para una vibraci6n completa del 
cuerpo. Como la frecuencia n esta dada por l/P, n = j. Asi, se tiene 
^ de vibracion por segundo. 

(d) Para simular el movimiento, suponga que el cuerpo se mueve sobre la 
recta x = 2. Con la graficadora en modo param6trico, sean 



[0, 4] por [-10, 10] 
x,(t) = 2, y,(r) = 8 cos jnt 

FIGURA3 



[0, 30] por [-10, 10] 

S - 8 COS jKt 


FIGURA 4 


jc 1 (r) = 2 y yj(0 = 8 cos ± nt 

El movimiento se efectua indefinidamente, sin embargo, se simulara el 
movimiento para 0 < t < 12. En el rectangulo de inspeccibn de [0, 4] 
por [-10, 10], sean r mi ' n = 0, t m & x = 12 y r step = 0.05. Ahora presione 
la tecla I trace 1 ( rastreo ) y despues la tecla flecha a la izquierda man- 
teniendola oprimida hasta que el cursor este en t = 0. La figura 3 mues- 
tra la pantalla de la graficadora como se ha indicado. Presione la tecla 
flecha a la derecha y mantengala oprimida para observar que el cuerpo, 
representado por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia abajo a lo largo 
de la recta vertical x = 2. 

Note que inicialmente, cuando t = 0, la velocidad v es igual a cero, 
la aceleracion a es negativa y $ - 8 de modo que el cuerpo 
esta a 8 cm arriba del origen, la posicidn central. En el primer 1.5 s, la 
velocidad es negativa pero la rapidez, | v | , es creciente. Durante este 
tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo una distancia de 8 cm a su po- 
sici6n central porque cuando t - 1.5, s ~ 0. Observe que cuando 
t = 1.5, a = 0, de modo que la aceleracion del cuerpo es cero en su po- 
sicidn central. En el siguiente 1.5 s, el movimiento del cuerpo continua 
hacia abajo, cuando su rapidez es decreciente hasta despues de un total 
de 3 s, el cuerpo estd 8 cm debajo de su posicion central. Entonces el cuer- 
po cambia su direccidn y su rapidez es creciente hasta que alcanza 
su posicion central; posteriormente, su rapidez decrece hasta que regresa 
a su posicidn inicial despu6s de 6 s. Luego, el cuerpo cambia de direc- 
cion y el movimiento hacia arriba y hacia abajo se repite indefinidamente. 

(e) La figura 4 muestra la grafica de la ecuacidn de movimiento trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [0, 30] por [-10, 10]. A 

En el ejemplo anterior no se considero la friccion, la cual ocasiona que, 
eventualmente, el cuerpo alcance el estado de reposo. En la seccion 5.4 se 
discutira el movimiento armonico amortiguado en el que se toma en cuenta 
la friccion, como una aplicacion de la funcion exponencial natural. 


| EJERCICIOS 2.8 


■ 

En los ejercicios 1 a 12, calcule la derivada de la funcion. 

3. Fix) = (x 2 + 4x - 5) 4 


1 . f(x) = (2* + l) 3 

4. g(r) = (2 r 4 + 8 r 2 + l) 5 


2. fix) = (10 - 5x) 4 

5. fit) = (2 1 4 - 7f 3 + 2r - l) 2 
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6. H(z) = (z 3 - 3z 2 + l)' 3 

7. fix) = (x 2 + 4 r 2 

8. g(x) = sen x 2 

9. f(x) = 4 cos 3x - 3 sen 4x 

10 . GOO = sec 2 * 

11 . h(t) = \ sec 3 2 1 - sec 2t 

12. f{x) = cos(3;t 2 + 1) 

En los ejercicios 13 a 16, determine la derivada de la funcion. 


13. (sec 2 x tan 2 jc) 14. ~ (2 sen 3 f cos 2 r) 

dx dt 

15. (cot 4 t - esc 4 /) 
dt 

16. 4~ K 4 * 2 + 7) 2 ( 2jc 3 + t) 4 ] 


En los ejercicios J7 a 24, calcule la derivada de la funcion y 
apoyksu respuesta trazando las graficas de su respuesta y de la 
derivada numerica en x en el mismo rectangulo de inspeccion. 


17. fix) = 



18. fit) = 



19. git) = sen 2 (3/ 2 - 1) 

20. g(Jt) = tan 2 * 2 

21. fix) = (tan 2 jc - jc 2 ) 3 

22. G(x) = (2 sen x - 3 cos x) 3 

23. Fix) = 4 cos(sen 3 jc) 

24. f(x) = sen 2 (cos 2x) 


En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuacion de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado, y apoye su 
respuesta trazando la grafica de la curva y la recta tangente en 
el mismo rectangulo de inspeccion. 

25. y = (jc 2 - l) 2 en el punto (2, 9) 

26. y = 4 tan 2x en el punto ( | n, 4) 

En los ejercicios 27 a 30, la ecuacion describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centimetros es la distancia del cuerpo desde su po si- 
cion central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es 
hacia arriba. (a) Calcule la velocidad y la aceleracion del 
movimiento para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento es 
armonico simple, (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace 
la grafica de la ecuacion del movimiento. 

27. s = 6 sen \ nt 28. s - 3 cos \ nt 

29. s = 4 cos n(2t - j) 

30. s = 8 sen n(3t + 

En los ejercicios 31 y 32, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada , don- 
de s metros es la distancia dirigida de la particula desde el 
origen a los t segundos. Determine (a) la velocidad y (b) la 
aceleracion de la particula a los t segundos, y (c) muestre que 
el movimiento es armonico simple. 


31. s ~ b cos (kt + c ), donde b,ky c son constantes. 

32. s = A sen 2 nkt + B cos 2 nkt, donde A, B y k son 
constantes. 

En los ejercicios 33 a 36, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada, 
donde a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
particula desde el origen , v pies por segundo es la velocidad 
y a pies por segundo por segundo es la aceleracion de la par- 
ticula. (a) Determine v v a en terminos de t. (b) Muestre que 
el movimiento es armonico simple, (c) Simule el movimiento en 
la graficadora. 

33. s = 5 sen nt + 3 cos nt 

34. s = sen( 6 1 - | n ) + sen(6f + | n ) 

35. s = 5 — 10 sen 2 2 1 

36. s = 8 cos 2 6t - 4 

37. (a) Para el pendulo del ejemplo 6 de la seccion 2.7, mues- 
tre que otra ecuacion que define h(0) es 

h(d) - 20 sen 2 ^0 

Sugerencia: utilice una identidad trigonometrica. A partir 
de esta ecuacion calcule la tasa instant^nea de variacion de 
h(9) con respecto a flcuando (b) 0 = ~n\ (c) 9 = ^n; 

(d) e = 

38. Si K unidades cuadradas es el area de un triangulo rec- 
tangulo, 10 unidades es la longitud de la hipotenusa, y a 
es la medida en radianes de un angulo agudo, entonces 
K = 25 sen 2a. Determine la tasa instantanea de varia- 
cion con respecto a a, cuando (a) a = ^ n\ (b) a = j n\ 
(c) a = ±;r. 

39. La ley de Dulong establece que si P atmosferas es la pre- 
sion absoluta de un vapor saturado a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 



Calcule la tasa instantanea de variacion de P con respecto 
a T, cuando (a) T = 100; (b) P = 32. 

40. Si a los x segundos, q coulombs es la carga en un capacitor 
e i amperes es la corriente en el capacitor, entonces i es la 
tasa de variacidn de q cop respecto a t. Suponga que para 
cierto capacitor 

A 

q - - — cos( 0 )t + d>) 

0) 

donde A, o> y <f> son constantes. Exprese i en terminos de t. 

41. Se construye un pendulo de torsidn al suspender hori- 
zontalmente un disco metalico uniforme mediante un 
alambre desde su centro. Si se desplaza el pendulo y des- 
pues se impulsa de manera perpendicular a dicho despla- 
zamiento se obtendra el movimiento armonico angular 
simple. Suponga que a los t segundos el desplazamien- 
to angular de 9 radianes desde la posicion inicial esta 
dado por la ecuacion 

9 = 0.2 cos n(t - 0.5) 
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Determine con aproximacion de decimos de radian por 
segundo, que tan r£pido cambia el dngulo a los 3.1 s. 

42. Denote la funcion obtenida como modelo matematico en 
el ejercicio 28 de la seccidn 1.3 por V. Determine con 
aproximacidn de decimos la tasa instantdnea de varia- 
cion de V(jc) con respecto a jc cuando (a) x — 0.9, 

(b) x = 1.0, y (c) x = 1.1. 

43. La fuerza electromotriz para un circuito electrico con un 
generador simplificado es E(t ) volts a los t segundos, don- 
de E(t) ~ 50 sen 120 tz 7. Calcule la tasa instant£nea de 
variacion de E(t) con respecto a t cuando (a) t = 0.02 s 
y (b) t = 0.2 s. 

44. Una onda producida por un sonido simple tiene la ecua- 
cion P(t ) = 0.003 sen 1 800 pt, donde Pit ) dinas por 
centfmetro cuadrado es la diferencia entre la presidn at- 
mosfdrica y la presion del aire en el timpano del oido a los 
t segundos. Determine la tasa instantdnea de variacion de 
P{t) con respecto a t cuando / es igual a (a) | s; (b) | s; 

(c) i s. 

45. La ecuacion de demanda para un juguete particular es 

p 2 x = 5 000 donde jc es el numero de juguetes que se 
venden por mes, cuando p ddlares es el precio por juguete. 
Se espera que en t meses el precio del juguete sera p do- 
lares, donde 20 p = t 1 + It + 100 y t e TO, 6]. ^Cual 

es la tasa de variacion esperada de la demanda despues 

de 5 meses? No exprese x en t6rminos de t, utilice la re- 
gia de la cadena. 

46. Para el derrame de petroleo y la funcion A del ejercicio 54 
de la seccion 1.8 haga lo siguiente: (a) Demuestre que A 
es diferenciable en 2. (b) Obtenga A'(/). Determine la 
tasa a la que el area de la grieta esta cambiando a los 
(c) 0.4 min, (d) 2 min y (e) 3.2 min. 

47. Sean /(jc) = jc 3 y g(x) = /(jc 2 ). Calcule (a) f'(x 2 ); 
(b )g'{x). 

48. Sean f(u) = u 2 + 5u + 5 y g(jc) = (jc + 1 )/(jc - 1). 

Determine la derivada de / o g en dos formas: (a) pri- 

mero calcule (/ ° g)(jr) y luego obtenga (/ ° g)'U); 
(b) utilice la regia de la cadena. 

49. Obtenga la formula para la derivada de la funcion coseno 
empleando la fbrmula de la derivada para la funcidn seno, 
la regia de la cadena y las identidades 

cos x = sen( y k - x) y sen x = cos( \n - x) 


50. Utilice la regia de la cadena para demostrar que (a) la de- 
rivada de una funcidn par es una funci6n impar, (b) la 
derivada de una funcion impar es una funcion par, supo- 
niendo que las derivadas existen. 


51. Emplee el resultado del ejercicio 50(a) para demostrar 
que si g es una funcion par y g'(-*) existe y si h(x) = 
(/ ° £)(■*) y / es diferenciable en cualquier numero en- 
tonces h'(0) - 0. 

52. Suponga que f y g son funciones tales que fix) = — 

y (/ ° #)(■*) = x - Demuestre que si existe, entonces 
g\x) = g{x). 


53. Sea 


fix) = 



si jc * 0 
si x = 0 


(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Calcule fix). 
(c) Demuestre que/' es discontinua en 0. 

54. Si/" y g” existen y si h = / © #, exprese h" (jc) en termi- 
nos de las derivadas de/y g. 

55. Discuta el movimiento armonico simple del cuerpo del 
ejercicio 27, como se hizo en el inciso (d) del ejemplo 7. 

56. Siga las instrucciones del ejercicio 55 para el movimiento 
armonico simple del cuerpo descrito por la ecuacion del 
ejercicio 28. 

57. Suponga que/y g son dos funciones tales que (i) g'(jCj) y 
/'(gC*i)) existen y (ii) para todo jc ^ jc, de algun interva- 
lo abierto que contenga a jc,, g(jc) - g(jc,) 0. Entonces 


(/ ° g)(x) - (/ Q #)(•*!) 

X — X\ 

if ° £)U) - (/ ° g)jx ]) ^ gjx) - gjxi) 
gix) - gix j) X — X\ 

(a) Demuestre que conforme jc — > jc,, gix) — > g(jc,) y en 
consecuencia que (/ 0 ^) f U,) = figix^g'ix^ sim- 
plificandose asf la demostracion de la regia de la cadena 
bajo la hipotesis adicional (ii). (b) Explique por que la 
demostracion de la regia de la cadena dada en el inciso 
(a) se aplica si fix) = x 2 y gix) = jc 3 , pero no se aplica 
si fix) = x 2 yg(x) = sgn x. 


2.9 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA PARA EXPONENTES 
RACIONALES Y DIFERENCIACION IMPUCITA 

En la seccion 2.4 se mostro que la derivada de la fundon potencia, definida por 

fix) = (1) 

estd dada por la fdrmula siguiente, donde r es un entero positivo o negativo: 
fix) = rx r -> (2) 
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lim 


Ahora se demostrara que esta formula se cumple cuando r es un numero 
racional, con ciertas estipulaciones cuando x = 0. 

Primero considere que x ^ 0, y r = 1 jq, donde q es un numero en- 
tero positivo. Entonces la ecuacion (1) se puede escribir como 

fix) = x'l« (3) 


De la definicion 2,1.3, 


fix) 


11m 

A*->0 


(x + Ax - x x ! q 
Ax 


(4) 


A fin de evaluar el limite en (4) se debe racionalizar el numerador. Para lo- 
grar esto se emplea la formula siguiente: 


a n - b n = (a - b){a n 1 + a n 2 b + a n 3 & 2 + . . . + ab n 2 + b n *) (5) 


Puede considerar esta formula de sus cursos anteriores al de Calculo. Si 
no, refierase al suplemento de la seccion 1 .5 donde se obtuvo como la ecua- 
cion (12). 

El numerador de la fraccion en (4) se racionaliza al aplicar (5) donde 
a = ( x + Ax) 1 to, b - x 1 ^ y n = q. De modo que -se multiplica el nume- 
rador y el denominador por 

[(x + + [(x + A X )Uqfq-2) x Mq + . .. + ( x Uq)(q-» 


Entonces, de (4),/'(x) es igual a 


[(x + A*) 1 '? - *>/«][(* + A*)^-')/? + (x + Ax)<9“ 2 >/«x + . . . + x ( r l)/? ] 
(6) 

Ax[(x + Ax)<« _1 w + (x + Axfi-Wix'h + ... + 

Ahora, si se aplica (5) al numerador, se obtiene (x + Ax yih - x q ' ,q . lo cual 
es Ax. Asf, de (6), 


fix) = lim 


Ax 


A - t_>0 Ax[(x + Axf q ~ [> i q + (x + Ax) (q ~ 2, l q x llq + ... + x (q '*] 

1 


= lim 


^->0 (X + Axfl-Vto + (x + Axf q - 2)!q x 'l q + ... + x^~ l) l q 


= lim — 

Ajr— >0 x (q~l)lq 




+ x iq-2)lq + 


+ jc (<?-!)/<? 


como hay exactamente q terminos en el denominador de la fraccion anterior, 
1 


fXx) = 


qx 

1 




fXx) = -x l ^~ l 

q 


(7) 


la cual es la formula (2) con r = \jq. Con esto se ha completado una 
etapa crucial de la demostracion. A continuation se debe mostrar que la fun- 
cidn definida por (3) es diferenciable; ademds, que su derivada esta dada 
por (7). 
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Ahora, en (l) con jc * 0, sea r = p/q , donde /? es cualquier numero 
entero diferente de cero y q es cualquier numero entero positivo; esto es, r es 
cualquier numero racional excepto cero. Entonces, (1) se puede escribir como 

f(x) = xPh «• f(x) = (x'^)P 


De la regia de la cadena y de la regia de la potencia para numeros enteros 
positivos y negativos, se tiene 

f\x) = p(x l i<*)P- 1 • D x (x^ q ) 

A1 aplicar la formula (7) para D x (x^ q ) se obtiene 

f(x) = p(x ]lq )P~ l • - JC V q - 1 

q 

f( x ) - P- x plq~\lq+\lq-\ 

q 

/'( x) = Pl q ~ ] 

q 

Esta fdrmula es la misma que (2) con r ~ p/q. 

Si r - 0 y x * 0, (1) se transforma en/(x) — x°; esto es, f(x) = 1. 
De modo que/’(x) = 0, lo cual puede escribirse como/(jc) = 0 • x 0-1 . Por 
tanto, se cumple (2) si r = 0 y jc * 0. En consecuencia, se ha mostrado que 
la formula (2) se cumple cuando r es cualquier numero racional y x * 0. 

Ahora bien, 0 esta en el dominio de la funcion potencia / si y solo si r 
es un numero positivo, porque cuando r < 0,/(0) no esta definido. En con- 
secuencia, se desea determinar para que valores positivos de r, /'( 0) estar£ 
dado por la formula (2). Se deben excluir los valores de r para los cuales 
0 < r < 1 porque para estos valores de r, x r_1 no es un numero real cuan- 
do jc = 0. Entonces, suponga que r > 1 . Por la definicidn de derivada, 


fix) 


lim 

x -»0 


x r - 0 r 
JC - 0 


= lim jc rl 

x ->0 

Cuando r > l, limx r “ 1 existe y es igual a cero, suponiendo que r es 

numero tal que jc r_1 esta definido en algun intervalo abierto que contiene a 0. 
Por ejemplo, si r = |, entonces x r ~* = jc 1 / 2 , el cual no esta definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a 0 (ya que jc 1 / 2 no existe cuan- 
do jc < 0). Sin embargo, si r = jc r_1 = jc 2 / 3 , el cual esta definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a 0. Por tanto, la formula (2) pro- 
porciona la derivada de la funcion potencia cuando jc = 0, suponiendo 
que r es un numero para el cual jc' - 1 esta definido para algun intervalo que 
contiene a 0. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


2*9.1 Teorema Regia de diferenciacion de la funcion 
potencia (para exponents rationales) 


Si / es la ftmcidn potencia defmida por f(x ) = x r , donde r es cual- 
quier ntimero rational, entonces / es diferenciabie y 

/'(x) = rxT 1 

Para obtener /'{ 0) a partir de esta fdrmula, r debe ser un ntimero tal 
que x r_1 est^ definido en algun intervalo abierto que contenga a 0. 
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P EJEMPLO 7 Calcule f\x) si 
fix) = 4^ 

Solucion Del teorema 2.9.1 con f(x) = 4x 2 i 1 ' se tiene 

fix) = 4 • fCt 2 ' 3 -') 

- 5r-l/3 
3 * 

8 

3* 1 ' 3 



El proximo teorema se deduce inmediatamente a partir del teorema 
2.9.1 y de la regia de la cadena. 


2.9.2 Teorema 


Si/y g son dos funciones tales que/(x) = [gMK donde r es cualquier 
numero rational, y si g'OO exists, entonces / es diferenciable, y 

/'to = rlgWV-'gXx) 


^ EJEMPLO 2 Determine f'(i) si 
f(t) = V4 sen 2 t + 9 cos 2 t 


Solucion Se escribe /( t) = (4 sen 2 t + 9 cos 2 f) 1 ^ 2 y se aplica el teo- 
rema 2.9.2. 

f\t) = ~(4 sen 2 t + 9 cos 2 t)~^ 2 • D t ( 4 sen 2 r + 9 cos 2 t) 


8 sen t • D t (sen t) + 18 cos t ■ D t ( cos t ) 
2V4 sen 2 r + 9 cos 2 7 


8 sen t cos f + 18 cos t{- sen t) 
2-^4 sen 2 t + 9 cos 2 r 


, A A 

■ A/v, 

xr 

| 

V XT 


[-6, 6] por [4, 4] 


5 sen f cos t 

V 4 sen 2 f + 9 cos 2 / 

y NDER ( 1 / 4 " sen 2 t + 9 cos 2 t, 0 


-10 sen t cos f 
2^4 sen 2 f + 9 cos 2 r 

5 sen f cos f ^ 

V4 sen 2 t + 9 cos 2 7 

Como es usual, los calculos del ejemplo anterior pueden apoyarse 
graficamente. En particular, la grdfica de la figura 1, la cual muestra que 
la gr&fica de la respuesta y la grdfica de la derivada numtiica de / pare- 
cen la misma, apoya el calculo del ejemplo 2. 

Ahora se tratara otra tScnica de diferenciacion llamada diferen- 
ciacion (o derivation) implfcita, la cual esta basada en la regia de la cadena. 

Si/ = {(*, y) | y = 3jc 2 + 5jc + 1 ], entonces la ecuacion 


FIGURA I 


y = 3x 2 + 5x + 1 
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define a la funcion explicitamente. Sin embargo, no todas las funciones 
pueden ser definidas explicitamente mediante una ecuacidn. Por ejemplo, no 
se puede resolver la ecuacion 

x 6 - 2x = 3y 6 + y 5 - y 2 (8) 

para y en terminos de x. No obstante, pueden existir una o mas funciones 
tales que si y = f(x ), entonces la ecuaci6n (8) se satisface; es decir, funcio- 
nes tales que la ecuaci6n 

X 6 -2x = 3[/(x)] 6 + [/(*)] 5 - [/(x)] 2 

se cumple para todos los valores de x en el dominio de /. En este caso, la 
funcion /esta definida implfcitamente por la ecuacion dada. 

Con la suposicidn de que (8) define a y como al menos una funcion 
diferenciable de jt, la derivada de y con respecto a x puede determinarse 
mediante la diferenciacidn impUcita. 

La ecuaci6n (8) es un tipo especial en el que aparecen x y y debido a 
que puede escribirse de modo que todos los terminos que contienen x 
estdn en un miembro de la ecuacidn y todos los terminos en y se ubiquen en 
el otro miembro. Esta ecuacidn sirve como primer ejemplo para ilustrar el 
proceso de diferenciacion implicita. 

El miembro izquierdo de (8) es una funcion de x , y el miembro dere- 
cho es una funci6n de y. Sea F la funci6n definida por el miembro izquierdo 
y G la funcion definida por el miembro derecho. Asi, 

F(x ) = x 6 - 2x y G(y) = 3 y 6 + y 5 - y 2 

donde y es una funcidn de x , por decir y - f(x). De este modo, (8) puede 
escribirse como 

Fix) = G(f(x)) 

Esta ecuacion es satisfecha por todos los valores de x del dominio de / para 
los cuales G(f(x)) existe. 

Entonces, para todos los valores de x para los cuales / es diferenciable, 
se tiene 


D x (x 6 - lx) = DJ3y 6 + y 5 - y 2 ) (9) 

La derivada del miembro derecho de (9) se puede determinar facilmente, por 
lo que se obtiene 

D x (x 6 - 2x) = 6x 5 - 2 (10) 

Por medio de la regia de la cadena se determina la derivada del miembro 
derecho de (9). 

D # y6 + y5 - y2) = 18y5 - fx + 53,4 ‘ fx - 2y ' fx 
Al sustituir los valores de (10) y (1 1) en (9) se obtiene 

6x 5 - 2 = (18;y 5 + 5/ - 2 y)^ 

dy = 6x s - 2 
dx 18> 5 + 5/ - 2y 


(ID 
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Observe que al emplear la diferenciacion implicita se ha obtenido una ex- 
dy 

presi6n para -j- que contiene a las variables x y y. En el ejemplo ilustrativo 

siguiente se utiliza el metodo de diferenciacion implicita para determinar 
dy 

-j- de un tipo mas general de ecuacion. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la ecuacion 

3x 4 y 2 - 7xy 3 = 4 - 8y (12) 


y suponga que existe al menos una funcidn diferenciable / tal que si 
y = /(x), entonces la ecuacion (12) se satisface. Al diferenciar ambos miem- 
bros de (12) (teniendo en mente que y es una funcion diferenciable de x) 
y aplicando la regia del producto, la regia de la potencia y la regia de la 
cadena, se obtiene 


\2x 3 y 2 + 3x\2yD x y) - 7y 3 - 7x(3y 2 D x y) = 0-8 D x y 

D x y( 6x 4 y - 2\xy 2 + 8) = 7y 3 - \2x 3 y 2 


D x y = 


7y 3 - \2x 3 y 2 
6x 4 y - 21 xy 2 + 8 


◄ 


Recuerde que se supuso que tanto (8) como (12) definen al menos una 
funcion diferenciable de x. Puede suceder que una ecuacidn en x y y no 
impliquen la existencia de cualquier funcion de valores reales, como es el 
caso para la ecuacion 


x 2 + y 2 + 4 = 0 


la cual no se satisface por cualesquiera valores reales de x y y. Ademas, es 
posible que una ecuacion en x y y pueda ser satisfecha por muchas funcio- 
nes diferentes, de las cuales algunas son diferenciables y otras no. Una 
discusion general est£ m£s alia del alcance de este texto, pero puede encon- 
trarse en un libro de Calculo avanzado. En las discusiones siguientes 
cuando se indique que una ecuacidn en x y y define a y implicitamente como 
una funcion de x, se supondra que al menos una de estas funciones es 
diferenciable. El ejemplo 5, el cual se tratara posteriormente, ilustra el 
hecho de que la diferenciacion implicita proporciona la derivada de dos 
funciones diferenciables definidas por la ecuacion dada. 


► EJEMPLO 3 (a) Utilice la diferenciacion implicita para deter- 

minar la pendiente de la recta tangente a la curva x 3 + y 3 = 9enel punto 
(1, 2). (b) Encuentre una ecuacion de la recta tangente y apoye la respuesta 
graficamente trazando la curva y la recta tangente en el mismo rectangulo de 
inspeccion. 

Solution 

(a) Al diferenciar implicitamente con respecto a x se obtiene 

3x 2 + 3y 2 -j- = 0 
dx 

dy x 2 

dx y 2 

En el punto (1, 2), ^ = -— . 
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(b) Una ecuacion de la recta tangente es 

y - 2 = -i(x - 1) 
x + 4y - 9 = 0 

La figura 2 muestra las graficas de 

y - \/ 9 - jc 3 y y = i (9 - x) 

trazadas en el rectangulo de inspection de [-6, 6] por [-4, 4]. La recta 
y = $ 9 ~ x* y y = 2 (9 - *) es tangente a la curva en el punto (1, 2), lo que apoya la respuesta. 4 

FIGURA 2 



► EJEMPL0 4 Dada jc cos y + y cos jc - 1 =0, calcule ■— . 
Sol UC ion A1 diferenciar implicitamente con respecto a jc se tiene 


1 


• cosy + jc(-seny)-^- + 


(cos jc) + y(-senjc) = 0 
dx 


4^- (cos jc - jc sen y) = y sen jc - cos y 
dx ' 


fl'y _ y sen x - cos y ^ 

dx cos x - x sen y 


► EJEMPLO 5 Dada la ecuacion x 2 + y 2 — 9, determine 
dy 

(a) -y- mediante la diferenciacion implicita; (b) dos funciones definidas 
dx 

por la ecuacion; (c) la derivada de cada una de las funciones del inciso (b) por 
medio de la diferenciacion explfcita. (d) Verifique que el resultado obtenido 
en el inciso (a) es acorde con el resultado del inciso (c). 

Solucion 

(a) A1 diferenciar implicitamente se obtiene 

lx + 2y^~ = 0 
dx 

dy _ _£ 
dx y 

(b) Si la ecuacion dada se resuelve para y, entonces 

y = V9 - x 2 y y - - y9 - x 2 
Sean /] y f 2 las dos funciones para las que 

/ 1 (x) = V9 - x 2 y / 2 (x) = -V9 - x 2 

(c) Como fi (x) = (9 - x 2 ) 1 / 2 y / 2 (x) = -(9 - x 2 ) 1 / 2 , de la regia de la 
cadena se obtiene 

/it*) = {(9 - Jt 2 )- ,/2 (-2x) -/ 2 '(x) = -i(9 - jc 2 ) */ 2 (— 2j:) 

X _ X 

V9 - j 2 ^9 - j 2 
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(d) Paray = /j(jc), donde/i(jc) = 4 9 - x 2 , se deduce del inciso (c) que 


/i'M 


JC 




x_ 

y 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 

Para y = / 2 W, donde/ 2 (jc) = - V 9 - jc 2 , se deduce del inciso (c) que 


/2W 


JC 

49^ 

JC 

_ JC 


lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 


◄ 


El ejemplo siguiente muestra como calcular la segunda derivada para 
funciones definidas implicitamente. 


► EJEMPLO 6 Dado que 

4jc 2 + 9y 2 = 36 

determine mediante diferenciacion implfcita. 

Solucioil A1 diferenciar implicitamente con respecto a jc se tiene 
dy 

8jc + 18 y-^r =0 

dy _ -4jc 
dx ~ 9y 

Para calcular 4-1. se obtiene la derivada de un cociente teniendose en 
dx 1 

mente que y es una funcion de jc. Asi, 


(13) 


d 2 y 

~dx Y 


9y(-4) - (■ 


-M 9 • s) 


%\y 2 

dy 


Si se sustituye el valor de — de (13) en esta ecuacion se obtiene 

dx 


db 

dx 2 


-36y + (36jc) 

Up 

-36p - 16 jc 2 

Up 


-4(9p - 4 x 2 ) 

Up 
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Puesto que cualesquiera valores de * y y que satisfacen esta ecuacion deben 
tambien satisfacer la ecuacion original, entonces se puede sustituir 
9 y 2 + 9* 2 por 36 para obtener 

djy_ = -4(36) 
dx 2 Sly 3 



EJERCICIOS 2.9 


En los ejercicios 1 a 12, obtenga la derivada de la June ion. 
1. /(* ) = 4* 1 / 2 + 5* _1 ^ 2 


2 . 


3. 


5. 


f(x) = 3* 2 ^ 3 - 6*^ 3 
g(x) = Vi + 4x 2 
f(x) = (5 - lx) 2h 


+ x-'l> 

4. f(s) = V2 - 3s 2 
6. g(x) = a/ 4 j; 2 - 1 


7. sO) 



8. /(*) = (5-2* 2 )- |/3 


9. A(f) = 2 cos v7 ' 10. /(*) = 4 sec -77 

11. g(r) = cot V37 12. g(x) = -73 sen .t 

En /os ejercicios 13 a 16, calcule la derivada y apoye la res- 
pue sta trazando las graficas de la respue sta y la derivada nu- 
mtrica en el mismo rectangulo de inspeccion. 


36. La recta tangente a la curva 16* 4 + y 4 = 32 en el pun- 

to (1,2). 

37. ^En que punto de la curva xy — (1 - * - y) 2 la recta 
tangente es paralela al eje x? 

38. Dos rectas que pas an por el punto (-1, 3), son tangentes a 
la curva x 2 + 4 y 2 - 4x - 8y + 3 = 0. Encuentre una 
ecuacion de cada una de las rectas. 


En los ejercicios 39 a 42, haga lo sigufente: (a) Encuentre dos 
funciones definidas por la ecuacion ; (b) dibuje las graficas de 
cada una de las funciones obtenidas en el inciso (a); (c) dibuje 
la grafica de la ecuacion ; (d) calcule la derivada de cada una 
de las- funciones obtenidas en el inciso (a) y determine los 

dy 

dominios de las derivadas ; (e) obtenga — mediante diferen - 

dx 


13 = ~ ( sen t 

dt W 1 “ sen / 


15. D x ^9 + ^9 - x ) 



dy 

En los ejercicios 17 a 32., determine — por medio de dife- 


renciacion implicita. 

16 


17. x 2 + y 2 


19. x 3 + y 1 = 8jry 


dx 


18. 4x 2 

20 . 


+ y 


9 y 2 = I 
2 - Ixy 


21 . 1 + 1 = 1 

x y 

23. VI + Jy = 4 
25. x 2 y 2 = x 2 + y 2 
27. y — cos(* - y) 

29. sec 2 * + esc 2 y = 4 


— — — = za 

* y 

24. 2x 3 y + 3xy? = 5 
26. (2x + 3) 4 = 3y 4 
28. x = sen(* + y) 
30. cot*y + xy = 0 


31. * sen y + y cos * = 1 32. cos(* + y) = y sen * 

En los ejercicios 33 a 36, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente o de la recta normal, segitn se indica, y apoye la 
respuesta trazando la reetd y la curva en el mismo rectangulo 
de inspeccion . 

33. La recta tangente a la curva y = «Jx 2 + 9 en el punto 

(4,5). ' . ‘ 

34. La recta normal a la curva y = y ^16 + x 2 en el origen. 

35. La recta normal a Ja curva 9* 3 - y 9 = 1 en el punto 

( 1 , 2 ). 


ciacion implicita de la ecuacion dada, y verifique que el resul- 

tado as! obtenido es acorde con los resultados del inciso (d); 

(f) encuentre una ecuacion de cada recta tangente en el valor 

indicado de x { . 

39. y 2 = 4* - 8; x x = 3 

40. y 2 - * 2 = 16; x x = -3 

41. x 2 - y 2 = 9; x x = -5 

42. x 2 + y 2 = 25; jq = 4 

9 9 d 2 y 1 

43. Dado que* + y = 1 , demuestre que — i- t-. 

dx 1 y 5 

44. Sea* 1 ^ 2 + y 1 ^ 2 = 2, pruebeque 

F M dx 2 x il2 

45. Si* 3 + y 3 = 1, muestre que ~ 

dx 2 y 5 

46. Sea* 2 + 25y 2 = 100, demuestre que 

dx 2 25y 3 

47. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuacion de movimiento s =» 4 4 1 2 + 3 , con 
t > 0. Determine el valor de t para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1 ; (c) 2. 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuacion de movimiento s = y5 + t 2 , con 

» t > 0. Determine el valor de / para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1. 

49. Suponga que se produce un liquido mediante un proceso 
quimico y que la furicion de costo total C esta dada por 
C(*) = 6 + 4 V* , donde C(*) dolares es el costo total 
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al producir jt litros del lfquido. Determine (a) el costo mar- 
ginal cuando se producen 16 litros, y (b) el numero de litros 
producidos cuando el costo marginal es de $0.40 por litro. 

50. El numero de dolares del costo total por producir x uni- 
dades de cierto articulo e£ta dado por C(jc) = 40 + 3x + 
9 42x . Determine (a) el costo marginal cuando se pro- 
ducen 50 unidades, y (b) el numero de unidades produci- 
das cuando el costo marginal es $4.50. 

51. Una compama inmobiliaria renta cada departamento a p 
dolares po r mes cuan do x departamentos son rentados, y 
p = 30 V300 - 2x . Si R{x) dolares son las utilidades 
totales recibidas por la renta de los x departamentos, en- 
tonces /?(jt) = px. ^Cuantos departamentos deben rentar- 
se antes de que las utilidades sean cero? Nota: como x es 
el numero de departamentos rentados, jt es un numero 
entero no negativo, Sin embargo, para aplicar el Calculo, 
suponga que Jt es un numero real no negativo. 

52. La produccion diaria de una fabrica es fix) unidades 
cuando el capital invertido es jt miles de dolares, y 
/(jt) = 200 yj2x + 1 . Si la capitalizaciotf actual es de 
$760 000, utilice la derivada para estimar la vanacion 
de la produccion diaria si el capital invertido es aumenta- 
do en $1 000. 

53. Un avion vuela en forma paralela al suelo a una altttra de 
2 km y con una rapidez de 4 |km/min. Si el avion vuela 
directamente sobre la Estatua de la Libertad, ^a que tasa 
esta variando la distancia de la recta visual entre el avion y 
la estatua 20 s despues? 


2km 


t* 


54. A las 8 a. m. un barco, que navega hacia el norte a 24 nudos 
(millas nauticas por hora), se encuentra en un punto P. A 
las 10 a.m. un segundo barco, que navega hacia el este a 32 
nudos, esta en el punto P. iA que tasa est4 cambiando 
la distancia entre los dos barcos (a) a las 9 a.m.; (b) a las 
L L a.m.? 


i 

t. 


■T* ■» — 32m.ii. — p 

(a) 9 A. M. 


R 


48 m.n. 


P ^ 32 m.n, * CTT , 

(b) 1 1 A. M. 


55. En el ejercicio 41 de la seccion 2.2, aplico la definicion de 
derivada para demostrar que 

DiM) = Li si* * 0 

Ahora utilice la regia de la cadena y los teoremas de dife- 
renciacion para la demostracion. Sugerencia: considere 

•. M= 4s. 

56. Determine D x 2 (|x|) cuando exista. Considere la suge- 
rencia del ejercicio 55. 


En los ejercicios 57 y 58, calcule la derivada de la funcion, 
Considere la sugerencia del ejercicio 55. 


57. f{x) = | x 2 - 4 | 58. g(x) = jc|jc| 

59. Si f{x) - | x | \ determine fix) y fix) cuando existan. 

60. Sea g(jt) = |/(jt) | . Demuestre que si fix) y g'U) exis- 
ten, entonces |g'U)| = \f(x) | . 


61. Se deja caer una pelota desde una ventana que se encuen- 
tra a h pies sobre el piso y rebota de modo que rsegundos 
despues de que la pelota cae, su altura es s(f) pies', donde 


sit) = 


h | cos t | 
(1 - t) 2 


Determine la tasa a la que la altura de la pelota est£ cam- 
biando a los (a) 1 .4 s, (b) 1 .6 s, (c) 1 .8 s y (d) 2.2 s^ 

62. Demuestre que la suma de las intercepciones x y y de la 
recta tangente a la curva jc 1 ^ 2 + y 1 ^ 2 = k ^ 2 , donde k es 
una constante, es igual a k. 


63. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la 
curva x 2 ^ + y 2 ^ 3 = 1 en el punto donde x = -i. Apo- 
ye la respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo 
rectangulo de inspeccion. 

64. Suponga que g(jt) = ^9 - x 2 y hix) = figix)), donde 
/es diferenciable en 3. Demuestre que V(0) = 0. 


65. 


Demuestre que si 'xy = 1 , entonces 


d 2 y d x y 
dx 2 ' dx 2 


= 4. 


66. Sea / la funcion potencia definida por fix) = x r , donde r 
es cualquier numero racionaf. Bajo la suposicion de que 
/ es diferenciable; utilice la diferenciacidn implf&ta para 


donde p y q son numeros entero s y q > 0. Despu 
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tituya f(x) por y y escriba la ecuacion como y q = x p . 

dy 

Emplee la diferenciacion implfcita y determine — . 

dx 

67. Para una demostracibn rigurosa del teorema 2.9.1, la 
regia de diferenciacibn de la potencia (para potencias ra- 
tionales), £pudo haberse empleado el procedimiento del 


ejercicio 66 en lugar del que se presento en la seccibn? 
Explique su respuesta. 

68. Calcule (/ o g )'(<)) si f(x) = x 6 + 7 jc 3 y g(x) = x l/3 . 
Explique por que no se puede emplear la regia de la ca- 
dena para efectuar este calculo. 


2.10 TASAS DE VAR I AC ION RELACIONADAS 



FIGURA 1 


Un problema de tasas de variation relacionadas es aquel que involucra 
tasas de variacion de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real 
que implican tasas de variacion relacionadas, las variables tienen una rela- 
tion especifica para valores de /, donde t es una medida de tiempo. En ge- 
neral, esta relation se expresa mediante una ecuacion, la cual representa un 
modelo matematico. Esta section se inicia con un ejemplo ilustrativo que 
muestra el camino paso a paso de c6mo se resuelven la mayoria de los 
problemas de tasas de variacion relacionadas. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una escalera de 25 pie de lon- 
gitud esta apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura 1 . La 
base de la escalera se jala horizontalmente alejandola de la pared a 3 pie/s. 
Suponga que se desea determinar que tan rapido se desliza hacia abajo la par- 
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie 
de la pared. 


Paso 1 Primero defina las variables comenzando crin /. 

r: el numero de segundos del tiempo que ha transcurrido desde que 
la escalera comenzo a deslizarse hacia abajo sobre la pared. 
x : el numero de pies de la distancia desde la base de la escalera a la 
pared a los / segundos. 

y: el numero de pies de la distancia desde el piso a la parte superior 
de la escalera a los t segundos. 

Paso 2 Escriba cualquier hecho numerico acerca de x, y y sus derivadas 
con respecto a t. 

Como la base de la escalera es jalada horizontalmente alejandola de 
la pared a 3 pie/s, ^ = 3. 

Paso 3 Escriba lo que desea determinar. 

dy 

Se desea determinar — cuando a = 15. 
dt 

Paso 4 Escriba una ecuacion que relatione a x y y. 

Del teorema de Pitagoras, 

y 2 = 625 - x 2 (1) 

Paso 5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a / 




dy _ _x_ dx 

dt y dt 


( 2 ) 
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Paso 6 Sustituya los valores conocidos de jc, y y — en la ecuacidn anterior 
dy 

y resu61vala para — . 

Cuando* = 15, de{l) y — 20. Como ^ = 3, se obtiene de (2) 


dt 

_9 

4 



El signo tnenos indica que y decrece conforme t aumenta. 

Paso 7 Escriba una conclusion. 

Conclusion: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba- 

jo sobre la pared a la tasa de 2.25 pie/s cuando la base est£ a 15 pie 
de la pared. ^ 


Ahora se hara un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior. 
Elios le daran un procedimiento a seguir. Conforme lea los ejemplos siguien- 
tes, refierase a estos pasos para ver c6mo se aplican. 


Sugerencias para resolver un problema de tasas de 
variacion relacionadas 


Lea el problema cuidadosamente de modo que lo entienda. Para poder 
entenderlo, con frecoencia es litil inventar un ejemplo espectfico 
que contemple una situaci6n semejante en la que todas las canddades 
sean conocidas. Otra ayuda es dibujar una figura, si es facdble, como 
en el ejemplo ilustrativo 1 y los ejemplo 1 , 2 y 4. Despu^s aplique los 
siguientes pasos. 

1. Defina las variables de la ecuacitin que obtendrl Debtdo a que 
£stas representan ntimeros, las definic tones de las variables deben 
indicar este hecho. Por ejemplo, si el riempo se mide en segundos, 
ententes la variable / debe deftnirse como et ntlmero de segun- 
dos de dempo o, equivalentemente, f segundos es el dempo. Ase- 
gdrese de definir primero t w y las otras variables deben indie ar su 
dependencia de /. 

2. Escriba los hechos num^ricos conocidos acerca de las variables y 
de sus derivadas con respecto a t. 

1 Escriba lo que se desea determinar. 

4. Escriba una ecuacidn que relacione las variables que dependen de r. 

Esa ecuacidn serd un modelo matemdtico de la situacidn. 

5- Derive con respecto a / los dos miembros de la ecuacidn obtenida 
en el paso 4 para relacionar las tasas de variacidn de las variables. 
6. Sustituya los valores de Las canddades conocidas en la ecuacidn del 
paso 5, y despeje la cantidad deseada. 

7* Escriba una conclusidn que consista de una o m3s oraciones com- 
pletas y que responds las preguntas del prqblema* No olvide que la 
conclusion debe contener las unidades correctas de medicidn. 
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16 m 


FIGURA 2 


► EJEMPLO I Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 
2 m 3 /min hacia el interior de un deposito cuya forma es la de un cono in- 
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. ^Que tan rapido sube el nivel del 
agua cuando esta ha alcanzado 5 m de profundidad? 


Sol UC ion Refierase a la figura 2. 

Paso 1 Se definen las variables, primero t y despues las otras variables en 
terminos de t. 

t : el numero de minutos del tiempo que ha transcurrido desde 

que el agua comenzo a fluir dentro del tanque. 

h: el numero de metros de la altura del nivel del agua a los t minutos. 

r : el numero de metros del radio de la superficie del agua a los t 
minutos. 

V: el numero de metros cubicos del volumen de agua en el tanque 
a los t minutos. Observe que V, r y h, son funciones de t. 

Paso 2 Puesto que el agua fluye dentro del tanque a una tasa de 2 m 3 /min, 

entonces — 2. 
dt 

dh 

Paso 3 Se desea determinar cuando h — 5. 

dt 

Paso 4 En cualquier tiempo, el volumen del agua en el tanque puede expre- 
sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2. 

V = \ rtr 2 h (3) 

dV 

Como se establecio en los pasos 2 y 3, se conoce — , y se desea 

determinar Por tanto, se necesita una ecuacion que involucre 

a V y h. Asf, primero se expresa r en terminos de h observando 
que, de los triangulos semejantes de la figura 2, se tiene 


L = A 

h 16 


<=> 



Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene 

Paso 5 A1 diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a t , 
resulta: 


Paso 6 


dV 

dt 




dh 

dt 


Ahora se sustituye 2 por — y se resuelve la ecuacibn para — , 
obtiendose 


dh _ 32 

dt 7t h 2 


dh 1 _ 32 

dt Jft = 5 25^ 


« 0.4074 
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A1 convertir metros a centimetros se tiene: 0.4074 m/min = 
40.74 cm/min. 

Paso 7 A continuacidn se escribir& la conclusi6n. 

Conclusion: El nivel del agua sube a una tasa de 40.74 cm/min 

cuando el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m. ^ 



FIGURA 3 


► EJEMPL0 2 Dos automoviles, uno va hacia el este a una tasa 
de 90 km/h, y el otro hacia el sur a 60 km/h, se dirigen hacia la intersec- 
cidn de dos carreteras. ^A qu£ tasa se estdn aproximando uno al otro en el 
instante en que el primer automovil est& a 0.2 km de la interseccion y el se- 
gundo se encuentra a 0.15 km de dicha interseccion? 

Sollicion Consulte la figura 3, donde el punto P es la interseccion de las 
dos carreteras. 


Paso 1 


Paso 2 


Paso 3 
Paso 4 


t : el ntimero de horas del tiempo que ha transcurrido desde que 
los automoviles empezaron a aproximarse a P. 

x: el numero de kilometros de la distancia a partir del primer 
automovil a P a las / horas. 

y\ el numero de kilometros de la distancia a partir del segundo 
automdvil a P a las t horas. 

z: el numero de kildmetros de la distancia entre los dos auto- 
moviles a las t horas. 

Como el primer carro se acerca a P a una tasa de 90 km/h, y x esta 


decreciendo conforme t crece, entonces 

manera, = -60. 
dt 


dx 

dt 


-90. De la misma 


Se desea determinar ^ cuando x = 0.2 y y = 0.15. 

dt J 7 

Del teorema de Pitagoras 


z 2 = x 2 + y 2 


( 4 ) 


Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto a se obtiene 


2z— = 
dt 


dz _ 
dt 


2x~£- + 2 
dt dt 


dx 


, dy 


x~ + y~ 
dt J dt 


( 5 ) 


Paso 6 Cuando x = 0.2 yy = 0.15, de (4) se tiene que z = 0.25.En(5)se 


sustituyen ~ por 


-90, & por -60, x por 0.2, y por 0.15 y 


z por 0.25 para obtener 


dz\ = (Q.2)(-9Q) + (0.15)(-60) 
dt J z =o .25 0-25 

= -108 


Paso 7 


Conclusion: En el instante en cuestion, los carros se aproximan 

uno al otro a una tasa de 108 km/h. 4 
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r EJEMPLO 3 Suponga que en cierto mercado, jc miles de ca- 
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p ddlares es el precio por 
canastilla. La ecuacion de oferta es 


px - 20 p - 3jc + 105 = 0 


Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por dfa, ^a qu6 
tasa esta variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas? 


Solution Sea t dias el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi- 
nistro diario empezd a decrecer. 

Las variables pyx estdn definidas como funciones de t en el enunciado 
del problema. 

Debido a que el suministro diario esta decreciendo a una tasa de 250 

canastillas por dfa, entonces ^ ~r; esto es, . Se desea 

1 dt 1 000 dt 4 

determinar -p- cuando x = 5. De la ecuacion de oferta dada, al diferen- 
dt 

ciar implicitamente con respecto a t se obtiene 



+ x 


dp 

dt 




= 0 


dp _ 3 - p dx_ 
dt x - 20 dt 

Cuando x = 5, se deduce de la ecuacidn de oferta que p = 6. Debido a 
dx 1 

que — - = - — , se tiene de la ecuacion anterior 
M dt 4 


dp] = 3-6 ( l\ 

dt J p=6 5 - 20 l 4) 

L 

20 


Conclusion: El precio de una canastilla de naranjas estd decreciendo a la 

tasa de $0.05 por dfa cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. 4 



FIGURA 4 


r EJEMPLO 4 Un avion vuela hacia el oeste con una velocidad 
de 500 pie/s a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo 
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avion. Si la luz se mantiene 
sobre el avion, ^que tan rdpido gira el rayo de luz cuando el avion se en- 
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro. 

Solution Consulte la figura 4, en la que el faro estd en el punto L y en 
un instante particular el avion se encuentra eh el punto P. 

Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in- 
cidio en el avion. 

jc: el numero de pies hacia el este de la distancia horizontal del avion des- 
de el faro a los t segundos. 

0: el numero de radianes del angulo de elevacion del avion desde el faro a 
los t segundos. 

Puesto que - -500, y como se desea determinar ~ cuando 
x = 2 000, se considera 


tan 0 


4 000 


x 
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A1 diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a t se obtiene 


sec 


2 n d0 4 000 dx 
~dt “ x 2 It 


Si se sustituye por -500 en la ecuacidn anterior y al dividir entre 
9 ~ at 

sec z 0 se tiene 


d9 _ 2 000 000 
dt x 2 sec 2 6 

Cuando x = 2 000, tan 9=2. Como sec 2 0=1+ tan 2 0, sec 2 0 = 5. Al 
sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x = 2 000, 

d9 _ 2 000 000 

dt 4 000 000(5) 

_ j_ 

10 

Conclusion: En el instante dado, la medida del angulo esta creciendo a la 
tasa de ^ rad/s, y £sta es la rapidez con la que esta girando el faro. 4 


EJERCICIOS 2.10 


En los ejercicios 1 a 8. x y y son funciones de la tercera va- 
riable t. 

1. Si 2x + 3y = 8 y = 2, obtenga . 

dt dt 

2. Si - = 10 y = -5, calcule 

y 3 dt dt 

3. Sijry = 20 y pp - 10, encuentre pp cuando a: = 2. 

3 3 dt dt 


dy_ _ 


dx 


4. Si 2 senjc + 4 cosy = 3 y -f- = 3, obtenga — en 

/ i _ i dt dt 

<«*• 3 *>' 

5. Si sen 2 x + cos 2 v = 4 y ^ = -1, calcule en 

* dt dt 


(y*. 




^y 


6. Si x 2 + y 2 = 25 y ~ = 5, calcule cuando 

. dt dt 

y = 4. 

7. Si V* + Jy ~ 5 y ^ = 3, obtenga pp cuando 

. a/ a/ 

jc = 1. 

8. Siy(tanjc + 1) = 4 y pp - -4, determine pp cuan- 

. 7 3 dt dt 

do JC = 71. 


En los problemas de tasas de variacion relacionadas de los 
ejercicios siguientes, defina precisamente todas las variables 
como cantidades ( numeros y unidades de medicion). Utilice la 
variable t para representar el tiempo y defina las otras va- 
riables de modo que dependan de t. Asegurese de escribir una 
conclusion. 



10. Se infla un globo esferico de modo que su volumen se 
incrementa a una tasa de 5 m 3 /min. £ A qu£ tasa aumenta 
el diametro cuando este es de 12 m? 

11. Se est£ formando una bola de nieve de modo que su volu- 
men se incrementa a una tasa de 8 pie 3 /min. Determine 
la tasa a la que el radio aumenta cuando el diametro de la 
bola es de 4 pie. 

12. Suponga que cuando el diametro de bola de nieve, del 
ejercicio 1 1, es de 6 pie se detiene su crecimiento y co- 
mienza a derretirse a una tasa de I pie 3 /min. Calcule la 
tasa a la que el radio varia cuando 6ste es de 2 pie. 

13. Se deja caer arena en un monticulo de forma conica a una 
tasa de 10 m 3 /min. Si la altura del montfculo siempre es 
el doble del radio de la base, <,a que tasa se incrementa la 
altura cuando 6sta es de 8 m? 


9. Un nifio vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace 
moviendose horizontalmente a una tasa de 3 pie/s. Si la 
cuerda esta tensa, que tasa se afloja cuando la longitud 
de la cuerda suelta es de 50 pie? 


14. Una lampara se encuentra suspendida a 15 pie sobre una 
calle horizontal y reeta. Si un hombre de 6 pie de esta- 
tura camina alejandose de la lampara a una tasa de 
5 pie/s, i,que tan r£pido se alarga su sombra? 
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. m 



1 5 pie % 

... 


i — - A . .. 




mm 



15. En el ejercicio 14, que tasa se desplaza la punta de la 
sombra del hombre? 

16. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 5 pie/s, si en el piso se encuentra una ldmpa- 
ra a 50 pie del edificio, ^que tan rdpido se acorta la som- 
bra del hombre proyectada en el edificio cuando el est£ a 
30 pie de este? 



17. Suponga que un tumor en el cuerpo de una persona es de 
forma esferica. Si cuando el radio del tumor es de 0.5 cm, 
este crece a una tasa de 0.001 cm por dia, ^cual es la tasa 
de crecimiento del volumen del tumor en ese tiempo? 

18. Una bacteria celular es de forma esferica. Si el radio de la 
bacteria crece a una tasa de 0.01 |im (micra) por dfa cuando 
el radio de esta es de 1.5 Jim, ^cual es la tasa de crecimien- 
to del volumen de la bacteria en ese tiempo? 

19. Para el tumor del ejercicio 17, ^cu£l es la tasa de crecimien- 
to del area de la superficie cuando el radio es de 0.5 cm? 

20. Para la bacteria del ejercicio 18, <,cudl es la tasa del area de 
la superficie de la bacteria cuando su radio es de 1.5 |im? 

21. Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono 
invertido y se esta vaciando a una tasa de 6 m 3 /min. La 
altura del cono es de 24 m y su radio mide 12 m. Deter- 
mine que tan rapido disminuye el nivel del agua cuando 
esta tiene una profundidad de 10 m. 

22. La longitud de un abrevadero es de 12 pie y sus extre- 
mos tienen la forma de un triangulo is6sceles invertido 
que tiene una altura de 3 pie y su base mide 3 pie. Se intro- 
duce agua al abrevadero a una tasa de 2 pie 3 /min. i,Qu6 
tan rapido sube el nivel del agua cuando 6sta tiene una 
profundidad de 1 pie? 


23. La ley de Boyle para la expansion de una gas es PV = C, 
donde P es la presion expresada como el numero de libras 
por unidad cuadrada de area, V es el numero de unidades 
cubicas del volumen del gas y C es una constante. En cier- 
to momento, la presion es de 3 000 lb/pie 2 , el volumen es de 
5 pie 3 y el volumen crece a una tasa de 3 pie 3 /min. De- 
termine la tasa de variacion de la presion en ese momento. 

24. La ley adiabdtica (sin perdida ni ganancia de calor) para la 
expansion del aire es PV lA = C, donde P es la pre- 
sion expresada como el numero de libras por unidad cua- 
drada de area, V es el numero de unidades cubicas del 
volumen y C es una constante. En un instante especffico, 
la presidn es de 40 lb/pulg 2 y esti creciendo a una tasa de 
8 lb/pulg 2 cada segundo. Si C = 5/16, i cudl es la tasa 
de variacion del volumen en ese instante? 

25. Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, forman- 
dose ondas circulates concentricas que se dispersan. Si el 
radio de la region afectada crece a una tasa de 16 cm/s, 
^a qu6 tasa crece el area de la region afectada cuando su 
radio es de 4 cm? 



26. Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un de- 
posito que tiene forma de cono invertido a una tasa de 
3;rm 3 /min. Si el deposito tiene un radio de 2.5 m en su parte 
superior y una altura de 10 m, ^que tan rdpido varia el nivel 
del aceite cuando este ha alcanzado 8 m de profundidad? 

27. Un automovil se desplaza a una tasa de 30 pie/s y se 
aproxima a un crucero. Cuando el automovil esta a 120 pie 
del crucero, un camion que viaja a una tasa de 40 pie/s 
pasa por el crucero. El automdvil y el camion se encuentran 
sobre carreteras que son perpendiculares. ^Que tan rapido 
se separan el automovil y el camion 2 s despues de que el 
camino deja el crucero? 
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28. Una cuerda esta atada a un bote sobre la superficie del 
agua y una mujer, en el muelle, tira del bote a una tasa de 
50 pie/min. Si sus manos estan a 16 pie sobre el nivel del 
agua ^que tan rapido se aproxima el bote al muelle cuando 
la cantidad de cuerda suelta es de 20 pie? 



29 . Esta semana, en una fabrica se produjeron 50 unidades 
de un articulo determinado, y la cantidad producida au- 
menta a una tasa de 2 unidades por semana. Si C(.x) dola- 
res es el cos to total por producir x unidades y C(x) = 
0.08 x 3 — jc 2 IOjc + 48, determine la tasa actual a la 
que el costo de produccion crece. 

30. La demanda de cierto cereal para el desayuno esta dada 
por la ecuacion de demanda px + 50p = 16 000, don- 
de x miles de cajas de cereal son demandadas cuando el 
precio por caja es de p centavos. Si el precio actual de la 
caja de cereal es de $ 1 .6 y este se incrementa a una tasa 
de 0.4 centavos cada semana, calcule la tasa de variacidn de 
la demanda. 

31. La ecu acion de ofe rta para cierta mercancia es x = 
1 000 ^ 3 p 2 +20 p, donde cada mes se suministran x 
unidades cuando p dolares es el precio por unidad. De- 
termine la tasa de variacion de la oferta si el precio actual 
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50 
por mes. 

32. Suponga que y trabaj adores se necesitan para producir x 
unidades de cierta mercancia, y x = 4y 2 . Si la pro- 
duced de la mercancia este aiio es de 250 000 unidades 
y la produccion crece a una tasa de 18 000 unidades por 
ano, £cual es la tasa actual a la que la fuerza laboral debe 
incrementarse? 

33. La ecuacion de demanda para cierto tipo de camisa es 
2 px + 6 5p - 4 950 = 0, donde x cientos de camisas 
son demandadas por semana cuando p dolares es el precio 
por camisa. Si una camisa se vende por $30 esta semana, 
y el precio crece a una tasa de $0.20 por semana, calcule 
la tasa de variacion de la demanda. 

34. La medida de uno de los dngulos agudos de un triangulo 
rectangulo decrece a una tasa de ~ n rad/s. Si la longi- 
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm, determine 
que tan rapido varia el area del triangulo cuando la me- 
dida del angulo agudo es de - n rad. 

35. Dos camiones, uno de los cuales viaja hacia el oeste y el 
otro hacia el sur, se aproximan a un crucero. Si los dos 


camiones se desplazan a una tasa de k km/h, muestre que 
ellos se aproximan a una tasa de k ^[2 km/h cuando cada 
uno de ellos se encuentra a m kilometros del crucero. 



36 . Un deposito horizontal para agua mide 16 m de longitud y 
sus extremos son trapecios isosceles con una altura de 4 m, 
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en 
el depdsito a una tasa de 10 m 3 /min. i,Qu6 tan rapido 
sube el nivel del agua cuando esta ha alcanzado una pro- 
fundidad de 2 m? 



37. En el ejercicio 36, si el nivel del agua decrece a una tasa 
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de 
3 m, ^a que tasa sale el agua del deposito? 

38. Una escalera de 7 m de longitud esta apoyada sobre una 
pared. Si la base de la escalera se empuja horizontalmente 
hacia la pared a una tasa de 1.5 m/s, ^que tan rapido se 
desliza hacia arriba la parte superior de la escalera sobre la 
pared cuando su base se encuentra a 2 metros de la pared? 
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39. Una escalera de 20 pie de longitud esta recargada sobre un 
terraplen inclinado a 60° con respecto a la horizontal. Si la 
base de la escalera se mueve horizon talmente hacia el te- 
rraplen a una tasa de 1 pie/s, que tan rapido se desliza la 
parte superior de la escalera cuando la base esta a 4 pies 
del terraplen. 

40 . Una escalera de 30 pie de longitud estd apoyada contra una 
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia 
abajo a una tasa de y pie/s, ^cuAl es la tasa de variation de 
la medida del Angulo agudo formado por la escalera con el 
piso cuando el extremo superior esta a 1 8 pie sobre el piso? 



41 . Un avion que vuela con rapidez constante a una altura de 
10 000 pie sobre una trayectoria recta que lo llevara di- 
rectamente sobre un observador en tierra. En un instante 
dado, el observador nota que el angulo de elevation del 
avion es de |tt rad y aumenta a una tasa de rad/s. 
Determine la rapidez del avion. 



42 . Un bote esta ubicado a 4 millas de la costa y tiene un 
radar transmisor que gira 32 veces por minuto. ^Que tan 
rapido se desplaza la onda emitida por el radar a lo largo 
de la costa cuando dicha onda forma un angulo de 45° 
con la costa. 



43. Despues de la explosion de despegue, un transbordador 
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a 
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda- 
dor. i,Que tan rdpido gira el radar 10 segundos despues de 
la explosion de despegue si en ese instante la velocidad 
del transbordador es de 100 yd/s encontrandose este a 
500 yd del suelo? 



44 . Se vierte agua en un deposito que tiene forma de cono 
invertido a una tasa de 8 pie 1 2 3 4 /min. El cono tiene una altura 
de 20 pie y un diametro de 10 pie en la parte superior. Si 
hay una fuga en la parte inferior del depdsito y el nivel del 
agua sube a una tasa de 1 pulg/min cuando el agua tiene 
una profundidad de 16 pies, ^qu£ tan rapido escapa el agua 
del deposito? 

Muestre que si el volumen de un globo decrece a una tasa 
proporcional al area de su superficie, el radio del globo 
se contrae a una tasa constante. 


REVISION DEL CAPITULO 2 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 2 


1. Defina la recta tangente a la grafica de una funcion en el 
punto /(*,)). 

2. Defina la recta normal a una grafica en un punto dado. 

3. Defina la derivada de una funcion / en un numero x del 
dominio de/. 

4 . Establezca dos formulas que proporcionen f\x j), la de- 
rivada de la funcion/ en el numero Jtj. 


5. i,Cual es la interpretation geomdtrica de la derivada de la 
funcion/ en el numero x{! 

6 . ^Cual es la notacion de Lagrange para la derivada de la 
funcion/ en el numero jcj? ^Cual es la notacion de Leibniz 
para la derivada? 

7. i,Es posible que' una funcion sea diferenciable en un nu- 
mero y no sea continua en ese numero? Si la respuesta es 
si, de un ejemplo. Si la respuesta es no, establezca la razon. 
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8. ^Es posible que una funcidn sea continua en un numero y 28. 
no sea diferenciable en ese numero? Si la respuesta es si, 
d6 un ejemplo, si la respuesta es no, establezca la razdn. 

9. Enuncie el teorema que proporciona la relacidn entre di- 
ferenciabilidad y continuidad de una funcidn en un 
numero. 

10. Establezca tres razones por las que una funcion no sea 
diferenciable en un numero c y dibuje la gr£fica de tal 
funcion en cada caso. 

11. Defina la derivada por la derecha y la derivada por la 
izquierda de una funcidn /en el numero x ( . 

12. Invente un ejemplo de una funcion que no sea diferencia- 
ble en un numero xj debido a que las derivadas por la dere- 
cha y por la izquierda de xj no son iguales aunque las dos 
derivadas laterales existan. 

13. Invente un ejemplo de una funcidn que no sea diferenciable 
en un numero X] , para la cual la grafica de la funcidn en el 
punto donde x = x l tiene una recta tangente vertical. 

14. Invente un ejemplo de una funcidn que no sea continua ni 
diferenciable en un numero particular de su dominio. 

15. l,Qu€ es el cociente de diferencias simetricas de la funcion 
/en el numero a? 

16. ^Cu£l es la mejor aproximacidn a f\a) para una tolerancia 
especffica: el cociente de diferencias simdtricas o el co- 
ciente de diferencias estindar? 

17. Defina la derivada numerica de una funcidn / en un 
numero a . 

18. fPor que es mas importante ahora la derivada numdrica 
que antes del advenimiento de las computadoras elec- 
tronicas? 

19. ^La derivada numerica de una funcidn en un numero siem- 
pre proporciona una aproximacidn de la derivada real de la 
funcidn en el numero? Si la respuesta es si, explique por 
qud. Si la respuesta es no, de un ejemplo de una funcidn 
que justifique su respuesta. 

20. ^Cdmo se puede apoyar en la graficadora la derivada de 
una funcidn calculada analiticamente? 

21. Enuncie los tres teoremas que permiten diferenciar cual- 
quier funcidn polinomial. 

22. Si la funcidn h es el producto de las funciones / y g, es- 
tablezca la regia de diferenciacidn para el producto que 
expresa la derivada de h en tdrminos de/, g y sus derivadas. 

23. Si la funcidn h es el cociente (f/g) de las funciones / y 
g, establezca la regia de diferenciacidn para el cociente 
que expresa la derivada de h en terminos de /, g y sus 
derivadas. 

24. Si/es una funcidn, ^que se entiende por la segunda deri- 
vada de/? iQue se entiende por la tercera derivada de/? 

25. ^Cuantas derivadas diferentes tiene una funcidn polinomial? 

26. ^Cual es la notacion de Leibniz para la segunda derivada? 

27. Suponga que una particula se mueve a lo largo de una recta 
de acuerdo a la ecuacion s = fit). Defina la velocidad y la 
aceleradon de la particula en t - t { . 


^Cual es la diferencia entre la velocidad y la rapidez en el 
movimiento rectilineo? 

Si 5 = fit) es la ecuacion de movimiento de una particula 
sobre una recta horizontal, ^como se puede simular el mo- 
vimiento en la graficadora? 

30. Efectue la sugerencia 29 si un objeto (por ejemplo, una 
pelota o una piedra) se mueve sobre una recta vertical. 

31. Si s = f(t) es una ecuacidn de movimiento de un obje- 
to que se mueve sobre una recta vertical, describa como 
determinaria analiticamente lo siguiente: que tan alto 
llegara el objeto y cu£nto tiempo le tomara alcanzar el 
punto mas alto; la velocidad instantanea del objeto en un 
tiempo particular; la rapidez del objeto en un tiempo 
particular; la velocidad instantanea del objeto cuando 
este vuelve al punto inicial. 

32. Interprete la derivada de una funcidn / como una tasa de 
variacion. 

33. Suponga que V(x) proporciona el volumen de un solido en 
terminos de la medida x. Interprete V"(**i) como una tasa 
de variacion. 

34. En economia, suponga que C(x) proporciona el costo total 
de x unidades de cierta mercancia y que R(x) es la utilidad 
total recibida cuando x unidades son vendidas. Interprete 
el costo marginal, C'(x), y la utilidad marginal, R'(x ), 
como tasas de variacion. 

35. ^Como aplican los economistas la derivada para aproxi- 
mar el costo de produccion de una unidad adicional des- 
pu£s de que se han producido k unidades y cdmo aproximan 
la utilidad por la venta de una unidad adicional despues 
de que se han vendido k unidades? 

36. Proporcione ejemplos en los que se aplique la derivada 
como tasa de variacion en dos disciplinas diferentes de la 
geometria y de la economia. 

37. Enuncie los teoremas que proporcionan las derivadas de 
sen x, cos x, tan x, cot x, sec x y esc x, donde x es un nu- 
mero real. 

38. Indique dos de los limites importantes del capftulo 1 que se 
utilizan para demostrar los teoremas que proporcionan la 
derivada de sen x y cos x. 

39. Para aplicar los teoremas de la sugerencia 37 a fin de ob- 
tener las derivadas de las funciones trigonometricas de 0, 
donde 6 es la medida de un angulo, ^por qu6 6 debe me- 
dirse en radianes? 

40. ( - ,C6mo se aplican las derivadas de las seis funciones tri- 
gonomdtricas para dibujar sus gr£ficas? 

41. ^Por que es necesario el Cdlculo para dibujar de manera 
formal las graficas de las seis funciones trigonometricas, 
las cuales pueden obtenerse en cursos previos al de C&lculo 
solo aplicando consideraciones intuitivas? 

42. Si la funcidn h es la composicion de las funciones / y 
g, esto es, h = / °~g , ^en que numeros deben ser di- 
ferenciables las funciones / y g si h es diferenciable en el 
numero x ( ? 
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43. Enuncie la regia de la cadena que proporciona la formu- 
la para la derivada de la composicion de las funciones 

fyg- 

44. Invente un ejemplo que muestre como se utiliza la regia de 
la cadena para calcular la derivada de una funcion K la 
cual es la composicion de dos funciones siendo una de 
ellas una funcion trigonometrica. 

45. Invente un ejemplo que muestre como se aplica la regia de 
la cadena para calcular la derivada de la funcion h, la cual 
es la composicion de dos funciones algebraicas, siendo 
s61o una de ellas un polinomio. 

46. iQu€ condiciones son necesarias para que el movimien- 
to de una partfcula sobre una recta horizontal sea ar- 
monico simple ? 

47. Enuncie la formula para la derivada de la funcion poten- 
cia para exponentes rationales. 

48. Invente un ejemplo que muestre el calculo de la deriva- 
da de la funcion compuesta f ° g, donde / es la funcion 
potencia para un exponente racional no entero y g es una 
funcion trigonometrica. 

49. ^Como se calcula la derivada de la funcion valor absoluto 
empleando teoremas de diferenciacion en lugar de la defi- 
nicidn de derivada? Mudstrelo al calcular la derivada de 

I* - 5|. 

50. Distinga entre la definition de funcion explicita y fun- 
cion implicita. 


51. iQu6 significa diferenciacion implicita ? 

52. ^Como se aplica la regia de la cadena cuando se utiliza di- 

dy 

ferenciaci6n implicita para determinar — a partir de 
una ecuaci6n en jc y y? 

dy 

53. Cuando se calcula mediante diferenciacidn implf- 

dx 

cita a partir de una ecuacion en x y y, £para que funcio- 
dy 

nes es la derivada? 
dx 

54. i,Que es un problema de tasas de variacion relacionadas ? 
Invente un ejemplo. 

55. Cuando se definen las variables en la solucirin de un pro- 
blema de tasas de variacion relacionadas, ^cual es la va- 
riable que debe definirse primero y por que? 

56. Despues de definir la primera variable en la solucion de 
un problema de tasas de variacion relacionadas, i,como 
se deben definir las otras variables? 

57. En la solucion de un problema de tasas de variacion re- 
lacionadas, cuando se obdene una ecuacion que relacio- 
na las variables, icon respecto a que variable se debe 
diferenciar? 

58. iComo se utiliza la diferenciaci6n implicita en la solucion 
de un problema de tasas de variacion relacionadas? 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 2 


En los ejercicios 1 a 14, calcule la derivada de la funcidn. 

1. fix) = 5a: 3 - lx 2 + 2x - 3 

2. g(x) = 5U 4 + lx 1 ) 


_4 

4 * X* 


+ -2- 4. 


3. g(x) = 

= ?r l/2 _ l r -I/2 


tf v 4 3 

fix) = — 7 


5. F(x) - 2JC 1 


6. G(jc) = 


x 2 - 4x + 4 


7. G(t) - (3 1 2 - 4)(4/ J + t - 1) 

8. fix) = (jc 4 - 2jc)(4jc 2 + 2x + 5) 

9 . = £i±I 10. H ( y) - 

11. f(s) = (2j 3 - 3j + 7) 4 

12 . Fix) = ( 4 a : 4 - 4x 2 + 1 )" l/3 

13. F(x) = (x 2 - l) 3/ V - 4 ) 112 

14. g(x) = (jc 4 - a :)- 3 (5 - x 2 )-' 


En los ejercicios 15 a 20, determine la derivada . 

15. D x [i x + l)senjc - jccosa:] 

16. D r (sen 2 3r) 



19. D^jsen (cos 3iv) -- sen w cos 3 w] 

20. D r [tan lx sec jc + tan (2 sec jc)] 


En los ejercicios 21 a 24, calcule la derivada de la funcidn 
y apoye la respuesta trazando las graficas de la respuesta y 
la derivada numerica en x en el mismo rectangulo de ins- 
peccion. 


21. fix) = 



22. gix) = 



x 2 


23. g(;c) = 24. fix) = 

1 + jc sen jc 

dy 

En los ejercicios 25 a 28, obtenga 

dx 

25. 4jc 2 + 4y 2 - y 3 = 0 

26. xy 2 + 2y 3 = jc - 2y 


27, tan jc + tan y = xy 

28. sen(jc + y) + sen(j: - y) = 1 

Los ejercicios 29 y 30 tratan acerca de la funcion continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros reales y su 
grafica se presenta en la figura adjunta . Suponga que cada 
parte de la grafica que parece ser un segmento de recta es un 
segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) Defina fa trozosr Calcule (b) / f _(-2), (c)f' + i~2), (d)f'Jf)), 
(e)f\i 0), (f)fL(2) y (gj/' + (2). (h) jEn qui numeros f no es 
diferenciable ? 
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29. y 




En los ejercicios 31 y 32, dibuje la grdfica de una June ion con - 
tinua f cuyo dominio sea el conjunto de todos los ndmeros rea- 
les, la cual satisface las propiedades indicadas. 

31. La funcidn / es diferenciable en cualquier ntimero excepto 
en -2 y 2;/(jc) > 0 si jc < -2;/(-2) = 0; 0 <f(x) < 3 
si -2 < x < 2;/(0) = 3;/(2) = 0;/(jc) < 0 si x > 2; 

2) = Uf(0) = 0;/'_(2) = -1;/V(2) =-2; 

Um = -oo. 

32. La funcion / es diferenciable en cualquier ntimero excep- 
to en -1, 0, y 1; el contradominio de / es (-oo, + oO); 
/(-l) = 0; /(0) = 1; /(l) = 3; /LH) = L /V(-D = 

2;/’.(l) = 0;/’ + (l) = 1; Um till ~ Zigl = +00 . 

♦ jt — >0 X 

33. Determine una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y - X 3 - 3jc - 1 en el punto (2, 1) y apoye su respuesta 
trazando la recta y la curva en el mismo rectangulo de 
inspection. 

34. Obtenga una ecuacidn de la recta normal a la curva 

8 * 

y = 2 + — en el punto (3, 2) y apoye so respuesta tra- 

zando la recta y la curva en el mismo rectangulo de ins- 
peccion. 


35. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
y = 2jc 3 + 4jc 2 - xque tengan pendiente 2-, y apoye su 
respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo rec- 
tangulo de inspeccidn. 

36. Determine una ec uacidn de la recta normal a la curva 
x - y = ^jx + y en el punto (3, 1). 

37. Obtenga ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva 2 jc 3 + 2y 3 - 9 xy = 0 en el punto (2, 1). 

38. Encuentre ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva y = 8 sen 3 2 jc en el punto ( ~ n, 1 ) y apoye su res- 
puesta trazando las rectas y la curva en el mismo rect£n- 
gulo de inspeccidn. 

39. Demuestre que la recta tangente a la curva y = -jc 4 + 
2jc 2 + jc en el punto (1,2) tambien es tangente a la curva 
en otro punto, y determine ese punto. 

40. Demuestre que las rectas tangentes a las curvas 

4y 3 - jc 2 y - jc + 5y = 0 

y 

jc 4 - 4y 3 + 5 jc + y = 0 


son perpendiculares en el origen. 

d$y 

41. Encuentre ~r~ si y = J3 - 2x 

dx 3 v 

42. Sea & = y k , donde k es una constante y y es una fun- 

d 3 y 

de x. Exprese en terminos de y y k. 

43. Sea /(jc) - -^x 4 + -|jc 3 + ~x 2 + 8jc + 2. Para qud 
valores de x se tiene que/"(jc) > 0? 


44. Determine la tasa de variacion de y con respecto a jc en el 
punto (3, 2) si ly 2 - jcy 3 - 4. 

En los ejercicios 45 y 46, una particula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacion dada, donde s 
metros es la distancia dirigida de la particula desde un punto O 
a los t segundos. El sentido positivo se considera hacia la de- 
recha. Determine los intervalos de tiempo en los que el mo- 
vimiertto es hadd la derecha y en los que es a la izquierda. 
Tambien deterrhihe cudndo la particula cambia su sentido. 
Muestre el compbiidmiento del movimiento mediante una fi- 
gura similar a la figura 2 de la seccion 2.5, eligiendo los va- 
lores de t al azar pero de modo que incluya los valores de t 
donde la particula ednibid de seritido. Ap&ye los resultados 
simulando el movimietito de la panfcula en la graficadora. ■ 

45. 5 = 2/ 3 + 3 1 2 - 12/ - 5 


En los ejercicios 47 y 48, una particula se mueve a lo lar- 
go dd una recta hot frontal de acuerdo a la ecuacion dada, 
donde a los t seguttdds s metros es la distdricia dirigida de la 
particula desde el origen, v metros por segUrtdo es la velo- 
cidad, y a metros por segundo por segurido es la aceleracion 
de la particula. Calcule v y a en terminos de t. Elabore una 
tabla semejante a la tabla 3 de la seccion 2.5 que proporcio- 
ne una descripcion de la posicidn y movimiento de la par- 
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tfcula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en los 
que la partfcula se mueve a la izquierda y en los que se 
mueve a la derecha; los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente; los intervalos en 
los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente; 
y la posicion de la partfcula con respecto al origen duran- 
te estos intervalos de tiempo. Muestre el comporta- 
miento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 10 de la seccion 2.5. Apoye los resultados simu- 
lando el movimiento de la partfcula en la graficadora. 

47. .s = 4 - 9t + 6t 2 - f 3 r a 0 

48. * = » 3 - 3» 2 - 9t + 13 ISO 

En los ejercicios 49 y 50, una partfcula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn dada, donde s pies 
es la distancia dirigida de la partfcula desde el origen a los t 
seg undos. Determine el tiempo cuando la aceleracidn ins tan- 
tdnea es cero, despuis calcule la distancia dirigida de la par- 
tfcula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese tiempo. 

49. s - 9t 2 + 2V2 7 + 1 / > 0 

50. s = 1 1 312 + 2l' n t > 0 

51. Un excursionista perdido en un bosque es descubierto des- 
de un helicdptero. Los rescatistas lanzaron una valija 
con alimentos al excursionista desde una altura de 200 pie. 
(a) Utilice la ecuacion (10) de la seccidn 2.5 para escribir 
una ecuacion del movimiento de la valija, y simular el 
movimiento en la graficadora. (b) Determine la velocidad 
instantdnea de la valija en 1 s y en 3 s. (c) Calcule el tiem- 
po que le tomara a la valija Uegar al suelo. (d) ^Cudl es la 
rapidez de la valija al momento de tocar el suelo? 


\ 


200 pie 


or#- 


mtfMi I 


aff 


m 


52. Realice el ejercicio 51 considerando ahora que la valija 
con alimentos se lanza hacia abajo desde el helicdptero con 
una velocidad inicial de 20 pie/s. 

53. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la par- 
te superior de un edificio de 112 pie de altura con una 
velocidad inicial de 96 pie/s. (a) Emplee la ecuacion (10) 
de la seccion 2.5 para escribir una ecuacion del movimien- 
to de la pelota, y simular el movimiento en la graficadora. 


(b) Estime qu 6 tan alto llegara la pelota y cudnto tiempo le 
tomard alcanzar el punto mds alto, (c) Confirme las esti- 
maciones del inciso (b) analfticamente. (d) Estime cudnto 
tiempo le tomara a la pelota llegar al suelo. (e) Confirme 
la estimacidn del inciso (d) analfticamente. (f) Calcule la 
velocidad instantdnea de la pelota a los 2 s y a los 4 s. 
(g) Determine la rapidez de la pelota a los 2 s y a los 
4 s. (h) Obtenga la velocidad instantdnea de la pelota 
cuando dsta alcanza el suelo. 

En los ejercicios 54 a 56, una partfcula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn de movimiento 
dada, donde a los t segundos, s metros es la distancia dirigida 
de la partfcula desde el origen, v metros por segundo es la 
velocidad, y a metros por segundo por segundo es la acele- 
racidn de la partfcula. (a) Calcule v y a en terminos de t. 
(b) Muestre que el movimiento es armdnico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 

54. 5 = 5-2 cos 2 1 

55. s - cos 2 1 + 2 sen 2 1 

56. s = sen(4r + ~n) + sen(4r + ^-n) 

3 6 

57. Un fabricante puede obtener una ganancia de $200 por 
cada artfculo que no exceda a los 800 artfculos produ- 
cidos cada semana. La ganancia disminuye $0.20 por 
artfculo que exceda los 800. (a) Obtenga un modelo ma- 
tematico que exprese la ganancia semanal del fabricante 
como una funcion del numero de artfculos producidos 
cada semana. Aunque la variable independiente, por de- 
finicidn, represente un numero entero no negativo, consi- 
dere que dsta denota un numero real no negativo a fin de 
que se cumplan los requisitos necesarios para la conti- 
nuidad. (b) Demuestre que la funcidn del inciso (a) es 
continua en su dominio. (c) Determine si la funcidn del 
inciso (a) es diferenciable en 800. 

58. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energfa 
radiante de acuerdo a la formula R — kT A , donde R es la 
medida de la tasa de emisidn de la energfa radiante por uni- 
dad cuadrada de drea, T es la medida de la temperature 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Calcule (a) la 
tasa promedio de variacion de R con respecto a T cuando T 
crece de 200 a 300; (b) la tasa instantdnea de variacidn de 
R con respecto a T cuando T = 200. 

59. Si A unidades cuadradas es el area de un triangulo rectdn- 
gulo isdsceles para el cual cada cateto mide x unidades de 
longitud, calcule (a) la tasa promedio de variacidn de A con 
respecto a x cuando x varia de 8.00 a 8.01; (b) la tasa 
instantdnea de variacidn de A con respecto a x cuando 
jc = 8.00. 

60. Si y = x 2/3 , calcule la tasa relativa de variacion de y con 
respecto a x cuando (a) x - 8, y (b) x = c, donde c es 
una constante. 

61. La ecuacidn de oferta para una calculadora es 
y = m 2 + yfm, donde lOOy calculadoras se suminis- 
tran cuando el precio de cada calculadora es m ddlares. 
Obtenga (a) la tjisa promedio de variacidn de la oferta 
con respecto al precio cuando dste se incrementa de $16 
a $17; (b) la tasa de variacidn instantdnea (o marginal) de 
la oferta con respecto al precio cuando dste es de $16. 
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62. El teorema del residuo de Algebra elemental establece que 
si P(x) es un polinomio y x y r son cualesquiera dos nume- 
ros reales, entonces existe un polinomio Q(x ) tal que 
P(x) = Q(x)(x - r) + P(r). ^Cualesel valor de 11m Q(j c)? 

x—*r 

63. Utilice la definicion de derivada para calcular /'(-5) si 


64. Utilice la definicidn de derivada para calcular f'(x ) 
si/(jc) = 3jc 2 - 5x + 1. 

65. Utilice la definic ion de derivada para calcular f\x) si 
m = t[ax — 3 . 

66. Utilice la definicidn de derivada para calcular /'(5) 
si f(x) - f 3jc + l . 

67. Determine /"(/r) si /(jc) = f2 + cos x . 

68. Calcule/"(jc) si /(jc) = 3 sen 2 jc - 4 cos 2 x. 

69. Encuentre/'(jc) si /(jc) = ( | x + 1 | - | jc | ) 2 . 

70. Obtenga/'(-3) si/(x) = (|*| - . 

En los ejercicios 71 y 72, la ecuacion describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde 
su posicion central (el origen) a los t segundos y el sentido po - 
sitivo es hacia arriba. (a) Obtenga la velocidad y la acelera- 
cion del cuerpo para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento 
es armonico simple . (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora . (e) Trace la 
grafica de la ecuacion de movimiento. 

71. s = 5sen-^/rr 72. s = 6cos;r(4 1 - i) 

En los ejercicios 73 y 74, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuacion de movimiento dada, donde 
a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la particula 
desde el origen, v pies por segundo es la velocidad y a pies 
por segundo es la ace le radon, (a) Calcule vy a en terminos de 
t. (b) Muestre que el movimiento es armonico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 

73. s = 2 cos(3f + j /r) + 4 sen(3* - ^ /r) 

74. s = 3-6 sen 2 4 1 

75. Si una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do a la ecuacidn de movimiento s — cos It + cos t , de- 
muestre que el movimiento no es armdnico simple. 

76. Una particula se mueve a lo largo d e una rect a de acuerdo a 
la ecuacidn de movimiento s = fa + bt 2 , donde ay b 
son constantes positivas. Demuestre que la medida de la 
aceleracidn de la particula es inversamente proporcional a 
s 3 para cualquier t. 

77. Si C(x) dolares es el costo total por fabricar x sillas, y 
C(x) = x 2 + 40jc + 800, determine (a) la funcidn de 
costo marginal; (b) el costo marginal cuando se producen 
20 sillas; (c) El costo real por producir la silla 21. 

78. La utilidad total recibida por la venta de x ldmparas es 
R(x) dolares y R(x) = lOOx - i-x 2 . Calcule (a) la fun- 
cion de utilidad marginal; (b) la utilidad marginal cuando 
jc = 15; (c) la utilidad real por la venta de la lampara 16. 


79. En un lago, un pez depredador se alimenta de un pez pe- 
queno, y la poblacion de depredadores en cualquier tiem- 
po es una funcion del numero de peces pequenos en el 
lago en ese tiempo. Suponga que cuando hay jc peces pe- 
quenos en el lago, la poblacidn de depredadores es 

y = eoo ooo x2 “W* + 40 Si la tem P orada de P esca 
termino hace t semanas, jc = 300* + 375. que tasa 
crece la poblacion de depredadores 10 semanas despu^s 
de que se cerro la temporada de pesca. No exprese y en 
terminos de t , utilice la regia de la cadena. 

80. La ecuacion de demanda para cierta barra de dulce es 

px + jc + 20p = 3 000 

donde 1 000 x barras de dulce son requeridas por semana 
cuando p centavos es el precio por barra. Si el precio actual 
es de 49 centavos por barra y el precio por barra crece a una 
tasa de 0.2 centavos cada semana, determine la tasa de 
variacion de la demanda. 

81. Un barco zarpo a mediodia y viaja hacia el oeste a 
20 nudos. A las 6 p.m. un segundo barco zarpd del mismo 
puerto y navega hacia el noroeste a 15 nudos. £Q U £ ten 
r^pido se alejan los dos barcos cuando el segundo ha re- 
corrido 90 millas nauticas? 



82. Un recipiente mide 80 m de longitud y su seccion tranversal 
es un trapecio isosceles con lados iguales de 10 m, base 
mayor de 1 7 m y base menor de 5 m. En el instante en que 
el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m, determine 
la tasa a la cual el agua escapa si su nivel disminuye a una 
tasa de 0.1 m/h. 

83. Un embudo de forma cdnica tiene un diametro de 10 pulg 
en su parte superior y 8 pulg de profundidad. El agua entra 
al embudo a una tasa de 12 pulg 3 /s y sale de el a una tasa 
de 4 pulg 3 /s. ^Que tan rapido se eleva la superficie del 
agua cuando esta tiene una profundidad de 5 pulg? 



f. 
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84. Conforme el Ultimo carro de un tren pasa debajo de an 
puente, un automovil cruza, por encima del puente, las vias 
del feiTocarril en forma perpendicular a 30 pie encima de 
ellas. El tren se desplaza a una tasa de 80 pie/s y el au to- 
mb vil a una tasa de 40 pie/s. <,Que tan rapido se separan 
el tren y el automdvil despues de 2 s? 



85. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 4 pie/s. Si hay una lampara en el piso a 40 pie 
del edificio, ^que tan rapido disminuye la sombra del 
hombre proyectada en el edificio cuando el esta a 30 pie 
del edificio? 

86. Una persona tiene una quemadura en su piel de forma 
circular. Si el radio de la quemadura decrece a una tasa de 
0.05 cm por dfa, cuando este es de 1.0 cm, ^cual es la tasa 
de decrecimiento del area de la quemadura en ese instante? 

87. Sea 


m = 


x 2 + 2 
20 - x 1 


si x < 3 
si 3 < x 


93. Demuestre que la recta tangente en cualquier punto (jc,, y,) 
de la circunferencia 


x 2 + y 2 — 


es perpendicular a la recta que pasa por el punto (jc,, y,) y el 
centra de la circunferencia. 

94. Si/(w) = ■— y g(jc) = ... = , calcule la deri- 

u 2 V2jc 3 - 6jc + 1 

derivada de / ° g en dos formas: (a) primero obtenga 
(/ ° £)(*) y despuUs calcule (/ ° g)'(jc); (b) utilice la regia 
de la cadena. 

95. Suponga que fix) = 3x + \x\ y g(x) = ±x - j\x\. 
Demuestre que /'( 0) ni g r (0) existen pero que 
(/ 0 g)'(0) existe. 


96. DU un ejemplo de dos funciones/y g de modo que /sea 
diferenciable en g(0), que g no sea diferenciable en 0, y que 
/ ° g sea diferenciable en 0. 

97. DU un ejemplo de dos funciones / y g de modo que / 
no sea diferenciable en g(0), que g sea diferenciable en 
0, y / o g sea diferenciable en 0. 

98. Sea 


m = 



si jc < 0 
si 0 < x 


donde n es un numero entero positivo. (a) ^Para quU va- 
lores de n es / continua para todos los valores de jc? 
(b) ^Para que valores de n es /diferenciable para todos los 
valores de jc? (c) <^Para quU valores de n es /' continua en 
todos los valores de jc? 

99. Si /'(jc) existe, demuestre que 


(a) Dibuje la grafica de /. (b) Determine si / es conti- 
nua en 3. (c) Determine si/ es diferenciable en 3. 

88. Sea 


fix) - 


{jc 2 - 16 
1 8jc - 32 


si jc < 4 
si 4 < jc 


(a) Dibuje la grafica de / (b) Determine si / es continua 
en 4. (c) Determine si / es diferenciable en 4. 

89. Sea /(jc) = | jc | 3 . (a) Dibuje la grUfica de / (b) Calcule 

lim fix) si existe. (c) Obtenga/'(0) si existe. 

jc— >0 

90. Sea f{x) = jc 2 sgn jc. (a) ^En quU ndmeros es / diferen- 
ciable? (b) i,Es /' continua en su dominio? 

91. Sea 

[ ax 2 + b si jc < 1 



determine los valores de a y b tales que /'( 1) exista. 


92. Suponga que 


fix) = 



+ bx + c 


si jc < 1 
si 1 < jc 


Determine los valores de a, b y c tales que /"(l) exista. 


Jt->Jtj x — X] 

100. Sean / y g dos funciones cuyos dominios son el con- 

junto de todos los mimeros reales. AdemUs, suponga 
que (i) g(x) = jc/(jc) + l; (ii) g(a + b) = gid) ■ gib) 
para toda a y b; (iii) lim /(jc) = 1. Demuestre que 
g'(x) = g(x). "*° 

101. Si las dos funciones / y g son diferenciables en el nu- 
mero jc h £es la funcidn compuesta f ° g necesariamen- 
te diferenciable en el numero jc,? Si la respuesta es si\ 
demuestrelo. Si la respuesta es no, d 6 un contraejemplo. 

102. Suponga que g(jc) = ]fix) |. Sif in \x) existe y /(jc) * 0, 
demuestre que 

8 ^ | fix)? U 


103. Demuestre que D/(sen jc) = sen(jc + ^nn). Suge- 
rencia: utiljce induccion matemdtica y las formulas 
sen(jc + ~tt) ~ cos jc o cos(jc + fn) = -sen jc des- 
pu6s de cada diferenciacfon. 


104. Si y 


1 - 2x 


, demuestre por medio de induccion 


2 n n ! 


. d n y 

matematica que — - ~ 

dx n (1 - 2j:)" +i 




\\S\OH 


funciones y desus 
graficas, valores extremos 
y aproximaciones 
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3.1 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES 






Una aplicacion importante de la derivada es determinar donde una funcion 
alcanza sus valores maximos y minimos ( extremos ). En esta section se ini- 
tiara el estudio de los valores extremos de una funcion con los extremos re - 
lativos , extremos absolutos y el teorema del valor extremo. Las aplicaciones 
de estos conceptos se presentan en la proxima section. 


3*1*1 Definition de valor mdximo relative? 


La funcidn / tiene un valor maximo relativo en el numero c si existe 
un intervalo abierto que contienea c, en el que/ estd definida, tal que 
/{c> s f(x) para tod a x en ese intervalo. 


Las figuras 1 y 2 muestran una portion de la grafica de una funcion que 
tiene un valor maximo relativo en c. 


3,1*2 Definition de valor minima relativo 


La funcidn / tiene un valor mfrilmo relativo en el numero c si existe 
un intervalo abierto que contiene a c, en el que / estd definida, tal que 
f(c) s f{x) para toda x en este intervalo. 


Las figuras 3 y 4 muestran una portion de la grafica de una funcion que 
tiene un valor minimo relativo en c. 

Si una funcion tiene un valor maximo relativo o minimo relativo en c, 
entonces se dice que la funcion tiene un extremo relativo en c. 

El teorema siguiente se utiliza para determinar los numeros posibles en 
los que una funcion tiene un extremo relativo. 


3*1*3 Teorema 


Si f(x ) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, b ), 
y si / tiene un extremo relativo en c, donde a < c < y adem^s 
/'(c) existe, entonces f(c) = 0. 


La demos tracion de este teorema se dara al final de esta section. En ter- 
minos geometricos, el teorema establece que si / tiene un extremo relativo 
en c, y si f'{c) existe, entonces la grafica de / debe tener una recta tangente 
horizontal en el punto donde x = c. Observe que esta situation se presenta 
en las graficas de las figuras 1 y 3. El teorema tambien indica que si / es una 
funcion diferenciable, entonces los unicos numeros posibles c para los cua- 
les / puede tener un extremo relativo son aquellos en los que f'(c) = 0. 


i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea / la funcion definida por 
fix) = X 2 - 4x + 5 

Entonces f\x) = 2x - 4. Como /'( 2)„ = 0, / puede tener un extremo 
relativo en 2. Puesto que /( 2) - 1 y 1 < f(x ) cuando x < 2 o x > 2, la 
definition 3.1.2 garantiza que /tiene un valor minimo relativo en 2. La fi- 


FIGURA 4 
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/(jc) - x 2 - 4x + 5 

FIGURA 5 


y 



FIGURA 6 


y 


gura 5 muestra la grafica de /, una parabola cuyo v^rtice est4 en el punto 
(2, 1) en donde la grafica tiene una recta tangente horizontal. 4 

Observe que f'{c) puede ser igual a cero aunque / no tenga un extremo 
relativo en c, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la funcion / defi- 

nida por 

fix) = {x - l) 3 + 2 

Entonces f\x) = 3(x - l) 2 . Debido a que / '( 1) = 0,/puede tener un extre- 
mo relativo en 1. Sin embargo, como/(l) = 2 y 2 > /( x) cuando x < 1, y 
2 < fix) cuando jc > 1, no se puede aplicar ninguna de las definiciones 
3.1.1 y 3.1 .2. De modo que /no tiene un extremo relativo en 1. La grlfica de 
esta funcion, mostrada en la figura 6, tiene una recta tangente horizontal en 
el punto (1, 2), lo cual es consistente con el hecho de que la derivada sea 
cero en ese punto. 4 

Una funcidn puede tener un extremo relativo en un numero en el que la 
derivada no exista. Esta situacidn se presenta para las funciones cuyas gr£- 
ficas se muestran en las figuras 2 y 4, asi como para la funcidn del ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


^ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/ la funcidn definida por 


fix) = 


2x - 1 
8 - x 


si x < 3 
si 3 < x 


La grafica de esta funcidn se presenta en la figura 7, la cual muestra que / 
tiene un valor maximo relativo en 3. La derivada por la izquierda en 3 est4 
dada por /'_( 3) = 2, y la derivada por la derecha en 3 est£ determinada por 
/'+( 3) = -1. Por tanto, se concluye que/' (3) no existe. 4 


El ejemplo ilustrativo 3 muestra por que la condicidn “/'(c) existe” debe 
incluirse en la hipdtesis del teorema 3.1.3. 

Es posible que una funcidn pueda estar definida en un numero c donde 
/'(c) no exista y sin embargo, /no tenga un extremo relativo en ese numero. 
El ejemplo ilustrativo siguiente presenta una de estas funciones. 





si x £ 3 
si 3 < jc 


FIGURA 7 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea / la funcidn definida por 

fix) = X 1 ' 3 

El dominio de/es el conjunto de todos los numeros reales, y su derivada es 
/,(x) = JJi T six *° 

Ademds, /'( 0) no existe. La figura 8 muestra la grafica de / La funcidn no 
tiene extre mos relativos. ^ 


En resumen, si una funcidn / estd definida en un numero c, una con- 
dici6n necesaria para que /tenga un extremo relativo en c es que /'(c) = 0 
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FIGURA 8 


o que /'(c) no exista. Tenga en cuenta que esta condition es necesaria pero 
no suficiente. 


3.1*4 Definition de numero critico 


Si c es un odmero del dominio de !a funcidn / y si f r (c) = Do / J (c) 
no exists, entonces c es un numero critico de / 


Debido a esta definition y a la discusion anterior, una condition nece- 
saria, pero no suficiente, para que una funcion tenga un extremo relativo en 
c es que c sea un numero critico. 


^ EJEMPLO 1 Sea /la funcion definida por 
f(x ) = ;t 4 + 4 jc 3 - 2x 2 - 12x 



fix) = x 4 + 4X 3 - 2x 2 - I2x 

FIGURA 9 


(a) Estime graficamente con aproximaciOn de decimos los numeros criticos 
de/ 

(b) Confirme analiticamente las respuestas del inciso (a). 

Solucion 

(a) Como f(x) es un polinomio, /'(*) existe en todo numero. Por tan to, los 
unicos numeros criticos son aquellos valores de x para los que/'(x) = 0, 
esto es, las coordenadas jc de los puntos de la gr&fica de/ para los que la 
recta tangente es horizontal. La figura 9 muestra la grafica de /trazada en 
el rect&ngulo de inspection de [-10, 10] por [-10, 10]. En la graficadora, 
la recta tangente parece horizontal en los puntos (-3.0, -9.0), (-1.0, 7.0) 
y (1.0, -9.0). De este modo, se estima que los numeros criticos son -3.0, 
-1.0 y 3.0. 

(b) Se calcula /'(*), se iguala a cero y se despeja jc. 

4x 3 + \2x 2 - 4x - 12 = 0 
x 3 + 3x 2 - x - 3 = 0 
x\x + 3) - (x + 3) = 0 
(x + 3)(x 2 - 1) = 0 
* + 3= 0 * 2 -l = 0 

* = -3 x 2 = 1 

* = ±] 

De este modo se ha confirmado que los numeros criticos son -3, -1 y 1 . A 


► EJEMPLO 2 

(a) Determine los numeros criticos de la funcion definida por 
fix) = x 4/i + 4x'/ 3 

Apoye las respuestas del inciso (a) graficamente en dos formas: (b) trace la 
grdfica de/; (c) trace la griifica de NDER(/(jc), jc). 

Solucion 

(a) /'(*) = f* 1/3 + |* _2/3 
= ±x~ 2l \x + 1) 

4(x + 1) 

3x2/3 
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FIGURA 10 



FIGURA 11 


Cuando x = -1, fix) - 0, y cuando x = 0, f\x) no existe. Tanto -1 
como 0 est&n en el dominio de /; por tanto, los niimeros crfticos de / 
son -1 y 0. 

(b) La figura 10 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspec- 
cidn de [-5, 5] por [-5, 5]. La grafica parece tener una rectatangente 
horizontal en el punto (-1, -3) y una recta tangente vertical en el punto 
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es 0 cuando * = -1 y 
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0. Estos hechos apo- 
yan las respuestas del inciso (a). 

(c) La figura 1 1 presenta la grafica de NDER(/(x), jc) trazada en el rectan- 

gulo de inspection de [-5, 5] por [-5, 5]. Como la grafica de/'(x) inter- 
secta al eje x en (-1, 0), /'(- 1) = 0. La grdfica de f'(x) tiene al eje y 
como asintota vertical, lo cual indica que /'( 0) no existe. De nuevo, 
esto apoya las respuestas del inciso (a). 4 


► EJEMPLO 3 Determine los numeros crfticos de la funcidn 
definida por 

g(x) = sen x cos x 

Sol UC ion Como sen 2x = 2 sen x cos x , 

g(x) = ysen 2x 
g'(x) = j(cos 2x)2 
= cos 2* 

Puesto que g'(x) existe para toda x, los unicos numeros cnticos son aquellos 
para los que g\x) = 0. Como cos 2x = 0 cuando 


2x = y;r + kn donde k es cualquier numero entero 

asi, los numeros cnticos de g son + \kn, donde k es cualquier nu- 
mero entero. ^ 


Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y 
se desea determinar el valor de funcion mas grande o mas pequeno en el in- 
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un extre- 
mo y abiertos en el otro. El valor mas grande de la funcion en un intervalo 
se denomina valor mdximo absolute, y el valor mas pequeno de la funcion 
en el intervalo se llama valor mi'nimo absolute. A continuation se dan las 
definiciones precisas. 


3.1.3 Definicion de valor mdximo absolute en un intervalo 


La funcidn/ tiene un valor mdximo absolute en un intervalo si existe 
algdn numero c en el intervalo tal que /(c) ^ f(x) para toda x del inter- 
vals El ndmero/(c) es el valor mdximo absoluto de/en el intervalo. 


3.1.6 Definicion de valor mmimo absoluto en un intervalo 


La funcidn / tiene un valor mmimo absoluto en un intervalo si 
existe algdn ndmero c en el intervalo tal-que /(c) <. /( x) para toda x del 
intervalo. El numero /(c) es el valor mfnimo absoluto de / en el in- 
tervalo. 
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fix) = -x 2 x € (-3, 2] 

FIGURA 13 



/(*) = — —■ x e (-1, 1) 
1 - x 1 

FIGURA 14 


Un extremo absoluto de una funcidn en un intervalo es un valor maxi- 
mo absoluto o un valor minimo absoluto de la funcion en el intervalo. Una 
funcidn puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo particular. En 
cada uno de los ejemplos ilustrativos siguientes se dan un intervalo y una fun- 
ci6n, y se determinan los extremos absolutos de la funcidn en el intervalo, si 
es que existe alguno. 


EJEMPLO I LU STRATI VO 5 Supongaque/es la funcion 
definida por 

fix) = 2x 

La gr£fica de /en el intervalo [1, 4) se presenta en la figura 12. Esta funcion 
tiene un valor minimo absoluto de 2 en [1, 4). No existe un valor mdximo ab- 
soluto de/en [1, 4) porque Km_/(jc) = 8, pero f(x) siempre es menor que 
8 en el intervalo dado. ^ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Considere la funcidn/ defi- 
nida por 

fix) = - x 2 

La grafica de /en el intervalo (-3, 2] se muestra en la figura 13. Esta funcion 
tiene valor m&ximo absoluto de 0 en (-3, 2]. No existe un valor minimo abso- 
luto de /en (-3, 2] debido a que lim f(x) = -9, pero fix) siempre es mayor 
que -9 en el intervalo dado. * 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 La funcidn /definida por 


fix) = 


X 

1 - Jt 2 


no tiene valor mdximo absoluto ni valor minimo absoluto en el intervalo 
(-1, 1). La figura 14 muestra la grafica de/en (-1, 1). Observe que 


Km f(x) = -oo Km fix) = +00 

X-+-1+ X— ► I - 


◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 


m = 


x + 

X 2 - 


1 

6x + 1 


si x < 1 
si 1 < x 


Sea/la funcidn definida por 


La grafica de/en [-5, 4] se presenta en la figura 15. El valor m£ximo absoluto 
de/en [-5, 4] ocurre en 1, y /(l) = 2; el valor minimo absoluto de/en 
[-5, 4] ocurre en -5, y/(-5) = -4. Observe que/tiene un valor mdximo rela- 
tivo en 1 y un valor minimo relativo en 3. Tambien note que 1 es un numero 
cntco de / porque /'(l) no existe, y 3 es un numero crftico de / porque 

/'( 3 ) = 0 . ◄ 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 La funcion / definida por 
1 


fix) = 


* - 3 
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no tiene valor maximo absoluto ni valor minimo obsoluto en [2, 4]. La figura 
16 muestra la grafica de / en este intervalo. Como lim fix) = -oo; 

x — *3 

fix) puede hacerse menor que cualquier numero negativo tomando 
3 - jc > 0 y menor que una <5 positiva adecuada. Tambien se tiene que 
lim f(x) = +oo, de modo que fix ) puede hacerse mayor que cualquier 

X 3 + 

numero positivo tomando x - 3 > 0 y menor que una 8 positiva con- 
veniente. M 


fix) = 


jx + I si JC < 1 

[x 2 - 6x + 7 si 1 < x 


FIGURA 15 


Se puede hablar del extreme absoluto de una funcion cuando no se ha 
especificado ningun intervalo. En tal caso se hace referenda al extremo ab- 
soluto de la funcion en su dominio. 


I |l l l 
4 5 


A 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La grafica de la funcidn / 

definida por 

fix) = x 2 - 4x + 8 

es la parabola mostrada en la figura 17. El punto mas bajo de la para- 
bola es el punto (2, 4), y la parabola abre hacia arriba. La funcion tiene un 
valor mfnimo absoluto de 4 en jc = 2. No existe el valor maximo absoluto 
de/. ◄ 


fix) = — !— J e (2, 4], * * 3 
jc - 3 

FIGURA 16 


y 



fix) — x 2 — Ax + 8 

FIGURA 17 


Con referenda a los ejemplos ilustrativos 5-10, se aprecia que el uni- 
co caso en el que existen tanto el valor maximo absoluto como el valor 
minimo absoluto de la funcion es en el ejemplo ilustrativo 8, donde la fun- 
cion es continua en el intervalo cerrado [“5, 4]. En los otros ejemplos ilus- 
trativos no se tiene un intervalo cerrado o no se tiene una funcion continua. 
Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, un teorema, llamado 
teorema del valor extremo , asegura que la funcion tiene un valor maximo 
absoluto y un valor minimo absoluto en el intervalo. La demostracion de este 
teorema, mas alia del alcance de este texto y puede encontrarse en algun li- 
bro de Calculo avanzado. 


3.1.7 Teorema del valor extremo 


Si la funddn / es continua en el intervalo cerrado [a, b J, entonces / 
tiene un valor mdximo absoluto y un valor mfnimo absoluto en [a, b] . 

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun- 
cion en un intervalo cerrado es una condicion suficiente para garantizar que la 
funcion tiene un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en el 
intervalo. Sin embargo, no es una condicion necesaria. Por ejemplo, la fun- 
cion cuya gdfica se muestra en la figura 1 8 tiene un valor maximo absoluto 
en jc = c y un valor mfnimo absoluto en jc = 4 aunque la funcion es dis- 
continua en el intervalo abierto (-1 , 1 )■ 

Un extremo absoluto de una funcion continua en un intervalo cerrado 
debe ser un extremo relativo o un valor de funcion en un extfemo del inter- 
valo. Debido a que una condicion necesaria para que una funcion tenga un 
extremo relativo en un numero c es que c sea un numero crftico, de modo que 
el valor maximo absoluto y el valor mfnimo absoluto de una funcion / con- 
tinua en un intervalo cerrado [ a , b \ puede determinarse mediante el procedi- 
miento siguiente: 
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F1GURA 18 


1. Determine los valores de La funcidn en Los ntimeros criticos de/ 
en (a, b). 

2. Determine los valores de f(a) y f(b }, 

3. El mayor de Los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el 
valor m&ximo absoluto, y d menor de los valores es el valor 
mfnimo absolute. 


► EJEMPLO 4 Determine los extremos absolutes de /en [-2, 3] si 
fix) - x 3 - 6x - 1 
y apoye la respuesta grdficamente. 


Tablal 


X 

2 

- 1.41 

1.41 3 

fix) 

3 

4.66 

- 6.66 8 


Sol UC ion Como/es continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del 
valor extremo. Para determinar los numeros criticos de /, primero se calcula 
fix): 


f'(x) — 3x 2 - 6 



FIGURE 19 


Debido a que fix ) existe para todos los numeros reales, los unicos numeros 
criticos seran los valores de x para los que fix) = 0, A1 igualar/'(jc) a cero 
y resolver para x se tiene 

3x 2 -6 = 0 

x = ± fl 
x « ±1.41 

De modo que los numeros criticos de / son aproximadamente ±1.41 
y cada uno de estos numeros esta en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores 
de funcion de los numeros criticos y de los extremos se muestran en la tabla 1 . 

Por tan to, el valor mdximo absoluto de / en el intervalo [-2, 3] es 8, el 
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor mfitimo absoluto de/e n el in- 
tervalo [-2, 3] es aproximadamente -6.66, el cual ocurre en el numero erf- 
tico 1.41. 

La figura 19 muestra la grdfica de/trazada en el rect^ngulo de in spec- 
cion de [-2, 3] por [-10, 10]. Esta grdfica apoya las respuestas dadas. A 


► EJEMPLO 5 

/en [1, 5] si 


Estime graficamente los extremos absolutos de 



fix) = (X - 2) 2/3 

y confirme las respuestas analiticamente. 

Solution La grafica de /trazada en el rectangulo de inspeccion de [1,5] 
por [-1,3] se muestra en la figura 20. De la grafica, el valor minimo absoluto 
es 0 y ocurre en x = 2. El valor maximo absoluto se tiene en el extremo de- 
recho 5, y en la calculadora, se estima que/(5) = 2.08. 

A1 aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas 
analiticamente, puesto que/es continua en [1, 5]. Como 


3(jc - 2) l/3 


FIGURA 20 


fix) = 
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Tabla2 


X 

! 2 5 

fix) 

1 0 V9 


no existe valor de x para el cual f'(x) = 0. Sin embargo, como /'(x) no existe 
en 2, se concluye que 2 es un numero crftico de/; de modo que el valor mi- 
nimo absolute ocurre en 2 o en un extremo del intervalo. Los valores de fun- 
ci6n de estos numeros se muestran en la tabla 2. 

De la tabla se concluye que el valor mmimo asbsoluto de/en [l, 5] es 
0 y el valor maximo absolute es * 2.08, lo que confirma las respues- 
tas anteriores. A 

Antes de demostrar el teorema 3.1.3, como se indico, se probara un teo- 
rema preliminar que se utilizar£ en la demostracion del teorema 3.1.3, asi 
como en las demostraciones de otros teoremas. 


3.1,8 Teorema 


(i) Si Mm f{x ) existe y es positive, entonces existe un intervalo 
abierto que contiene a c tal que f(x) > 0 para toda x * c del 
intervalo. 

(ii) Si lim fix) existe y es negativo, entonces existe un intervalo 

abierto que contiene a c tal que fix) < 0 para toda x * c del 
intervalo. 


Demostracion del inciso (i) Sea lim fix) = L, donde, por hipote- 
sis, L > 0. A1 aplicar la definition de limite (1.5.1) con € - ^L, se tiene 
que existe S > 0 tal que 

si 0 < | jc — c* | < S entonces \f(x) - L \ < \L (1) 

Como 0 < | jc - c | < 3 equivale a la proposicion 

jc est£ en el intervalo abierto (c - 8,c + 6) donde x ^ c (2) 

y I/M - L\ < |L equivale a la desigualdad continua 

\L<fix)<\L (3) 

Si se sustituyen (2) y (3) en (1), se tiene la proposicidn 

si jc est£ en el intervalo abierto (c - S, c + 5), donde jc ^ c , 
entonces \L < /(jc) < \L 

Como L > 0, esta proposicion significa que /(x) > 0 para cada x * c del 
intervalo abierto (c - 8, c + 8). u 


La demostracidn del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (vea el ejercicio 57). 


Demostracion del teorema 3.1.3 Se desea probar que si f(x) exis- 
te para todos los valores de x del intervalo abierto ( a , b\ y si / tiene un ex- 
tremo relativo en c, donde a < c < b, y si /'(c) existe, entonces /'(c) = 0. 

Suponga que /'(c) ^ 0. Entonces /'(c) > 0 o /'(c) < 0. Si /'(c) > 0 
entonces 


lim 

x — > c 


fix) - fjc) 


> 0 


x - c 
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Por tanto, por el teorema 3.1.8 (i), existe un intervalo abierto / que contiene 
a c tal que 

- /(c) > 0 ( 4 ) 

X - c 

para toda x * c en /. Adem£s, 

fix) - /(c) = (x- c) /( ^ ~ si * * c (5) 

De (4), el cociente del miembro derecho de (5) es positivo si x est& en /. Por 

tanto, de (5) se concluye que si x esta en /, entonces f(x) - /(c) y x - c 

tienen el mismo signo; esto es 

f(x) > /(c) si x > c (6) 

y 

fix) < /(c) si x < c (7) 

De (6), / no puede tener un valor maximo relativo en c y de (7) / no puede 

tener un valor minimo relativo en c, lo cual contradice la hipotesis de que / 
tiene un extremo relativo en c. 

Si /'(c) < 0, se obtiene una contradiction semejante. Se le pedira que 
pruebe esto en el ejercicio 58. 

Asi, la suposicion de que /'(c) ^ 0 conduce a una contradicion, por tan- 
to, /'(c) = 0. ■ 


EJERCICIOS 3.1 


En los ejercicios I a 8, (a) trace la grafica de la funcion y esti- 
me los numeros criticos de la funcion graficamente. (b) Con- 
firme las respuestas del inciso (a) anah'ticamente. 

1. fix) = Jt 3 + lx 2 - 5x 

2. g(x) = 2x 3 - 2x 2 - 16* + 1 

3. g(x) = x 615 - 12r 1/5 

4. f(x) = x 1/} + * 4/3 - 3x V3 


S. f(x) -- -j. 

x L 


x + 1. 


— 5jc H- 4 

7. G( x) = (x - 2)\x + l) 2 

8. F(x) = (5 + x)\2 - x) 2 


6 . 


fix) = 


2x - 9 
x 2 - 9 


En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los numeros criticos de la 
funcion f analiticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en 
dos formas: ( b ) trace la grafica de f; (c) trace la grafica de 
NDER (f(x), x). 


9. f(x) = * 4 + Ux 3 + 34x 2 + 15* 

10. fix) = x 4 + 4x 3 - 2x 2 - 12* 

11. fit) = it 2 - 4) 2/3 

12. /(w) = (w 3 


3w 2 + 4) 1/3 


13. /(*) = 

14. /(*) = 


* - 2 

* 2 + 2* + 5 


En los ejercicios 15 a 18, determine los numeros criticos de la 
funcion. 

15. /(*) = sen 2* cos 2* 

16. fix) = sen 2* + cos 2* 

17. F(x) = sec 2 3* 

18. Gix) = tan 2 4* 

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la grafica de la funcion en 
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de 
la funcion en el intervalo, si existe alguno, y determine los va- 
lores de x en los que ocurren los extremos absolutos . 

19. fix) = 4 - 3*; (-1,2] 

20. /(*) = * 2 - 2* + 4; (— oo, + oo) 

21. gix) = — ; f— 2, 3] 

* 

22. fix) = i; {2,3) 

23. fix) = 2 cos *;[-§*; |>r) 

24. G(*) = -3 sen *; [0, ~ k) 

25. /(*) = V3 + * ; [-3, +oo) 

26. /(*) = yj~4~- x 2 ; (-2, 2) 


27. 


h(x) = 


4 

ix - 3) 
3* 

9 - * 2 


T ; 12, 5) 
;(“3, 2) 


* - 1 


28. gix) = 
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29. F(x) = 

1* 

- 4| + 1; (0,6) 


30. fix) = | 

4 - 

- jc 2 | ;(-oo, + OO ) 


u> 

5 

ii 

V4- 

TTx; [0, 3) 


32. fix) = | 

> 

+ l | si x * - 

"! ; [-2, 

3 

si x = - 

-1 

33. /(x) = - 

X 

h six * 5 -. 

[3,5] 


2 

si x = 5 


34. F(x) = Uix) - Uix - 1) donde 

Uix) = 

. 0 

si x < 0 . 

1) 


. 1 

si 0 ^ x’ 


35. fix) = x 

- 

M;(l,3) 



36. h(x) = 2x + |2c - IB; (1,2] 

37. g(x) = sec3x;[~7^, ~k\ 

D D 

38. /( x) = tan 2x; [- j n, ^k] 

En los ejercicios 39 a 46, determine los extremos absolutos de 
la funcion en el intervalo indicado mediante el metodo del 
ejemplo 4 y apoye las respuestas graficamente. 

39. (a) fix) = jc 4 - 8x 2 + 16; [-4,0] 

(b) /(jc) = jc 4 -.8x 2 + 16; [-3,2] 


40. (a) /(jc) = x 4 - 8 jc 2 + 16; [0,3] 
(b) /(jc) = x 4 - 8jc 2 + 16; [-1, 4] 


41. f{t) = 2 sen t; [-K, k] 

42. g(t) = icsc 2r, [- i it, iff) 

43 ‘ = 7T2 ;H - 21 

44. f(r) = i±l;[-5,2] 

r - 3 

45. fix) = (x + l) 2p ; [-2, 1] 

46. g(x) = 1 - (x - 3) 2/3 ; [-5,4] 


los ejercicios 47 a 52, (a) estime graficamente los extre- 
mos absolutos de lafuncidn en el intervalo indicado. ( b ) Con- 


firme las respuestas analiticamente mediante el metodo del 
ejemplo 5. 

47. /(jc) = jc 3 + 5;c - 4; [-3,-1] 

48. g(x) = x 3 + 3x 2 - 9jc; [-4,4] 

49. git) = 2 sec if; [~\k, \k\ 

50. fit) = 3 cos 2f; [ ijr, | k\ 

51. fix ) = (jc - l) 1/3 + 4; [0, 2] 

52. f(x) = jffy [0, 1] 

En los ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la grdfica de lafuncidn en 
el intervalo indicado. (b) Determine los extremos absolutos de 
la funcion en el intervalo. 


53. fix) 

54. fix) = 

55. Fix) = 

56. C(jc) = 


J | jc | si -3 < jc < 2 
4 - jc si 2 < jc < 3 

2jc - 7 si -1 ^ x < 2 


si 2 < jc < 4 


; [-3, 3] 
H,4] 


3jc - 4 si -3 < jc < 1 . 

X 2 - 2 si 1 < jc < 3 ’ j 


4 - (x + 5) 2 si-6 < jc < -4, qi 
12 - (jc + l) 2 si-4 < x < 0 ’ l ’ 


57. Demuestre el inciso (ii) del teorema 3.1.8. 

58. Demuestre el teorema 3.1.3 con la suposicion de 
que/'(c) < 0. 

59. Si la funcidn / es diferenciable en todo numero y 
/'(c) = 0, ^puede concluirse que / tiene un extremo re- 
lativo en c? Explique su respues ta. 

60. Si la funcidn / tiene un extremo relativo en el nu- 
mero c, ^puede concluirse que /'(c) = 0? Explique su 
respuesta. 

61. Describa como obtendrfa analiticamente los extremos 
absolutos de una funcion continua en un intervalo cerrado. 


3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO 
ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 


Ahora se aplicar& el teorema del valor extremo a problemas en los que la so- 
lution es un extremo absolute de una funcion en un intervalo cerrado. Como 
se dijo en la section anterior, el teorema 3.1.7 asegura que una funcion conti- 
nua en un intervalo cerrado tiene un valor maximo absolute y un valor 
mmimo absolute en el intervalo. Se mostrarl el procedimiento para obtener 
los extremos absolutos de una funcidn en el ejemplo ilustrativo siguiente, 
al considerar la situation discutida en el ejemplo 4 de la section 1.3 y en el 
ejemplo ilustrativo 2 de la section 1.9. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un fabric ante de cajas de 

carton quiere elaborar cajas abiertas a parti r de trozos rectangu lares de carton 
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— 10 pulg — 

FIGURA 1 


con dimensiones de 10 pulg por 17 pulg, cortando cuadrados en las cuatro 
esquinas y doblando los lados hacia arriba, Se desea determinar la longitud 
del lado de los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el 
mayor volumen posible. La figura 1 muestra uno de los trozos de carton in- 
dicados y la figura 2 representa la caja. En el ejemplo 4 de la section 1.3 se 
mostro que si jc pulgadas es la longitud de los lados de los cuadrados que 
se cortaran y V(x) pulgada^cubicas es el volumen de la caja, entonces 

V(x) = 170jc - 54jc 2 + 4X 3 

y el dominio de V es el intervalo cerrado [0, 5]. Como V es continua en [0, 5], 
se sabe, por el teorema del valor extremo, que en este intervalo V tiene un 
valor maximo absoluto, el cual ocurre en un numero cntico o en un extremo 
del intervalo. Para obtener los numeros cnticos se calcula V’(x) y se deter- 
minan los valores de x para los que V'(x) = 0 o V'(*) no existe. 

V’{x) = 170 - 1 08jc + 12jc 2 


V'(x) existe para todos los valores de jc . A1 igualar V'{x) a cero y despe- 
jar x se tiene 



FIGURA 2 


2(6*2 - 54* + 85) = 0 

54 ± V(~54) 2 - 4(6)(85) 

X ~ 12 

De donde se obtiene jc = 6.97 y jc = 2.03. De modo que el tinico valor cn- 
tico de V en [0, 5] es 2.03. Como V(0) = 0 y V(5) = 0, mientras que 
V(2.03) = 156.03, el valor mdximo absoluto de V ocurre cuando jc = 2.03. 
Este resultado puede apoyarse en la graficadora como se hizo en el ejemplo 4 
de la seccidn 1.3. 


Conclusion: El mayor volumen posible es 156.03 pulg 3 , y se obtiene cuan- 

do la longitud de los lados de los cuadrados que se cortar&n es de 2.03 pulg. ^ 



FIGURA 3 


r EJEMPLO 1 Los puntos A y B estdn en las orillas de un no 
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C esta en la 
misma orilla que B pero a k kil6metros de B no abajo. Una companfa telefo- 
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kildmetro de cable en 
tierra es de $10 000 y el de cable subacuatico es de $12 500. Sea P un punto 
en la misma orilla que B y C de modo que el cable se tienda de A a P y luego 
a C. Consulte la figura 3. (a) Si jc kildmetros es la distancia de B a P, obtenga 
una ecuacidn que defina a C( jc) si C(x) dolares es el costo total del cable ten- 
dido y establezca el dominio de C. (b) Si Jc = 2, estime en la graficadora el 
valor de jc para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible. 
Despu6s confirme la estimacidn analfticamente. 

Solucion 

(a) La distancia de P a C es (k - jc) kildmetros, y, del teorema de Pitagoras, 
la distancia de A a P es V3 2 + jc 2 kildmetros. Por tanto, 


C(*) = 12 500>/9 + * 2 + 10 000(Jt - jc) (1) 


El dominio de C es [0, k]. 
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(b) Con k = 2 en la ecuacion (1), se tiene 

C(x) = 12 500^9 + * 2 + 10 000(2 - x) (2) 



[0, 2] por [0, 60000] 


CO c) = 12 500 V9 + x 2 + 10 000 (2 -x) 


con x e [0, 2], La grafica de esta ecuacion trazada en el rectangulo 
de inspeccion de [0, 2] por [0, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual 
indica que el valor minimo absolute de C en [0, 2] ocurre en el extremo 
derecho. A1 utilizar la tecla I trace! ( rastreo ) de la graficadora, se obtiene 
C( 2) = 45 069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es 
minimo cuando x = 2 y el costo minimo es de $45 069. 

Ahora se confirm ard analiticamente esta estimaeion. Como C es con- 
tinua en [0, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene 
un valor maximo absolute y un valor minimo absolute en [0, 2], Se de- 
sea determinar el valor minimo absolute. De la ecuacion (2), 


FIGURA 4 


C\x) = 1 2 500 x - 10 000 

V9 + * 2 

C\x) existe para todos los valores de x. A1 igualar C'(x) a cero y resolver 
para x se tiene 


12 500x 
V9 +~ x 2 


10 000 = 0 


12 500c - 1000(W9 + jc 2 = 0 

5x = 4-^9 + x 2 

25jc 2 = 16(9 + x 2 ) 

9x 2 =16-9 
x 2 = 16 

x = +4 


(3) 


El numero - 4 es una raiz extrana de la ecuaci6n (3), y 4 no estd en 
el intervalo [0, 2], lo cual indica que no existen numeros crfticos de C 
en [0, 2]. Por tan to, el valor minimo absolute de C en [0, 2] debe ocu- 
rrir en algun extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(2), se obtiene 


C(0) = 57 500 y C(2) = 45 069 

De modo que el valor minimo absolute de C en [0, 2] es 45 069 cuan- 
do x = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusion: El costo del cable es minimo cuando este se tiende direc- 

tamente de A a C bajo el agua. M 



C(x) = i 2500 V 9 + X 2 + 10000(10-x) 

FIGURA 5 


► EJEMPLO 2 Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando 
ahora que k = 10. 

Solution Con k = 10 en la ecuacion (1 ), se tiene 

C(x) = 12 500 V 9 + x 2 + 10 000(10 - x) (4) 

para x e [0, 10]. La figura 5 muestra la grafica de esta ecuacion trazada en 
el rectangulo de inspeccion de [0, 10] por [120 000, 140 000], Las coordena- 
das del punto mas bajo de la curva son, aproximadamente, (4, 122 500). Por 
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es minimo cuan- 
do x = 4 y el costo minimo es de $ 122 500. 
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Esta estimaci6n se confirma analiticamente en la misma forma en que 
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuacion (4), la expresion para C\x ) es igual a 
la que se obtuvo de la ecuacidn (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = ±4 
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 esta en el inter- 
val cerrado [0, 10], ahora 4 es un numero critico de C. Si se calculan C(0), 
C(4) y C(10) se obtiene 

C(0) = 137 500 C(4) = 122 500 C(10) = 130 504 

En consecuencia, el valor minimo absoluto de C en [0, 10] es 122 500 cuando 
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusion: En este caso, el costo del cable es minimo cuando se tiende 

de A a P el cual debe estar a 4 km de B. 4 


Para la funcidn C definida por la ecuacidn (1) con x G [0, k\, se mostro 
en el ejemplo 1 que cuando k = 2, el valor minimo absoluto de C ocurre en 
el extremo derecho del intervalo [0, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando 
k = 10, se mostro que el valor minimo absoluto de C ocurre en el interva- 
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedird que determine los valores de 
k para los que el valor minimo absoluto de C ocurrira en un numero del in- 
tervalo abierto (0, it). 



FIGURA 6 


► EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla 
de un no y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la 
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y 
$18 por pie colocado para al lado paralelo al no, determine las dimesiones 
del terreno de mayor 6rea posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca. 
Apoye gr&ficamente a la respuesta. 

Solution Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al 
no, y pies la longitud del lado paralelo al no y A pies cuadrados el area del 
terreno. Refidrase a la figura 6. En consecuencia, 

A = xy ( 5 ) 

Como el costo del material para cada lado no paralelo al no es de $12 por 
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de 
la cerca para cada uno de estos lados es 12x dolares. De manera similar, el 
costo de la cerca del tercer lado es 1 8 y ddlares. Por tanto, 


I2x + I2x + 18y = 5 400 (6) 

A fin de expresar A en terminos de solo una variable, se resuelve (6) para y 
en terminos de x y se sustituye este valor en (5), obteniendose A como una 
funcidn de x . Asi 


A(x) = jc( 300 - f x) ( 7 ) 

De (6), si y = 0, x = 225, y si x = 0, y = 300. Puesto que x y y no de- 
ben ser negativos, el valor de x que hard de A un m£ximo absoluto, debe estar 
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225], 
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por el teorema del valor extremo, A tiene valor maximo absoluto en el inter- 
valo. De (7), se tiene 


A(jc) = 300jc - jx 2 
A’(x) = 300 - §* 

Como A'(x) existe para todo x, los numeros criticos de A se determinan al 
considerar A'(x) = 0, de lo que se obtiene 

x = 112.5 



A(x) = x(300 - yx) 

FIGURA 7 


El unico numero critico de A es 1 12.5, el cual se encuentra en el inter- 
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor maximo absoluto de A debe ocurrir 
enO, 112.5 o225. Debido a que A(0) = 0,A(225) = 0yA(112.5) = 16 875, 
el valor maximo absoluto de A en [0, 225] es 16 875, el cual ocurre cuan- 
do x = 1 12.5 y y = 150 (obtenido de (6) al sustituir 1 12.5 por x). 

Con el fin de apoyar graficamente la respuesta, se traza la grafica de la 
funcidn A definida por la ecuacion (7) en el rectangulo de inspection de 
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el 
punto mas alto de la grafica es (1 12.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta. 

Conclusion: El terreno de mayor area posible que se puede encerrar con 

$5 400 de cerca tiene un area de 16 875 pie 2 , obtenido cuando la longitud del 
lado paralelo al no mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al no 
es de 1 12.5 pie. A 


W EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la seccidn 1.3, se tuvo la si- 
tuation siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se 
difunde un rumor es conjuntamente proporcional al numero de persona que 
han escuchado el rumor y al numero de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, 6s te se difunde a una tasa de 
200 personas por hora. Determine analiticamente cuantas personas han escu- 
chado el rumor cuando este se difunde a la mayor tasa posible. 

Solution En la section 1 .3 se obtuvo el modelo matematico 

fix) = 4(8 000* - JC 2 ) 

donde /(. x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando 
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una poblacion de 
8 000, x esta en el intervalo cerrado [0, 8 000], A fin de aplicar el concepto 
de continuidad, se considerara que x es cualquier numero real de este inter- 
valo. Como f(x) es un polinomio, entonces / es continua en [0, 8 000], por 
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular f’(x) se tiene 

fix) = 4(8 000 - 2*) 

El unico numero critico de/ se tiene cuando /'(*) = 0, y es x - 4 000. Como 

/( 0) = 0 /( 4 000) = 20 050.1 /(8 000) = 0 

el valor maximo absoluto de /ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es 
acorde con el que se obtuvo grdficamente en la section 1.3. 


Conclusion: El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000 

personas, la mitad de la poblacion, han escuchado el rumor. A 
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► EJEMPLO 5 En el ejemplo 4 de la section 2.2 se tuvo la situa- 
ci6n siguiente: En la planeacidn de una cafeteria, la ganancia diaria se estimd 
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca- 
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuira en 
$0.08 veces el numero de lugares que exceden a 80. ^Cu&l debe ser la capa- 
cidad de la cafeteria de modo que se obtenga la maxima ganancia diaria? 

Solution En la seccidn 2.2 se obtuvo el modelo matematico 


P(x) = 


\6x 

22.40jc 


0.08x 2 


si 40 < x < 80 
si 80 < x < 280 


donde P(x) ddlares es la ganancia diaria de la cafeteria cuando su capacidad 
es de x lugares. Ademas, en la section 2.2, se consider^ que x toma todos los 
valores reales de su dominio [40, 280] y se mostro que P es continua en ese 
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80. 

De la continuidad de P en [40, 280], el teorema del valor extremo garan- 
tiza que P tiene un valor mdximo absoluto en ese intervalo. Como P'(80) no 
existe, 80 es un numero crftico de P. Para determinar cualquier otro nume- 
ro crftico de P, se calcula P'(x): 


P'(x) = 


16 


[22.40 - 0.16a: 
P'( x) - 0 cuando 

22.40 - 0.16* = 0 
x = 140 


si 40 
si 80 


< x < 80 

< x < 280 


Por lo que 140 es un numero critico de P. Enseguida se calcula P(x) en los 
extremos del intervalo [40, 280] y en los numeros crfticos de P: 

P(40) = 640 P(80) - 1 280 P(140) = 1 568 P(280) = 0 

Por tan to, el valor maximo absoluto de P es 1 568 y ocurre cuando x = 140. 

Conclusion: La capacidad de la cafeteria debe ser de 140 lugares, lo 

que proportional una ganancia diaria de $1 568. ^ 



5 cm 


> 12 cm 


► EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones 

del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un 
cono circular recto cuyo radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir- 
me analiticamente las estimaciones del inciso (a). 

Solucion 

(a) Sean r centimetros la longitud del radio del cilindro, h centimetros su 
altura y V centimetros ctibicos su volumen. 

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la 
figura 9 presenta una seccidn plana que conti ene al eje del cono. 

Si r - 0 y h = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje 
del cono. Si r = 5 y h = 0, tambitii se tiene un cilindro degenerado, el 
cual es la base del cono. El numero r esta en el intervalo cerrado [0, 5], y 
el niimero h pertenece al intervalo cerrado [0, 12]. 

La formula siguiente expresa V en terminos de r y h: 


FIGURA 8 


V = nr 2 h 


( 8 ) 



3.2 APUCACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 2 1 3 



A fin de expresar V en terminos de solo una variable se necesita otra 
ecuacion que contenga a r y h. De los tridngulos semejantes de la figura 
9, se tiene 


12 - h _ ]2 
r 5 

L 60 - 12r 

h = —5— 


( 9 ) 


Si se sustituye de (9) en la formula (8), se obtiene V como una funcion de 
r, lo que se escribe como 

V(r) = f ff(5r 2 - r 3 ) r e [0, 5] (10) 



V(x) = jx(5r 2 - r 3 ) 

FIGURA 10 


La figura 10 muestra la grafica de V trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [0, 5] por [0, 150]. En la graficadora, se determina que el punto 
mas alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro 
circular recto mide 3.33 cm y, en consecuencia, de (9) se estima que su 
alturaes de4.01 cm. 

(b) Para confirmar analiticamente las estimaciones, se aplica el teorema 
del valor extremo ya que V, definida por la ecuacion (10), es continua en 
el intervalo cerrado [0, 5]. Se desea determinar los valores de r y h que 
proporcionen el valor maximo absoluto de V. De (10) se tiene 

V'(r) = y ^(10r - 3 r 2 ) 

Con objeto de determinar los numeros criticos de V, se considera 
V*(r) = 0 y se despeja r : 


r(10 - 3r) = 0 
r — 0 r 


Como V\r) existe para todos los valores de r, los unicos numeros criti- 
cos de V son 0 y y, los cuales estan en el intervalo cerrado [0, 5]. El 
valor maximo absoluto de V en [0, 5] debe ocurrir en 0, y o 5. De (10) 
se obtiene 


V(0) = 0 V(y) = K V(5) = 0 

Por tanto, el valor maximo absoluto de V es ^ x « 139.63, el cual 
se obtiene cuando r = y -3.33. Cuando r = y, se obtiene de (9), 
h = 4. Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro- 
porcionan los valores exactos de r y h. 


Conclusion: El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el 

cono dado tiene un volumen de n cm 3 , lo que ocurre cuando r - y cm y 
h = 4 cm. A 


EJERCICIOS 3.2 


En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como 
numeros. Asegurese de escribir una conclusion al final de cada 
ejercicio. 

L Determine un numero del intervalo [ 2, 2] tal que la suma 
del numero y su reciproco sea (a) un mfnimo y (b) un 
maximo. Apoye graficamente las respuestas. 

2. Determine un numero del intervalo [-1, 1] tal que la dife- 
rencia del numero menos su cuadrado sea (a) un maximo 
y (b) un mmimo. Apoye grdficamente las respuestas. 


En los ejercicios 3 a 14, confirme analiticamente la estima- 
tion obtenida en la graficadora en el inciso (c) del ejercicio 
indicado de la section 1.3. 


3. Ejercicio 13 
6. Ejercicio 16 
9. Ejercicio 19 
12. Ejercicio 26 


4. Ejercicio 14 
T. Ejercicio 17 
10. Ejercicio 20 
13. Ejercicio 27 


5. Ejercicio 15 
8. Ejercicio 18 
11. Ejercicio 25 
14. Ejercicio 28 
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15. ^Cuantos estudiantes deben asistir a la excursidn, del ejer- 
cicio 37 de la seccion 2.2, para que la escuela reciba el 
maximo ingreso bruto? 

16. ^Cudntos estudiantes deben asistir a la excursidn, del ejer- 
cicio 38 de la seccion 2.2, para que la escuela reciba el 
maximo ingreso bruto? 

17. Del modelo matemdtico obtenido en el ejercicio 30 de la 
seccion 2.2, determine cuintos naranjos deben plantarse 
por acre en California de modo que se obtenga el mayor 
numero de naranjas. 

18. ^Cuantos miembros proporcionardn el mejor ingreso, de- 
bido a las cuotas anuales, al club privado del ejercicio 40 
de la seccidn 2.2? 

19. (a) Encuentre dos numeros no negativos cuya suma sea 
1 2 tales que su producto sea un mdximo absoluto, y apoye 
gr&ficamente las respuestas. (b) Determine dos numeros 
no negativos cuya suma sea 12 tales que la suma de sus 
cuadrados sea un mfnimo absoluto, y apoye gr&ficamente 
las respuestas. 

20. Suponga que se tiene un cuerpo suspendido por debajo de 
la recta horizontal AB mediante un alambre en forma de Y. 
Si la distancia entre los puntos A y B es de 8 pie, (a) estime 
en la graficadora con aproximacidn de pies, la longitud 
mas corta del alambre que pueda emplearse. (b) Confirme 
la estimacidn del inciso (a) analfticamente. 

21. Una isla est£ ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del 
punto mds cercano B de una playa recta. Una mujer, en la 
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu- 
jer puede dirigirse hacia el punto P, entre B y C, en un 
bote de remos a 5 km/h y despues caminar en forma recta 
de P a C a 8 km/h. (a) Estime en la graficadora la ruta de 
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo. (b) 
Confirme la estimaci6n del inciso (a) analfticamente. 



22. Resuelva el ejercicio 2 1 considerando ahora que el punto C 
esta a 3 km de B playa abajo. 

23. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor area lateral que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analfticamente la estimacidn del inciso (a). 



24. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor volumen que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analiticamente la estimacion del inciso (a). 

25. Dada la circunferencia cuya ecuacidn esx 2 + y 2 = 9, 
determine (a) la distancia mds corta del punto (4, 5) a un 
punto de la circunferencia, y (b) la distancia m£s grande 
del punto (4, 5) a un punto de la circunferencia. (c) Apoye 
las respuestas de los incisos (a) y (b) graficamente. 

26. (a) Determine el area del rectdngulo mas grande que ten- 
ga dos vertices en el eje x y los otros dos en la parabola 
y = 9 - x 2 , por arriba del eje x. (b) Apoye graficamente 
la respuesta del inciso (a). 

y 



27. Considere que la disminucion de la presion sanguinea de 
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad- 
ministrada a la persona. De modo que si se administran 
x miligramos de la sustancia, la disminuci6n de la presidn 
sanguinea es una funcidn de x. Suponga que f(x) define 
esta funcidn y que 

fix) = i 3?(k - X) 

si x G [0, fc], donde k es una constante positiva. Deter- 
mine el valor de x que ocasiona la mayor disminucion de 
la presion sangufnea. 

28. Al toser el radio de la traquea de una persona disminu- 
ye. Suponga que el radio normal de la trdquea es de R 
centfmetros, mientras que al toser, el radio de la misma es 
de r centfmetros, donde R es una constante y r es una va- 
riable. La velocidad del aire a traves de la traquea puede 
expresarse como una funcion de r, y si V(r) centfmetros 
por segundo es esta velocidad, entonces 

V(r) = kr 2 (R - r) 
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donde k es una constante positiva y r esti en el intervalo 
[ R\. Determine el radio de la tr&quea cuando se tose 

de modo que la velocidad del aire a trav6s de la trdquea 
sea mdxima. 

29. La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente 
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor. 
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia 
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro 
circular recto cuyo radio es de 72 cm. 



30. La rigidez de una viga rectangular es conjuntamente pro- 
porcional a su anchura y al cubo de su espesor. Determine 
las dimensiones de la viga de mayor rigidez que pueda 
cortarse de un tronco con forma de cilindro circular recto 
cuyo radio es de a centimetros. 

31. Un trozo de alambre de 10 pie de longitud se corta en dos 
partes. Con una parte se hace una circunferencia y la otra 
se dobla en forma de cuadrado. ^Como debe cortarse el 
alambre de modo que (a) el drea total de las dos figuras 
sea la minima posible; (b) el 3rea total de las dos figu- 
ras sea la maxima posible. 

32. Resuelva el ejercicio 31 considerando ahora que una parte 
se dobla en forma de tri&ngulo equil&tero y la otra en for- 
ma de cuadrado. 


33. Si R pies es el alcance de un proyectil, entonces 


v 0 2 sen 26 
8 


0 < 6 < 


donde v 0 pies por segundo es la velocidad initial, g pie/s 2 
es la aceleracibn debida a la gravedad, y 6 es la medida 


en radianes del angulo que el candn forma con la hori- 
zontal. Determine el valor de 6 que hace maximo el alcan- 
ce del proyectil. 

34. Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante mediante una 
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un angulo de 
6 radianes con respecto al piano del piso, entonces F esta 
dada por la ecuacion 

F= w 

k sen 6 + cos 6 

donde k es una constante llamada coeficiente de friccion 
yO<A<l.$iO<0< determine cos 6 cuando 
F es minima. 

35. En una fabrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es 
el costo total de produccidn de una jomada de 8 horas, 
entonces C ~ 3jc 2 + 42y, donde x es el numero de ma- 
quinas utilizadas en la elaboracidn del producto A, y y es 
el numero de maquinas empleadas en la elaboracion del 
producto B, y durante una jomada de 8 horas trabajan 
15 maquinas. (a) Determine analfticamente cudntas de 
estas maquinas deben utilizarse para elaborar el producto 
A y cuantas para elaborar el producto B de modo que el 
costo total sea mfnimo. (b) Apoye las respuestas del inci- 
so (a) gr&ficamente. 

36. (a) En el ejemplo 1, £para que valores de k ocurrira el 
valor mdximo absoluto de C en un numero del intervalo 
abierto (0, k )? (b) Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y 
22 son casos especiales del siguiente problema mas ge- 
neral: Sea 

f(x) = u Vfl 2 + x 2 + v(b - *) 

donde x esti en el intervalo [0, b] y u > v > 0. Demues- 
tre que para que el valor maximo absoluto de / ocurra en 
un numero del intervalo abierto (0, b), se debe satisfacer 
la desigualdad siguiente: av < b V« 2 — v 2 . 


3.3 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO 


y 



Como se indico en la introduccirin de este capftulo, uno de los teoremas mds 
importantes del Cdlculo es el teorema del valor medio , el cual se emplea en la 
demostracion de muchos teoremas tanto de Cdlculo Diferencial como de 
Calculo Integral asf como de otras materias como el Analisis Numerico. La 
demos tracirin del teorema del valor medio estd basada sobre un caso espe- 
cial conocido como teorema de Rolle , el cual se discutird primero. 

El matemdtico frances Michel Rolle (1652-1719) demostrri que si / 
es una funcirin continua en un intervalo cerrado [ a , b] y diferenciable en 
el intervalo abierto (a, b\ y si f(a) y f(b) son iguales a cero, entonces exis- 
te al menos un numero c entre ay b para el Gual /'(c) = 0. 

A continuacion se verd lo que significa geom^tricamente este teorema. 
La ftgura 1 muestra la grdfica de una funcion / que satisface las condiciones 
del pdrrafo anterior. Se aprecia intuitivamente que existe al menos un punto 


FIGURA 1 
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de la curva entre ( a , 0) y ( b , 0) en el que la recta tangente es paralela al eje x ; 
esto es, la pendiente de la recta tangente es cero. Esta situation se ilustra en 
la figura 1 en el punto P. De modo que la abscisa de P es c, para la cual 
/'(c) = 0. 

La funcion, cuya grafica se muestra en la figura 1, no solo es diferencia- 
ble en el intervalo abierto ( a , b) sino que tambien lo es en los extremos del 
intervalo. Sin embargo, la condition de que / sea diferenciable en los extre- 
mos del intervalo no es necesaria para que la grdfica tenga una recta tangen- 
te horizontal en algun punto del intervalo; la figura 2 ilustra esto. En la figura 2 
se aprecia que la funcidn no es diferenciable en a ni en b\ sin embargo, existe 
la recta tangente horizontal en el punto donde x ’= c,yc esta entre ay b. 

No obstante, es necesario que la funci6n sea continua en los extremos 
del intervalo para garantizar una recta tangente horizontal en un punto inte- 
rior del intervalo. La figura 3 muestra la grafica de una funcion continua en 
el intervalo [a y b) pero discontinua en b\ la funcion es diferenciable en el in- 
tervalo abierto (a, b) y los valores de la funcion en los dos extremos son cero. 
Sin embargo, no existe un punto en el que la grdfica tenga una recta tangen- 
te horizontal. 

A continuation se establecera y demostrard el teorema de Rolle. 


FIGURA 3 


3.3,1 Teorema de Rolle 


Sea / una funcidn tal que 

(i) es continua en el intervalo cerrado [a, fej; 

(U) es diferenciabe en el intervalo abierto (a, &); 

(Hi) f(a ) = 0 y /(£>) = 0. 

Entonces existe un numero c en el intervalo abierto (a t b) tal que 

fXc) = a 



Demostracion Se considerardn dos casos. 

Caso 1: f(x) = 0 para toda jc en [a, b j. 

Entonces f'{x) = 0 para toda x en {a, b ); por tanto, cualquier numero 
entre ay b puede considerarse como c. 

Caso 2: fix) es diferente de cero para algun valor de x en el intervalo (a, b). 

Como /es continua en el intervalo cerrado l a , b], entonces, por el teore- 
ma del valor extremo, / tiene un valor maximo absoluto en [ a , b] y un valor 
mmimo absoluto en [a, b\. De (iii), fia) - Oy fib) - 0. Ademas, fix) es 
diferente de cero para algun valor de * en el intervalo (a, b). En consecuencia, 
/ tendra un valor maximo absoluto positivo en C\ del intervalo (a, b) y o un 
valor mmimo absoluto negativo en c 2 del intervalo (a, b) y o ambos. Asi, para 
c - ci o c — c 2 , segun sea el caso, existe un extremo absoluto en un punto 
interior del intervalo- [a, b]. Por tanto, el extremo absoluto /(c) es tambi6n un 
extremo relativo, y como /'(c) existe por hipdtesis, se deduce, por el teo- 
rema 3.1.3, que /'(c) = 0. Esto demuestra el teorema. ■ 

Puede haber m£s de un numero en.el intervalo abierto (a, b) para los 
cuales la derivada de /es cero. Esto se ilustra geometricamente en la figura 4, 
en la que se muestra una recta tangente horizontal en el punto donde x = C\ 
y tambien en el punto donde jc = c 2 , por lo que/'(ci) = 0 y/'(c 2 ) = 0. 


FIGURA 4 
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El reciproco del teorema de Rolle no es v£lido. Esto es, no se puede con- 
cluir que si una funcidn/ es tal que f'(c) - 0, con a < c < b, entonces las 
condiciones (1), (ii) y (iii) se cumplen. Vea el ejercicio 36. 


► EJEMPLO I Sea 

/( x) = 4x 3 - 9x 

verifique que las tres condiciones de la hipdtesis del teorema de Rolle se sa- 
tisfacen para cada uno de los intervalos siguientes: [-|, 0], [0, |] y [-|, |]. 
DespuSs haga una eleccion adecuada para c en cada uno de estos intervalos 
de modo que /'(c) = 0. Apoye la eleccion de c graficamente trazando en el 
mismo rectangulo de inspeccion las graficas de / y de la recta tangente hori- 
zontal en el punto (c,/(c)). 

Sol UC ion A1 diferenciar/ se tiene 

/'( x) = I2x 2 - 9 

Como f'(x) existe para todos los valores de x,f es diferenciable en el intervalo 
(-oo, + oo) y por tanto, continua en en el intervalo (-oo, + 00 ) Asi, las 
condiciones (i) y (ii) del teorema de Rolle se cumplen en cualquier intervalo. 
A fin de determinar los intervalos en los que se cumple la condition (iii), se 
obtienen los valores de x para los cuales/(x) = 0. Si fix) = 0, entonces 

4x(x 2 ~ | ) = 0 



Con a = -lyfc = 0, el teorema de Rolle se cumple en 0]. De manera 
semejante, el teorema de Rolle se cumple en [0, |] y [- 1, |]. 

Con el fin de determinar valores adecuados para c, considere fix) = 0, 
de donde se obtiene 



/( x) = 4 jc 3 - 9x 

FIGURA 5 


\2x 2 -9 = 0 

x = -IV3 x = 1V3 

Por tanto, en el intervalo [- 1, 0], una election adecuada para c es - £ V3. 
En ti intervalo [0, |] se toma c - | V3. En el intervalo [-f, |] exis- 
ten dos valores posibles para c: V3 o ^ V3 ■ 

La figura 5, que muestra las graficas defy de las rectas tangentes ho- 
rizontales en los puntos donde x = -1 V3 ~ -0.87 y x = ~ V3 ~ 0.87, 
trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-1 .5, 1 .5] por [-8, 8], apoya las 
elecciones de c. ^ 

Ahora se aplicard el teorema de Rolle en la demostracidn del teorema 
del valor medio. Debe conocer muy bien el significado de este teorema. 


3-3.2 Teorema del valor medio 


Sea / una funci6n tal que 

(l) es continua en el intervalo terrado [a, b]; 

(ii) es diferenciable en el intervalo abierto (a t b), 

Entonces existe un nQmero c en el intervalo abierto (a t b) tal que 
m = 

b — a 
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Antes de demostrar este teorema, se interpretara geomdtricamente. Para 

te. Para la grdfica de la funcidn /, 11^1 es i a pendiente del segmento 

b - a 

de recta que une los puntos A(a,f(a)) y B{b,f(b)). El teorema del valor me- 
dio establece que existe algun punto de la grafica entre A y B en el que la 
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por A y B\ esto es, existe 
algun numero c en el intervalo ( a , b) tal que 


m 


fib) - fja) 
b - a 


Refidrase a la figura 6. 

Considere el eje jc como el segmento AB y observe que el teorema del 
valor medio es una generalizacidn del teorema de Rolle, el cual se emplea en 
su demostracidn. 


Demostracion del teorema 3.3.2 Una ecuacion de la recta que 
pasa por los puntos A y B de la figura 6 es 


,, x f(b)-f(a ). 

y - f(a ) = - a) 

b - a 

fib)-f(a), x « x 

<=> y = ll - L ix - a) + fid) 

b - a 


Ahora, si Fix) mide la distancia vertical entre el punto (jc, f(x)) de la grafica 
de la funcidn / y el punto correspondiente de la recta secante que pasa por A 
y 5, entonces 


F(x) = f(x) - i^-(x -a)- f(a) 

b - a 


( 1 ) 


Se mostrara que esta funcidn F satisface las tres condiciones de la hipo- 
tesis del teorema de Rolle. 

La funcion F es continua en el intervalo cerrado [ a , b] porque es la suma 
de / y una funcion lineal, las cuales son continuas. Por tanto, F satisface la 
condici6n (i). Tambidn F satisface la condicidn (ii) ya que/es diferenciable 
en ia , b). De (1), Fia) - 0 y Fib) = 0. Por tanto, F satisface la condicidn 
(iii) del teorema de Rolle. 

La conclusion del teorema de Rolle establece que existe un numero c en 
' el intervalo abierto (a, b) tal que F\c) = 0. Pero 


Fix) - fix) - 


fib) ~ fjd) 
b - a 


De modo que 

F'ic) - /'(c) - /(fc) ~ /(a) 
b — a 


En consecuencia, existe un numero c en (a, b) tal que 
0 = f\c) 


fib) - fja) 
b - a 


• m - 

b - a 
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En la mayoria de los casos no se puede determinar el valor exacto del 
numero c garantizado por el teorema del valor medio. Sin embargo, el valor 
de c no es significativo porque el hecho crucial del teorema es que tal nume- 
ro c existe. Por esta razon, se dice que el teorema del valor medio es un teo- 
rema de existencia. Muchos conceptos importantes en matem&ticas estan 
basados en teoremas de existencia, otros ejemplos de estos teoremas son el 
teorema del valor intermedio y el teorema del valor extremo. La conclusion 
de un teorema de existencia usualmente asegura la existencia de uno o mas 
numeros que tienen una propiedad especifica, y el conocimiento de que el nu- 
mero existe es m£s significativo que determinar tal numero. 

El ejemplo siguiente, presentado para mostrar que se cumplen las condi- 
ciones del teorema del valor medio, implica una funcidn para la cual es posible 
calcular el valor del numero c garantizado por el teorema. 


► EJEMPLO 2 Sea 


f(x) = X 3 - X 2 - 2x 


verifique que se satisfacen las hipdtesis del teorema del valor medio para 
a = 1 y b = 3. Despues determine un numero c en el intervalo abierto (1,3) 
tal que 


f\c) 


/(3) - /( 1) 

3 - 1 


Apoye la election de c graficamente trazando en el mismo rectdngulo de ins- 
peccidn la grdfica de /, la recta tangente en el punto donde * = c y la recta 
secante que pasa por los puntos (1, /(l)) y (3, /(3)). 

Solution Como /es una funcion polinomial, / es una funcion continua 
y diferenciable en cualquier numero. Por tanto, se satisfacen las hipotesis del 
teorema del valor medio para cualesquiera ay b. 

A1 diferenciar/se tiene 

f\x) - 3x 2 - 2x - 2 

Como/(l) = -2y/(3) = 12, entonces 

/( 3 ) - /( 1 ) = 12 - (- 2 ) 

3-1 2 

= 7 

Si se considera f\c) = 7 se obtiene 

3c 2 - 2c - 2 = 7 
3c 2 - 2c - 9 = 0 

-(-2) ± V(-2) 2 - 4(3)(-9) 

2(3) 

2 + Vrn _ 2 - Vm 
6 6 

= 2.10 » -1.43 

Debido a que -1 .43 no estd en el intervalo abierto ( 1 , 3), el unico valor posi- 
ble para c es 2. 10. 
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[0, 5] por [-5, 15] 


La figura 7 muestra la grafica de / la recta tangente en el punto donde 
x = 2.10 y la recta secante que pasa por los puntos (1, -2) y (3, 12) trazadas 
en el rectdngulo de inspeccion de [0, 5] por [-5, 15]. El hecho de que la recta 
tangente es paralela a la recta secante apoya la eleccidn de c como 2. 10. 4 


► EJEMPLO 3 Sea 

m = * 2/3 


f(x) = X 2 - x 2 - 2x 

FIGURA 7 


trace la grafica de / Muestre analiticamente que no existe ningun numero c 
en el intervalo abierto (-2, 2) tal que 


m 


/( 2 ) - /(- 2 ) 
2 - (- 2 ) 


^Que condicion de la hipotesis del teorema del valor medio no cumple /cuan- 
do a = -2 y b = 2? 



FIGURA 8 


Solucion La grafica de / trazada en el rectdngulo de inspeccion de 
[-3, 3] por [-1, 3] se muestra en la figura 8. 

A1 diferenciar/se tiene 


fix) = \x-^ 

De modo que 


f'(c) 


Ademas, 

m - /(- 2 ) 
2 - (- 2 ) 


2 

3c 1 / 3 


41/3 _ 41/3 
4 


= 0 

2 

No existe ningun numero c para el cual — — - = 0. 

3c 1/3 


La funcidn /es continua en el intervalo cerrado [-2, 2]; no obstante, /no 
es diferenciable en el intervalo abierto (-2, 2) porque /'(' 0) no existe. Por 
tanto, la condicion (ii) del teorema del valor medio no es satisfecha por / 
cuando a = -2 y b = 2. M 


El ejemplo siguiente muestra el poder del teorema del valor medio. 


► EJEMPLO 4 Utilice el teorema del valor medio para demos- 
trar que si jc > 0, entonces sen jc < ;t. 

Solucion Si jc > 1 , entonces como sen jc < 1 , sen jc es en verdad me- 
nor que jc. Considere entonces que 0 < jc < 1 y sea 

/(jc) = jc - senjc 

entonces 


/'(jc) = 1 - COSJC 
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Como / es continua y diferenciable en cualquier numero, se concluye, por 
el teorema del valor medio eon a = 0 y b — x, que existe algun numero c 
paraelcualO < c < x < 1, tal que 


fXc) = 


f(x) - /( 0) 

JC - 0 


Debido a que /( 0) = 0 y f\c ) = 1 - cos c, de la ecuacion anterior se tiene 


x( 1 - cos c) = /( x) 0 < c < 1 

En el miembro izquierdo de esta ecuacidn los dos factores son positivos. De 
modo que 


0 < f(x) 

0 < x - senx 

senx < x A 


En los ejercicios 28 a 30 se le pedira que demuestre algun as otras des- 
igualdades mediante un metodo semejante al del ejemplo anterior. 

A fin de seguir mostrando el poder del teorema del valor medio, se mos- 
trara su uso en la demostracion del teorema siguiente, el cual se necesitara en 
el capftulo 4. 


3.3.3 Teorema 


Si / es una funci6n tal que /'(*) = 0 para todos los valores de x en tin 
intervalo 4 entonces/ es constante en /. 


Demostracion Suponga que / no es constante en el intervalo /. Enton- 
ces existen dos numeros diferentes x { y x 2 en /, donde x { < x 2 , tales que 
f(x i) & f(x 2 ). Puesto que, por hipotesis, f'(x) = 0 para toda x en /, enton- 
ces /'(x) = 0 para toda x en el intervalo cerrado [xj, x 2 ]. En consecuencia, / 
es diferenciable en toda x del intervalo [xj, x 2 ], por lo que /es continua en 
[x h x 2 ]. Por tanto, las hipotesis del teorema del valor medio se satisfacen, de 
modo que existe un numero c, con x\ < c < x 2 , tal que 


f(c) = ~ /(*2) 

Xl - X 2 


(2) 


Pero como/'(x) = 0 para toda x en el intervalo [xj, x 2 ], entonces /'(c) = 0, 
y de (2) se deduce que /(xj) = /(x 2 ). Recuerde que se supuso que 
f{x\) * /(x 2 ). En consecuencia, se tiene una contradiccion, y-por tanto, /es 
constante en 1. ■ 


En la proxima seccion se verd otra aplicacidn del teorema del valor 
medio al demostrar el teorema 3.4.3. 


EJERCICIOS 3.3 


En los ejercicios 1 a 4, verifique que las tres condiciones de la 
hipotesis del teorema de Rolle son satisfechas por lafuncion en 
el intervalo indicado. Despues obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle. Apoye la 
eleccion de c graficamente trazando en el mismo rectangulo de 
inspeccion las graficas defy de la recta tangente horizontal en 
el punto (c, /(c)). 


1. /( x) — — 4x + 3; [1, 3] 

2. f(x) = x 3 - 2x 2 - x + 2; [1,2] 

3. /(x) - sen 2x: [0, ^ it\ 

4. f{x) = 3 cos 2 x; l | x] 

En los ejercicios 5 a JO, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
de la funcion en el intervalo indicado; (b) verifique las tres 
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condiciones de la hipdtesis del teorema de Rolle, y determine 
que condiciones son satisfechas y cuales, si las hay, no se sa- 
tis facen; (c) si las tres condiciones del inciso (b) son satisfe- 
chas, entonces determine un punto de la grafica en el que 
exista una recta tangente horizontal y apoye graficamente la 
re spues ta, 

5. fix) =x* rs - 3.x' 73 ; [0, 3] 

6. fix) = x 374 - 2x l/4 ; [0, 4] 

7. fix) = j2 ~ 12 :[-3,4] 

x - 13 

8. f(x) = 1 - \x\; H, 1] 

x 2 - 4 si x < 1 . j_2 

.5x - 8 si l < jc ’ ’ 5 

3jc + 6 si x < 1 ,r j 4 ] 

jc - 4 si 1 < jc’ 

En los ejercicios 11 a 20, verifique que las hipdtesis del teore- 
ma del valor medio son satisfechas por la funcion en el inter- 
valo indicado [a, £>]. Despues obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio . 
Apoye la eleccion de c graficamente trazando en el mismo 
rectdngulo de inspeccion la grafica de f en el intervalo cerra- 
do, la recta tangente en el punto (c,/(c)), y la recta secante que 
pasa por los puntos (a, f(a)) y ( b , fib)), observando que la 
recta tangente y la recta secante son paralelas. 

11. fix) = X 2 + 2x - 1; [0, 1] 

12 . fix) = x 1 + x 2 - x, [-2, 1] 

13. fix) = jc 273 ; (0, 1] 

14. fix) = [2, 6] 

15. fix) = Vl 3- cos' x ; (-2*. iff] 

16. fix) = fl - sen x ; [0, J ff] 

17. fix) = x 2 ; [3, 5] 

18. fix) = at 2 ; [2, 4] 

19. fix) = sena:;[0, iff] 

20. fix) = 2 cos a:; (iff, iff] 

Para cada una de las funciones de los ejercicios 21 a 24, no 
existe numero c en el intervalo ia, b) que satisfaga la conclu - 
sidn del teorema del valor medio. En cada ejercicio, determi- 
ne que parte de la hipdtesis del teorema del valor medio no se 
curnple. Dibuje la grafica de f y la recta que pasa por los 
puntos ia, fia)) y ib, fib)). 

2L/W= (7^r ;a=, ’* = 6 

fr^ a = 1 ’» = 2 

23. fix) = 3(jc - 4 ?P\a = -4, b = 5 . 

24. fix) = \ 2x + 3 si * < 3 - a = -l,b = 5 

115-2* si 3 ^ jc 

25. Si fix) = jc 4 - 2jc 3 + 2jc 2 - jc, entonces fix) = 4jc 3 - 

6JC 2 + 4jc - 1. Demuestre mediante el teorema de Rolle 


9. fix) - 
10. fix) = 


que la siguiente ecuacidn tiene al menos una rafz en el 
intervalo abierto (0, 1): 

4jc 3 - 6x 2 + 4 jc - 1 = 0 

26. Demuestre mediante el teorema de Rolle que la ecuaci6n 
jc 3 + 2jc + k = 0, donde k es cualquier constante, no 
puede tener mas de una raiz real. 

27. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que la ecuaci6n 

4x 5 + 3^ 3 + lx - 2 = 0 

tiene exactamente una raiz en el intervalo abierto (0, 1). 
Sugerencia: primero muestre que el intervalo (0, 1) con- 
tiene al menos una raiz de la ecuacidn. Despu6s muestre 
que la suposicion de que el intervalo contiene mis de una 
raiz conduce a una contradiccidn. 

28. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > 0, entonces 

jc 2 

COSJC > 1 - 

2 

Sugerencia: sea fix) = cos jc - |l - — -j y aplique el 

que el teorema del valor medio a la funcion /para a - 0 
y b = jc como se hizo en el ejemplo 4. 

29. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > 0, entonces 

jc 3 

senjc > jc - — 

6 

Consulte la sugerencia para el ejercicio 28. 

30. Utilice el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > 0 y r > 1, donde res un ntimero racional, entonces 

(1 + jc) r > 1 + rjc ’ 

Vea la sugerencia para el ejercicio 28. 

31. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
. a < b, entonces la media aritmdtica de a y b, j ia + b), 

esta en el intervalo abierto (a, b). Sugerencia: considere 
fix) = a: 2 . 

32. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
0 < a < b, entonces la media geomdtrica de los dos nu- 
meros a y b,' yfab , est£ en el intervalo abierto (o, b). 

Sugerencia: sea fix) = 

33. El limite de velocidad en una autopista particular de Cali- 
fornia es 65 mi/h. Suponga que en un punto A un oficial 
de caminos midi6 la velocidad del conductor y 30 minu- 
tes despu6s, a 35 millas de A, un segundo oficial tamblen 
midi6 la velocidad del conductor. Aunque los dos olicia- 
les determinaron que el conductor se mantuvo bajo el K- 
mite de velocidad en los puntos A y B, el segundo oficial 
detuvo al conductor por conducir a alta velocidad. Utilice 
el teorema del valor medio para verificar que en realidad el 
conductor rebaso el limite de velocidad en algun punto. 
Sugerencia: suponga que la ecuaci6n de movimiento del 
conductor es fit) y que / es una funcidn diferenciable. 
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34. Si f(x) = sen 2 * + cos 2 *, utilice el teorema 3.3.3 para 
demostrar que/(*) - 1 para todo * en el [-2k, 2k]. 

35. Si la funcion / es continua en el intervalo cerrado fa, b ] 
y /(■*) - 1 para todo * del intervalo abierto (a, b ), de- 
muestre que 

/(*) = * - a + /(a) 
para toda * en la [a, b\. 

36. El reriproco del teorema de Rolle no es verdadero. In- 
vente un ejemplo de una funcion para la cual la conclu- 
si6n del teorema del Rolle es verdadera de modo que (a) 
la condicion (i) no se satisfaga pero las condiciones (ii) y 
(iii) si; (b) la condicidn (ii) no se cumpla pero las condicio- 
nes (i) y (iii) si; (c) la condicion (iii) no se satisfaga pero 
las condiciones (i) y (ii) si. Dibuje la grdfica mostrando la 
recta tangente horizontal en cada caso. 


37. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que si toda 
funcidn polinomial de segundo grado tienen a lo m£s dos 
raices reales, entonpes cada funcidn polinomial de tercer 
grado tiene a lo mas tres raices reales. Sugerencia: 
muestre que la suposicidn de que un polinomio de ter- 
cer grado tiene cuatro raices reales conduce a una con- 
tradiction. 

38. Emplee el metodo del ejercicio 37 e induction mate- 
matica para demostrar que un polinomio de n-6 simo grado 
tiene a lo mis n raices reales. 

39. Suponga que s - f(t ) es una ecpacion de movimiento de 
una particula que se desplaza sobre una recta, donde / 
es una funcion diferenciable. Explique por que se puede 
concluir que en algtin instante de cualquier intervalo 
de tiempo, la velocidad instantanea seri igual a la velo- 
cidad promedio durante ese intervalo de tiempo. 


3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO 
DE LA PRIMERA DERIVADA 


y 



En esta section y en las siguientes, se aplicari la derivada a fin de obtener 
propiedades de las grificas de las funciones. Estas propiedades no solo se 
utilizarin para analizar el comportamiento de las funciones sino que tambidn, 
en la seccidn 3.9, para determinar extremos absolutos de funciones para las 
que no se cumple el teorema del valor extremo. Se iniciari esta seccidn con 
una discusion sobre funciones crecientes y decrecientes . 

Consulte la figura 1, la cual presenta la grdfica de una funcion /continua 
para toda * del intervalo cerrado [jcj, jc 7 ]. La figura muestra que cuando un pun- 
to se mueve a lo largo de la curva de A a B, los valojes de funcidn aumentan 
conforme la abscisa aumenta, y que cuando el punto se desplaza de B a C, los 
valores de funcidn disminuyen conforme la abscisa aumenta. Entonces, se 
dice que /es creciente en el intervalo cerrado [*j, x 2 ] y que/es decreciente 
en el intervalo cerrado [ x 2 , x 3 ]. A continuacion se presentan las deflniciones 
precisas de funcion creciente y funcidn decreciente en un intervalo. 


3.4.! Definition de funcion creciente 


Una funcidn definida en un intervalo es creciente en ese intervalo si 
y $6\o si 

f(x x ) < fix 2 ) siempre que x { < x 2 
donde y x 2 son dos ntimeros cuaiesqutera del intervalo. 


/ 


La funcidn de la figura 1 es creciente en los intervalos cerrados si- 


guientes: [x h x 2 ]\ [* 3 , * 4 ]; [x 5 , x 6 ];[x e , x 7 ]; [x 5 , jc 7 ]. 




3.4.2 Definicion de funcion decreciente 


Una funcidn defmida en m intervalo es decreciente en ese intervalo 
si y sdlo si 


fiAi) > f{x 2 ) siemprcque x x < x 2 
donde X) y x% son dos mimeros cualesquiera del intervalo. 
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La funci6n de la figura 1 es decreciente en los intervalos cerrados si- 
guientes: [x 2 , x 3 ]\ [x 4 , x 5 ]. 

Si una funcion es creciente o decreciente en un intervalo, entonces se 
dice que es monotona en ese intervalo. 

Antes de establecer un teorema que proporciona un criterio para deter- 
minar si una funcion es monotona en un intervalo, se ver& lo que ocurre 
geomdtricamente. Refidrase a la figura 1, y observe que cuando la pendien- 
te de la recta tangente es positiva, la funcion es creciente, y que cuando la 
pendiente es negativa, la funcion es decreciente. Puesto que f\x) es la pen- 
diente de la recta tangente a la curva y = fix), / es creciente cuando 
f\x) > 0, y es decreciente cuando f(x) < 0. Tambien, como fix) es la tasa 
de variation (o razdn de cambio) de los valores de funcion f(x) con respecto 
a jt, cuando f(x) > 0, los valores de funcion aumentan conforme jt aumen- 
ta; y cuando fix) < 0, los valores de funcion disminuyen cuando Jt aumenta. 


3,4,3 Teorema 


Sea / una funcidn continua en el intervalo cerrado [a, b] y difereneiable 
en el intervalo abierto ( a , b): 

(i) si/'(jt) > 0 para toda x en (a, b\ entonces /es creciente en 6J; 

(ii) si f(x) < 0 para toda x en (a, h), entonces /es decretienfce en [a, £»J. 



[-5, 5] por [-5, 5] 

fix) = JT 3 - 3 a : 2 y f\x) = 3* 2 - 6x 

FIGURA 2 


Antes de demostrar este teorema se presentara un ejemplo ilustrativo 
que mostrara su significado. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra las gra- 

ficas de 

fix) = jt 3 - 3x 2 y fix) = 3jc 2 - 6x 

trazadas en el rectangulo de inspection de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe que 
cuando jc < 0, fix) > 0 y / es creciente en el intervalo (-oo, 0]; cuando 
0 < ;t < 2, fix) < 0 y / es decreciente en el intervalo [0, 2]; y cuan- 
do jt > 2, fix) > 0 y/es creciente en el intervalo [2, +oo). 4 

D^fnostracion del teoremfr r 3.4.3 (i) Sean jq y x 2 dos numeros 
cualesquiera del intervalo [a, b] tales que jq < x 2 . Entonces /es continua en 
[jq, x 2 ] y difereneiable en (jq, x 2 ). Por el teorema del valor medio, existe un 
numero c en (jq, jc 2 ) tal que 


= f(x 2 ) - fjxQ 
x 2 ~ x \ 

Como q < x 2 entonces jc 2 ~ J^i > 0. Tambidn, f\c) > 0 por hipotesis. Por 
tanfo, /(jt 2 ) ~ /(q) > 0, de modo que /(jt 2 ) > /(q). Asi, se ha mostrado 
que f(x\) < /(jc 2 ) siempre que jq < Jt 2 , cuando jq y jt 2 son dos numeros 
ctralesquifera del intervalo [ a , 6]. Por tanto, por la definicidn 4.3.1, /es cre- 
ciente en [a, b]. 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
comb ejercitio (consUlte el ejercicio 51). ■ 


Se aplicar£ el teorema 3.4.3 en la demostracidn del criterio de la pri- 
mera derivada para extremos relativos de una funci6n. 
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y 



y 



y 



3-4.4 Teorema Criterio de lo primera derive da paro 
extremes relatives 


Sea / una funeitfn conlinua en todos los puntos del intervalo abierto 
(i a f b) que contiene al ndmero c f y suponga que f existe en todos los 
puntos de {a, b ) excepto posiblemente en c: 

(i) si /'( a) > 0 para todos los valores de a en algun intervalo abieno 
que con ten ga a c eomo su extremo derecho, y si f'(x) < 0 para 
todos los valores de x de algdn intervalo abierto que contenga a 
c como su extremo izquierdo, entonees / tiene un valor mfiximo 
relativo en c\ 

(ii) si/'(x) < 0 para todos tos valores de x en algun intervalo abieno 
que contenga a c como su extreme derecho, y si f\x) > 0 para 
todos los valores de x de algdn interval© abierto que contenga a 
c como su extreme izquierdo, entonees / tiene un valor mfriimo 
relativo en c. 


Como se hizo con el teorema 3.4.3, se presentara un ejemplo ilustrativo 
para mostrar el contenido del teorema 3.4.4 antes de su demostracidn. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Consulte otra vez la figura 

2. Observe que /'(*) > 0 para todos los valores de x de algun intervalo abier- 
to que tiene a 0 como su extremo derecho, y que f\x) < 0 para todos los 
valores de x de algun intervalo abierto que contiene a 0 como su extremo 
izquierdo. Ademas, / tiene un valor mdximo relativo en 0. Esto ilustra el 
inciso (i) del teorema 3.4.4. 

Tambien en la figura 2, observe que fix) < 0 para todos los valores 
de x de algun intervalo abierto que tiene a 2 como su extremo derecho, y que 
/'(*) > 0 para todos los valores de x de algun intervalo abierto que contiene a 
2 como su extremo izquierdo; ademds, / tiene un valor rmnimo relativo en 2. 
Esto ilustra el inciso (ii) del teorema 3.4.4. A 

Demostracion del teorema 3.4.4 (i) Sea (4 c) (donde d > a) el 
intervalo abierto que contiene a c como su extremo derecho para el cual 
f\x) > 0 para toda x del intervalo. Del teorema 3.4.3 (i), /es creciente en 
[ d , c]. Sea (c, e) (donde e < b) el intervalo abierto que contiene a c como su 
extremo izquierdo para el cual f\x) < 0 para toda x del intervalo. Por el teo- 
rema 3.4.3 (ii),/es decreciente en [c, e). Puesto que/es creciente en [d, c] f se 
sabe de la definicion 3.4.1 que si x\ esta en [d, c] y x\ * c, entonees 
f{x i) < /(c). Tambien, como/es decreciente en [c, e], se sabe de la defini- 
cion 3.4.2 que si x 2 estd en [c, e] y x 2 * c , entones f(c) > J{x 2 ). Por tanto, de 
La definicion 3. 1.1, /tiene un valor maximo relativo en c . 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (consulte el ejercicio 52). ■ 

El criterio de la primera derivada para extremos relativos establece 
que si / es continua en c y f\x) cambia de signo algebraico de positivo a ne- 
gativo al pasar por c conforme x crece, entonees / tiene un valor mdximo 
relativo en c; y si f'(x) cambia de signo algebraico de negativo a positivo al 
pasar por c conforme x crece, entonees /tiene un valor minimo relativo en c. 

Las figuras 3 y 4 ilustran los incisos (i) y (ii), respectivamente, del crite- 
rio de la primera derivada cuando f\c ) existe. La figura 5 muestra la grafica 
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FIGURA 6 


de una funcion / que tiene un valor maximo relativo en un numero c , pero 
/'(c) no existe; Sin embargo, /'(x) > 0 cuando x < c y /'(x) < 0 cuando 
x > c. En la figura 6, se tiene la grafica de una funcion /para la que c es un 
numero crftico, y f'(x) < 0 cuando x < c y f\x) < 0 cuando x > c; / no 
tiene un extremo relativo en c. 

Otras ilustraciones del criterio de la primera derivada se tienen en la 
figura 1. En x 2 y x 4 la funcion tiene un valor mdximo relativo, y en x 3 y x 5 
la funcion tiene un valor minimo relativo; aunque x 6 es un numero crftico, no 
se tiene un extremo relativo en x 6 . 

A continuacidn se resume el procedimiento para obtener los extremos 
relativos de una funcion. 


Para decerminar analfticamente los extremos relativos de/: 

1* Calcule/ r (jc). 

2. Determine los ntimeros crfticos de / es decir, los valores de x para 
los euales/ r (x) - 0 o para los que f\x) no existe, 

3* Aplique el criterio de la primera derivada (teorcma 3.44). 


Los ejemplos siguientes muestran como se aplica este procedimiento. 


► CJEMPLO 1 


Trace la grafica de la funcidn definida por 


f(x) = x 3 - 6jc 2 + 9x + 1 



Determine a partir de la grafica los extremos relativos de/, los valores de x en 
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que /es creciente, 
y en los que / es decreciente. Confirme analfticamente la informacidn ob- 
tenida graficamente. 

Sol UC ion La figura 7 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo 

de inspeccion de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la grafica, se determina que/ 
tiene un valor mdximo relativo de 5 en x = 1, y un valor minimo relativo de 
1 en x = 3. Tambien, a partir de la grafica se determina que/es creciente en 
los intervalos (~oo, 1] y [3, +oo), y es decreciente en el intervalo [1,3]. 

Ahora se confirmara esta informacion mediante el criterio de la prime- 
ra derivada calculando primero la derivada de/: 

fix) = 3x 2 - 12x + 9 

Los unicos niimeros crfticos son aquellos para los que /'( jc) = 0: 


FIGURA 7 3x 2 - 12x + 9 = 0 

3(x - 3)(x - 1) = 0 
x = 3 x = 1 


Por tanto, los numeros crfticos de/son 1 y 3. Para determinar si /tiene un 
extremo relativo en estos numeros, se aplica el criterio de la primera derivada 
y los resultados se presentan en la tabla 1 . 


Tablal 



m 

/■« 

Conclusion 

X < 1 


4 - 

f es creciente 

X = 1 

5 

0 

/ tiene un valor maximo relativo 

1 < x < 3 


- 

/ es decreciente 

* = 3 

1 

0 

/ tiene un valor minimo relativo 

3 < x 


+ 

/ es creciente 
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Las conclusiones de la tabla confirman la informacion determinada 
graficamente. ^ 


► EJEMPLO 2 Sea 

fix) = * 4/3 + 4x l13 

Determine los extremos relativos de / y los valores de x en donde ellos ocu- 
rren. Tambien determine los intervalos en los que/es creciente y en los que 
es decreciente. Apoye las respuestas graficamente. 

Solucion A1 diferenciar/se tiene 

f\x) - |x^ 3 + |x“ 2 ' 3 
= \x~ 2l \x + 1) 

Como f\x ) no existe cuando x = 0, y f\x) = 0 cuando x = -1, entonces 
los numeros cnticos de/son -1 y 0. Se aplica el criterio de la primera deri- 
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviacion n.e. 
significa no existe. 



FIGURA 8 



Tabla 2 



fix) 

fix) 

Conclusion 

x < -l 


- 

f es decreciente 

Jt = -1 

-3 

0 

/tiene un valor minimo relativo 

-1 < JC < 0 


+ 

/es creciente 

* = 0 

0 

n.e. 

/ no tiene un extremo relativo enx = 0 

0 < x 


+ 

/es creciente 


La informacion de la tabla se apoya al trazar la grafica de / en el rec- 
tangulo de inspeccion de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], como se muestra en la 
figura 8. ^ 


► EJEMPLO 3 Dada 



si x < 3 
si 3 < x 


determine los extremos relativos de / y los valores de x en los que ellos ocu- 
rren. Tambien determine analiticamente los intervalos en los que /es crecien- 
te y en los que/es decreciente. Dibuje la grafica. 


Solucion Al calcular /'(x) se obtiene 

f'(r\ = J 2jc si x < 3 
1-1 si 3 < x 

Observe que / es continua en 3. Como/'_(3) = 6 y /'+( 3) = -l,/'(3) no 
existe. Por tanto, 3 es un numero crftico de /. Otro numero critico de / es 0 
porque /'(x) = 0 cuando x = 0. En la tabla 3 se resumen los resultados 
obtenidos al aplicar el criterio de lq primera derivada. La gr&fica de / se 
muestra en la figura 9. 


FIGURA 9 
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Tabla3 



fix) 

fix) 

Conclusidn 

X < 0 


~ 

/es decreciente 

jc = 0 

-4 

0 

/tiene un valor mfnimo relativo 

0 < jc < 3 


+ 

/ es creciente 

jc = 3 

5 

n.e. 

/ tiene un valor maximo relativo 

3 < jr 


- 

/ es decreciente 



FIGURA 10 


Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrara en los 
dos ejemplos siguientes como puede obtenerse el comportamiento de una 
funcion a partir de la gr£fica de su derivada. 


► EJEMPLO 4 La figura 10 muestra la gr£fica de la derivada de 
una funcion / cuyo dominio es el conjunto de los numeros reales. A partir de la 
grafica determine los numeros crfticos de/, los intervalos en los que /es cre- 
ciente y en los que /es decreciente, y los extremos relativos de / 

Solution De la gr£fica, se observa que/'(;c) existe en cualquier ntimero 
real y que /'(-2),/'(l) y /'(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son nu- 
meros criticos de / Como f\x) < 0 cuando x < -2 o 1 < x < 5,/es decre- 
ciente en los intervalos (-oo, -2] y [1, 5]. Debido a que /'(*) > 0 cuando 
-2 < jc < 1 o x > 5,/es creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, + oo). La 
tabla 4 resume estos hechos, ademds de que / tiene valores minimos relati- 
vos en x = -2 y x = 5, y/ tiene un valor mdximo relativo en x = 1, obte- 
nidos al aplicar el criterio de la primera derivada. 


y 



Tabla 4 



f\x) 

Conclusidn 

jc < -2 

- 

/es decreciente 

jc = -2 

0 

/ tiene un valor mfnimo relativo 

-2 < x < 1 

+ 

/es creciente 

^ = 1 

0 

/ tiene un valor mdximo relativo 

1 < jc < 5 

- 

/es decreciente 

jc = 5 

0 

/tiene un valor mfnimo relativo 

5 < jc 

+ 

/es creciente 


W EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun- 
cion g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los numeros reales, 
para la cual la figura 1 1 muestra la grdfica de su derivada. 

Solucion De la grafica, como g'(-l) = 0, -1 es un numero crftico de g. 
Debido a que el eje y es una asfntota vertical de grafica de g\ g'(0) no existe, 
aunque 0 este en el dominio de g. En consecuencia, tambten 0 es numero 
critico de g. Como g'(*) > 0 cuando jc < -1 o x > 0, g es creciente en los 
intervalos (-oo, -1] y [0, +oo). Ya que g'U) < 0 cuando -1 < x < 0, g es 
decreciente en el intervalo [-1, 0]. Estos liechos se resumen en la tabla 5, te- 
niendo en cuenta que se aplico el criterio de la primera derivada para deter- 
minar los extremos relativos. 
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TablaS 



g\x) 

Conclusion 


x < -1 

+ 

g es creciente 


X = -1 

0 

g tiene un valor maximo relativo 


-1 < JT < 0 

- 

g es decreciente 


* = 0 

n.e. 

g tiene un valor mmimo relativo 


0 < * 

+ 

g es creciente 

◄ 


En la section 3.6, se obtendran algunas propiedades adicionales de la 
funcion / del ejemplo 4 y de la funcion g del ejemplo 5 a partir de las graficas 
de sus derivadas; despues, a partir de estas propiedades, asf como de las obte- 
nidas en esta section, se dibujaran posibles graficas de/y g. 


■ EJERCICIOS 3.4 


En los ejercicios 1 a 18, (a) trace la grafica, y determine a par- 
tir de ella: ( b ) los extremes relativos de f (c) los valores de x 
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en 
los que f es creciente , (e) los intervalos en los que f es decre- 
ciente. Confirme analiticamente la informacidn obtenida gra- 
ficamente. 

1. fix) = x 1 - 4x - 1 

2. f(x) = 3x 2 - 3* + 2 

3. f(x) = x 3 - x 2 - x 

4. f(x) = x 3 - 9x 2 + 15 - 5 

5. fix) = -J-jc 4 - x 3 + x 2 6. fix) = x 4 - 4x 

7. fix) = 4 sen ~ x; x G [~2n, 2 n\ 

8. fix) = 2 cos 3 jc; x e [-n, k] 

9. fix) = VI - -7= 10. f(x) = ^-4 

fx x + 2 

11. f(x) = (1 - x) 2 (l + X? 

12. fix) = (x + 2) 2 <x - if 

13. fix) = x - 3jc 1/3 14. fix) = 4x - 

15. fix) = x 2li - x m 16. fix) = x 2l \x - l) 2 

17. fix) = x 514 + 1 Ox 1/4 18. fix) = x 5/3 - 1 Ox 2/3 

En los ejercicios 19 a 32, haga lo siguiente analiticamente: (a) 

determine los extremos relativos de f: ( b ) determine los valo- 
res de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los que f es creciente; (d) determine los intervalos 
en los quef es decreciente. Apoye las respuestas graficamente. 

19. f(x) = 2x 3 - 9x 2 + 2 

20. fix) = x 3 - 3x 2 - 9x 

21. fix) = ix 5 - fx 3 + 4x + 1 

22. fix) = x s - 5x 3 - 20x - 2 

23. fix) = x + A- 24. fix) = 2x + ~ 

X L 2X 

25. fix) = 2xff^l 26. fix) = xS - x 2 

27. fix) = 2 - 3(x - 4) 2/3 

28. fix) = 2 - (x - 1) !/3 


29. fix) = i sec 4x; x e [~\n, \n\ 

30. f(x) = 3 esc 2jc; x € [~7l, 7t\ 

31. fix) = x 1/3 (x + 4)' 2/3 

32. fix) = (x + l) 2/3 (x - 2) 1/3 

En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analiticamente : (a) 
determine los extremos relativos de la funcion; (b) determine 
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) 
determine los intervalos en los que la funcion es creciente ; 
(d) determine los intervalos en los que la funcion es decrecien- 
te. (e) Dibuje la grafica de la funcion a partir de las respuestas 
de los incisos (< a)-(d ). 


33. fix) 


2x + 9 si x < -2 

x 2 + l si -2 < x 


34. fix) = 



si x < 3 
si 3 < x 


( 3* + 5 si x < -1 

x 2 + 1 si -1 £ x < 2 

7 - x si 2 < x 

12 - (x + 5) 2 si x < -3 

36. fix) = 5 - x si -3 < x < -1 

^100 - (x - 7) 2 si -1 < x S 17 

I (x + 9) 2 - 8 si x < -7 

37. /(x) = -^25 - (x + 4) 2 si -7 < x < 0 

(x - 2) 2 - 7 si 0 < x 


38. fix) = 


4 - (x + 5) 2 
. 12 - (x + l) 2 


si x < -4 
si -4 < x 


En los ejercicios 39 a 44, la figura adjunta muestra la grafica 
de la derivada de una funcion f continua en su dominio, el cual 
es el conjunto de los numeros reales. A partir de la grafica, 
determine ia) los numeros crtiicos de f, ib) los intervalos en 
los que f es creciente, (c) los intervalos en los que f es decre- 
ciente, y id) las numeros donde ocurren los extremos relativos 
de f 
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45. Dado que la funcion / es continua para todos los valores 
de x,f(0) = 0,/(4) = 2,/(8) = 0 J\x) > Osix < 4, y 
f\x) < 0 si x > 4, dibuje una grafica posible de / en 
cada uno de los siguientes casos donde la condicidn adi- 
clonal se satisface: (a) f es continua en 4; (b) f\x) = ~ 
si x < 4 y f\x) = -i si x > 4; (c) lim f\x) = 1, 

2 x — > 4 — 

lim f'(x) = -oo, y /'(a) =?* /'(6) si a * b. 
x — >4 + 

46. Dado que la funcion / es continua para todos los valores 
de;c,/(3) = 2 ,/'(*) < Osi* < 3, y f\x) > 0 si x > 3, 
dibuje una grafica posible de / en cada uno de los siguien- 
tes casos donde la condicidn adicional se satisface: 

(a)/'es continua en 3; (b )/'(*) = — 1 si jc < 3y /'(*) = 1 
si jc > 3; (c) lim /'(*) = -1, lim f'(x ) = 1, y 

x->3“ x-»3+ 

f\a ) /'(£) si a * b. 

47. Encuentre ay b tales que la funcion definida por 

f(x) = jc 3 + ax 2 + b 
tenga un extremo relativo en el punto (2, 3). 

48. Encuentre a,byc tales que la funcion definida por 

f(x) = ax 2 + bx + c 

tenga un valor maximo relativo de 7 en x = 1 y la grafica 
de y = f(x) pase por el punto (2, -2). 

49. Encuentre a, b,cy d tales que la funcion definida por 

f{x) - ax 3 + bx 2 + cx + d 

tenga un extremo relativo en los puntos (1, 2) y (2, 3). 

50. Sea f(x) = x p (l - x) q , donde p y q son niimeros enteros 
positivos mayores que 1, demuestre cada una de las si- 
guientes proposiciones: 

(a) Si p es par,/ tiene un valor mfnimo relativo en 0; 

(b) Si q es par,/ tiene un valor mfnimo relativo en 1 ; 

(c) / tiene un valor maximo relativo en p/(p + q) inde- 
pendientemente de que p y q sean impares o pares. 

51. Demuestre el teorema 3.4.3(ii). 

52. Demuestre el teorema 3.4.4(ii). 

53. Si f(x) = x k , donde k es un numero entero positivo impar, 
demuestre que / no tiene extremos relativos. 

54. Demuestre que si/es creciente en [a, b] y si g es creciente 
en [f(a), f(b)], entonces si g ° f existe en [a, b], g ° fe s 
creciente en [a, b]. 

55. La funcion / es creciente en el intervalo 1. Demuestre que 
(a) si g(x) = -/(*), entonces g es decreciente en 1; (b) si 
h(x) = 1 /f(x) y f(x) > 0 en 1> entonces h es decreciente 
en 1. 

56. La funcion / es diferenciable en cada numero del intervalo 
cerrado [ a , b]. Demuestre que si f\a) * f'(b) < 0, enton- 
ces existe un numero c en el intervalo abierto (a, b) tal que 
f\c) = 0. 

57. Si f{x) existe en cada numero del intervalo abierto (a, b) que 
contiene al numero c y f\c ) = 0, ^puede concluirse que / 
tiene un extremo relativo en c? Explique su respuesta. 

58. Describe como se aplica el criterio de la primera deriva- 
da para determinar los extremos relativos de una funci6n. 
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3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 


2 , y 2 ) 



ye) 

E(x 5 , y$) 


D(x 4 , y 4 ) 


FIGURA 1 


La segunda derivada, igual que la primera derivada, proporciona informacion 
acerca del comportamiento de una funcion y su grafica, como se vera en esta 
seccion. 

Consulte la figura 1, la cual muestra la grafica de una funcion / cuyas 
derivadas primera y segunda existen en el intervalo cerrado [jcj, jc 7 ]. Debido a 
que / y /' son diferenciables en dicho intervalo, entonces f y f son continuas 
en [x h xjl 

Si se considera que el punto P se mueve a lo largo de la grafica de la figura 
1 desde A hasta G, entonces la posicion de P varfa cuando jc crece de X] a jc 7 . 
Conforme P se mueve a lo largo de A a B, la pendiente de la recta tangente a 
la grafica es positiva y decreciente; esto es, la recta tangente a la grdfica gira 
en el sentido de las manecillas del reloj, y la grafica se encuentra debajo de su 
recta tangente. Cuando el punto P esta en B , la pendiente de la recta tangente 
es cero y sigue decreciendo. Conforme P se desplaza de B a C, la pendiente de 
la recta tangente es negativa y sigue decreciendo; la recta tangente continua 
girando en el sentido de las manecillas del reloj, y la grafica esta debajo de su 
recta tangente. Se dice que la grafica es concava hacia abajo de A a C. A me- 
dida que P se mueve a lo largo de la grdfica de C a D, la pendiente de la recta 
tangente es negativa y creciente; esto es, la recta tangente gira en sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj, y la grafica esta por arriba de su 
recta tangente. En el punto £>, la pendiente de la recta tangente es positiva y 
creciente; la recta tangente sigue girando en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, y la grafica esta por arriba de su recta tangente. Se dice 
que la grafica es concava hacia arriba de C a E. En el punto C la grafica 
cambia de concava hacia abajo a concava hacia arriba. El punto C se denomi- 
na punto de inflexion. Enseguida se presentan estas definiciones formalmente. 




FIGURA 3 


3.5.1 Definition de concavidad hacia arriba 


Se dice que la gr&fica de una funcidn es concava hacia arriba en el 
punto (c,/(c)) si ejnsten f\c ) y un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que para todos los valores de jt & c en 7, el punto (*,/(*)) de la gra- 
fica estl arriba de la recta tangente a la grdfica en (c,/(c)). 


3.5.2 Definition de concavidad hacia abajo 


Se dice que la grdfica de una funcidn es concava hacia abajo en el 
punto (c,f(c)) si enristen f'(c) y un intervalo abierto I que contiene a c 
tal que para todos los valores de x ^ c en /, el panto (x»/(-0) de la gra- 
fica est£ debajo de la recta tangente a la gr&fica en (c,/(c)). 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 presenta una 

porcion de la grafica de una funcion / concava hacia arriba en el punto 
(c, /(c)), y la figura 3 muestra una porcion de la grafica de una funcion que 
es concava hacia abajo en el punto (c,/(c )) l ^ 

La grafica de la figura 1 es concava hacia abajo en todos los puntos 
(x,f(x)) para los cuales x esta en alguno de los dos intervalos abiertos siguien- 
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/ ■» 


y 



y 



tes: (jc h jc 3 ) o (jc 5 , jc 6 ). De manera semejante, la grafica de la figura 1 es con- 
cava hacia arriba en todos los puntos (jc, /(jc )) para los cuales jc esta en 
(■*3. X S) 0 en *7>- 


!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si / es la funcion definida 

por f(x) = x 2 , entonces f'(x) = 2x y /"(jc) = 2. Por lo que /"(jc) > 0 
para toda jc. Ademds, como la grafica de/, mostrada en la figura 4, esta arriba 
de todas sus rectas tangentes, la grdfica es cdncava hacia arriba en todos 
sus puntos. 

Si g es la funcion definida por g(jc) = -jc 2 , entonces g'(*) = -2jc y 
g’X jc) = -2. En consecuencia, g"(jc) < 0 para toda jc. Tambien, debido a que 
la grdfica de g, presentada en la figura 5, esta debajo de sus rectas tangentes, 
g es concava hacia abajo en todos sus puntos. A 

La funcidn / del ejemplo ilustrativo 2 es tal que /"(jc) > 0 para toda jc, 
y la grafica de / es concava hacia arriba en todo numero. Para la funcion g 
del ejemplo ilustrativo 2, g"(jc) < 0 para toda jc, y la grafica de g es concava 
hacia abajo en todo numero. Estas dos situaciones son casos especiales del 
teorema siguiente. 


3*5*3 Teorema 


Sea / utm funcidn que es diferenciable en algtin intervalo abierto que 
contiene a c, Entonces 

(I) si /"(c) > 0, la grafica de/ es cdncava hacia arriba en (c,/(c)). 
(li) si/ ,r (c) < 0> la grifica de/es cdncava hacia abajo en 


Demostracibn 

/"(c) = lim 


x^c 


de(i) 

fix)- f{c) 

JC - c 


Como /"(c) > 0, 

lta Zijwjc i >0 

X -4C JC - C 


Entonces, por el teorema 3.1.8(i) ejciste un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que 

/' , (*) ~ >0 ( 1 ) 

JC - C 



para cada jc * c en /. 

Ahora considere la recta tangente a la grafica de / en el punto (c, /(c)). 
Una ecuacion de esta recta tangente es 

y = m + f\c)( X - c) (2) 

Sea jc un numero del intervalo I tal que jc * c y sea Q el punto de la grafica 
de/cuya abscisa es jc. A travds de Q dibuje una recta paralela al eje y, y sea T 
el punto de interseccidn de esta recta con la recta tangente (vea la figura 6). 

Para demostrar que la grafica de /es concava hacia arriba en (c,/(c)) se 
debe mostrar que el punto Q esta arriba del punto T o, equivalentemente, que 
la distancia dirigida YQ > 0 para todos los valores jc ^ c en /. TQ es igual a 
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FIGURA 10 


la ordenada de Q menos la ordenada de T. La ordenada de Q es/(x) y la orde- 
nada de T se obtiene de (2); asi 

TQ = fix) - [/(c) + f(c)(x - c)] 

TQ = [fix) - /(c)] - fXOix - c) (3) 

Por el teorema del valor medio, existe algun numero d entre x y c tal que 

fid) = f(x) - /(C) 

J X - c 

Esto es 


f(x) - f(c) = f\d)(x - c) para alguna d entre x y c 
A1 sustituir de esta ecuacion en (3) se tiene 


TQ = f'(d)(x - c) - f'(c)(x - c) 

TQ = (x- c)[f'(d) - f'(c)) (4) 

Puesto que d esta entre x y c, d esti en el intervalo /, de modo que conside- 
rando x = d en la ecuaci6n (1) se obtiene 


fid) - f\c) 
d - c 


> 0 


(5) 


Para demostrar que TQ > 0, se probarS que los dos factores del miem- 
bro derecho de (4) tienen el mismo signo. Si x - c > 0, entonces x > c. 
Ademds, como d esta entre rye, entonces d > c; por tanto, de la desigual- 
dad (5 \f\d) - f\c) > 0. Si x - c < 0, entonces x < c, por lo que d < c\ 
por tanto, de (5), f’(d) - f’(c) < 0. En consecuencia, x - c y f'(d) - f\c) 
tienen el mismo signo, por tanto, TQ es un numero positivo. Asf, la gr^fica 
de/es edneava hacia arriba en el punto (c,/(c)). 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) por lo 
que se omite. ■ 


El reciproco del teorema 3.5.3 no es valido. Por ejemplo, si/es la fun- 
cion definida por f(x) = x 4 y entonces la grafica de/es edneava hacia arriba 
en el punto (0, 0) pero como/"(x) = 12 jc 2 , /"(0) = 0 (vea la figura 7). En 
efecto, una condicidn suficiente para la que la gr&fica de una funcidn / sea 
concava hacia arriba en el punto (c, f(c)) es que f"(c) > 0, pero esta no es 
una condicidn negesaria. De la misma forma, una condicidn suficiente -pero 
no necesaria- para que la grafica de una funcidn /sea edneava hacia abajo 
en el punto (c,/(c)) es que /"(c) < 0. 

Si existe un punto en la grafica de una funcidn en que el sentido de la 
concavidad cambia, y la grdfica tiene una recta tangente en este punto, enton- 
ces la grafica cruza su recta tangente en ese punto, como se muestra en las 
figuras 8, 9 y 10. A dicho punto se le llama punto de inflexion . 


3.5.4 Definition de punto de inflexion 


El punto (c, /(c)) es un panto de infkxldn de la gr&fica de La funcidn 
/ si la grifica tiene una recta tangente en ese punto, y si existe un in- 
tervalo abierto / que contiene a c tal que si x esti en /, entonces 

(1) /V) < 0 si x < c y /"(x) > 0 si x > r; o 
(ii) f\x ) > Osix < cyfXx) < Osix > c. 
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h(x) = 


\4 - x 2 si x < 1 

[2 + x 7 si 1 < jc 


FIGURA 11 


y 



0 EJEMPLO I LU STRATI VO 3 La figura 8 muestra un pun- 

to de inflexion en el que la condici6n (i) de la definition 3.5.4 se cumple; en 
este caso la grafica es concava hatia abajo en los puntos inmediatos ubicados a la 
izquierda del punto de inflexion, y es concava hacia arriba en los puntos localizados 
inmediatamente a la derecha del punto de inflexion. La condition (ii) se pre- 
senta en la figura 9, en donde el sentido de la concavidad cambia de concava hacia 
arriba a concava hacia abajo en el punto de inflexion. La figura 10 proporciona 
otro ejemplo de la condition (i), donde el sentido de la concavidad cambia de con- 
cava hacia abajo a concava hacia aixiba en el punto de inflexion. Observe que en la 
figura 10 la grafica tiene una recta tangente horizontal en el punto de inflexion. 4 


La grafica de la figura 1 tiene puntos de inflexion en C, E y F. 

Una parte crucial de la definition de punto de inflexion es que la grafica 
debe tener una recta tangente en ese punto. Considere, por ejemplo, la fun- 
cion del ejemplo 2 de la section 1.6 definida por 


h(x) = 


{4 -* 2 

1 2 + * 2 


si jc < 1 
si 1 < x 


La grafica de h se muestra en la figura 11. Observe que h"(x) = -2 si * < 1 
y h"(x) = 2 si jc > 1. De este modo, en el punto (1, 3) de la grafica el sen- 
tido de concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba. Sin embargo, (1, 3) 
no es un punto de inflexion porque la grafica no tiene una recta tangente en 
ese punto. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Suponga que / horas des- 
pues de iniciar un trabajo a las 7 a.m. un obrero, en una lfnea de ensamble, ha 
realizado una tarea particular de/(/) unidades donde 

/(/) = 21/ + 9/ 2 - / 3 0 <c / < 5 

La tabla 1 presenta los valores de funcion para valores enteros de /, de 1 a 5, y 
la figura 12 muestra la grafica de /en [0, 5]. 


Tabla 1 


t 

1 

2 

3 

4 

5 

/«) 

29 

70 

117 

164 

205 


A1 diferenciar dos veces/se tiene 


/'(/) = 21 4- 18/ - 3/ 2 /"(/) = 18-6/ 

= 6(3 - /) 


Observe que /"(/) >0si0</<3y /"(/) < 0 si 3 < / < 5. De la 
definition 3.5.4(ii), la grafica de / tiene un punto de inflexion en / = 3. 
Del teorema 3.4.3, como /''(/) > 0 cuando 0 < / < 3, /'(/) es creciente 
en [0, 3], y debido a que /"(/) < 0 cuando 3 < / < 5,/'(/) es decreciente en 
[3, 5]. Por tanto, ya que /'(/) es la tasa de variation de /(/) con respecto a /, se 
concluye que en las tres primeras horas (de 7 a.m. a 10 a.m.) el trabajador rea- 
liza la tarea a una tasa creciente, y durante las siguientes dos horas (de las 
10 a.m. al medio dfa) el trabajador efectua la tarea a una tasa decreciente.’ 
En / = 3 (10 a.m.) el trabajador es mas eficiente, y cuando 3 < / < 5 (des- 
pues de las 10 a.m.) hay una reduction en la tasa de producci6n del traba- 
jador. El punto en el que el trabajador produce con mayor eficiencia se 
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denomina punto de rendimiento decreciente\ este punto es un punto de in- 
flexion de la grafica de /. A 

La definicion 3.5.4 expresa que la segunda derivada cambia de signo en 
un punto de inflexion, pero no indica nada acerca del valor de la segunda deri- 
vada en ese punto. Sin embargo, el teorema siguiente establece que si la se- 
gunda derivada existe en un punto de inflexion, debe ser cero. 


3.5.5 Teorema 


Suponga que la funci6n / es diferenciable en algun intervalo abierto 
que contiene ac,y (c,/(c)) es un punto de inflexidn de la gr&flca de/ 
Entonces, si /"(c) exist e,/"(c) = 0. 

Demostracion Sea g la funcion tal que g(x) = f'(x ); entonces 
g\x) = f"(x). Como (c,/(c)) es un punto de inflexion de la grafica de /, enton- 
ces f"(x ) cambia de signo en c, por lo que g'(*) cambia de signo en c. Por 
tanto, por el criterio de la primera derivada, g tiene un extremo relativo en c, 
y c es un numero critico de g. Puesto que g’(c ) = /"(c), y como por hipotesis 
/"(c) existe, se deduce que g\c) existe. Por tanto, por el teorema 3.1.3, 
g '(c) = 0 y /"(c) = 0, que es lo que se deseaba demostrar. ■ 

El reciproco del teorema 3.5.5 no es valido. Esto es, si la segunda deri- 
vada de una funcion es cero en un numero c, la grafica de la funcion no 
necesariamente tiene un punto de inflexion donde x = c. Este hecho se de- 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la funcion /cuya 

grafica se muestra en la figura 7, para la cual 

fix) = x 4 fix) = 4r 3 f"(x) = llx 2 

Observe que /"( 0) = 0, pero como /"(x) > 0 si x < 0 y /"(x) > 0 si x > 0, 
el origen no es un punto de inflexion. Ademas, la grafica es concava hacia 
arriba en cualquier numero. 4 


► EJEMPLO 1 La funcion del ejemplo 1 de la seccion 3.4 esta 
definida por 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 

Encuentre el punto de inflexion de la grafica defy determine donde la grafica 
es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra- 
zando en el mismo rectangulo de inspeccion la grafica de / y la tangente de 
inflexion (la recta tangente en el punto de inflexion). 

Sollicion Las derivadas primera y segunda de/son 

f\x) = 3x 2 - I2x + 9 y /"(x) = 6x - 12 

Como /"(x) existe para todos los valores de x, el unico punto de inflexion 
posible de /ocurre donde /"(x) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar 
si se tiene un punto de inflexion en x = 2, debe verificarse si f"(x) cambia de 
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signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la grafica para los 
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2. 



Tabla2 



m 

f\x) 

f"U) 

Conclusion 

X < 2 



- 

La grafica de / es concava hacia abajo 

x = 2 

3 

-3 

0 

La grafica de /tiene un punto de inflexi6n 

2 < x 



+ 

La grafica de/es concava hacia arriba 


En el ejemplo 1 de la seccion 3.4, se mostrd que /tiene un valor maxi- 
mo relativo en 1 y un valor minimo relativo en 3. La figura 13 muestra la gra- 
fica de/y la tangente de inflexion en el rectangulo de inspeccion de [-1, 8.4] 
por [-1, 5.2], lo cual apoya la informacion de la tabla 2. A 

La grdfica de una funcion puede tener un punto de inflexion en el punto 
donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente. 


FIGURA 13 

► EJEMPLO 2 Dada 


fix) = x l ^ 3 

encuentre el punto de inflexion de la grafica de/y determine donde la grafica 
es cdncava hacia arriba y d6nde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas 
graficamente. 

Solution Las derivadas primera y segunda de / son 

fix) = ijr 2/3 y f"(x) = -|x _5/3 

De las ecuaciones anteriores se observa que /'( 0) y /"( 0) no existen. En el 
ejemplo ilustrativo 3 de la seccion 2.2, se mostro que el eje y es la recta tan- 
gente de la grdfica de esta funcion en el origen. Ademas, 


f"{x) >0 six < 0 y /"(x) <0 six > 0 

Por tan to, de la definicidn 3.5.4 (ii),/ tiene un punto de inflexion en el origen. 
La concavidad de la grafica se determina a partir del signo de /"(x), los resul- 
tados se resumen en la tabla 3. 



Tabla 3 



Ax) 

f\x) 

rxx) 

Conclusion 

x < 0 


+ 

+ 

/es creciente; la grifica de /es 
concava hacia arriba 

jc = 0 

0 

n.e. 

n.e. 

La grdfica de /tiene un punto de 
inflexidn 

0 < x 


+ 


/es creciente; la grafica de/es 
concava hacia abajo 


La figura 14, que muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la informacion de la tabla 3. A 


► EJEMPLO 3 Sea 


f(x) = (1 - 2*) 3 


FIGURA 14 
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.1 

V, , , 


A 


{-3, 3] por [-2, 2] 
f(x) = (1 - 2x) 3 


Trace la grafica, y a partir de esta, estime el punto de inflexion y donde la gra- 
fica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Confirme las esti- 
maciones analfticamente. 

Solucion La figura 15 muestra la gr£fica de/trazada en el rect^ngulo de 
inspeccidn de [-3, 3] por [-2, 2]. De la grafica se estima que el punto de in- 
flexion esta en (0.5, 0), la grafica es concava hacia arriba para x < 0.5, y la 
gr&fica es concava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmaran estas 
estimaciones analfticamente. Las derivadas primera y segunda de / son 

fix) = -6(1 - 2x) 2 y f\x) = 24(1 - lx) 


FIGURA 15 Como f"(x) existe para todos los valores de x, el dnico punto de inflexi6n 

posible es donde f”{x ) = 0, esto es, en x ~ 0.5. De los resultados resumidos 
en la tabla 4 ,/"(*) cambia de signo, de + a en x = 0.5; de modo que la 
grafica tiene un punto de inflexion ahf. Observe tambidn que debido a que 
/'(0.5) = 0, la grafica tiene una recta tangente horizontal en el punto de 
inflexidn. 


(c, /(c)) 




Tabla 4 



fix) 

fix) 

f"(x) 

Conclusion 

x < 0.5 



+ 

La grdfica de / es concava hacia arriba 

* = 0.5 

0 

0 

0 

La grdfica de / tiene un punto de 





inflexion 

0.5 < jr 



- 

La grafica de / es concava hacia abajo 


En la secci6n 3.4 se indico cdmo determinar si una funcion tiene 
un extremo relativo en un numero crftico c al verificar el cambio de signo 
algebraico de la primera derivada en numeros de algun intervalo adecuado 
que tenga a c como extremo derecho y numeros de algun intervalo conve- 
niente que tenga a c como extremo izquierdo, al pasar por c conforme x crece. 
Otro criterio para extremos relativos, denominado criterio de la segunda de- 
rivada , involucra solo al numero critico c y a la segunda derivada. Antes de 
establecer el criterio, se presentara una discusion geomdtrica informal la cual 
recurrira a su intuici6n. 

Suponga que / es una funcidn que tal que /" existe en algun intervalo 
abierto (a, b) que contiene a c, y que/'(c) = 0. Suponga tambien que/"(x) < 0 
si x esta en (a, b ). Entonces, del teorema 3.5.3(ii) la grdfica de/es concava 
hacia abajo en todos los punto de (a, b ), y del teorema 3.4.3(ii) /' es decreciente 
en [ a , b\. La figura 16 muestra la grafica de una funcidn que tiene estas 
propiedades, y tambi6n se muestra en algunos puntos un segmento de la recta 
tangente. La pendiente de la recta tangente es decreciente en [a, b\ , lo cual es 
consistente con el hecho de que/' es decreciente en [ a , b ]. Observe que / tie- 
ne un valor maximo relativo en c. 

Ahora suponga que/es una funcion que tiene las propiedades de la fun- 
cion del p&rrafo anterior excepto que /''(*) > 0 si x esta en ( a , b ). Entonces, 
por el teorema 3.5. 3(i), la grafica de/es concava hacia arriba en todos los 
puntos de (a, b), y del teorema 3.4.3(i),/' es creciente en [a, b]. La grafica de 
una funcidn que tiene estas propiedades se tiene en la figura 17. Las pendien- 
tes de la rectas tangentes, que se muestran en algunos puntos en la figura, 
son crecientes en [a, b], y/ tiene un valor mmimo relativo en c. 

Ahora se establecera y demostrara el criterio de la segunda derivada 
para extremos relativos , el cual confirma las observaciones geom6tricas de 
los dos parrafos precedentes. 
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3.5,6 Teoremo Criterio de la segunda derived a para 
exfrenrkos relatives 


Sea c un ntimero critico de una funcidn/ en el que f’(c > = 0, y supon- 
ga que /" existe para todos los valores de jr en un intervalo abierto que 
contiene a c . 

(i) Si/"(c) < 0 , entonces / dene un valor mdximo relative en c. 

<ii> Si /"(c) > 0 p entonces/tiene un valor minimo relativo en c , 


Demostracion del inciso (i) Por hipotesis, f"(c ) existe y es negativa; 
de modo que 


fXc) = 


Km /,U) ~ /,(C) < 0 


Por tanto, por el teorema 3.1.8(ii), existe un intervalo abierto I que contiene a 
c tal que 

< o (6) 

X - c 

para toda x ^ c en el intervalo. 

Sea /j el intervalo abierto que contiene todos los valores de x en / para 
los que x < c; por tanto, c es el extremo derecho del intervalo abierto 1\. 
Sea I 2 el intervalo abierto que contiene todos los valores de jc en I para los 
que x > c; de modo que c es el extremo izquierdo del intervalo abierto / 2 . 

Entonces, si jc esta en / h jc - c < 0, y de la desigualdad (6), 
/'(•*) “ f'(c) > 0 0 , equivalentemente, f\x) > f’(c). Si jc esta en 
/ 2 , jc - c > 0, y de (6), f\x) -/'(c) < 0 o, equivalentemente, /'(jc) < /'(c). 

Pero como /'(c) = 0, se concluye que si jc est£ en I\,f'{x) > 0, y si jc 
esta en / 2 , /'(jc) < 0. Por tanto, /'(jc) cambia de signo algebraico de positivo a 
negativo al pasar por c, conforme jc crece; de modo que, por el criterio de pri- 
mera derivada,/tiene un valor maximo relativo en c. 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (refierase el ejercicio 56). ■ 


► EJEMPLO 4 Sea 

/(jc) = x 4 + |;c 3 - 4x 2 

determine los extremos relativos de / aplicando el criterio de la segunda de- 
rivada. Utilice esta informacion para dibujar la grafica de /. Apoye los resul- 
tados en una graficadora. 

Solution Se calculan las derivadas primera y segunda de /: 

/'(jc) = 4x 3 + 4x 2 - Sx /"(jc) = 12x 2 + 8jc - 8 

Al considerar /'(jc) = 0 se obtiene 

4jc(jc + 2)(jc - 1) = 0 
x = 0 jc=-2 jc — 1 

Por tanto, los numeros criticos de /son -2, 0 y 1. Para determinar si existe 
o no un extremo relativo en alguno de estos numeros criticos, se considera 
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[-15, 15) por [-11,9] 
fix ) = jc 4 + 3 JC 3 - 4c 2 

F1GURA 19 





fix) - X 4 

FIGURA 20 
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el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la 
tabla 5. 


TablaS 



fix) 

fix) 

fix) 

Conclusion 

JC = -2 

_ 32 

0 

+ 

f tiene un valor rmnimo relativo 

jc = 0 

0 

0 

- 

/tiene un valor m£ximo relativo 

JC = 1 

_ 5 
3 

0 

+ 

/tiene un valor minimo relativo 


A partir de la informacion de esta tabla y localizando algunos puntos 
mas, se dibuja la grafica de/, mostrada en la flgura 18. La figura 19, que pre- 
senta la grafica de/trazada en el rectangulo de inspeccion de [-15, 15] por 
[-1 1, 9], apoya los resultados. A 

Si f'{c) = 0 y f\c) = 0, nada puede concluirse acerca de un ejctremo 
relativo de / en c. Los tres ejemplos ilu strati vos siguientes justifican esta 
afirmacion. 


t> EJEMPLO ILU STRATI VO 6 Si f(x) = jc 4 , entonces 

f\x) = 4jc 3 y/"(jc) = 12jc 2 . De modo que, /(0), /'(0) y/"(0) son iguales a 
cero. A1 aplicar el criterio de la primera derivada se aprecia que/tiene un va- 
lor minimo relativo en 0. La grafica de/ se muestra en la figura 20. 4 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si g(x) = -jc 4 , entonces 
g'(jc) = -4* 3 y g”(x) = -12jc 2 . Por tanto, g(0), g'(0) y g"(0) son iguales a 
cero. En este caso g tiene un valor maximo relativo en 0, como puede verse 
al aplicar el criterio de la primera derivada. La figura 21 muestra la grafica 
deg. ◄ 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Si h(x) = jc 3 , entonces 

h\x) = 3jc 2 y h "(jc) = 6jc, por lo que h( 0), h\ 0) y h"(0 ) son iguales a cero. 
La funcion h no tiene extremo relativo en 0 porque si jc < 0, h{x) < fc(0); y 
si jc > 0, h(x) > h( 0). La grafica de h se presen ta en la figura 22. 4 

Los ejemplos ilustrativos 6-8 proporcionan ejemplos de tres funciones 
para las cuales su segunda derivada tiene un valor de cero en un punto cuya 
primera derivada es cero; en ese numero, una funcion tiene un valor mfni- 
mo relativo, otra funcion tiene un valor m&ximo .relativo, y la tercera funcion 
no tiene valor extremo relativo. 


W EJEMPLO 5 Para la funcion seno, determine los extremos re- 
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos 
de inflexion de su grdfica. Tambien determine las pendientes de las tangen- 
tes de inflexion. Trace la grafica de la funcion seno en un intervalo de longitud 
2 k que contenga el punto de inflexion que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectangulo de inspeccion, trace la tangente de inflexidn. 

Solution Sean 

/(jc) - sen x f\x) - cosjc /"(jc) = -sen jc 
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g(x) - -X 4 

FIGURA 21 


y 



FIGURA 22 


Las funciones /, /' y f" estan definidas para toda x. Los numeros criticos se 
obtiene al considerar/'(x) = 0: 

cos x = 0 

x = ] ~n + kn kcs cualquier numero entero 

A fin de determinar si existe o no un extremo relativo en alguno de estos nu- 
meros criticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos. 

f"(\n + kn) - -sen ( l -n + kn) 

= -cos kn 

_ j-1 si k es un entero par 

{ 1 si k es un entero impar 

Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re- 
sumen en la tabla 6. 


Tablad 



fix) 

fix) 

/"(jc) Conclusion 

x - i k + kn (k es un entero par) 

1 

0 

- f tiene un valor maximo relativo 

jc = ^ k + kn (k es un entero impar) 

-1 

0 

4- / tiene un valor mmimo relativo 


Para determinar los puntos de inflexion se considera/"(x) = 0: 


- senx = 0 

x = kn A: es cualquier entero 



fix) = senjc 

FIGURA 23 


Como/"(x) cambia de signo en cada uno de estos valores de x, la grafica de- 
ne un punto de inflexion en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En 
cada punto de inflexion, 

f’ikn) = cos kn k es cualquier entero 

j 1 si A: es un entero par 
-1 si A: es un entero impar 

Por tan to, las pendientes de las tangentes de inflexi6n son +1 o -1. 

La figura 23 muestra la grafica de la funcion seno y la tangente de in- 
flexion en el punto (7T, 0) trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [0, 2 n] 
por [-2, 2]. ◄ 


EJERCICIOS 3.5 


En los ejercicios 1 a 8, encuentre los puntos de inflexion de la 
funcidn y determine donde la grafica es cdncava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el 
mismo rectangulo de inspeccion la grafica de la funcidn y las 
tangentes de inflexion . 


1. f(x) = 2x 3 + 3x 2 - 12x + 1 

2. g(x) = x 3 - 6x 2 + 20 


3. gW = - 8x 3 


5. F(x) 


+ 3 


4. f(x) = x 4 - 2x 3 
6. G(x) = — =— — - 


7. f(x) = 2 sen 3jr; x e [- i it, i n] 

8. f(x) = 3 cos 2 x,xG [-7t, n] 

En los ejercicios 9 a 16, trace la grafica de la funcidn y a partir 
de la grafica estime el punto de inflexion y donde la grafica es 
cdncava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo . Confirme 
las estimaciones analiticamente. 

9. f(x ) = x 3 + 9x 10. g(x) = 2x 3 - l 

11. Gix) = {x - l) 3 ' 12. Fix) = (x + 2) 3 

13. f(x) = ix + 2) 1/3 14. gtr) = ix - 1) 1/3 
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15. g(jc) = tan 1 jc;jc G (-m, m) 

16. fix ) = cot 2 jc; x G (0, 1 7 r) 

En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexion de 
la grafica de la funcion, si existe alguno , y determine donde la 
grafica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. 
Dibuje la grafica . 


17. f{x) = 



si x < 2 
si 2 < x 


18. f(x) = 


h + x 2 

{4 - X 2 


si x < 1 
si 1 < x 


19. g{x) = 



si x < 0 
si 0 < x 


20. g(x) = 



si x < 0 
si 0 < x 


21. F(x) = 


si x < 0 
si 0 < jc 


22. G(x) = 


si x < 0 
si 0 < jc 


En los ejercicios 23 a 30, dibuje una porcion de la grafica de al- 
guna funcion f que pase por el punto donde x - c si se satis- 
facen las condiciones dadas. Suponga que f es continua en 
algun intervalo abierto que contiene a c, 

23. (a) /'(jc) > 0 si jc < c; /'(jc) < 0 si jc > c; 

fix) < 0 si jc < c; /"(jc) < 0 si jc > c 
(b) /'(jc) > Osijc < c;/'(j c) < 0 si jc > c; 

/"(jc) > 0 si jc < c; /"(jc) > 0 si jc > c 

24. (a) /'(jc) > 0 si jc < c\ f\x ) > 0 si jc > c; 

/''(jc) > 0 si jc < c;/"( jc) < 0 si jc > c 
(b) /'(jc) < 0 si jc < c; /'(jc) > 0 si jc > c; 

/"(jc) > 0 si jc < c; /"(jc) < 0 si jc > c 

25. (a) /"(c) = 0;/'(c) = 0; /"(jc) > Osi* < c; 

/"(jc) < 0 si jc > c 

(b) /"(c) = 0;f'(x). = 0 ;f"(x) > 0; si x < c\ 

/"(jc) > Osijc < c 

26. (a) /'(c) = 0; fix) > 0 si jc < c; /"(jc) > 0 si jc > c 

(b) /'(c) = 0; /'(jc) < 0 sijc < c; /"(jc) > 0 si jc > c 

27. (a) /"(c) = 0;/'(c) = -1;/"(jc) < 0 si jc < c; 

/"(jc) > 0 si jc > c 
(b) /'(c) no existe; /"(jc) > 0 si jc < c; 

/''(jc) > 0 si jc > c 

28. (a) /''(c) = 0;/'(c) - ^;/"(jc) > Osi* < c; 

/"(jc) < Osijc > c 
(b) /'(c) no existe; /"(jc) < 0 si jc < c; 

/"(jc) > 0 si jc > c 

29. lim /'(jc) = + 00 ; lim /'(jc) = 0; 

X — >C- X — > c+ 

/"(jc) > Osijc < c;/"(jc) < Osijc > c 

30. lim f{x) = +00; lim fix) = - 00 ; 

X ->c- x— >c+ 

/"(jc) > 0 si jc < c;/"(jc) > Osijc > c 


En los ejercicios 31 a 38, encuentre los extremos relativos de la 
funcion aplicando el criterio de la segunda derivada. Utilice 
esta informacion para dibujar la grafica de la funcion. Apoye 
los resultados en la graficadora. 

31. f(x) = -4* 3 + 3* 2 + 18* 

32. h(x) = 2* 3 - 9* 2 + 27 

33. g(x) = * 4 - i* 3 - ^ 34. fix) = |* 5 - 2 -x 3 

35. /(*) = cos 3x;x 6 |- J I, ' i| 

36. g(jc) = 2 sen 4jc; jc G [0, ^ tt] 

37. /i(jc) = 4jc 1/2 + 4jT 1/2 38. fix) - jcVTTI 

39. Dibuje la grafica de alguna funcion / para la cual /(jc), 
fix) y fix) existan y sean (a) positivos para toda x; (b) 
negativos para toda jc. 

40. Para la funcion coseno, encuentre (a) los extremos relati- 
vos aplicando el criterio de la segunda derivada; (b) los 
puntos de inflexion de su grafica; (c) las pendientes de 
las tangentes de inflexion, (d) Trace la grdfica de la fun- 
cion coseno en un intervalo de longitud 2 n que contenga 
el punto de inflexion que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectangulo de inspeccion, trace la tangente 
de inflexion. 

En los ejercicios 41 y 42, encuentre (a) los puntos de inflexion 
de la grafica de la funcion, y ib) las pendientes de las tangen- 
tes de inflexion, (c) Trace la grafica de la funcion en un inter- 
valo de longitud K que contenga el punto de inflexion que 
posea la menor abscisa positiva. En el mismo rectangulo de 
inspeccion, trace la tangente de inflexion. 

41. La funcion tangente. 42. La funcion cotangente. 

En los ejercicios 43 y 44, (a) encuentre los extremos relativos 
de la funcion aplicando el criterio de la segunda derivada. (b) 
Trace la grafica de la funcion en un intervalo de longitud 2m 

43. La funcion cosecante. 44. La funcidn see ante. 


En los ejercicios 45 a 50, dibuje una porcion de la grafica de 
una funcion f que pase por los puntos ( c , fic)), (d, fid)) y 
(e.fie)) si se satisfacen las condiciones dadas. Tambien dibuje un 
segmento de la recta tangente en cada uno de estos puntos, si 
existe la recta tangente. Suponga que c < d < e y que f es 
continua en algun intervalo abierto que contiene a c, d y e. 


45. (a) f(c) = 0; f(d) - 1 ;/"(<*) = 0 ;/'(c) = 0; 

f(x) > 0 si jc < d; /"(jc) < 0 si jc > d 
(b) f(c) = 0; f\d) - -1; f\d) = 0; f(e) = 0; 
f\e) = 0; /"(jc) < 0 si jc < d\ /"(jc) > 0 
si d < x < e\ /"(jc) < 0 si x > e 

46. (a) f\c) = 0; f{d) = -1 ;/"(<*) = 0; f{e) = 0; 

/"(jc) < 0 si jc < d\ /"(jc) > 0 si jc > d 
(b) /'(c) = 0; f{d) = 1; f\d) = 0; f(e) = 0; 
f\e) = 0; /"(jc) > 0 si jc < d\ /"(jc) < 0 
si d < x < e\ /"(jc) > 0 si jc > e 


(a) /'(c) = 0; /"(c) = 0;/V) = -1; /"(<*) = 0; 
f\e) - 0; /"(j c) > 0 si jc < c; /"(jc) < 0 si 

c < x < d\ /"(jc) > 0 si jc > d 

(b) /'(c) = 0; lim fix) = +oo; lim f\x) = +oo; 

X -*d~ x—>d + 

f\e) = 0; /"(jc) > 0 si jc < d\ f\x) < 0 si 
jc > d 


47. 
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48. (a) f\c) = 0; Ac) - 0; f\d) = 1 ; /"(d) = 0; 

f\e ) = 0; f"(x) < 0 si x < c\ f"(x) > 0 
si c < x < d; /"( x) < 0 si x > d 
(b) f\c) - 0; lim fix) = -oo; lim f'(x) = -<*>; 

x-*d~ x-+d+ 

f\e) = 0; f"(x) < 0 si x < d; f'\x) > 0 si x > d 

49. (a) /'(c) no existe; fid) = -1; f"(d) - 0; 

f'(e) - 0; /"(x) > 0 si x < c\ f\x) < 0 
si c < x < d\ f”(x) > 0 si x > d 
(b) f{c) - 0; f’{d) no existe; f{e ) - 0 

/"(c) = 0; f"(x) < 0 si x < d; f"(x) < 0 
si d < x < c; f'\ x) > 0 six > e 

50. (a) f\c ) = 0; f(d) = -1 ; /"(d) = 0; f(e) no existe; 

/"(x) < 0 si x < d; f'\x) > 0 
si d < x < e ; fix) < 0 six > e 
(b) f\c) - 0; /"(c) = 0; f(d) no existe; 

/'(c) = 0; fix) < Osi* < c\f"(x) > 0 
si c < x < d; f"(x) > 0 si x > d 

51. Si f{x) - ax 3 + bx 2 , determine a, y b de modo que la 
grafica de/tenga un punto de inflexion en el punto (1,2). 
Apoye la respuesta graficamente. 

52. Si f(x) = ax 3 + bx 2 + cx, determine a, b, y c de modo 
que la grafica de / tenga un punto de inflexion en el 
punto (1, 2) y de modo que la pendiente de la tangente de 
inflexidn sea igual a -2. Apoye la respuesta graficamente. 

53. Si f(x) — ax 3 + bx 2 + cx + d, determine a, b, c y d 

de modo que / tenga un extremo relativo en el punto 

(0, 3) y que la grafica de / tenga un punto de inflexion en 
el punto (1,-1). Apoye la respuesta graficamente. 

54. Si f{x) = ax 4 + ta 3 + cx 2 + dx - he, determine a, b , 

c, d y e de modo que la grafica de / tenga un punto de in- 

flexion en el punto (1, -1), que contenga al origen y sea 
simdtrica con respecto al eje y. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 


55. Suponga que y y - y V3 son numeros criticos 
de una funcion / y que f\x) = x H y x 2 + I D . En cada 
uno de estos numeros, determine si / tiene un extremo 
relativo y, en caso de ser asf, si es un maximo relativo o 
un minimo relativo. 

56. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la segunda deri- 
vada para extremos relativos. 

57. Suponga que la grafica de una funcion tiene un 
punto de inflexion en el punto (c, /(c)). ^Que puede con- 
cluirse acerca de (a) la continuidad de / en c; 
(b) la continuidad de /' en c; (c) la continuidad de 
/" en c? 

58. Suponga que / es una funcion para la cual f'\x) existe 
para toda x de algun intervalo abierto I y que en un nu- 
mero c de l, f"(c) = 0 y /"'(c) existe y es diferente de 
cero. Demuestre que el punto (c, /(c)) es un punto de in- 
flexion de la grafica de /. Sugerencia : la demostracion es 
semejante a la del criterio de la segunda derivada. 

59. (a) Explique por que un punto de inflexion de la grafica 
de una funcion que representa la productividad de un tra- 
bajador puede interpretarse como un punto de rendi- 
miento decreciente. (b) Suponga que un trabajador de 
una fabrica que elabora marcos para pinturas puede hacer 
y marcos en x horas despues de haber iniciado a las 
8 a.m., y 

y = 3x -I- 8x 2 - x 3 0 < x < 4 

Determine en qu£ tiempo el trabajador se desempena con 
mayor eficiencia; esto es, ^cuando el trabajador alcanza 
el punto de rendimiento decreciente? 

60. Explique cuando se utilizarfa el criterio de la segunda 
derivada para determinar extremos relativos y cuando 
emplearfa el criterio de la primera derivada. En su expli- 
cacion, indique las ventajas y desventajas de cada criterio. 


3.6 TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES 
Y DE SUS DERIVADAS 





En las secciones 3.4 y 3.5 se indico como pueden determinarse propiedades 
de las graficas de funciones a partir de sus derivadas. Ahora se mostrara como 
estas propiedades pueden determinarse a partir de la grafica de la derivada y 
despues emplearse para dibujar una posible grafica de la funcion original. 


W EJEMPLO 7 La grafica de la derivada de la funcion del ejem- 
plo 4 de la seccion 3.4 se muestra en la figura 1 . A partir de esta grafica deter- 
mine las abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de / y donde la 
grafica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Dibuje una posi- 
ble grafica de/que tenga estas propiedades asf como las propiedades obtenidas 
en el ejemplo 4 de la seccion 3.4. Suponga que los unicos ceros de / son 3.5 y 6. 

Sol UC ion La segunda derivada /" evaluada en el numero c es la pen- 
diente de la recta tangente en el punto donde x = c de la grafica de /'. En 
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Grafica de / 

FIGURA 2 


y 



Gr£fica de g' 

FIGURA 3 


consecuencia, como la grafica de /' tiene rectas tangentes horizontales en 
jc = — 1 y en x — 3,/"(-l) = 0 y/"(3) = 0. En la figura 1 se observa que 
/' es creciente, es decir,/"(jt) > 0 cuando jc < -1 y cuando jc > 3; por tanto, 
por el teorema 3.5.3(i), la grafica de/es concava hacia arriba para estos valo- 
res de jc. Ademas ,/' es decreciente, esto es,/"(jc) < 0 cuando -1 < x < 3; 
por tanto, por el teorema 3.5.3(ii), la grafica de /es concava hacia abajo para 
estos valores de jc. Mas aun, de la definition 3.5.4, se puede concluir que la 
grafica de /tiene puntos de inflexion donde jc = -1 y jc = 3. Estos hechos se 
resumen en la tabla 1 . 


Tabla 1 



f'\x) 

Conclusidn 

* < -1 

+ 

La grafica de / es concava hacia arriba 

x = —1 

0 

La grafica de /tiene un punto de inflexidn 

-1 < * < 3 

- 

La grdfica de /es concava hacia abajo 

x = 3 

0 

La grafica de /tiene un punto de inflexidn 

3 < jc 

+ 

La grdfica de /es concava hacia arriba 


Ahora refierase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an- 
terior y de la tabla 4 de la seccion 3.4. 


Tabla 2 



fix) 

r (*) 

Conclusion 

x < —1 

- 

+ 

f es decreciente; la grafica de /es cdncava 
hacia arriba 

x = -2 

0 

+ 

/ tiene un valor mfnimo relativo; la grafica 
de / es concava hacia arriba 

-2 < x < -\ 

+ 

+ 

/ es creciente; la grafica de /es concava 
hacia arriba 

x = -1 

+ 

0 

/ es creciente; la grafica de /tiene un punto 
de inflexidn 

-1 < x < 1 

+ 

- 

/ es creciente; la grafica de ft s concava 
hacia abajo 

r = 1 

0 

— 

/ tiene un valor maximo relativo; la grafica 
de /es concava hacia abajo 

1 < x < 3 

— 

- 

/ es decreciente; la grSfica de/es concava 
hacia abajo 

x = 3 

— 

0 

/ es decreciente; la grdfica de /tiene un 
punto de inflexion 

3 < x < 5 

- 

+ 

/ es decreciente; la grafica de ft s concava 
hacia arriba 

x = 5 

0 

+ 

/ tiene un valor minimo relativo; la grafica 
de ft s cdncava hacia arriba 

5 < x 

+ 

+ 

/ es creciente; la grafica de/es c6ncava 
hacia arriba. 


Puesto que los unicos ceros de / son 3.5 y 6, estos numeros son las unicas 
intercepciones jc de la grafica. Con esta informacion y las propiedades de la 
tabla 2, se dibuja una posible grafica de / la cual se muestra en la figura 2. A 


r EJEMPLO 2 La figura 3 muestra la grafica de la derivada de la 
funcion g del ejemplo 5 de la seccion 3.4. A partir de esta grafica determine las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de g y donde la grafica de g es 
concava hacia arriba y d6nde lo es hacia abajo. Dibuje una posible grafica de 
g que tenga estas propiedades asf como las propiedades obtenidas en el ejem- 
plo 5 de la seccidn 3.4. Suponga que los unicos ceros de g son -2 y 0. 
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Solucion De la grafica de g', g’ es decreciente, es decir, g'\x) < 0 
cuando x < 0 y cuando x > 0. Por tan to, la grafica de g es concava hacia 
abajo para estos valores de x. La grafica de g nunca es concava hacia arriba. 
Como g'(0) no existe, tampoco existe g"(0). Puesto que g"(jt) no cambia de 
signo, la grafica de g no tiene puntos de inflexion. Esta informacion se incor- 
pora a la de la tabla 5 de la section 3.4 para obtener la tabla 3. 


y 



Tabla 3 



g\x) 

g"U) 

Conclusion 

X < -\ 

+ 

- 

g es creciente; la grafica de g es concava 
hacia abajo 

x = -1 

0 

~ 

g tiene un valor maximo relativo; la grafica 
de g es cdncava hacia abajo 

-1 < X < 0 

- 

— 

g es decreciente; la grafica de g es concava 
hacia abajo 

^ = 0 

n. e. 

n. e. 

g tiene un valor minimo relativo 

0 < x 

+ 


g es creciente; la grafica de g es cdncava 
hacia abajo 


La figura 4 muestra una posible grafica de g dibujada a partir de las pro- 
piedades de la tabla 3 y del hecho de que los unicos ceros de g son -2 y 0. 4 

En los dos ejemplos anteriores se obtuvo la grdfica de una funcion a par- 
tir de la grafica de su derivada. En el ejemplo siguiente, se dibujaran las deri- 
vadas primera y segunda de una funcion a partir de la grafica de la funcion. 



FIGURA 5 


► EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la grafica de una fun- 
ci6n fy segmentos de las tangentes de inflexidn. A partir de la figura, determi- 
ne la informacion siguiente e incorporela en una tabla semejante a las tabla 2 
y 3: (i) los intervalos en los que/es creciente; (ii) los intervalos en los que/ 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de/; (iv) los intervalos donde la 
grafica de / es cdncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la grafica de / 
es concava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexion de la grafi- 
ca de / A partir de la informaci6n de la tabla, dibuje posibles graficas 
de/'y/". 


Soluci6n De la figura se obtiene la informacion siguiente: 

(i) /es creciente en (-oo, -3], [ 1 , 3] y [3, +oo); 

(ii) /es decreciente en [-3, 1]; 

(iii) /tiene un valor maximo relativo de 4 en x - -3, y un valor mini- 
mo relativo de -2 en x = 1 ; 

(iv) la grafica de / es concava hacia arriba para jc en los intervalos 
(“1, 2) y (3, +oo); 

(v) la grafica de / es concava hacia abajo para x en los intervalos 
(-oo, -1) y (2, 3); 

(vi) la grdfica de / tiene puntos de inflexion donde x = -1, x = 2 y 
x = 3. 


En la tabla 4, se incorpora esta informacion junto con los signos de 
fy f" en los intervalos especificados en (i)-(vi). 
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FIGURA 7 


Tabla 4 



f'U) 

f'Xx) 

Conclusidn 

x < -3 

+ 

- 

/es creciente; la grafica de /es c6ncava 
hacia abajo 

x = -3 

0 

■ 

/tiene un valor maximo relativo; la grafica 
de /es concava hacia abajo 

-3 < Jt < -1 

- 

— 

ft s decreciente; la grafica de ft s concava 
hacia abajo 

x = — 1 


0 

ft s decreciente; la grafica de /tiene un 
punto de inflexidn 

-i < X < \ 


+ 

ft s decreciente; la grafica de ft s concava 
hacia arriba 

X - 1 

0 

+ 

/tiene un valor minimo relativo; la grafica 
de ft s concava hacia arriba 

1 < or < 2 

+ 

+ 

ft s creciente; la grafica de ft s concava 
hacia arriba 

x = 2 

+ 

0 

ft s creciente; la grafica de /tiene un 
punto de inflexion 

2 < x < 3 

+ 

~ 

ft s creciente; la grafica de ft s concava 
hacia abajo 

jc = 3 

0 

0 

La grafica de /tiene un punto de inflexion 
con una recta tangente horizontal 

3 < x 

+ 

+ 

/es creciente; la grdfica de /es concava 
hacia arriba. 


A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles grdficas 
d e/' yf'\ respectivamente. 4 


EJERCICIOS 3.6 


En los ejercicios 1 a 6, la figura adjunta muestra la grafica de 
la derivada de una funcidnf cuyo dominio es el conjunto de los 
numeros reales y la cual es continua en cada numero. Estas gra- 
ficas son las mismas que las mostradas en el ejercicio indi- 
cado de la seccidn 3.4. A partir de la grafica, determine las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de f y donde 
la grafica defes concava hacia arriba y donde lo es hacia aba- 
jo. Incorpore esta informacidn y la informacion obtenida en el 
ejercicio correspondiente de la seccidn 3.4 en una tabla simi- 
lar a las tablas 2 y 3 de esta seccidn. Dibuje un posible grafica 
def que tenga las propiedades de la tabla si los unicos ceros de 
f son los indicados en cada ejercicio. 

1. Refierase al ejercicio 39 de la seccidn 3.4. Los ceros de / 
son -4, -1, 2 y 4. 


y 



3. Refierase al ejercicio 41 de la seccidn 3.4. Los ceros de / 
son 0 y 4. 
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4 . Refierase al ejercicio 42 de la seccidn 3.4. Los ceros de/ 7. El cero de/es 0. 
son -l y L. 




8. El cero de /es 0. 



10 . Los ceros de / son 0 y 4. 


En los ejercicios 7 a 18, la figura adjunta muestra la grdfica de 
la derivada de una funcionf cuyo dominio es el conjunto de los 
numeros reales y la cual es continua en todo niimero. A partir 
de la grdfica, determine la informacidn siguiente e incorpdrela 
en una tabla similar a las tablas 2y 3 de esta seccidn: (i) los in- 
tervalos en los quefes creciente; (it) los intervalos en los quef 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) los interva- 
los donde la grdfica de f es concava hacia arriba; (v) los 
intervalos donde la grdfica defes cdncava hacia abajo; (v0 las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de f Dibuje 
una posible grdfica de f que tenga las propiedades de la tabla 
si los unicos ceros de f son los indicados en coda ejercicio. 
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En los ejercicios 19 a 26, se muestran en la figura adjunta la 
grafica de una funcion f y algunos segmentos de las tangentes 
de inflexion. A partir de la figura determine la siguiente inf or - 
mac ion e incorpdrela en una tabla semejante a la tabla 4: 
(i) los intervalos en los que f es creciente; ( ii ) los intervalos en 
los que f es decreciente ; ( iii ) los extremos relativos de f; (iv) los 
intervalos donde la grafica de f es concava hacia arriba; 

(v) los intervalos donde la grafica de f es concava hacia abajo; 

(vi) las abscisas de los puntos de inflexidn de la grafica de f 
A partir de la informacion de la tabla , dibuje posibles grdficas 

defy/"- 


y 



y 



y 
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25. y 




27. Si /( x) - 3X 2 + x | x | demuestre que /"( 0) no existe, sin 
embargo, la grafica de / es cdncava hacia arriba en todo 
numero. Apoye este resultado grdficamente trazando la 
grafica de / y la grafica de NDER2 (/( x), x) en rectangulos 
de inspeccion separados. 


28. Dada /(x) = x r - rx + k, donde r > 0 y r * l, de- 
muestre que: (a) si 0 < r < 1, entonces / dene un valor 
mdximo relativo en 1 ; (b) si r > 1, entonces/ tiene un va- 
lor minimo relativo en 1 . 

29. Dada/(x) = x 3 + 3rx + 5, demuestre que: (a) si r > 0 
entonces/ no tiene extremos relativos; (b) si r < 0, enton- 
ces/ tiene un valor maximo relativo y un valor minimo 
relativo. 

30. Dada /(x) = x 2 + rx~ l , demuestre que, independien- 
temente del valor de r, / tiene un valor minimo relativo y 
no tiene ningun valor maximo relativo. 

31. Dibuje la grafica de la ecuacion x 2 ^ 3 + y 2 ^ 3 = 1. La 
grafica no es la de una funcidn. Sin embargo, la porcidn de 
la grafica del primer cuadrante es la grafica de una fun- 
cion. Obtenga esta porcidn por medio de las propiedades 
de las graficas que se han estudiado en este capftulo, 
y despuds complete la grafica mediante las propiedades 
de simetrfa, Recuerde, la concavidad juega un papel im- 
portante. Apoye los resultados trazando las graficas de las 
dos funciones 

/i« = (1 - ^ 2/3 ) 3/2 y / 2 W = -(1 - x V3 ) 3/2 
en el mismo rectangulo de inspeccion. 

32. Explique como pueden determinarse las propiedades de la 
gr4fica de una funcion a paitir de las graficas de las deri- 
vadas primera y segunda de la funcion. 

33. Explique c6mo puede emplearse la grafica de una funcidn 
para dibujar posibles graficas de las derivadas primera y 
segunda de la funcidn. 


3.7 LIMITES AL INFINITO 


En la seccidn 1.7 se estudiaron lfmites infinitos donde los valores de funcion 
crecian o decrecfan sin limite conforme la variable independiente se aproxi- 
maba a un numero real. Ahora se considerardn limites de funciones cuando la 
variable independiente crece o decrece sin lfmite. Se inicia con la funcidn 
definida por 


Tablal 


X 

m = 

x z + 1 

0 

0 

l 

1 

2 

1.6 

3 

1.8 

4 

1.882353 

5 

1.923077 

10 

1.980198 

100 

1.999800 

1 000 

1.999998 


m = 


2x 2 
x 2 + 1 


Considere que x toma los valores 0, 1,2, 3, 4, 5, 10, 100, 1 000, y asf suce- 
sivamente, permitiendo que x crezca sin limite. Los valores de funcion co- 
rrespondientes, exactos o aproximados mediante calculadora a seis cifras 
decimales, se muestran en la tabla 1. Observe en la tabla que conforme x 
crece, a travds de valores positivos, los valores de funci6n cada vez se acercan 
mds a 2. Este hecho esta apoyado por la figura l, la cual muestra la recta 
y = 2 y la grafica de / trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [0, 6] por 
[-1, 3]. Ahora se examinara como se aproxima/(x) a 2 para valores especificos 
de x. En particular, 


2 - /(4) = 2 - 1.882353 
= 0.117647 
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y = 2 

FIGURA 1 


Por tanto, la diferencia entre 2 y f(x) es 0.1 17647 cuando x = 4. Ademas, 

2 -/(100) = 2 - 1.999800 
= 0.000200 

En consecuencia, la diferencia entre 2 yf(x) es 0.000200 cuando x = 100. 

A1 continuar asi, intuitivamente se aprecia que los valores de /(; t) pue- 
den hacerse tan cercanos a 2 como se desee tomando x suficientemente 
grande. En otras palabras, la diferencia entre 2 y /(; c) puede hacerse tan pe- 
queha como se quiera tomando cualquier numero x mayor que algun nu- 
mero positivo suficientemente grande. O, avanzando un paso mds, para 
cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, se puede determinar 
un numero N > 0 tal que si x > N, entonces \f(x) - 2 | < €. 

Cuando la variable independiente x crece sin limite a trav6s de valores 
positivos, se escribe “je — » + oo”. Del ejemplo anterior se puede decir que 


lim 


2* 2 
■2 4. 


= 2 


Tabla2 


X 

m = - fii - 

x + 1 

-2 

1 

1.6 

-3 

1.8 

-4 

1.882353 

-5 

1.923077 

-10 

1.980198 

-100 

1.999800 

-1 000 

1.999998 



FIGURA 2 


3.7*1 Definicion del limite de f(x) cuando x crece sin 
limite 


Sea / una funcidn que esid defmida en lodo numero de algtin inter- 
valo abierto (a, + oo). El Jfrnite de f(x ) cuando x crece sin limite, 
es L, k> que se escribe como 

lim f(x) ~ L 

si para cualquier € > 0, sin importar qu£ tan pequena sea, existe un 
ndmero N > 0 tal que 

si jc > N entonces |/(jc) * L\ < € 

Nota: Cuando se escribe x — > +oo, no tiene un significado similar al 
que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x — > 1000. El simbolo 
x — > +oo indica solo el comportamiento de la variable x. 

Ahora considere la misma funcidn de modo que x tome los valores -1 , 
-2, -3, -4, -5, -10, -100, -1000, y asi sucesivamente, permitiendo que x 
decrezca sin limite a traves de valores negativos. La tabla 2 proporciona los 
valores de funcion de f(x) correspondientes. 

Observe que los valores de funcidn son los mismos para los numeros 
negativos que para los numeros positivos. Vea la figura 2, la cual muestra la 
recta y = 2 y la grafica de / trazadas en el rectangulo de inspeccion de 
[-6, 01 por [-1,3]. 

Intuitivamente se observa que conforme x decrece sin limite, f(x) 
se aproxima a 2; esto es, |/(jc) - 2 | puede hacerse tan pequena como se 
desee tomando cualquier numero x menor que algun numero negativo que 
tenga valor absoluto suficientemente grande. Formalmente se dice que para 
cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, se puede determinar 
un numero /V < 0 tal que si jc < N, entonces \f(x) - 2 | < €. Utilizando 
el simbolo x — > -oo para denotar que la variable x decrece sin limite esto 
se expresa como 


lim 


2x 2 
x 2 + 1 


= 2 





3.7 LIMITES AL INFINITO 251 


3.7.2 Definicion del limite de f (x) cuando x decrece sin 
limite 


Sea / una funci6n que esti definida en todo ntimero de algdn intervalo 
abierto (-oo, a). El limite de /(*) cuando x decrece sin Limite, 
es L, lo que se escribe como 

Hm /(x) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar qu£ tan pequefia sea, exists un 
ntimero M < 0 tal que 

si x < TV entonces |/{jt) - l| < if 

Nota: Como en la nota posterior a la definicion 3.7.1, el simbolo 
jc -oo indica solo el comportamiento de la variable x. 

Los teoremas de limites 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 de la seccion 1.5 y el teo- 
rema 12 de limites de la seccion 1 .7 son validos cuando “jc a” se sustituye 
por “jc — > + oo” o “jc — > -oo”. Ademas, se tienen los teoremas de limites 
siguientes. 


3.7.3 Teorema 13 de limites 


Si r es cualquier ntimero entero positivo, entonces 

(i) lim — = 0 

x r 

(ii) lira — = 0 
i-»— x r 

Demostracion de (i) Para demostrar el inciso (i) se debe probar que 
se cumple la definici6n 3.7.1 para/(jc) = \/x r y L = 0; esto es, se debe 
demostrar que para cualquier 6 > 0 existe un numero TV > 0 tal que 

si jc > TV entonces — — 0 <6 

JC r 

<£=> si jc > TV entonces | jc | r > — 
o equivalentemente, puesto que r > 0, 
si jc > TV entonces |jc| > 

Para que lo anterior se cumpla, se toma TV = (l/e) 1 ^. Asi, 

si TV = ^ y jc > TV entonces - 0 < € 

Esto demuestra el inciso (i). ■ 

La demostracion del inciso (ii) es analoga a la demostracion del inciso 
(i) y se deja como ejercicio (vease el ejercicio 62). 
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fix) = 


Ax - 3 


2x + 5 

y = 2 

FIGURA 3 


► EJEMPLO 1 Sea 

f(x) = 4 * ~ . 3 
7 ' ' 2x + 5 

Determine lim /(jc) y apoye la respuesta graficamente. 

Solucion A fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el nume- 
rador y el denominador entre jc, obteniendose 


lim 4^4 = lim 
*-> + « 2jc + 5 


4 - - 



JC-4 + oo 2 + 2. 

JC 

lim 4 - lim 3 • lim — 

x-M-°° j— » +oo x-> + °° JC 

lim 2 + lim 5 • lim — 

JC — > + oo Z-+ + OC j:— M-oo X 


4-3-0 
2 + 5-0 
= 2 

Se apoya la respuesta al trazar la grafica de / y la recta y = 2 en el 
rectangulo de inspeccion de [0, 100] por [-1,3], como se muestra en la 
figura 3. 4 

► EJEMPLO 2 Seii 

Determine lim /(jc) y apoye la respuesta graficamente. 

X — > — oo 

Solucion Con el fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el 
numerador y el denominador entre la potencia mas grande de jc que ocurra 
en el numerador o denominador, la cual es jc 3 . 


lim 


2jc 2 - jc + 5 
4jc 3 - 1 


= lim 

X— » -o 


1 - J- + J_ 

JC JC 2 * 3 

4 - 4 - 


f(x) 


2x l — x -t- 5 
Ax 3 - 1 

FIGURA 4 


lim 2 « lim - - lim 4“ + 5 • lim 4" 

jc — >— oo x — > -oo x x — > — <» x ^ x— x — > - o-j j 


lim 4 

JC-+-00 . 


lim 



2 0-0 + 5-0 


= 0 

La figura 4, que muestra la grafica de/en el rectangulo de inspeccion 
de [-80, 0] por [-0.25, 0], apoya la respuesta. ^ 


► EJEMPLO 3 

3jc + 4 


Sea 


g(x) = 


V2x 2 - 5 

Determine lim #(jc) y apoye la respuesta graficamente. 
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[2, 100] por [2, 3] 

r, . 3 * + 4 

fix) = = 

V 2x 2 - 5 

' = 7f 

FIGURA 5 


Solution Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo 
radical, se divide el numerador y el denominador entre fx 2 , que equivale 
a I x | . A1 efectuar la division se tiene, 


3x + 4 
fix 2 - 5 


3jc 4 
V2x 2 - 5 


3jc | 4 


= lfm , 1 1 

Debido a que jc — > + oo, jc > 0; por tanto, | jc | = jc. Asi se tiene 


lira — 7 ==: 

*"* + ~ V2x 2 - 5 


3* + 4 
= lim - * 


lim 

x—> + °° 

3 + 

lim 

JC — * + °° 

4 ■ 

^.( 7 ) 

1 lim 

Y X-> + <x> 

2 - 

lim 

*-» + « 

5 ■ 


3 + 4 

■ 0 






- V 2-5*0 
3 

" V2 

A fin de apoyar graficamente la respuesta, se trazan las graficas de g y 
de la recta y = 3j4l en el rectangulo de inspection de [ 2 , 100 ] por [ 2 , 3], 
como se muestra en la figura 5. 4 

► EJEMPL0 4 Para la funcion del ejemplo 3, determine 
lim g(jc) y apoye la respuesta graficamente. 

X — ► - OQ 

Solution De nuevo se inicia dividiendo el numerador y el denomina- 
dor entre I x I . 


3* ] 4 


lim + ^ - = lim 


V2x 2 - 5 ~ 

Puesto que x — > - 00 , x < 0; por tanto, I x | = -jc. Se tiene, entonces. 


3* + 

lim 4 _ = lim 


lim (-3) - lim ~4 • lim 


lim 2 - lim 5 ■ lim 
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[-100,-2] por [-2,5, -1.51 


g(x) = 


3jc + 4 
■yj 2x 2 - 5 


y = 


3 

V2 


FIGURA6 


-3-40 
V2 - 5 ■ 0 

3_ 

" V2 

La figura 6 muestra la grafica de g y la recta y = -3/f2 en el rec- 
tangulo de inspection de [-100,-2] por [-2.5, -1.5], la cual apoya la 
respuesta, A 


A continuation se considerartii limites “infinitos” al infmito mediante 
defmiciones formales para cada uno de los siguientes limites: 


Urn fix) = +oo 


lim fix) = -oo 


lim f(x) = +oo 
lim fix) = -oo 


Por ejemplo, lim fix) = +oo si la funcion / esii defmida en algun in- 
tervalo abierto (a, + oo) y si para cualquier numero N > 0 existe un nti- 
mero M > 0 tal que si jc > Af, entonces fix) > N. Las otras defmiciones 
se dejan como ejercicio (consulte el ejercicio 61). 


► EJEMPLO 5 


Determine 


lim 


* + 1 


Solution Si se divide el numerador y el denominador entre * 2 , se obtiene 


lim - 

*->+~ jc + 1 


= lim 


.C — > + 1 . J_ 

+ o 


X X* 

Al evaluar el limite del denominador se tiene 

lim (— + — ) = lim — + lim -U 

■++ 00 \x x L j x-> + oo x + X 


= 0 + 0 
= 0 


Por tanto, el limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 
0 a travSs de valores positivos. 

El limite del numerador es 1, y asi, por el teorema 12(i) de limites 
(1.7.4), se tiene 

lim — — - = +oo ^ 

•*->+«> x + 1 


► EJEMPLO 6 Calcule 


lim 

x— > + oo 


2x - x 2 
3x + 5 


Solucion 


lim 

X — ► +°° 


2x - x 


2 



3jc + 5 
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lim f{x) = b 


FIGURA 7 



Hm f(x) = b 


FIGURA 8 



^Hm f{x) = b 

FIGURA 9 



lim f{x ) - b 

FIGURA 10 



lim /( jc) = b y lim f(x ) = 

FIGURA 11 



Los limites del numerador y del denominador se consideran por separado: 


Hm 


y=b 


y = b 


— - 1 ) = Hm — - lim 1 Hm ( — + -~ ) = Hm — + Hm 

X } x-> + oo X *-» + “> “ \ X X L J X-*+oo X JT-M-m x l 

= 0-1 =0 + 0 

= -1 =0 


Por tanto, se tiene el Hmite de un cociente en el que el Hmite del nume- 
rador es -1 y el Hmite del denominador es 0, cuando el denominador se 
aproxima a 0 a traves de valores positivos. Por el teorema 12 (iii) de limites, 


Hm 

jr— > + 


lx - X 2 
3x + 5 


-00 


◄ 


En la seccion 1.7 se estudiaron las asintotas verticales de una grafica 
como una aplicacion de los limites infinitos. Las asintotas horizontales pro- 
porcionan una aplicacion de los limites al infinito. 


3.7.4 Definicion de asintota horizontal 


La recta y = be s una asmtota horizontal de la gr£fica de la funcidn 
/ si al menos una de las proposiciones siguientes es verdadera: 

(i) lim f(x) = b, y para algun ndmero N, si x > N t entonces 
y= b f(x)*b\ 

(it) lim f(x) = b y y para algun numero N, si x < N , entonces 
fix) * b. 


'^ h > EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Cada una de las figuras 7 a 10 
muestra la grafica de una funcion para la cual la recta y = b es una asmtota 
horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definicion 3.7.4, y 
para las figuras 9 y 10, el inciso (ii) es verdadero. Los dos incisos (i) y (ii) se 
cumplen para la funcion de la figura 1 1 . 

La figura 12 muestra la grafica de una funcion / para la cual 
Hm f(x) = b , pero no existe ningun numero N tal que si x > TV, enton- 
ces /(x) * b. En consecuencia, la recta y = b no es una asmtota horizontal 
de la grafica de /. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el 
ejercicio 63 de la seccion 5.4. A 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al principio de esta seccion se 

motivo la definicion de limites al infinito con la funcion definida por 


b 


fix) = 


2x 2 
x 2 + 1 


y se mostro que Hm f(x) y Hm f(x) son igual a 2. Por tanto, la recta 

X — » + oe x — >-oo 

y - 2 es una asintota horizontal de la grdfica de/. La grafica trazada junto 
con la recta y = 2 en las figuras 1 y 2 apoyan este hecho. 4 


y = b 


► EJEMPLO 7 

de la funcion definida por 


Obtenga las asintotas horizontales de la grafica 


FIGURA 12 


fix) = 
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y utilicelas para dibujar la grafica de/. Apoye los resultados trazando la gra- 
fica de/y las asmtotas en el mismo rectangulo de inspeccion. 

Solucion Primero se considerara el lfmite lim /( jc). 

X — > +C*5 

JC 

JC 2 + 1 

A1 dividir el numerador y el denominador entre V x 2 se tiene 


lim /(jc) = Hm 



FIGURA 13 



y = i y y = -l 

FIGURA 14 


Hm 


V? 


+ 1 


= Hm 


= Hm 


JC 


1 + 4 

x A 


Puesto que jc 
Hm 




+oo, jc > 0; por tanto, | jc | - x. Asf, 
— Hm 


+ 1 


x — > + o= r 

v 


x_ 

X 

1 + 


1 


Hm 1 

X — > + oo 


Hm l + Hm 

JC — > + °o JC — > +°° 

l 


VTTo 


= 1 

En consecuencia, por la definicion 3.7.4(i), la recta y - 1 es una asintota 
horizontal de la gr&fica de/. 

Ahora se considerara el limite Hm /( jc), de nuevo se dividira el nume- 

JC— »-« 

rador y el denominador entre 4*^ , que equivale a | jc | . Como jc — > -oo, 
jc < 0; por lo que | x | = -jc. Entonces se tiene 


Hm /(jc) = lim 


jc 

-jc 


1 + 


1 


V x 
Hm (-1) 


lim 1 + Hm 


-1 


VTTo 

= -1 

De acuerdo con la definicion 3.7.4(ii), la recta y = -1 es una asintota ho- 
rizontal de la grafica de/ 

Con las dos asmtotas horizontales como guias, de dibuja la grafica de/ 
obteniendose la figura 13. Con el fin apoyar los resultados obtenidos, se 
traza la gr&fica de/y las rectas y = 1 y y = -l en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [-3, 3] por [-2, 2], como se muestra en la figura 14. 4 
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A continuacibn se definira el termino asmtota oblicua , aquella que no 
es vertical ni horizontal. Observe que la definicion de asmtota horizontal es 
un caso especial. 


3.7.5 Definicion de asmtota oblicua 


La gr&fica de la funcibn / tiene la recta y = mx + b como una asfn- 
tota oblicua si alguna de las proposiciones siguientes es verdadera: 

(i) lim [f(x) - (mx + £)] = 0, y para algtin numero M > 0, 

f(x) * mx + b siempre que x > M ; 

(ii) lim lf(x) - (mx + fc)] = 0, y para algtin ntimero M < 0. 

f(x) * mx + b siempre que x < M. 


El inciso (i) de la definicion indica que para cualquier € > 0, existe un 
numero N > 0 tal que 

si x > N entonces 0 < |/(x) - (mx + b) \ < € 

esto es, se puede hacer que el valor de funcion f(x) este tan cerca del valor de 
mx + b como se quiera tomando jc suficientemente grande. Este enunciado es 
consistente con la nocion intuitiva de asmtota de una grafica. Se tiene un 
enunciado similar al anterior para el inciso (ii) de la definicidn. 

La grafica de una funcion racional de la forma P(x)/Q(x), donde el 
grado del polinomio P(x) es mayor en 1 que el grado de Q(x) y Q(x ) no es 
factor de P(x), tiene una asmtota oblicua. Para demostrar esto, se considera 
f(x) - P(x)jQ(x) y se divide P(x) entre Q(x ) a fin de expresar f(x) como la 
suma de una funcion lineal y una funcibn racional; esto es, 

/(*) = mx + b + 

donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado de Q(x). Entonces 

f(x) - (mx + b) = ( 1 ) 

Cuando el numerador y el denominador de R(x)/Q(x) se dividen entre la 
potencia mas grande de x que aparece en Q(x) y se tendra un termi- 
no constante en el denominador y todos los demas tbrminos del denominador, 
y cada termino del numerador, ser£ de la forma k/x r donde k es 
una constante y r es un numero entero positivo. Por tanto, conforme jc + oo, 
el limite del numerador sera cero y el limite' del denojnmador sera una 
constante. De este modo, lim R(x)/Q(x) — 0. En consecuencia, de (1) se 

. X— * + oo 

tiene 


lim [/(jc) - (mx + b)] = 0 

jr -»+<*> 

de donde se concluye que, por la definicion 3.7.5, la recta y = fnx + b es 
una asmtota oblicua de la grdfica de/. 


► EJEMPLO 8 


h(x) = 


x 1 + 3 


Sea 


* - 1 
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Determine las asintotas de la grdfica de h . Apoye los resultados trazando la 
gr£fica de h y sus asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccidn. 

Solucion Como 

lim h(x) = -oo y Hm h(x) = +oo 

JC— ► l + 

la recta x = 1 es una asintota vertical. No existen asintotas horizontales 
porque si el numerador y el denominador de h{x) se dividen entre x 2 , se 
obtiene 



[-10, 13.5] por [-6,9.7] 


h(x) 


x 2 + 3 
jc - 1 


x ~ 1 y v - jc + 1 • 


FIGURA 15 



y conforme jc -> + oo o x — > -oo, el limite del numerador es 1 y el limite 
del denominador es 0. Sin embargo, el grado del numerador de h( x) es 
mayor en 1 que el grado del denominador, y cuando se divide el numerador 
entre el denominador se obtiene 


h( x) = x + 1 + — — - 
jc - 1 

Por tanto, la recta y = x + 1 es una asintota oblicua. 

La figura 15, que muestra la grdfica de h y las asintotas trazadas en el 
rectdngulo de inspeccidn de [-10, 13.5] por [-6, 9.7], apoya los resultados 
obtenidos. * 4 


EJERCICIOS 3.7 


En los ejercicios 1 a JO, haga lo siguiente: Con la ayuda de 
la calculadora, tabule los valores de /(jc) para los valores in- 
dicados de x. (a) lA que valor parece que se aproxima /(jc) 
conforme x crece sin limite? (b) l A que valor parece que se 
aproxima /(jc) conforme x decrece sin limite? (c) Apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de f 
(d) Confirme la respuesta del inciso (a) determinando el 
lim /(jc). (e) Confirme la respuesta del inciso (b) determi- 

x — > + 00 

nando el Hm /( jc). 

X— 

1. fix) = ~~2 ; % es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

2. f{x) ~ ; jc es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

jC 

es igual a -1, -2,-4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

3. fix) = -y ; jc es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

es igual a -1,-2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

4. fix) = -p- ; jc es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

es igual -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

5. Hx) = — ; jces igual a 0, 1,2,4,6,8,10, 100, i 000 

jc^ + 1 

y jc es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 


fix) = —r~ ; JC es igual a 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 

x 3 + 2 

yxes igual a -2, -4, -6, -8, -10, -100,-1 000. 

7. fix) = jc es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y jc es igual a-2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 

8. fix) = jc es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000,-10 000, 
-100 000. 

9. fix) = ; jc es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

x c 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 

JC 2 

10. fix) = ; JC es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 


En los ejercicios 11 a 30 determine el limite y apoye la respues- 
ta graficamente. 


11 . 


It + 1 


lim <, 0 

/•-> + » Jt — Z 


13. Hm 


15. Hm 


Hm 


2jc + 7 
4 - 5jc 
7jc 2 - 2jc + 1 
3jc 2 + 8jc + 5 
jc + 4 
3jc 2 - 5 


12. Hm 


6jc - 4 


14. 


-0. 3jc + 1 
1 + 5jc 


Hm 

r — > + «> Z 


16. Hm 


Hm 


3jc 
4 s 2 + 3 
2s 2 - 1 
jc 2 + 5 


17. 


18. 
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19. 

lim 

V-» + oo 

2y 2 - 3j 

y + i 

20. 

lim 

X-» + oo 

21. 

lim 

x — > -OO 

4;c 3 + 2 jc 2 - 5 

22. 

lim 

X— » + oo 

8* 3 + x + 2 

23. 

lim 

y->+~ 

2 y 3 - 4 
5y + 3 

24. 

lim 

X — > — oo 

25. 

lim 

X— »— oa 

Hp) 

26. 

lim 

t—> +O0 

27. 

lim 

X— » + oo 

six 2 + 4 
jc + 4 

28. 

lim 

X — > — oo 

29. 

lim 

W — >-oo 

Vw 2 - 2w + 3 
w + 5 

30. 

lim 


X 2 - 2 jc.+ 5 
7 jc 3 + x + 1 

3jc 4 - lx 1 +2 
2 jc 4 + 1 

5 jc 3 - 12 ,x + 7 
4 jc 2 - 1 



Jt + 4 


2 _y 2 - 3 


En los ejercicios 3J a 34, realice lo siguiente: (a) trace la gra- 
fica de la funcion f y haga una proposicidn acerca del com - 
portamiento aparente de f{x) conforme x crece sin limite. (b) 
Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando 
el lim /(jc). 

X — > + 00 

31. f{x) = V* 2 + 1 “ * 

32. fix) = ^x 2 + x - x 

33. fix) = V 3jc 2 + x - 2x 


34. fix) = 


*Jx + yfx + 4x 
fx + 1 


53. /(jc) = 


+ 2 jc 2 + 4 


54. /(jc) 


En los ejercicios 55 y 56, evalue los limites de los incisos (a)-(h) 
a partir de la grafica de la funcion f mostrada en la figura ad- 
junta v cuyo dominio es (-oo, + oo). 


55. (a) lim fix) 
(d) lim fix) 
(g) lim fix) 

x-*4 


(b) lim f{x) 
x->o~ 

(e) lim fix) 

X-*ir+ 

(h) lim fix) 


(c) lim fix) 

JT->0 + 

(f) lim fix) 

x — > 3 


y 



56. <a) lim fix) 
(d) to fix) 
(g) lim fix) 

x — >3 


(b) lim f(x) 

x — * -1 

(e) lim/O) 
(h) " Hm fix) 

X — » + °o 


(c) lim fix) 
x-»-l + 

(f) lim fix) 

x — > 2 


En los ejercicios 35 a 46, determine las asintotas de la grafica 
de la funcion y utilice las para dibujar la grafica. Apoye los 
resultados trazando la grafica y las asintotas en el mismo rec- 
tangulo de inspeccion . 


35. f(x) = 


2 jc + 1 
x - 3 


37. g(x) = 1 - - 

X 


39. fix) = - 
41. Gix) = 



43. hix) ■ = 


45. fix) = 


2x 

6x 2 + 11* - 10 
4 jc 2 


4^1 


g 

II 

1 + -T 

JC Z 

38. fix) = 

4 - 3 jc 
jc + 1 

40. g(jc) = 

JC 2 

4 - jc 2 

42. Fix) = 

— 3 jc 

Vjc 2 +3 

44. /i(jc) = 

JC 

■Jx 2 - 9 


46. fix) = 


-1 

4x 2 + 5jc + 6 


£Vi los ejercicios 47 a 54, determine las asintotas de la grafica 
de la funcion. Apoye los resultados trazando la grafica y las 
asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion. 


47. fix) = 
49. fix) = 
51. fix) = 


jc - l 

x 2 - 8 
jc - 3 

x 2 - 4x - 5 


48. fix) « 


jc 2 - 3 jc + 2 
jc + 4 


5°. f(x) = *1^1 


52. fix) = 


(x + I) 3 
(JT - I ) 2 



En los ejercicios 57 y 58, dibuje la grafica de una funcion f 
que tenga las propiedades dadas y cuyo dominio sea 
(-00, +00). 

57. /(— 4) = 0; /(- 2) = 0; /(0) = 3; /(2) = -3; /(4) - 0; 

/(5) = 0; lim fix) - -3;. lim /(jc) = 0; lim /(jc) = 

x->-<» . x— »-4 x ->-2 

+ oo; lim /(jc) = 0; lim /(jc) = +oo; lim fix) — 

x— >0 x— >2 J x— > 2 + 

-oo; lim /(jc) = 0; lim fix) = +oo; lim fix) = 0; 
x— »4~ x->4 + x-»5 

lim fix) = -oo 

X — > + °° 

58. fi-5) = 0; /(-3) = 0; /(- 2) = 0; /(0) = 0; /(2) = 3; 

/(3) = 0; /(4) - 0; lim /(jc) = -oo; lim fix) - 0; 

x— »-oo x — > —5 

lim fix) =1; lim fix) - 0; lim fix) = -oo; 

X— >-3 X— >-2 X— »0~ 

lim fix) = + oo; lim fix) = 0; lim fix) = -oo; 

X— »0+ x— >2 x->3 

lim fix) = 0 

X— » + «> 


jc + 2 
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59. Demuestre que 


lim = 1 

x->+« x - 1 

aplicando la definition 3.7. l;estoes, para cualquier € > 0 
existe un numero TV > 0 tal que si jc > A/, entonces 

' I - 1 I < € 

I x - 1 | 

60. Demuestre que 


lim 


8* + 3 


— 2x - 1 


= 4 


aplicando la definition 3.7.2; esto es, para cualquier € > 0 
existe un numero TV < 0 tal que si jc < TV, entonces 


8* + 3 
2 jc - 1 


- 4 


< € 


63. Demuestre que lim (jc 2 - 4) = +oo probando que 

*—►+«■ 

para cualquier N > 0 existe una M > 0 tal que si 
jc > M y entonces x 2 - 4 > N. 

64. Demuestre que lim (6 - jc - jc 2 ) = -oo aplicando la 

x — > +°° 

definition del ejercicio 61(a). 

En los ejercicios 65 a 68, establezca en palabras lo que signi- 
fied el simbolismo indicado sin emplear las palabras Umite, se 
aproxima, infinito , crece sin Umite o decrece sin limite y sin 
emplear simbolos tales como € , N y M. 

65. lim /(jc) = L 66. lim /(jc) = L 

x — ► + « X > -oo 

67. (a) lim /(jc) = + oo;(b) lim /(jc) = +oo 

X-M-oo *->-<» 

68. (a) lim /(jc) = -oo; (b) lim /(jc) = -oo 

X — > + °o X 

69. Si W es la medida del peso de un objeto a una distancia 
de jc unidades de la superficie de la Tierra, entonces 


61. Escriba una definici6n formal para cada uno de los, si- 
guientes limites: 


W = 



Wo 


(a) lim f(x) = -oo; (b) lim fix) = +°o; 

X — ►+<» X — ►-<*> 

(c) lim /(jc) = -oo. 

x —* 

62. Demuestre el inciso (ii) del teorema 13 de limites (3.7.3). 


donde R unidades es la longitud del radio de la Tierra y 
W Q es la medida del peso del objeto a nivel del mar. De- 
termine lim W e indique el significado de este resultado 

x — ► + » 

en un viaje espacial. 


3.8 RESUMEN PARA EL TRAZO DE LAS GRAFICAS 
DE FUNCIONES 


Ahora se resumiran los pasos que deben seguirse cuando se dibuje la grdfica 
de una funcidn /. En este resumen tambien se han incorporado las propie- 
dad es estudiadas en este capftulo. 

1. Determine el dominio de f. 

2. Determine las intercepciones x y y. Cuando determine las inter- 
cepciones jc, tal vez necesite aproximar las rafees de la ecua- 
ci6n/(x) = 0 en la graficadora. 

3. Pruebe la simetrfa con respecto al eje y y al origen. 

4. Verifique si la gr^fica tiene asfntotas horizontales, verticales 
u oblicuas. 

5. Calcule /'( x) y f"(x). 

6. Determine los ntimeros crfticos de /. Estos son los valores de jc 
del dominio de / para los que f\x) no existe o f\x) = 0. 

7. Aplique el criterio de la primera derivada o el criterio de la 
segunda derivada para determinar si en un numero crftico 
existe un valor m£ximo relativo, un valor mfnimo relativo o 
no se tiene ningun extremo relativo. 

8. Determine los intervalos en los que / es creciente obteniendo 
los valores de x para los que f\x) es positiva; determine los 
intervalos en los que / es decrecicnte obteniendo los valores 
de jc para los que /'( x) es negativa. Al localizar los interva- 
los donde / es mondtona, tambidn verifique los numeros crf- 
ticos en los que /no tiene un extremo relativo. 
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9. Determine los ntimeros crfticos de f \ esto es, los valores de x 
para los que f f, (x) no exi&te o /"(*) — 0, para obtener los pan- 
tos de inflexion posibtes. En cad a urn de estos valores de x 
, verifique si /"(*) cambia de signo y si ja grifica tiene una recta 
tangente ah i a fin de determinar si en realidad se tiene un pun to 
de inflexidn. 

10. Verifique la concavidad de la gr^fica. Obtenga los valores de 
x para los que /"(*) es positiva a fin de obtener punt os en los 
cuales la grifica es edneava hacia atriba; para determinar 
los puntos en los que la grifica es edneava hacia abajo obten- 
ga los valores de x en los que/'X*) es negativa. 

11, Calcule la pendiente de cada una de las tangentes de inflexidn, 
esto le seti de gran ayuda, 

Se sugiere que incorpore toda la informacidn obtenida en los pasos an- 
teriores en una tabla como se mostro en las secciones 3. 4-3 .6 y en los ejem- 
plos siguientes. 


► EJEMPLO I 

definida por 


fix) = 


jc 2 + 3 

jc - 1 


La funcion del ejemplo 8 de la seccion 3.7 esta 


Dibuje la grdfica de / siguiendo el procedimiento sugerido anteriormente. 
Apoye los resultados en la graficadora. 

Sol UC ion El dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto 1. La interception y es -3 y no se tienen intercepciones x. No hay 
simetria con respecto al eje y ni con respecto al origen. 

En el ejemplo 8 de la seccidn 3.7, se determino que las rectas x = 1 
y y = x + 1 son asintotas de la grafica. 

Ahora se calculardn f'{x) y 

r,,, _ 2x{x - 1) - (-t 2 + 3) 

IW ~ U-D 2 
j 2 - lx - 3 
(x - l) 2 

_ (lx - 2)U - l) 2 - 2(x - 1)U 2 - lx - 3) 

} (x - l) 4 

8 

(x - l) 3 

Al considerar f\x) = 0, se obtiene 

X 2 - 2x - 3 = 0 
(x + 1)0* - 3) = 0 
x = -1 x - 3 


f”{x ) nunca es cero. Ahora se construye la tabla 1 considerando los puntos 
en los que jc = —1, jc = 1 y x = 3, y los intervalos que excluyen estos va- 
lores de jc: 


x < -1 


-1 < jc < 1 


1 < jc < 3 3 < jc 
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y 



Tablal 



fix) 

fix) 

f”'(x) 

Conclusidn 

x < -1 


+ 

- 

/es creciente; la grafica de /es concava hacia abajo 

X = -1 

-2 

0 

- 

/ tiene un valor m&ximo relativo; la grafica de / es 
concava hacia abajo 

-1 < X < 1 


- 

- 

/es decreciente; la grdfica de /es cdncava hacia abajo 

JC = 1 

n.e. 

n.e. 

n.e. 


1 < x < 3 


- 

+ 

/es decreciente; la grafica de /es cdncava hacia arriba 

x = 3 

6 

0 

+ 

/ tiene un valor mfnirao relativo; la grdfica de / es 
cdncava hacia arriba 

3 < jc 


+ 

+ 

/es creciente; la grafica de /es concava hacia arriba 


Si se indican las asmtotas, las rectas tangentes horizontales, se loca- 
lizan algunos puntos, y considerando la informacion de la tabla 1, se dibuja 
la gr&fica de/mostrada en la figura 1. 

La figura 2 (la misma que la figura 15 de la seccion 3.7) muestra la 
grdfica de / y las asmtotas trazadas en el rectangulo de inspeccion de 
[-10, 13.5] por [-6, 9.7], la cual apoya los resultados. ^ 


FIGURA 1 



(-10. 13.5] por [-6,9.7] 


/(*) = 


x 2 + 3 
x - 3 


x — 1 y y = x + 1 


^ EJEMPLO 2 



Sea 


(a) Determine las asmtotas de la gr&fica de/. (b) Trace la grdfica defy sus 
asmtotas en el mismo rectangulo de inspeccion. Estime a partir de la grafi- 
ca lo siguiente: los extr^mos relativos de/; los puntos de inflexion de la gra~ 
fica de /; los intervalos en los que la grdfica es creciente y en los que es 
decreciente; los intervalos donde la grafica es concava hacia arriba y los 
intervalos donde es concava hacia abajo. (c) Confirme las estimaciones del 
inciso (b) analiticamente. 


Solucion 

(a) El dominio de/es el conjunto de los numeros reales excepto ±2. Como 
-2 y 2 se excluyeron del dominio, se calculan los limites siguientes: 


FIGURA 2 


lim — 

.c— *2+ X 


2 


X 


2 

” 4 



+ oo 
-oo 


lim 

x->2‘ 




-00 
+ oo 




y =,1 

X = -2 y X - 2 

FIGURA 3 


Por tanto, las rectas verticales x = 2 y x 
Como 



= -2 son asmtotas de la grafica. 


lim 




entonces la recta y = 1 es una asintota horizontal. La grafica no tiene 
asmtotas oblicuas. 

(b) La figura 3 muestra la gr&fica de / y las asintotas trazadas en el rec- 
tangulo de inspeccion de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. A partir de la grdfi- 
ca se pueden hacer las estimaciones siguientes: /tiene un valor m£ximo 
relativo en el origen; la grafica no tiene puntos de inflexion; / es cre- 
ciente en (-oo, -2) y (-2, 0], y / es decreciente en [0, 2) y (2, + oo); la 
grafica es concava hacia arriba cuando jc esta en (-oo, -2) o en (2, +oo), 
y la grafica es concava hacia abajo cuando x esta en (-2, 2). 
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(c) Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula/'(jc) y /"( jc): 

f , (x) = 2atU 2 - 4) - 2x(x^) f „ ( , = -8(a: 2 - 4) 2 + 8a:[2(a: 2 - 4)(2a:)1 

(jc 2 - 4) 2 (x 2 - 4) 4 

-Sx _ 24 a: 2 + 32 

(x 2 - 4) 2 (* 2 - 4) 3 

A1 considerar/'(x) = 0 se obtiene x = 0; f"(x) nunca es cero. La tabla 2 
se construye teniendo en cuenta los puntos en los que x = 0 y jc = ±2, 
y los intervalos que excluyen estos puntos: 

jc < -2 -2 < jc < 0 0 < jc < 2 2 < jc 

La informacidn de la tabla 2 confirma las estimaciones. 


Tabla 2 



f(x) 

fix) 

f"(x) 

Conclusion 

X < -2 


+ 

+ 

ft s creciente; la grdfica de ft s cdncava hacia 
arriba 

x = -2 

n.e. 

n.e. 

n.e. 


-2 < x < 0 


+ 

- 

/ es creciente; ta grdfica de ft s cdncava hacia 
abajo 

* = 0 

0 

0 

- 

/ tiene un valor mfcumo relativo 

0 < X < 2 


- 


/ es decreciente; la grifica de / es cdncava 
hacia abajo 

x = 2 

n.e. 

n.e. 

n.e. 


2 < x 


' 

+ 

/ es decreciente; la grfifica de / es cdncava 
hacia arriba 


< 


W EJEMPL0 3 Dibuje la grifica de la funcidn definida por 
f(x) = X 213 - 2a: 1/3 

e indique los puntos de inflexidn. Dibuje un segmento de cada tangente de 
inflexion. 

Solucion A1 calcular/'(jc) y /"(jc) se obtiene 

f(x) = \x~^ - jjc _2/3 /"(jc) = -fjr 4 ' 3 + |jc - 5 / 3 

Como /'( 0) no existe, 0 es un numero critico de / Los otros numeros crfticos 
de / se determinan al considerar/'(jc) = 0. 


3^1/3 3x 2/3 

2x 1/3 -2 = 0 
x 1 ' 3 = 1 
* = 1 

De este modo, 1 tambidn es un numero critico. Se puede determinar si exis- 
te un extremo relativo en 1 aplicando el criterio de la segunda derivada. No 
se puede utilizar este criterio en el numero critico 0 porque /'( 0) no existe. 
Sin embargo, se aplica el criterio de la primera derivada en jc = 0. La tabla 3 
muestra los resultados obtenidos al emplear estos criterios. 
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fix) = x 2 ' 3 - 2* 1 ' 3 


FIGURA 4 


Debido a que /"( 0) nc existe, entonces (0, 0) puede ser un punto 
de inflexidn. Para obtener otros puntos de inflexion posibles se considera 
Fix) = 0. 


2 

9.r 4 ' 3 


+ 


4 

9 * 5/3 


= 0 


-2* l/3 + 4 = 0 
x l > 3 = 2 
* = 8 


Para determinar si existen puntos de inflexion donde x = 0 y x — 8, 
se verifica si f'\x) cambia de signo; y al mismo tiempo se revisa la conca- 
vidad de la grdfica en los intervalos respectivos. La grafica debe tener una 
recta tangente en cada punto de inflexion. En el origen existe una recta tan- 
gente vertical porque 


lim/'U) = lim 


2x01 - 2 

3 , 2/3 


La tabla 3 resume los resultados y a partir de ellos se obtiene la grdfica 
de /dibujada en la figura 4, la cual muestra tambien un segmento de la tan- 
gente de inflexion en el punto (8, 0). La recta tangente en el otro punto de 
inflexidn, el origen, es el eje y. 


Tabla 3 



m 

Ax) 

f"U) 

Conclusion 

JC < 0 


- 

- 

/es decreciente; la grafica de /es concava hacia abajo 

jc = 0 

0 

n.e. 

n.e. 

/ no tiene extremo relativo; la grafica de / tiene un 
punto de inflexion 

0 < Jt < 1 


- 

+ 

/es decreciente; la grdfica de /es cdncava hacia arriba 

Jt = 1 

-1 

0 

+ 

/ tiene un valor mmimo relativo; la grafica de / es 
cdncava hacia arriba 

1 < x < 8 


+ 

+ 

/es creciente; la grafica de /es cdncava hacia arriba 

x = 8 

0 

i 

g 

0 

/es creciente; la grafica de /tiene un punto de inflexion 

8 < x 


+ 

- 

/ es creciente; la grifica de / es concava hacia abajo 


◄ 


Cuando trace la grafica del ejemplo 3 en la graficadora, observe que no 
revela el punto de inflexion en (8, 0) o el cambio de concavidad en ese 
punto. Esta situacidn prevalece para las graficas de la mayorfa de las funciones 
trazadas en la graficadora. Sin embargo, frecuentemente, al trazar la gr&fica 
de NDER2, se puede estimar un punto de inflexidn, y en consecuencia, 
donde la concavidad cambia. Esta informaci6n se puede confirmar analfti- 
camente. El ejemplo siguiente muestra este procedimiento. 


► EJEMPLO 4 Sea 

f(x) = 5x 2 ^ “ X 5 ^ 

(a) Trace las graficas de /, NDER(/(x), x) y NDER2(/(x), x ) en rectangu- 
los de inspeccidn separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relativos 
de /; (ii) los intervalos en los que/es creciente y en los que es decreciente; 
(iii) los intervalos donde la grafica de f es concava hacia arriba y donde 
lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexidn de la grafica de /. (b) Confirme 
las estimaciones del inciso (a) analfticamente. 
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[-8, 10.8] por [-3,9.4] 


f(x) = 5x 2/3 - x 513 

FIGURA 5 



NDER (5x 2/3 - x 5 ' 3 , x) 

FIGURA 6 



FIGURA 7 


Solucion 

(a) La grdfica de/trazada en el rectingulo de inspecci6n de [-8, 10.8] por 
[-3, 9.4] y la grdfica de NDER(/(jc), jc) trazada en el rectdngulo de 
inspeccidn de [-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2], se muestran en las figuras 5 
y 6, respectivamente. 

(i) De la figura 5 se estima que / tiene un valor mmimo relativo en 
x = 0 y de las figuras 5 y 6, /tiene un valor maximo en jc = 2. 

(ii) De la figura 6, como /'(jc) < 0 cuando jc < 0 y cuando x > 2, se 
estima que /es decreciente en los intervalos (-oo, 0] y [2, +oo). 
Tambi6n de la figura 6, como f'(x) > 0 cuando 0 < x < 2, se 
estima que /es creciente en el intervalo [0, 2]. Estas estimaciones 
son consistentes con lo que se observa en la grdfica de/de la fi- 
gura 5. 

(iii) De la figura 5, la grdfica de / parece ser cdncava hacia abajo cuan- 
do jc > 0. No se tiene seguridad acerca de la concavidad o de los 
puntos de inflexi6n cuando jc < 0. Por tanto, se necesita investi- 
gar la grafica de NDER2(/(jc), jc), la cual esta trazada en el rec- 
tangulo de inspeccidn de [-6, 6] por [-4, 4] en la figura 7. A partir 
de esta grafica, / "(jc) > 0 cuando jc < -1 y /"(jc) < 0 cuando 
-1 < jc < Oy cuando jc > 0. De este modo se estima que la gra- 
fica de/e s cdncava hacia arriba cuando jc < -1 y cdncava hacia 
abajo cuando -1 < jc < 0 y cuando jc > 0. 

(iv) Como /"(- 1) = 0 y la grafica de / cambia de concavidad en 
jc = - 1 , se estima que la grdfica de /tiene un punto de inflexidn 
en jc = -1. 

(b) Ahora se confimardn las estimaciones analfticamente. Considerando 
/(jc) - 0, se obtienen los ceros de / los cuales son 0 y 5, es decir, las 
intercepciones jc de la grdfica. A continuacidn se calculan /'(jc) y /"( jc): 

f'{x) = f'Xx) = - l ix-M - 

= f^“ 1/3 (2 - jc) = -fjc _4/ 3(l + x) 

Cuando jc = 0, /'(jc) y /"(jc) no existen. A1 considerar /'(jc) = 0 se 
obtiene jc = 2. Por tanto, los numeros crfticos de / son 0 y 2. A partir 
de /"(jc) = 0 se obtiene jc = -1. A3 construir la tabla 4 se consideraron 
los puntos en los que jc es igual a -1, 0 y 2, y los intervalos siguientes: 





x < — 1 -1<jc<0 0<jc<2 2<jc 


Tabla 4 



fix) 

fix) 

fix) 

Conclusion 

x < -1 


- 

+ 

f es decreciente; la grifica de f es cdncava 
hacia arriba 

X as -1 

6 

-5 

0 

/ es decreciente; la grafica de f tienen un 
punto de inflexion 

-1 < X < 0 


— 

— 

/ es decreciente; la grafica de / es cdncava 
hacia abajo 

x = 0 

0 

n.e. 

n.e. 

/ tiene un valor mlnimo relativo 

0 < X < 2 


+ 

— 

/ es creciente; la grifica de /es cdncava ha- 
cia abajo 

X = 2 

3 3/4 - 4.8 

0 

- 

/ tiene un valor mdximo relativo; la grafi- 
* ca de/es cdncava hacia abajo 

2 < x 




/es decreciente; la grafica de /es cdncava 
hacia abajo 
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A partir de la informacidn de la tabla 4 y localizando algunos puntos, se 
dibuja la grdfica de /mos.trada en la figura 8. La tabla y la grdfica confirman 
las estimaciones del inciso (a), ^ 


EJERCICIOS 3.8 


En los ej'ecicios 1 a 24, dibuje la grdfica de f determinando 
prime ro lo siguiente: los extremos relativos de f; los puntos de 
inflexion de la grdfica de f; los intervalos en los que f es cre- 
ciente y en los que es decreciente; los intervalos donde la grdfi- 
ca de f es cdncava hacia arriba y donde'lo es hacia abajo ; la 
pendiente de las tangentes de inflexion ; y las asmtotas vertica- 
les, horizontales y oblicuas, en caso de que tenga. Incorpore 
esta informacidn en una tabla similar a las de esta seccion, 
Apoye los resultados en la graficadora. 


1. m 

2. fix) 

3. fix) 

4. f(x) 

5. fix) 

6. fix) 

7. fix) 

8. fix) 

9. fix) 
10. fix) 

n. m 

12. fix) 

13. fix) 

14. fix) 

15. fix) 


\ x 4 - ±jc 3 - X 2 + 1 
jc 4 - 4x 3 + \6x 
\x 4 - lx 3 + 3jc 2 + 2 


3* 4 + 

4* 3 

+ 

6x 2 

|* 2 

si 

JC 

< 

0 

l2* 2 

si 

0 

< 

JC 

[ 2(* - 

- 1) 3 


si 

JC 

l<*- 

i) 4 


si 

1 

|-* 4 

si 

JC 

< 

0 

1 

si 

0 

£ 

JC 

f-* 3 

si 

JC 

< 

0 

* 3 

si 

0 

< 

JC 

[ 3(* - 

- 2) 2 


si 

JC 

1(2 - 

*) 3 


si 

2 

3* 5 + 

5x 3 





ix + 1) 3 (jc - 2) 2 
x\x + 4) 3 

I sen x 

1 sen(jt - ~ k) 


si 0 < x < ±tc 


16. fix) = 


J cos x 
|cos(;r - x) 


17. fix) = 
19. fix) = 
21. fix) = 
23. fix) = 


jc - 1 
x 2 + l 
x 2 - 1 
2x 

X 2 + 1 

ix + l) 2f3 ix 


si -7T < JC < 0 

si 0 < x < k 


18. fix) = .. 
20. fix) = 
22. fix) = 
2) 1/3 


JC 2 + 1 

* - 3 


JC 

jc 2 **■ 4 



24. fix) = 



En los ejercicios 25 a 32, (a) trace las graficas de f 
NDER(/(jc), jc) >’ NDER2(/(jc), jc) en rectdngulos de inspec - 
cidn separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relati- 
vos de f; ( ii) los intervalos en los que fes creciente y en los que 
es decreciente ; (iii) los intervalos donde la grdfica es cdncava 
hacia arriba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de in- 
ftexidn de la grdfica de f (b) Confirme las estimaciones del 
inciso (a) anaUticamente e incorpore la informacidn en una 
tabla semejante a la tabla 4 de esta seccion. A partir de la 
informacidn de la tabla dibuje la grdfica defy compdrela con 
la grdfica deftrazada en el inciso (a). 


25. /(*) = x 4 + 2x 3 - I3x 2 - 14* + 24 

26. /(*) = 2x 4 - 15* 3 + 32* 2 - 12* - 16 

27. /(*) = 1 25 - * 2 1 28. /(*) = 3 \[x - x 

29. /(*) = 4* ,/3 + * 4/3 . 30. /(*) = * 2 V4^7 

31. fix) = sen jc + cos jc, jc G [-tt, tp] 

32. fix) = 3 sen 2jc - 5 cos 2jc, jc G [-^7t, £jf] 

33. Antes de dibujar la grdfica de una funcidn aplicando los 
pasos listados al principio de esta seccidn, £por qu6 es 
conveniente incorporar esta informacidn en una tabla? 


3.9 APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS 
ABSOLUTOS 

A fin de aplicar el teorema del valor extremo para determinar los extre- 
mos absolutos de una funcion, la funcidn debe ser continua en un intervalo 
cerrado. En la seccidn 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones. 
Ahora se considerardn aplicaciones que involucran extremos absolutos para 
, las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo, 

primero se presentard un teorema, el cual en ocasiones es titil para deter- 
minar si un extremo relativo es un extremo absoluto. 
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(c,M) 




Para ilustrar el teorema, refierase a las funcitlnes cuyas gr£ficas se pre- 
sentan en las figuras 1 y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter- 
valo I y tiene solo un extremo relativo, /(c), en /. En los dos casos el teorema 
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto. 


3.9 1 Teorema 


Supqnga qtie la funct6n/cs continua en -el intervalo I que contiene al 
numero c. Si f(c) es un extremo relativo de/en / y c es el tinico nume- 
ro en / para el cual / tiene un extremo relativo, entonces f(c) es un 
extremo absoluto de/en /. 

La demostracion de este teorema se presentara al final de la seccion. 

El teorema 3.9.1 se emplea en los ejemplos siguientes, los cuales tratan 
con aplicaciones en las que se requiere un extremo absoluto pero no puede 
aplicarseles el teorema del valor extremo. En el primer ejemplo se trata de la 
situacion del ejemplo 5 de la seccion 1.3. Refierase a este ejemplo en este 
momento. 


► EJEMPLO I Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg 3 de 
volumen tiene forma de cilindro circular recto, determine analiticamente el 
radio de la base del envase si se emplea la minima cantidad de hojalata en 
su elaboracion. 

Sol UC ion La figura 3 muestra el envase cilmdrico donde el radio de la 

base mide r pulgadas. Se determinara el radio de la base para el cual el area 
de la superficie total del envase es un minimo absoluto. En el ejemplo 5 de 
la seccidn 1 .3, se mostro que si S(r) pulgadas cuadradas es el area de la super- 
ficie total, entonces 



FIGURA 3 


S(r) = — + l7tr 2 
r 

El dominio de S es (0, +oo) y S es continua en su dominio. 

Para terminar cualquier extremo relativo de S se calculan las derivadas 
primera y segunda de S : 

S'(r) = +4 nr S"(r) = ^ + \n 

r L r 5 

Observe que S\f) no existe cuando r - 0 y que 0 no pertenece al dominio 
de S. Por tanto, los unicos numeros cnticos son aquellos que se obtienen al 
considerar S'(r) = 0, de donde se tiene 


47rr 3 = 120 



En consecuencia, ^30/k es un numero critico de S. Se aplica el criterio de 
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1 . 


Tablal 


S'(r) S"{r) 


Conclusion 


S tiene un valor minimo relativo 
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Debido a que S es continue en su dom inio y el unico extremo relativo de 
S en su dominio se tiene enr i= lj30/x , se concluye, por el teorema 3.9.1, 
que este valor minimo relativo de 5 es su va lor mi nimo absoluto. 

A1 aproximar a cent£simo$ se tiene ^30/k « 2.12 , lo cual es acorde 
con la respuesta del ejemplo 5 de la section 1.3. 

Conclusion: La minima cantidad de hojalata se empleara en la elaboration 

del en vase cuando el radio de la base sea v 30/k pulg * 2.12 pulg. ^ 



FIGURA 4 


► EJEMPLO 2 Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo- 
lumen de 2 000 pulg 3 . El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la 
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1 .5 centavos 
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de 
modo que el costo total del material sea minimo. Confirme la estimacion 
anallticamente. 

Solucion Sean jc pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(jc) dolares el costo total del material. El area de la base es x 2 pulgadas 
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto 
que el volumen de la caja es el producto del area de la base y la profundidad, 
se tiene 


x 2 y = 2 000 

„ _ 2000 
y ~ r2 


( 1 ) 


El numero total de pulgadas cuadradas de las dreas de la tapa y de 1 a base 
es 2 jc 2 , y el de los lados es 4xy. Por tanto, el numero de centavos del costo 
total del material es 


3(2jc 2 ) + |(4 xy) 

A1 sustituir y de (1 ), se tiene 



C(x) = 6x 2 + H - °9° 
x 


FIGURA 5 


C(x) = 6x 2 + 

C(*) = 6x 2 4 i ? 000 

El dominio de C es (0, +oo). La figura 5 muestra la grdfica de C trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el 
punto mas bajo de la grafica se obtiene cuando x = 10. De (1), si jc = 10, 
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir 
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material 
se minimo. 

Para confirmar la estimacion anallticamente, se calcula C\x) y C"( jc): 


C\x) = 12jc - -^20 

JC Z 


C\ JC) = 12 + 


24 000 


Observe que C'( jc) no existe cuando jc = 0 y que 0 no pertenece al do- 
minio de C. Por tanto, los unicos numeros crfticos son aquellos que se ob- 
tienen al considerar C'(jc) = 0, de donde se tiene 
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La unica solucidn real de esta ecuacidn es 10. De este modo, el unico 
numero critico es 10. Para determinar si C(10) es un valor minimo relativo 
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen 
en la tabla 2. 


Tabla2 



C'(x) 

C'\x) 

Conclusion 

JC = 10 

0 

+ 

C tiene un valor minimo relativo 


Como C es continua en su dominio y el unico extremo relativo de C se 
tiene en x = 10, se concluye, por el teorema 3.9.1, que el valor minimo relati- 
vo de C es su valor minimo absoluto. Por tanto, se ha confirmado la estimation. 

Conclusion: El cos to del material ser& minimo cuando el lado de la base 

cuadrada mida 1 0 pulg y la profundidad mida 20 pulg. 4 


En los ejemplos anteriores y en lof 'jercicios de la seccidn 3.2, la varia- 
ble para la que se desea determinar un extremo relativo se expresd como una 
funcidn de s61o una variable. En ocasiones este procedimiento es demasiado 
dificil o bastante laborioso, o en ocasiones es imposible. Con frecuencia, la 
informacidn dada permite obtener dos ecuaciones que involucran tres varia- 
bles. En lugar de eliminar una de las variables, puede ser mas ventajoso 
diferenciar implfcitamente. El ejemplo siguiente ilustra este mtiodo. El pro- 
blema es similar al del ejemplo 1, pero en este caso el volumen del envase no 
se especifica. 



FIGURA 6 


V EJEMPLO 3 Si un envase de volumen fijo tiene la forma de 
un cilindro circular recto, determine la razon de la altura al radio de la base si 
se emplea la cantidad minima de material en su elaboracidn. 

Solution Se desea determinar una relacidn entre la altura y el radio 
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el &rea de la superficie sea 
un minimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerara el volumen 
del cilindro como una constante. 

Sean V unidades cubicas el volumen del cilindro (una constante). 

A continuacidn se definen las variables. 

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean h unida- 
des la altura del cilindro; h > 0. Sean S unidades cuadradas el are a de la 
superficie total del cilindro (refitiase a la figura 6). 

Asf, se tienen las siguientes ecuaciones: 

S = Inr 1 + Inrh ( 2 ) 

V = nr 2 h ( 3 ) 

Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para h en ter- 

minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de S una funcidn de una varia- 

ble. El m6todo altemativo consiste en considerar a S como una funcion de las 
dos variables ryh\ sin embargo, no son independientes una de la otra. Esto 
es, si se elige r como variable independiente, entonces S depende de r ; tam- 
bien, h depende de r. 
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A] diferenciar S y V corn respecto a r , teniendo en mente que h es una 
funcion de r , se tiene 


dS 

dr 

dV 

dr 


= 4 nr + 2 nh + 2nr^~ 
!■ dr 


= 2nrh + nr 2 — 
dr 


( 4 ) 


Como V es un constante, entonces = 0; por tanto, de la ecua- 
cion anterior, 


2 nrh + nr 2 — - 0 
dr 


con r ^ 0. Si se divide entre r y se despeja se obtiene 

dr 


dh 

dr 


2 h 

r 


( 5 ) 


A1 sustituir de (5) en (4) se tiene 


^ = 2k 
dr 


2r + h + r 


(-?)] 


dS 

dr 


= 2n(2r - h) 


( 6 ) 


Con objeto de determinar cuando S tiene un valor mmimo relativo, se 

considera — = 0, obteniendose 2r - h = 0, de donde, 
dr 

r = \h 

A fin de determinar si esta relacion entre r y h hace de S un mmimo relativo 
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene 


0 = 4-f) 

Al sustituir de (5) en esta ecuacion se tiene 

0 ■ H 2 - (I 4 )! 


= 2^2 + 


2h 


Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3. 
Tabla 3 



dS_ 

£l 

Conclusion 


dr 

dr 2 


r - —h 
2 

0 

+ 

S tiene un valor mmimo relativo 


De (2) y (3), S es una funcion continua de r en (0, +oo). Como el unico 
extremo relativo de S en (0, +oo) se tiene en r = se concluye, por el 
teorema 3.9.1, que S tiene un valor mmimo absolute cuando hjr = 2. 
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FIGURA 7 


Conclusion: El &rea de la superficie total del envase serd mmimo, para un 

volumen especffico, cuando la raz6n de la altura al radio de la base sea 2. A 

En ocasiones, los problemas geomStricos que implican extremos abso- 
lutos son mas f&ciles de resolver utilizando funciones trigonometric as como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


W EJEMPLO 4 Se inscribe un cilindro circular recto en una es- 
fera de radio dado. Determine la razdn de la altura al radio de la base del ci- 
lindro de mayor superficie lateral. 

Solucion Refierase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera 
es constante e igual a a. 

Sean 9 radianes la medida del dngulo central subtendido por el radio del 
cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, h unidades la altura 
del cilindro y S unidades cuadradas el area de la superficie lateral del cilindro. 
De la figura 7, 


r = a sen 9 y h = 2a cos 9 
ComoS = 27trh, 


S = 2 n{a sen 9)(2a cos 9) 

= 2na 2 (2 sen 9 cos 9) 

= 2;ra 2 sen20 

Asf, S es una funcidn de 9 y su dominio es (0, ~n). 

Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene 

= 47ra 2 cos20 y = -87ra 2 sen 29 

d9 J d9 2 

jr 

Considere = 0, entonces 
d9 

cos 29-0 


ComoO < 9 < entonces 
9 - \n 

Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen 
en la tabla 4. 


Table 4 



ds 

d 2 S 

Conclusion 


de 

de 2 


0= I* 

4 

0 

- 

S tiene un valor maximo relativo 


Como S es continua y tiene un unico extremo relativo en su dominio, se 
concluye que el valor maximo relativo es un valor maximo absoluto. 

Cuando 9 = \n, 

r = a sen £ n h = 2a cos \ k 
= \ = y[2a 

Por tanto, hjr = 2. 
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Conclusion: Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor area, la 

razon de la altura al radio es 2. ^ 

Se concluye esta secci6n con la demostracion del teorema 3.9.1. 

Demostracion del teorema 3.9. 1 Se demuestra el teorema en el 
caso en que f(c) es un valor maximo relativo en el intervalo /. Una demos- 
traci6n semejante puede darse cuando/(c) es un valor minimo relativo. 

Como /(c) es un un valor mdximo relativo de / en /, entonces, por la 
definition 3.1.1, existe un intervalo abierto J, donde J C /, y donde J conve- 
ne a c, tal que 

/(c) > f{x) paratoda* e J 

Puesto que c es el unico numero en I para el que /tiene un valor maximo rela- 
tivo, se deduce que 

f(c) > f(k) sikeJyk^c (7) 

A fin de probar que /(c) es un valor maximo relativo de/en /, se demos- 
trara que si d es cualquier numero diferente de c en I, entonces /(c) > fid). 
Suponga que 

f(c) < fid) ( 8 ) 

Se probara que esta suposici6n conduce a una contradiction. Puesto que 
d ^ c, entonces c < d o d < c. Considere el caso en el que c < d (la de- 
mostracion es similar si d < c). 

Como/es continua en /, entonces /es continua en el intervalo cerrado 
[c, d\. Por tanto, por el teorema del valor extremo, / tiene un valor minimo 
absoluto en [c, d\. Suponga que este valor minimo absoluto ocurre en e, don- 
de c < e < d. De la desigualdad (7) e * c, y de las desigualdades (7) y (8) 
e ^ d. Por tanto c < e < d, y en consecuencia, / tiene un valor minimo re- 
lativo en e. Pero esta ultima proposition contradice la hipotesis de que c es 
el unico numero en / para el cual / tiene un extremo relativo. Asi, la supo- 
sicion de que /(c) < f(d) es falsa. Por tanto, /(c) > fid) si d e / y d * c, 
en consecuencia, /(c) es un valor mdximo absoluto de/en I. m 


EJERCICIOS 3.9 


En cada ejercicio defina todas las variables precisamente como 
numeros y no olvide escribir una conclusion. 

1. Para el envase del ejemplo 1, suponga que el costo del 
material para la tapa y la base es dos veces el de los lados. 
(a) Determine analiticamente la altura y el radio de la base 
de modo que el costo del material sea minimo. (b) Com- 
pare la respuesta del inciso (a) con la solucion grafica de 
esta situacidn obtenida en el inciso (c) del ejercicio 21 de la 
seccidn 1.3. ^La solucidn grafica apoya la respuesta del 
inciso (a)? 

2. (a) Haga el ejemplo 1 si el envase es abierto en lugar de 
cerrado. (b) Compare la respuesta del inciso (a) con la 
solucion grdfica de esta situacion en el inciso (c) del ejer- 
cicio 22 de la seccion 1.3. ^La solucidn grafica apoya la 
respuesta del inciso (a)? 


En los ejercicios 3 y 4, confirme analiticamente la estimacion 
obtenida con la graficadora en el inciso (c) del ejercicio indi- 
cado de la seccion 1.3. 

3. Ejercicio 23 4. Ejercicio 24 

5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m 2 de area, 
y se utilizara una valla adicional para dividir el terreno a la 
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre- 
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la 
cerca para los lados es de $36 por metro colocado. (a) Uti- 
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre- 
no de modo que el costo total del material para la cerca 
sea minimo. (b) Confirme la estimacion del inciso (a) ana- 
liticamente. 

6. Un tanque rectangular abierto, cuyo volumen es de 
125 m 3 , tiene base cuadrada. El costo del material para la 
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base es de $24 por metro cuadrado y el del material para 
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar 
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma- 
terial sea mfnimo. (b) Confirme la estimation del inciso (a) 
analfticamente. 

7 . Un fabricante de cajas desea construir una caja cerrada 
que tenga un volumen de 288 pulg 3 , y cuya base de forma 
rectangular tiene el largo igual al triple de su ancho. (a) 
Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de la 
caja construida con la minima cantidad de material, (b) 
Confirme la estimacion del inciso (a) analfticamente. 

8. Haga el ejercicio 7 considerando ahora que la caja se fa- 
bricara sin tapa. 

9. Si se excluyen los salarios, el numero de ddlares del costo 
por kilometro de la operation de un camion es 8 + 
donde x kilometres por bora es la velocidad promedio 
del camion, (a) Si los salarios combinados del conductor 
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora, 
con aproximacion de kilometres por hora, cual debe ser 
la velocidad promedio del camion para que el costo por 
kilometro sea mfnimo. (b) Confirme la estimacion del in- 
ciso (a) analfticamente. 

10 . El numero de dolares del costo de combustible por hora 
para un barco carguero es de 0.02v 3 , donde v nudos (mi- 
llas nauticas por hora) es la velocidad promedio del barco. 
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en 
la graficadora, con aproximacion de nudos, a que veloci- 
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por 
milla nautica sea mfnimo. (b) Confirme la estimation del 
inciso (a) analfticamente. 

11. Un automovil viaja a una tasa de 30 pie/s y se aproxima a un 
crucero. Cuando el automovil esta a 120 pie del crucero, 
un camion, que viaja a una tasa de 40 pie/s en una carretera 
perpendicular a la carretera del automovil, pasa por el cru- 
cero. (a) Determine analfticamente en que tiempo, despues 
de que el camion deja el crucero, los vehlculos estan mds 
cercanos. Apoye la respuesta del inciso (a) graficamente. 



1 W 


12 . Dos aviones Ay B vuelan horizontal mente a la misma al- 
tura de modo que la position de B esta al suroeste de A, 
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avion 
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avion B vue- 
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cuan- 
tos segundos los aviones estaran lo mas cerca posible y 
cual serd la distancia mas corta. (b) Apoye las respuestas 
del inciso (a) graficamente. 



13 . Determine una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = x 3 - 3x 2 + 5x que tenga la pendiente minima. 

14 . Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec- 
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms, 
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia 
externa, entonces la resistencia total es ( r + R) ohms, y si 
P watts es la potencia, entonces 

p = £ 2 k 

(r + R) 2 

Demuestre que el consumo maximo de potencia ocurre 
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna. 

15. En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga 
de modo que x meses despues del inicio de la epidemia, P 
porcentaje de la poblacion esta infectada, donde 

P = 30 a: 2 

(1 + x 2 ) 2 

<,En cudntos meses se infectara el numero maximo de per- 
sonas de la comunidad y que porcentaje de la poblacion 
sera este? 

16 . Un cartel que contiene 32 pulg 2 de region impresa tiene 
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior, 
mientras que en los lados los margenes son de | pulg. 
Determine las dimensiones del menor trozo de carton que 
pueda emplearse para realizar el cartel. 

En los ejercicios 17 y 18, se utiliza el termino econdmico com- 
petencia perfecta. Cuando una compama opera bajo compe- 
tencia perfecta, existen muchas compamas pequenas; por lo 
que ninguna de ellas puede afectar el precio aumentando la 
produccion . Por tanto, bajo ei regimen de competencia per- 
fecta el precio de un artfculo es constante , y la compama puede 
vender lo que desee a ese precio constante. 

17 . En condiciones de competencia perfecta, una compama 
puede vender los artfculos que produce a $200 por unidad. 
Si C{x) dolares es el costo total de la production diaria 
cuando se producen x artfculos y C(x) - 2x 2 + 40 x + 
1400, determine el numero de unidades que deben pro- 
du circe diariamente a fin de que la companfa obtenga la 
maxima ganancia total diaria. Sugerencia: la ganancia 
total es igual al ingreso total menos el costo total. 

18 . Una companfa, que construye y vende escritorios, opera 
en condiciones de competencia perfecta y puede vender 
todos los escritorios que produce a un precio de $400 por 
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escritorio. Si se producer* jc escritorios y se venden cada 
semana, y C(jc) ddlares es el costo total de la produc- 
cion semanal, entonces C(jc) = 2x 2 + 80* + 6 000. 
Determine cuintos escritorios deben producirse semanal* 
mente para que el fabricante obtenga la maxima ganancia 
total semanal. ^Cu£l es la maxima ganancia total sema- 
nal? Considere la sugerencia del ejercicio 17. 

19. El termino en condiciones de monopolio , significa que 
existe un unico productor de cierto articulo, para el cual el 
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con- 
trolados regulando la cantidad de articulos producidos. Su- 
ponga que en condiciones de monopolio, * unidades de 
un articulo son demandadas diariamente cuando el precio 
por unidad es de p ddlares y x = 140 - p. Si el numero 
de dolares del costo total por producir * unidades est£ 
dado por C( x) = x 2 + 20* + 300, determine la maxi- 
ma ganancia total diaria. 

20. Determine la distancia minima desde el punto P( 2, 0) a un 
punto de la curva y 2 - x 2 = 1, y encuentre el punto de 
la curva mas cercano a P. 

21. Obtenga la distancia minima desde el origen a la rec- 
ta 3* + y = 6, y encuentre el punto P de la recta m£s 
cercano al origen. Despuds demuestre que el origen est£ en 
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P. 

22. Determine la distancia minima desde el punto A( 2, ~ ) a 
un punto de la parabola y = x 2 y encuentre el punto B de 
la parabola mas cercano a A. Despuds demuestre que A 
esta en la recta normal de la parabola en B. 

23. Una ventana tipo Norman consiste de un rectingulo Coro- 
nado por un semicirculo. Si el perimetro de una ventana 
Norman es de 32 pie, determine cudnto debe medir el ra- 
dio del semicirculo y la altura del rectdngulo de modo que 
la ventana admita la mayor cantidad de luz. 



24. Resuelva el ejercicio 23 considerando ahora que en la ven- 
tana el semicirculo transmite solo la mi tad de luz que el 
rectangulo por pie cuadrado de area. 

25. Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por 
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen- 
dicular al pasillo. ^Cual debe ser el ancho del corredor 
para que la viga pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 



26. Si dos pasillos perpendiculares entre si miden 10 pie 
y 15 pie, respectivamente, i,cu£l es la longitud de la viga 
de acero mas larga que pueda transportarse horizontalmen- 
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 



27. Un embudo de volumen especifico tiene la forma de un 
cono circular recto. Determine la razon de la altura al radio 
de la base de modo que se emplee la minima cantidad de 
material en su construcci6n. 

28. Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio 
dado. Calcule la razdn de la altura al radio de la base del 
cono de volumen m£ximo que pueda inscribirse en la esfera. 



29. Un cono circular recto se circunscribe a una esfera de 
radio dado. Obtenga la razdn de la altura al radio de la base 
del cono de volumen mfnimo que pueda circunscribirse a 
la esfera. 
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30. Demuestre por el metodo de esta seccidn que la distancia 
minima desde el punto PjCjq, yj) a la recta / que dene la 
ecuacidnAc + By + C — Oes 

| A.X] + By | + C | 

4 A 2 + B 2 

Sugermcia: si s es el numero de unidades desde P ] a un 
punto P(x, y) de l, entonces s sera un mfnimo absoluto 
cuando s 2 sea un minimo absoluto. 

31. La seccidn transversal de un bebedero tiene la forma de 
un triangulo isosceles invertido. Si las longitudes de los 
lados iguales son 15 pulg, determine el tamano del Angulo 


formado por estos lados que proporcione al bebedero su 
maxima capacidad. 



3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON, 
DE LA RECTA TANGENTE Y DE DIFERENCIALES 


y = fix) 



FIGURA 1 


Antes del advenimiento de las calculadoras y de las computadoras, las raices 
de una ecuacion de la forma f(x) = 0 o, equivalentemente, los ceros de la 
funcion / fueron aproximados por medio de tecnicas numericas que implican 
la derivada. Aunque tales aproximaciones son ahora fdcilmente realizadas 
por la graficadora mediante los procedimientos solve o zoom-in , se dedicard 
esta section a la discusion de tres tecnicas numericas. La primera de estas 
tecnicas, conocida como el metodo de Newton e ideada por Sir Isaac Newton 
en el siglo XVH, es caracterfstico en los procesos numericos empleados por 
las calculadoras. 

Se inicia el estudio del mdtodo de Newton considerando una interpre- 
tation geometrica de los conceptos involucrados. Refierase a la figura 1, la 
cual muestra la grafica de la ecuacion y = fix). El numero r es una intercep- 
cion x de la grafica. Para obtener una aproximacion de r, primero se elige un 
numero jcj, eleccidn que debe ser razonablemente cercana a r. Despues se 
considera la recta tangente a la grafica de /en el punto La recta 

tangente, denotada por se presenta en la figura 1, y la intercepcion x de T\ 
es x 2 . El numero x 2 sirve ahora como una segunda aproximacion de r. Luego, 
se repite el proceso con la recta tangente T 2 en el punto (jc 2 ,/(* 2 )). i nter_ 
cepcion x de T 2 es x 3 . Este proceso se continua hasta obtener el grado de 
aproximacion requerido. En esta grdfica, parece que los numeros jcj, x 2 , jc 3 
etcetera, estan cada vez mas cercanos al numero r. Esta situacion ocurre 
para muchas funciones. 

A fin de obtener las aproximaciones sucesivas jc 2 , jc 3 , ... de la primera 
aproximacion x\ se utilizan las ecuaciones de las rectas tangentes. La recta 
tangente 7^ en el punto (x { ,f(x{)) tiene una pendiente de/'(X|). Por lo que una 
ecuacion de T\ es 


y - ft x \) = f\x i)C* - *i) 

La intercepcion jc de / es x 2 , y se determina x 2 considerando x - x 2 y 
y = 0 en la ecuacion anterior. Asi, 


o - /(* l ) = /'(*|)(*2 - - t |) 

mi 

f'(x\) 


x 2 = X\ ~ 


si f\x j) * 0 
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Con este valor de x 2 , una ecuacion de T 2 es 
y - fix 2) = f'(x 2 )(x - x 2 ) 

Despues se considera en esta ecuacion x = *3 y y = 0, de donde se obtiene 

0 - f(x 2 ) = f (x 2 )(x 3 - x 2 ) 

x 3 ~ X 2 - si /'(*2) * 0 

Si se continua de esta manera se obtiene la formula general para la aproxi- 
macion x n+ i en terminos de la aproximacion anterior x n : 


f\x 2 ) = 0 




= * 0 (1) 

Por supuesto, la formula (1) se puede adaptar facilmente para utilizarse en una 
computadora o en una calculadora programable. 

A partir de la formula (1) se puede obtener la ( n + l)-esima aproxi- 
macion a partir de la rt-esima aproximacion, considerando f'(x n ) * 0. 
Cuando f'(x n ) = 0, la recta tangente es horizontal, y en tal caso, a menos que 
la recta tangente sea el eje x mismo, no se tendra intercepcion jc. La figura 2 
muestra este hecho cuando f'(x 2 ) ~ 0. De modo que el metodo de Newton 
no es aplicable si /'(•*«) = 0 alguna x n . Tambi6n debe tener en mente 
que el valor de x w+1 obtenido a partir de (1) no necesariamente es una mejor 
aproximacion de r que x n . Si, por ejemplo, no estd razonablemente cerca 
de r, entonces \f(x\) | puede ser pequeno de modo que la recta tangente T\ 
es aproximadamente horizontal. Entonces x 2 , la intercepcidn x de T\, puede 
estar mis alejada de r que x j. Vea la figura 3 en la que esta situacion ocurre. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra como el metodo de Newton 
se aplica a una ecuacion para la cual se conoce la respuesta. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Utilice el m6todo de Newton 

para obtener la rafz positiva de la ecuacion x 2 = 9 comenzando con una pri- 
mera aproximacion de 4. Se escribe la ecuacidn como x 2 - 9 = 0 y se 
consideran 


f(x) = X 1 - 9 y f'(x) = 2x 


De (1) se obtiene 


x n+i = x n 


fix „) 

f'ix n ) 



( 2 ) 


Ahora se aplica (2) con valores de n y valores correspondientes de x n para 
obtener x n + j en una calculadora. Se inicia con x\ = 4. 


x 2 = x l 


x ! 2 - 9 

2x i 


16-9 


*3 = x 2 


X 2 


- 9 


2x 2 

(3.125) 2 - 9 
2(3.125) 


= 4 - 


8 


= 3.125 - 
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FIGURA 4 


= 3.125 


= 3.0025 


*4 = *3 


jc 3 2 - 9 

2*3 


*5 = *4 


x 4 2 - 9 

2*4 


= 3.0025 - 


(3.0025) 2 - 9 
2(3.0025) 


= 3.0000- 


(3. 0000 ) 2 - 9 
2(3.0000) 


= 3.0000 


= 3.0000 


Ciertamente, todas las aproximaciones sucesivas seran 3.0000. De modo que 
la raiz positiva de la ecuacion * 2 - 9 = 0 es 3.0000 con cuatro cifras 
decimales. 4 


Observe que cuando x n es unasolucion de/(x) = 0,f(x n ) - 0, Asf,de(l), 


*n+ l 


/(*«) 

f’(Xn) 


En consecuencia, todas las aproximaciones sucesivas seran iguales a Note 
que esta situacion se presenta en el ejemplo ilustrativo 1, donde todas las 
aproximaciones despues de x 4 , incluydndola, tienen el mismo valor conside- 
rando cuatro cifras decimales. 

Tambien observe en (1) que * n4l = x n implica que /(*„) = 0. Por 
tanto, se puede concluir que cuando dos aproximaciones sucesivas son igua- 
les, se tiene una aproximacion para un cero de/. 

>- x Sin embargo, es posible que para ciertas funciones, si la eleccidn inicial 

de *i no est 6 cerca del cero deseado, se pueden obtener aproximaciones para 
un cero diferente. Vea la figura 4, que muestra la grafica de una funcion para, la 
cual esta situacion puede ocurrir. Observe que la eleccion de x\ indicada pr6- 
xima al cero deseado r proporciona aproximaciones sucesivas x 2 , *3, 
*4, . . . proximas a otro cero s. De este modo, cuando se aplica el metodo de 
Newton debe hacer un bosquejo de la grafica de la funcion a fin de obtener la 
aproximacion inicial. Consulte la grafica conforme proceda para asegurarse 
de que se esta aproximando al cero deseado. 

En resumen, cuando utilice el metodo de Newton para resolver una 
ecuacion de la forma/(*) = 0, efectue lo siguiente: 


1* Haga una huena suposicidn para la primera aproximaciOn jq. 
Una grAfica de/ le ayudar# a obtener una eleccidn razonable. 

2 * Obtenga una segunda aproximaciOn c °n cl valor de cn la 
formula (1). Despuds utilice x 2 en (I) para consegusr una terce- 
m aproximaciOn *3, y asf .sucesivamente* hasta que - x n para 
el grado requerido de aproximacion. 


► EJEMPLO I 

raiz real de la ecuacion 


Utilice el metodo de Newton para determinar la 


x 3 - Zx - 2 = 0 


con cuatro cifras decimales. 
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fix) = X 3 ~ 2x - 2 


Sol U cion Sea f{x) = x* - lx - 2; de modo que f\x) = 3x 2 - 2. En- 

tonces de (1 ) se tiene 


x n + 1 — x n 


x n 2x h 2 

W - 2 


( 3 ) 


La gr&fica de/se muestra en la figura 5. Como la grafica de / intersecta al 
eje x en un unico punto, existe una raiz real de la ecuacidn dada. Debido a 
que/(l) = -3 y /( 2) = 2, esta raiz se encuentra entre 1 y 2. Una eleccidn 
adecuada para la primera aproximacidn es X] = 1.5. La tabla 1 presenta los 
resultados obtenidos en una calculadora para las aproximaciones sucesivas 
calculadas a partir de (3) con esta x\. Se desea la raiz con una aproximacidn 
de cuatro cifras decimales; por lo que se emplean cinco cifras decimales en 
los calculos. Como x 5 y x 6 son iguales (con cinco cifras decimales), se re- 
dondea el numero a cuatro cifras decimales para obtener 1 .7693 como la raiz 
requerida. 


FIGURA 5 Tablal 


n 


V ~ 2x n ~2 

X n+l 

W - 2 

1 

1.50000 

-0.3421 1 

1.84211 

2 

1.84211 

0.06928 

1.77283 

3 

1.77283 

0.00353 

1.76930 

4 

1.76930 

0.00001 

1.76929 

5 

1.76929 

0.00000 

1.76929 


W EJEMPLO 2 Utilice el metodo de Newton para determinar 
con tres cifras decimales la coordenada x del punto de interseccion en el pri- 
mer cuadrante de la recta y = y la curva y - sen x. 

Solution La figura 6 muestra la recta y la curva se desea determinar el 
valor positivo de x para el cual 



y = sen x y y = |jc 


De la formula (1), 


FIGURA 6 


= x n 


/(*n) 

f'(Xn) 


Tabla 2 


n 

x n 

3 sen x n - x n 
3 cos x n - 1 

x n+l 

1 

2.0000 

-0.3237 

2.3237 

2 

2.3237 

0.0441 

2.2796 

3 

2.2796 

0.0007 

2.2789 

4 

2.2789 

0.0000 

2.2789 


x n + 1 ~ x n 


3 sen x n - x n 
3 cos x n - 1 


( 4 ) 


De la figura 6, parece que una eleccion razonable de x j es 2. Se utiliza una 
calculadora para obtener las aproximaciones sucesivas a partir de la fdrmula 
(4); esta s se muestran en la tabla 2. Los resultados se expresan con cuatro 
cifras decimales. Observe que, con cuatro cifras decimales, jc 4 y jc 5 son iguales 
a 2.2789. Por lo que para tres cifras decimales el valor positivo de x, para el 
cual sen x = ~x, es 2.279. ^ 
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FIGURA 7 



fix) = x 1 - 5 jc + 8 

FIGURA 8 


Los teoremas que establecen las condiciones para las cuales es aplicable 
el mdtodo de Newton, asi como los teoremas relacionados a su aproximacidn, 
pueden encontrarse en textos de andlisis numerico. 

Una de las maneras simples en que los valores de funcion pueden apro- 
ximarse se denomina aproximacidn lineal , la cual utiliza la recta tangente a la 
gr£fica de una funcidn diferenciable. Se inicia la discusidn sobre aproxima- 
cion lineal con un ejemplo ilustrativo que muestra la idea b&sica. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 7 muestra la gra- 

fica de 

fix) = X 2 - 5x + 8 

y la recta tangente en el punto (3, 2) trazadas en el rectdngulo de inspecci6n 
de [0, 9.4] por [0, 6.2]. Si se aplica el procedimiento zoom in de la graficadora 
en el punto (3, 2) y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 8 la cual 
presenta el rectangulo de inspection de [1.825, 4.175] por [1.225, 2.775]. 
Si se aplica otra vez zoom in y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 9 
la cual muestra el rectangulo de inspeccion de [2.706, 3.294] por 
[1.806, 2.194]. Observe como la recta tangente se aproxima a la grafica de la 
funcidn cerca del punto de tangencia. De este modo, si x estd en un pequeno 
intervalo abierto que contenga a 3, la coordenada y correspondiente de la 
grafica de la funcion puede ser aproximada por la coordenada y de la recta 
tangente. 4 



Se utiliza el concepto del ejemplo ilustrativo anterior para una funcion 
general / diferenciable en un numero x 0 . Una ecuacion de la recta tangente a 
la grafica de/en el punto (x 0 ,/(x 0 )) es 

y ~ fix 0 ) = f'(x 0 )(x - x Q ) 

y = /(* o) + /'(* o)(* ~ ^o) 

Refierase a la figura 10 donde P es el punto (jc 0 ,/(jt 0 )), Q es el punto (jc,/(jc)) 
y R es el punto (x, /(x 0 ) + f\x^){x - x 0 )). Observe que para un numero x 
suficientemente cercano a xq, el punto Q de la grafica de/esta cerca del punto 
R de la recta tangente. En consecuencia, si x esta cerca de xq, /(x) puede ser 
aproximadopor/(x 0 ) + /'(x 0 )(x - x 0 );estoes, 


FIGURA 9 

/(x) - f(x o) + fiXoXx » Xq) 



Esta aproximacidn se denomina aproximacion mediante la recta tangente, 
o concisamente aproximacion lineal, de/(x) en Xq. 


► EJEMPLO 3 Sea 

fix) = COS 2 X - X + 1 (5) 

(a) Obtenga la aproximacion lineal de fix) en 0. (b) Apoye la res-puesta del 
inciso (a) graficamente. (c) Compare el valor de fix) calculado mediante la 
aproximacidn lineal del inciso (a) con el valor de la funcidn obtenido a partir 
de (5) cuando x es igual a - 0.2, -0.1, -0.01 , 0, 0.01 , 0. 1 y 0.2. 


FIGURA 10 
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/(*) = cos 2 * - * + 1 

FIGURA 11 


Solution 

(a) Se calcula /'( jc): 

/'( x) = -2 sen jc cos jc - 1 
La aproximacion lineal de /(jc) en 0 es 
/(jc) « /(0) + /'(0)(x - 0) 

Como/(0) = 2y/'(0) = -l,setiene 

fix) « 2 - jc (6) 

(b) La figura 1 1 muestra la grlfica de / y la recta tangente en (0, 2) trazadas 
en el rectdngulo de inspection de [-3, 3] por [0, 4], la cual apoya la res- 
puesta del inciso (a), 

(c) La tabla 3 compara los valores de /( jc) calculados con (6) y aquellos 
calculados con (5). Observe que cuanto mds cerca se encuentra jc de 
cero, la aproximaci6n resulta mas exacta. 


Tabla 3 


X 

-0.2 

-0.1 

-0.01 

0 

0.01 

0.1 

0.2 

fix) ~2- X 

2.2 

2.1 

2.01 

2 

1.99 

1.9 

1.8 

fix) - cos 2 * - * + 1 

2.16 

2.09 

2.0099 

2 

1.9899 

1.89 

1.76 


4 


Ahora se tratard el concepto de diferencial, el cual tambi^n permite 
aproximar cambios en valores de funci6n de puntos cercanos a puntos donde 
la funcion es diferenciable. Vera que una aproximacidn mediante diferen- 
ciales esti relacionada a una aproximacion lineal. Aunque la aplicacion de 
diferenciales a la aproximacion de valores de funcidn no es muy importante 
en est d 6poca de adelantos tecnologicos, estas son importantes como un arti- 
ficio notacional conveniente para el calculo de antiderivadas , como vera en 
el capftulo siguiente. 

Suponga que la funci6n/esta definida por la ecuacion 

y = /(*) 

En puntos donde /es diferenciable 

f\x) = llm ^ (7) 

A.r->0 AJC 

donde 


Ay = fix + Ax) - fix) 

De (7) se deduce que para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 

I Ay 


si 0 < | Ax | < S entonces 


Ax 


- fix) 


< € 


si 0 < | Ax | < 5 entonces f 

Ax 
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Esto significa que | Ay - /'( jc) Ax | es pequeno comparado con j Ajc | . Es 
decir, para | A x | suficientemente pequeno, fix ) Ax es una buena aproxima- 
cion del valor de Ay, y se escribe 





Ay * f\x) Ax 

si | Ajc | es suficientemente pequeno. 


(8) 


Para una interpretation grafica del enunciado (8), refierase a la figura 1 2. 
En esta figura, una ecuaci6n de la curva es y = /(jc). La recta PT es tangente 
a la curva en P(jc, /(jc)), Q es el punto (jc + Ajc, /(jc + Ajc)) y la distancia di- 
rigida MQ es Ay = fix + Ajc) - /( jc). En la figura, Ajc y Ay son positivos; 
sin embargo, ellos pueden ser negativos. Para un valor pequeno de Ajc, la 
pendiente de la recta secante PQ y la pendiente de la recta tangente en P 
son aproximadamente iguales; esto es 


Ay 

Ajc 


- m 


Ay = f(x) Ax 


lo cual es el enunciado (8). 

El miembro derecho del enunciado (8) se define como la diferen- 
cial de y. 


y 



3,10.1 Definition de diferenciol de la variable de- 
pendiente 


Si Ja funcitfn / esti dcfinida por la ecuacidn y = fix), entonces la 
diferencial dey, denoiada por dy, esd dada por 

dy = fix) Ax (9) 

domic x esti en el dominio de/' y Ax es un incremento arbitrario de x. 


Ahora consulte la figura 13, la cual es la misma que la figura 12 excepto 
que se muestra el segmento de recta vertical MR, donde la distancia dirigida 
MR es igual a dy. Observe que dy representa la variacion de y a lo largo de la 
recta tangente a la grafica de la ecuaci6n y = f(x) en el punto P(x,f(x)\ cuan- 
do x varia en Ax. 

Este concepto de diferencial incluye un tipo especial de funciones de 
dos variables y en el capftulo 12 se presenta un estudio detallado de tales 
funciones. El sfmbolo df puede emplearse para representar esta funci6n. La 
variable x puede ser cualquier numero del dominio de/', y Ax puede ser cual- 
quier numero. Afirmar que df es una funcidn de las dos variables indepen - 
dientes x y Ax, significa que a cada par ordenado (x, Ax) del dominio de df 
le corresponde uno y solo un numero del contradominio de df, y este numero 
puede representarse por df(x, Ax) de modo que 


df{x. Ax) = fix) Ax 

A1 comparar esta ecuacidn con (9) se aprecia que cuando y = fix), dy y 
df(x, Ax) son dos notaciones diferentes para fix) Ax. El sfmbolo dy se uti- 
lizard en las discusiones posteriores. 
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0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si y = 3x 2 - x, entonces 

fix) = 3x 2 - x, de modo qu e f'(x) = 6x - 1. De la definicion 3.10.1, se 
tiene 

dy - (6.x - 1) Ax 

En particular, si x = 2, entonces dy - 11 Ax. A 

Cuando y = /(x), la definicion 3.10.1 proporciona dy , la diferencial de 
la variable dependiente. Ahora se desea definir la diferencial de la variable 
independiente y o dx. Para llegar a una definicion adecuada y consistente con 
la definicion de dy , se considera la funciAn identidad definida por f(x) ~ x. 
Para esta funciAn,/'(x) = 1 y y = x; asf, de (9), dy = 1 ♦ Ax; es decir, 

si y = x entonces dy — Ax (10) 

Par& la funcion identidad se desea que dx sea igual a dy; es decir, debido al 
enunciado (10) se quiere que dx sea igual a A*. Este razonamiento conduce a 
la siguiente definicion. 


3,10.2 Definicion de diferencial de la variable inde- 
pendiente 


Si la funciAn / estd definida por la ecuaciAn y s= /(*), entonces 
la diferencial de jr, denotada por dx y est£ dada por 

dx = Ax 

donde jc es m ndmero del dominio de / # y Ax es un mcreroento arbi- 
trario de x , 

De las definiciones 3.10.1 y 3.10.2, 

dy = fix) dx (11) 

Al dividir ambos miembros de esta ecuaciAn entre dx , se obtiene 

- 7 - ~ /'(*) si dx * 0 
dx 

Esta ecuacion expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Re- 

cuerde que cuando se introdujo la notaciAn en la secciAn 2.1, se remarcA 

dx 

que dy y dx no se les habfa dado un significado independiente en ese 
momento. 


► EJEMPLO 4 Dada y = 4x 2 - 3x 4 - 1, encuentre Ay, dy y 
Ay - dy para (a) cualesquiera x y Ax; (b) x - 2, Ax = 0.1; (c) x = 2, 
Ax = 0.01; (d)x = 2, Ax = 0.001. 

Solution 

(a) Comoy = 4x 2 - 3x + l,sea 
/(x) = 4x 2 - 3x + 1 
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Entonces 

Ay = /(* + Ajt) - f(x) 

= 4 (. x + Ax) 2 - 3(x + Ax) + 1 - (4x 2 - 3x + 1) 

= 4x 2 + 8xAx + 4(Ax) 2 - 3x - 3 Ax + 1 - 4x 2 + 3x - 1 

= (8x - 3) Ax + 4 (Ajc) 2 

De (11), 

dy = f\x) dx 

= (8x - 3) dx 

= (8* - 3) A* 

A si, 

Ay - dy = 4(Ajc) 2 

Los resultados para los incisos (b), (c) y (d) se dan en la tabla 4. 


Tabla 4 



X 

A* 

Ay 

dy 

Ay - dy 

(b) 

2 

0.1 

1.34 

1.3 

0.04 

(c) 

2 

0.01 

0.1304 

0.13 

0.0001 

(d) 

2 

0.001 

0.013004 

0.013 

0.000004 


Observe de la tabla 4 que cuanto mas cerca se encuentre Ax de cero, la 
diferencia entre Ay y dy sera menor. Ademas, note que para cada valor de Ajc, 
el valor correspondiente de Ay - dy es menor que el de Ax. De modo mas 
general, dy es una aproximacion de Ay cuando Ax es pequeno, y la aproxi- 
macidn es mas exacta que el valor dd Ax. 

Para un valor fijo de x, por decir x 0 , 

dy = IXxq) dx 

esto es, dy es una funcion lineal de dx\ en consecuencia, dy es usualmente 
m&s facil de calcular que Ay, como se vio en el ejemplo 4. Puesto que 

/(x 0 + Ax) - /(x 0 ) = Ay 
entonces 

/(x 0 + Ax) = /(x 0 ) + Ay 
Asf 

/(x 0 + Ax) « /(x 0 ) + dy 

En la figura 14 se ilustra este resultado, donde la ecuacion de la curva es 
y - fix). La recta PT es tangente a la curva en el punto P(x 0 ,/(x 0 )); Ax y dx 
son iguales y estdn representados por la distancia dirigida PM, donde M es 


y 



FIGURA 14 
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el punto (x 0 + Ax, f(x 0 )). Sean Q el punto (x 0 + Ax, f(x 0 + Ax)) y Ay 
la distancia dirigida MQ. La pendiente de PT es f\x) = dy/dx . Tambien, la 
pendiente de PT es MRjPM , y como PM - dx, se tiene que dy = MR y 
RQ - Ay - dy. Observe que cuanto mds pequeno es el valor de dx (es 
decir, cuanto mas cerca este el punto Q del punto P), menor sera el valor de 
y - dy (es decir, menor sera la longitud del segmento de recta RQ). 

Una ecuacion de la recta PT es 

y = /(*o) + fX* o)(x - xq) 

y la ordenada de R es /(xq) + dy. Observe que cuando/(jto + Ajc) se apro- 
xima mediante f(x 0 ) + dy, se esta aproximando la ordenada del punto Q de 
la curva mediante la ordenada del punto R de la recta tangente. De modo 
que, utlizar diferenciales para estimar valores de funcion es esencialmente el 
mismo proceso que la aproximacion lineal; s61o la notacion es diferente. 



FIGURA 15 


► EJEMPLO 5 Utilice diferenciales para aproximar el volumen 
de un cascaron esferico cuyo radio intemo mide 4 pulg y cuyo espesor es de 

£p u 1 s- 

Solucion Se considera el volumen de un cascaron esf6rico como un 
incremento del volumen de una esfera. Consulte la figura 15. Sean r pulgadas 
el radio de la esfera, V pulgadas cubicas el volumen de la esfera y AV pul- 
gadas cubicas el volumen del cascaron esferico. Entonces 

V ~ ~ TTr 3 y dV = 4 nr 1 dr 
Si se sustituye r por 4 y dr por A. en la ultima ecuacion, se tiene 

to 

dV = 4tt(4) 2 -1 
16 

= 4 K 


Por tan to, AV * 4 k. 


Conclusion: El volumen aproximado del cascaron esferico es de 

4k pulg 3 ^ 



x 


FIGURA 16 


► EJEMPLO 6 Un contenedor cerrado de forma cubica y cuyo 
volumen es de 1000 pulg 3 , se construye utilizando seis cuadrados iguales de 
material que cuesta 20 centavos por pulgada cuadrada. Aproximadamente, 
^cuanto debe medir el lado de cada cuadrado de modo que el costo total del 
material tenga una variacidn dentro de un margen de $3.00? 

Solucion La figura 16 muestra el cubo donde x pulgadas es la longitud 
de los lados de los cuadrados y, en consecuencia, la longitud de las aristas del 
cubo. Sean C dolares el costo total del material. Como el drea total de los seis 
cuadrados es 6x 2 pulgadas cuadradas, y el costo del material es de $0.20 por 
pulgada cuadrada, entonces 

C = 0.20(6jc 2 ) 

C = 1.2.x 2 (12) 

Para que el volumen de un cubo sea de 1000 pulg 3 , x 3 = 1000, debe tenerse 
que jc = 10. Cuando x — 10, se obtiene de (12), C = 120. Asi, el costo del 
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material sera exactamente $120 si las longitudes de los lados de los cuadra- 
dos miden 10 pulg. Como el costo del material es correcto cuando este den- 
tro de un margen de $3.00, se desea determinar | Ax | tal que | AC | < 3. Se 
utilizara la diferencial dC para aproximar AC. De (12), se tiene 

dC = 2Axdx 
AC * 2.4xAx 

Conx = 10, 

| AC | = 24 1 A* | 

Como se desea que | AC [ < 3, se determinara cuando 24 j A.v | < 3: 

24 | Ajc | < 3 

l A -*i ^ £ 

| Ajc | ^ 0.125 

Conclusion: Las medidas de los lados de los cuadrados deben estar den- 

tro de un margen de 0.125 pulg a fin de que el costo total del material este 
dentro de un margen de $3,00. ^ 


En la section 2.4 se demostraron los teoremas para calcular derivadas 
de funciones algebraicas. Ahora se enunciaran estos teoremas con la nota- 
tion de Liebniz, y junto con la derivada se presentara la formula para la 
diferencial. En estas formulas, u y v son funciones de x , y se sobreentiende 

que las formulas se cumplen considerando que — ■ y existen. Cuando 

aparezca c, considered como constante. 


1 

II 

■■ 0 



V 

d(c) = 

= 0 



11 

dix") 

dx 

= ■ 

xn n ~ l 


ir 

d{x») 


1 dx 


][[ 

d(c u) 
dx 

- 

c lr 

dx 


tit 

d(cu ) 

- cdu 



IV 

d(u + 
dx 

v) 

= + 
dx 

dv 

dx 

IV' 

d(u + 

v) = du + 

dv 

V 

d(uv) 

dx 

= 

dv 

U=f- + V 

dx 

du 

dx 

V J 

d(uv ) 

- u dv 

+ V 

du 

VI 

*(?) 


dx dx 

vr 


v du - 

u dv 

dx 


V 2 




V 2 


vu 

d(u n ) 

dx 

= 

dx 


vn* 


= mT~ 

1 du 



La operation de diferenciacion se extiende de modo que incluya los 
procesos para calcular la diferencial asi como la derivada. Si y - /(x), dy 
puede obtenerse al aplicar las formulas I- VIP o calculando f'(x) y multipli- 
candola por dx. 



286 CAPITULO 3 COMPORT AMIENTO PE LAS FUNCIONES Y PE SUS GRAFICAS, 


l ••• 


EJERCICIOS 3.10 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el metodo de Newton para deter- 
minar la raiz real de la ecuacion con cuatro cifras decimales. 

1. x 3 - 4x 2 - 2 = 0 2. 6x 3 + 9x + 1 = 0 

3. x 5 - x + I = 0 4 . x 5 + x - 1 = 0 

En los ejercicios 5 a 10, emplee el metodo de Newton para 
calcular, con aproximacion de milesimos, el valor aproximado 
de la raiz indicada. 

5. x 3 - 4x - 8 = 0; la raiz positiva 

6. jt 3 -2jt + 7 = 0;la raiz negativa 

7. jc 4 - 10jc + 5 = 0; la menor raiz positiva 

8. jc 4 - 10jc + 5 = 0; la mayor raiz positiva 

9. 2x 4 - 2x 3 + x 2 + 3x - 4 = 0; la raiz negativa 

10. jc 4 + Jt 3 - 3x 2 - x - 4 = 0; la raiz positiva 

En los ejercicios 1 1 a 14, use el metodo de Newton para obte- 
ner el valor del radical con cinco cifras decimales 

11. V3 resolviendo la ecuacion x 2 -3 = 0 

12. '/TO resolviendo la ecuacidn x 2 - 10 = 0 

13. y~6 resolviendo la ecuacion jc 3 -6 = 0 

14. yi resolviendo la ecuacion jc 3 -7 = 0 

En los ejercicios 15 a 18, aplique el metodo de Newton para 
determinar con cuatro cifras decimales la coordenada x del 
punto de interseccion del primer cuadrante de las grdficas de 
las dos ecuaciones. 

15. y = jc;y = cosjc 16. y = Ijc;y = senjc 

17. y = jc 2 ; y — senjc 18. y = jr^y = cosjc 

En los ejercicios 19 a 24, haga lo siguiehte para la funcionf: 
(a) obtenga la aproximacion lineal def(x) en x = 1; (b) apoye 
la respuesta del inciso (a) graficamente; (c) compare los va- 
lores def(x) calculados a partir de la aproximacidn lineal en el 
inciso (a) con los valores de funcion obtenidos a partir de las 
ecuaciones dadas cuandoxes igual a 0.9, 0.99, 1, 1.01 y 1.1. 

19. fix) = x 2 20. fix) = * 3 

21. fix) = 2 -fx 22. f(x) = 

X 

23. /( jc) = cosjc 24. /(jc) = senjc 

En los ejercicios 25 a 28, (a) determine dy y Ay para los va- 
lores de x y Ax. (b) Dibuje la grafica y los segmentos de recta 
indicados cuyas longitudes son dy y Ay. 

25. y = jc 2 ; jc = 2 y A* = 0.5 

26. y = jc 3 ; jc = 2 y Ajc = 0.5 

27. y = Ifx ; jc = 8 y Ajc = 1 

28. y = V* ; x = 4 y Ajc = 1 

En los ejercicios 29 a 34, calcule (a) Ay; (b) dy; (c) Ay - dy. 

29. y = jc 2 - 3jc; jc = 2; Ajc = 0.03 

30. y = jc 2 - 3jc; jc = -1 ; Ajc = 0.02 

31. y = — ; jc = -2; Ajc = -0.1 

JC 


32. v = -\x = 3;Ax = -0.2 

JC 

33. y = jc 3 + 1 ; jc = 1; Ajc = - 0.5 

34. y = jc 3 + 1 ; jc = — 1; Ajc = 0.1 

En los ejercicios 35 a 42, calcule dy. 

35. y = Qx 2 - 2x + l) 3 36. >> = — 

JC 2 + 2- 

37. y = xf-fTx + 3 38. y = a/4 - x 2 

39. V = 2 + cos x 

2 - sen jc 

40. y = jc 2 sen — - jc cos — 

JC JC 

41. y = tan 2 jc sec 2 jc 42. y = cot 2x csc 2jc 

43. La medida de la arista de un cubo mide 15 cm con un error 
posible de 0.01 cm. Emplee diferenciales para determinar 
el error aproximado al calcular a partir de esta medida: 
(a) el volumen; (b) el area de una de las caras. 

44. Una caja metalica en forma de cubo tiene un volumen 
interior de 1000 cm 3 . Las seis caras seran de metal de j cm 
de espesor. Si el costo del metal que se empleara es de 
$0.20 por centfmetro ctibico, utilice diferenciales para de- 
terminar el costo aproximado del metal utilizado en la 
construccion de la caja. 

45. Un tanque cilfndrico abierto tendril un revestimiento de 
2 cm de espesor. Sj el radio interior es de 6 m y la altura 
es de 10 m, obtenga mediante diferenciales la cantidad 
aproximada de material de revestimiento que se empleara. 

46. El tallo de un hongo es de forma cilindrica, y un tallo de 
2 cm de altura y r centfmetros de radio tiene un volumen 
de V centimetros cubicos, donde V = 2 nr 2 . Use dife- 
reneiales para calcular el incremento aproximado del volu- 
men del tallo cuando el radio aumenta de 0.4 cm a 0.5 cm. 

47. Una quemadura de forma circular en la piel de una perso- 
na es tal que si r centfmetros es la longitud del radio y A 
centfmetros cuadrados es el area de la quemadura, en- 
tonces A = nr 2 . Utilice diferenciales para detefminar la 
disminucion aproximada del area de la quemadura cuando 
ef radio disminuye de 1 cm a 0.8 cm. 

48. Cierta bacteria de forma esferica es tal que si r micras es 
la longitud del radio y V micras cubicas es su volumen, 
entonces V = | ^r 3 . Emplee diferenciales para determi- 
nar el inCremento aproximado del volumen de la bacteria 
cuando el radio aumenta de 2.2 pm a 2.3 pm. 

49. Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esferica 

de modo que si r centfmetros es la medida del radio y V 
centfmetros cubicos es el volumen del tumor, entonces 
V = Utilice diferenciales para determinar el in- 

cremento aproximado del volumen del tumor cuando el 
radio aumenta de 1.5 cm a 1 .6 cm. 

50. * Si t segundos es el tiempo para una oscilacion completa 

de un pendulo simple de l pies de longitud, entonces 
4 tt 2 / = gt 2 , donde g = 32.2. Un reloj que tiene un 
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pendulo de 1 pie se adelanta 5 minutos cada dfa. Determi- 
ne la cantidad aproximada que debe alargarse efpdndulo 
para corregir la inexactitud. 

51. La medida de la resistencia etectrica de un alambre es 
proporcional a la medida de su longitud e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de la medida de su diimetro. 
Suponga que la resistencia de un alambre de longitud dada 
se calcula a partir de la medicidn del diimetro con un error 
posible del 2%. Determine el error porcentual posible del 
valor calculado de la resistencia. 


Vea la figura adjunta. Si T segundos es el tiempo para que 
la cinta se desenrolle completamente, entonces 

T - J¥™-‘ 

Demuestre que 

dT _ d9 
T 2 tan 9 


52. Un contratista acuerda pintar los dos lados de 1000 se- 
nates circulares, cada una de 3 m de radio, Al recibir las 
senates, se descubrid que dstas son 1 cm m£s grandes. Use 
diferenciales para determinar el incremento porcentual 
aproximado de pintura que se necesitard. 

53. Si el error posible en la medicidn del volumen de un gas 
es de 0.1 pie 3 4 5 y el error permitido en la presidn es de 

0.00 1C lb/pie 1 2 , determine el tamano del recipiente mds 
pequeflo para el cual se cumple la ley de Boyle (ejercicio 
23 de la seccidn 2.10). 

54. Para la ley adiabdtica de la expansion del aire (ejercicio 24 
de la seccidn 2.10), demuestre que 



55. Demuestre que si la ley de Boyle se cumple, entonces 

dP_ _ _dV 
P V 



57. Las ecuaciones de la forma tan x + ax = 0 surgen en 
problemas de conduccidn de cal or. Las rafces positivas de 

la ecuacion en orden creciente son a h c^, Si 

a = 1 , determine ct] y Oj con cuatro ciffas decimales. 

58. Siga las instrucciones del ejercicio 57 considerando 

a = -2. 

En los ejercicios 59 y 60, obtenga una aproximacion para n 
con cinco cifras decimales utilizando el metodo de Newton 
para resolver la ecuacion. 


56. Un rollo de cinta flexible de L pies de longitud, fijada en 
la parte superior de una tabla inclinada que forma un dngu- 
lo 6 con la horizontal, se deja rodar por la tabla. 


59. tan x = 0 60. cos x + 1 = 0 

61. Explique cdmo se utiliza el concepto de diferencial para 
aproximar valores de funcidn. 


REVISION DEL CAPITULO 3 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISldN DEL CAPITULO 3 


1. Explique la diferencia entre extremo relativo y extremo 
absoluto de una funcidn. 

2. Invente un ejemplo de una funcion/que tenga un extremo 
relativo en el punto P{c,f(c)) y para la cual se cumplen las 
condiciones siguientes: 

(a) La recta tangente a la grafica de/en P es horizontal; 

(b) La recta tangente a la grafica de/en P es vertical; 

(c) La grdfica de/no tiene recta tangente en P. 

3. Enuncie el teorema del valor extremo. 

4. Describa cdmo determinarfa los extremos absolutos de 
una funcidn que satisface las condiciones del teorema del 
valor extremo. 

5. Invente un ejemplo de una funcidn que satisfaga las condi- 
ciones del teorema del valor extremo y que tenga la pro- 
piedad indicada: 

(a) la funcidn no tiene numeros criticos; 

(b) sdlo un extremo absoluto ocurre en un numero crftico; 


(c) los dos extremos absolutos ocurren en numeros criticos; 

(d) la funcidn tiene exactamente dos numeros priticos pero 
ningun extremo absoluto ocurre en los numeros criticos. 

6. Invente un ejemplo de una funcidn que satisfaga las con- 
diciones del teorema del valor extremo y para la cual el 
valor mfnimo absoluto ocurra en un numero crftico c don- 
de/'(c) no exista y 

(a) la grdfica de / no tenga recta tangente en el punto 
(c,/(c)); 

(b) la gritfica de/ tenga una recta tangente vertical en el 
punto (c, /(c)). 

7. i,Qud directrices deben seguirse cuando se definen las va- 
riables empleadas para obtener una funcidn como modelo 
matematico de un problema verbal? 

8. i,Por qud deb establecerse el dominio de la funcidn que 
utiliza como ;.iodelo matematico para resolver un proble- 
ma verbal? 
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9. A fin de aplicar el teorema del valor extremo para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto, ^que 
condiciones debe satisfacer la funcibn que se utiliza como 
modelo matematico? 

10. Bosqueje el procedimiento que utilizaria para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto en un 
intervalo cerrado. 

11. Enuncie y proporcione la interpretacion geometrica del 
teorema de Rolle. 

12. Enuncie y proporcione la interpretacibn geombtrica del 
teorema del valor medio. 

13. Explique por que el teorema de Rolle es un caso especial 
del teorema del valor medio. 

14. Tanto en el teorema de Rolle como en el teorema del valor 
medio se requiere que la funcibn / sea continua en el in- 
tervalo cerrado [a, b], pero diferenciable solo en el inter- 
valo abierto ( a , b). Explique por que los teoremas son 
validos cuando f\a),f\b) o ambos no existen. 

15. ^Por que es mas importante la existencia del numero c, 
garantizado por la conclusion del teorema del valor medio, 
que el valor real del numero c? En su respuesta enuncie 
situaciones en las que solo la existencia de c importa y no 
su valor. 

16. lnvente un ejemplo de una funcion que satisfaga las hipo- 
tesis del teorema del valor medio pero para la cual no se 
pueda determinar el valor exacto del numero c garantizado 
por la conclusion. 

17. Defina: la funcion /es creciente en un intervalo. ^Cbmo 
se determinaria analiticamente que / es creciente en el 
intervalo cerrado [a, b]l 

18. Defina: la funcion /es decreciente en un intervalo. <?Cdmo 
se determinaria analiticamente que / es decreciente en el 
intervalo cerrado [ a , b]1 

19. Enuncie el criterio de la primera derivada para extremos 
relativos. 

20. ^Cbmo determinaria analiticamente los extremos relativos 
de una funcion? 

21. lnvente un ejemplo de una funcion diferenciable que ten- 
ga exactamente dos extremos relativos. Dibuje la gr£fica 
de la funcibn. 

22. lnvente un ejemplo de una funcion diferenciable y 
no lineal que^no tenga extremos relativos. Dibuje la gr&fica 
de la funcion. 

23. lnvente un ejemplo de una funcibn continua que sea dife- 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mlnimo relativo en eborigen, y cuya grdfica no tenga 
recta tangente en el origen. Dibuje la grafica de la funcibn. 

24. lnvente un ejemplo de una funcibn continua que sea dife- 
renciable en todo punto excepto en el origen, que tenga un 
valor mlnimo relativo en el origen, y cuya grafica tenga 
una recta tangente en el origen. Dibuje la grafica de la 
funcibn. 


25. lnvente un ejemplo de una funcibn continua / que sea 
diferenciable en todo punto excepto en el origen, y tal que 
/no tenga un extremo relativo en el origen. Dibuje la gra- 
fica de la funcibn. 

26. Defina: la grafica de la funcibn /es concava hacia arriba 
en el punto (c, /(c)). ^Como determinaria analiticamente 
que la grafica de una funcibn es concava hacia arriba en un 
punto particular? 

27. Defina: la grafica de la funcibn /es concava hacia abajo 
en el punto (c, /(c)). ^Como determinaria analiticamente 
que la grafica de una funcibn es cbncava hacia abajo en un 
punto particular? 

28. Defina: el punto (c,/(c)) es un punto de inflexion de la gra- 
fica de la funcibn /. ^Cbmo determinaria analiticamente 
los puntos de inflexibn de la grafica de una funcibn? 

29. Dibuje la grbfica de una funcibn /para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexibn en (c,/(c)) donde/"((c) = 0, 
/'(c) = 1 ,/"(*) > 0 si x < c, y f”(x) < Osi* > c. 

30. Dibuje la grafica de una funcibn / para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexibn en (c, /(c)) donde /"(c) = 0, 
/'(c) = 0,/"(x) < Osix < c, y fix) > 0 si x > c. 

31. Dibuje la grafica de una funcibn /para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexibn en (c, /(c)) donde /’(c) no 
exista, /''(*) > Osi* < c, y/"(jr) < Osi* > c. 

32. Enuncie el criterio de la segunda derivada para extremos 
relativos. 

33. ^Cuando es mas facil aplicar el criterio de la segunda 
derivada? ^Cuando es mas facil aplicar el criterio de la 
primera derivada? ^Pueden aplicarse siempre estos crite- 
rio s? Explique su respuesta. 

34. lnvente un ejemplo y dibuje la grafica de una funcibn / 
para la cual/(0),/'(0) y/"(0) son iguales a 0, donde 

(a) / tiene un valor mlnimo relativo en 0; 

(b) /tiene un valor maximo relativo en 0; 

(c) /no tiene extremo relativo en 0. 

35. Defina precisamente, utilizando la notacion €-N , cada 
uno de los siguientes limites: (a) lim fix) — L\ 

(b) lim f{x) = L. Enuncie en palabras lo que cada una 

X— >-oo 

de estas definiciones significa sin emplear la notacibn 
€-N ni las palabras limite, se aproxima a , infinito , crece 
sin limite o decrece sin limite. 

36. £,Como se evalua el limite de una funcibn racional cuando 
x crece o decrece sin limite? 

37. lnvente un ejemplo de una funcibn /que ilustre cada uno 
de los siguientes limites: (a) lim f(x) = 1 ; 

(b) lim f(x) - 5; (c) lim fix) = -2; 

(d) lim fix) - 0; (e) lim fix) = + oo ; 

X — >-oo j—^ + oa 

(f) lim fix) = -oo; 

X— > +oo 

38. ^Defina: asintota horizontal de la grafica de una funcibn. 

39. ^Cbmo pueden determinarse las asintotas horizontales de 
la grafica de una funcibn? 

40. lnvente un ejemplo de una funcibn cuya grafica tenga la 
recta x = 5 como una asintota vertical y la recta 
y = -4 como una asintota horizontal. 
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41. Si la recta x = c es una asfntota vertical de la grbfica de la 
derivada de la funcibn/ ^cudles son las posibilidades del 
comportamiento de la grafica de / en el punto (c, /(c))? 
iQu e informacibn adicional, obtenida a partir de la grbfica 
de la derivada de /, garantizara un comportamiento espe- 
cffico de la grbfica de/ en (c,/(c))? 

42. Si la gr&fica de la derivada de una funcibn / revela que/ 
tiene un extremo relativo en c, Rubles son las posibilidades 
del comportamiento de la grbfica de / en el punto (c,/(c))? 
<^Qub informacibn adicional, obtenida a partir de la grbfica 
de la derivada de / garantizarb un comportamiento espe- 
cffico de la grbfica de/ en (c,/(c))? 

43. ^Qufe es una asintota oblicua de la grbfica de una funcibn? 

44. ^Cuando la grbfica de una funcibn racional tiene una 
asfntota oblicua y cbmo se determina la ecuacibn de 
la asfntota? 

45. Elabore un resumen de los pasos que deben seguirse para 
dibujar la grbfica de la funcibn /definida por la ecuacion 

y = /to- 

46. Enuncie un teorema diferente del teorema del extremo ab- 
solute que garantice que un extremo relativo de una funcibn 
en un intervalo es un extremo absolute de la funcibn en el 
intervalo. Cuando resuelve un problema que involucra ex- 
tremos absolutes, ^en que condiciones emplearfa el teore- 
ma enunciado en lugar del teorema del extremo absolute? 


47. (a) Invente un ejemplo de una funcibn para la cual pueda 
aplicarse el teorema enunciado en el ejercicio anterior para 
determinar un extremo absolute, de modo que no pueda 
aplicbrsele el teorema del valor extremo. (b) Invente un 
ejemplo de una funcibn para la cual se puede aplicar el 
teorema del ejercicio anterior o el teorema del valor extre- 
mo para determinar un extremo absolute en un intervalo. 

48. ^Cbmo se aplicarfa el metodo de Newton para determinar 
los ceros de una funcibn? En su respuesta enuncie la fbr- 
mula para determinar x n+1 a partir de x n . 

49. ^Cbrno se estiman los valores de funci6n mediante la 
aproximaci6n lineal? ^Qufe condicibn (o condiciones) debe 
satisfacer la funcibn / en el numero x 0 para estimar /(x 0 ) 
mediante aproximaci6n lineal? 

50. Si y = /(x), defina las differencials dy y dx. 

51. ^Cbmo estan relacionados la diferencial dx y el incre- 
mento Ax? ^Cbmo estan relacionados la diferencial dy y 
el incremento Ay? 

52. i,Por qufe la derivada de una funcibn puede eXpresarse 
como el cociente de dos diferenciales? 

53. <,Para qufe funcibn son iguales las diferenciales de las va- 
riables independiente y dependiente? Muestre esta igual- 
dad geomfetricamente en una figura que contenga la grbfica 
de la funcibn. 


► EJERCtCIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 3 


En los ejercicios 1 a 10, (a) dibuje la grdfica de lafuncidn en el 
intervalo indicado. (b) Encuentre los extremes absolutos de la 
funcion en el intervalo , si existe alguno, y determine los valores 
de x para los cuales ocurren los extremes absolutos. 

1. m = 

2. fix) = 

3. fix) = 

4. fix) = 

5. fix) = 

6. fix) = 

7. fix) = 

8. fix) = 

9. fix) = 

10. fix) = 

En los ejercicios 11 a 14, (i) estime en la graficadora los extre- 
mes absolutos de lafuncidn en el intervalo indicado. (ii) Con- 
firme las respuestas anah'ticamente. 

11. (a) fix ) = x 4 - I2x 2 + 36; [-2, 3] 

(b) f(x) = x 4 - I2x 2 + 36; [-4, 2] 


V5 + x ; [-5, +oo) 
V4 - x 2 ; (-2, 2) 

1 9 - jc 2 | ; [-2, 4] 
2 |:[-I,5] 

; [0,4] 

; [1, 3] 


|9 - x 
3 

X - 
8 


3 - x 


2 sen 3 jc; [-iff, | ft] 
4 cos 2 2x; [0, | k] 


lx + 3 
x 2 + 4 

si 2 < x < I r 2 2 ] 
si 1 ^ x < 2 

9 - x 2 
5x - 15 

si -3 < x < 3. £_ 3 ^ 
si 3 < x ^ 5 


12. (a) f(x) = x s - 9x 2 + 5; [-1, 2] 

(b) f(x) = j: 5 - 9x 2 + 5; [-2, 1] 

13. fix) = senx + cosx; [-1, I] 

14. f(x) = 2cosx + x; [-1, 3] 

En los ejercicios 15 y 16, verifique que las tres condiciones de 
la hipdtesis del teorema de Rolle son satisfechas por lafuncidn 
en el intervalo indicado. Despues encuentre un valor adecua - 
do para c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle . 
Apoye grdficamente la eleccion de c trazando en el mismo 
rectdngulo de inspeccion las graficas defy de la recta tangen - 
te horizontal en (c, /(c)). 

15. fix) = x 3 - x 2 - 4x + 4; [-2, 1] 

16. fix) - 2 sen 3x; [0, ^ k] 

En los ejercicios 17 a 20, verifique que la hipdtesis del teo- 
rema del valor medio es satisfecha por lafuncidn en el intervalo 
indicado [a, b]. Despues encuentre un valor adecuado para c 
que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio. Apoye 
la eleccion de c trazando en el mismo rectdngulo de inspec- 
cion la grdfica de f ear el intervalo cerrado [a, b], la recta tan- 
gente en (c, fic)),y ia recta secante que pasa por los puntos 
ia , fid)) y ib, fib)) y mostrando que las rectos tangente y se- 
cante son paralelas. 

17. /(*) = V3 - Jr ; [— 6, — 1 ] 

18. f(x) = j 2 ; [-2, 2] - 

19. fix) = 4 cos -t; | i K. 1ft] 

20. fix) = 3 sen i.t; [0, n\ 
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21. (a) Si / es una funcion polinomial y f(a ), f(Jb ), f’(a ) y 

f\b) son cero, utilice el teorema de Rolle para demos- 
trar que existen al menos dos numeros en el intervalo 
abierto (a, b) que son raices de la ecuacion/"(jc) = 0. 

(b) Demuestre que la funcion definida por 
fix) = (x 2 - 4) 2 

satisface el inciso ( a ) si el intervalo ( a , b) es (-2, 2). 

22. Si/es la funcibn definida por/(jc) = | 2x - 4 | - 6, en- 
tonces/(-l) = 0 y/(5) = 0. Sin embargo, /'(jc) nunca es 
cero. Muestre por qu 6 el teorema de Rolle no se aplica. 

Para las funciones de los ejercicios 23 y 24, no existe ningun 
numero c en el intervalo abierto (a, b) que satisfaga la con- 
clusidn del teorema del valor medio. En cada ejercicio, deter- 
mine que condicion de la hipotesis del teorema del valor 
medio no se cumple. Dibuje la grdfica defy la recta que pasa 
por los puntos (a, f(a)) y (b, f{b)). 


grafica es concava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo. 
Confirme las estimaciones anaUticamente. 

37. La funcibn del ejercicio 25 

38. La funcibn del ejercicio 26 

39. La funcibn del ejercicio 27 

40. La funcibn del ejercicio 28 

41. La funcibn del ejercicio 29 

42. La funcibn del ejercicio 30 

43. La funcibn del ejercicio 31 

44. La funcibn del ejercicio 32 

En los ejercicios 45 y 46, dibuje una porcion de la grdfica de 
una funcion f que pase por el punto donde x = cy que satisfa- 
ga las condiciones dadas. Suponga que fes continua en algun 
intervalo abierto que contiene a c. 


23. f(x) = 4 * 2 si x < 1 ; a = 0, b = 3 

[6 - 3jc si 1 ^ x 

24. /( x) = 2(jc - 2) 2/3 ; a = -6,b = 3 

En los ejercicios 25 a 32, (a) trace la grdfica; determine a par- 
tir de la grdfica (b) los extremos relativos de f (c) los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos 
en los que fes creciente, y (e) los intervalos en los que fes de - 
creciente. Confirme anaUticamente la informacion obteni- 
da grdficamente. 

25. fix) = x 3 + 3x 2 - 4 

26. /( x) = x 3 + 2x 2 + x - 5 

27. fix) = (x - 3f 13 + 1 

28. fix) = (x + 2) 4 ' 3 - 3 

29. f(x) = x - tan x; x G (- ^ it, ^ n) 

30. fix) = sen 2x - cos lx\ x e [ - 3 tt. 3 n\ 

31. fix) = ix + l) 2/3 (x - 3) 2 

32. fix) = x V 25 - x 2 

En los ejercicios 33 a 36, haga lo siguiente: (a) determine los 
extremos relativos def;(b) obtenga los valores de x en los que 
ocurren los extremos relativos; (c) los intervalos en los que fes 
creciente, (d) los intervalos en los que fes decreciente; (e) halle 
los puntos de inflexion de la grdfica de f; (f) determine en don - 
de la grdfica de f es concava hacia arriba; (g) determine en 
ddnde la grdfica de f es concava hacia abajo. Dibuje la grdfi- 
ca de la funcion a partirde las respuestas de los incisos (a)-(g). 

33. fix) = (x - 4) 2 (x + 2) 3 

34. fix) = ix - l) 3 (x - 3) 


35. fix) = 


_ X)3 si JC £ 1 
}(JC - l) 3 si 1 < X 


36. fix) = 


lx 3 - 3jc si x < 2 
[6 - x 2 si 2 < jc 


45. (a) /'(jc) > 0 si jc < c;/'( jc) < 0 si jc > c; 

/"(jc) < Osijc < c;/"( jc) < Osijc > c; 

(b) /'(jc) < Osijc < c;/'( jc) > 0 si jc > c; 

/"(jc) < 0 si jc < c;/"( jc) < 0 si jc > c; 

(c) /'(jc) > 0 si jc < c;/'( jc) < Osijc > c; 

/"(jc) < 0 si jc < c;/”( jc) > 0 si jc > c; 

(d) /'(c) = 0,/"(c) = 0;/'(jc) < 0;sijc < c; 

/'(jc) < Osijc > c;/"( jc) > Osijc < c; 

/"(jc) < Osijc > c 

46. (a) /'(c) = -2;/"(c) = 0 ;/"(jc) < Osijc < c; 

/"(jc) > Osijc > c 

(b) /'(c) no existe; /"(jc) > Osijc < c;/"( jc) > 0 
si jc > c; 

(c) /'(jc) < Osijc < c;/'(jc) > Osijc > c; 

/"(jc) > 0 si jc < c;/"( jc) < Osijc > c; 

(d) lim /'(jc) =1; lim /'(jc) = +oo; f'(x) > 0 

x— >c - x—>c + 

six < c;/"( jc) < Osijc > c 

En los ejercicios 47 y 48, dibuje una porcidn de la grdfica de 
una funcion f que pase por los puntos (a, f{a)), (b, fib)), (c,/(c)) 
y (d, f(d)) y que satisfaga las condiciones dadas. Tambiin dibu- 
je un segmento de la recta tangente en cada uno de estos pun- 
tos, en caso de que exista la recta tangente. Suponga que 
a<b<c<dy que f es continua en algun intervalo abierto 
que contiene aayd. 

47. (a) f\a) = 0 \f\b) - -1; /'(c) no existe; 

f\d) = 0;/"(jc) < Osijc < b\ 

/"(jc) > 0 si b < x < c;/"(jc) < 0 si jc > c 
(b) f\a) > 0 ;/"(a) = 0 ;/'(*) = 1 ;/"(*) = 0; 

/'(c) = 0;f(d) no existe; /"(jc) < 0 
si jc < a;/"( jc) > 0 si a < x < b\ 

/"(jc) < 0 si b < jc < d\f\ jc) > 0 si jc > d 

48. (a) f{a) = 0 ;f(b) = -l ;/"(£) = 0;/'(c) = 0; 

/"(c) = Q-JXd) = -1 ;/V) - 0;/"(jc) < 0 

si jc < &;/"(j c) > 0si£ < jc < c; 

/"(jc) < Osic < JC < d\f’X jc) > Osijc > d 
(b) fXo) no existe; /'(£) = 0;/'(c) = 2; 

/"(c) =0;/'(d) = 0;/”(jc) < Osix < a\ 

/"(jc) > 0 si cz < jc < c;/"( jc) < Osijc > c 


En los ejercicios 37 a 44, estime en la graficadora los puntos 
de inflexidn de la grdfica de la funcion dada y en ddnde la 
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En los ejercicios 49 a 52, la figura adjunta muestra la grdfica 
de la derivada de una funcidnf cuyo dominio es el conjunto de 
todos los numeros reales y la cual es continua en todo numero. 
A partir de la grafica determine la siguiente info rmac ion e 
incorpdrela en una tabla seniejante a las tablas de la seccion 
3.6 : (i) los intervalos en los quefes creciente, (ii) los intervalos 
en los quefes decreciente; (iii) los extremos relativos de f; (iv) 
donde la grdfica defes concava hacia arriba; (v) donde la gra- 
fica defes concava hacia abajo ; ( vi) los puntos de inflexion de 
la grdfica def Dibuje la grdfica de una funcion fque tenga las 
propiedades de la tabla si los unicos ceros def son los indicados . 

49. Los ceros de / son - 4 y 0. 


y 



50. Los ceros de / son 3 y 5. 



52. El cero de/es-1. 





En los ejercicios 53 a 56, en la figura adjunta se muestra la 
grdfica de la funcion fy segmentos de tangentes horizontales y 
de inflexion. Determine la siguiente informacion a partir de la 
figura e incorpdrela en una tabla similar a las tablas de la sec- 
cion 3.6: ( i ) los intervalos en los que f es creciente, (ii) los 
intervalos en los que f es decreciente ; (iii) los extremos rela- 
tivos de f; (iv) donde la grdfica de fes concava hacia arriba; (v) 
donde la grdfica de f es concava hacia abajo; (vi) los puntos 
de inflexion de la grdfica de f A partir de la tabla, dibuje 
graficas posibles def'yf". 

53. 


y 


(-3,3) 

k 

' (3 5,2) 

/ ’ \ 


/ 

/ \ 

0 J 


t t 1 i 1 J 1 t" ^ 


J 2.5 3.5 V 


51. Los ceros de/ son 0 y 3 . 



54. 
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55. 



56. 


y 



En los ejercicios 57 a 60, determine el Umite y apoye la respues- 
ta grdficamente. 

57. lim — \ — - - 

x->+™ x z + 4 


58. 


59. 


lim 

x — >-« 


lim 


4x - 3 
5jc 2 - jt + I 

X 2 + 5 

2x - 4 


60. 


Hm 


' 8jc 3 + Jx - 2 
lx 2 + 3jc 2 +5 x ) 


En los ejercicios 61 y 62, realice lo siguiente : (a) trace la grd- 
fica de la funcion f y haga un proposicion acerca del com- 
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin Umite. 
(b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando lim f(x). 

x — > + 00 

61. f(x) = V* + 1 “ Vjc 

62. fix) = V x 2 + x - V* 2 + 4 

En los ejercicios 63 a 66, determine las asintotas de la grdfica 
de la funcion . Apoye los resultados trazando la grafica y las 
asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion. 


63. f(x) = 



64. f(x) = 


x 


x 2 - 1 


x 


2 


X 2 + 9 
x 


En los ejercicios 67 a 70, (a) trace la grafica de f 
NDER(/(jc), x) y NDER2(/(x), x) en rectangulos de inspec- 
cidn separados y estime lo siguiente : (i) los intervalos en los 
que f es creciente y en los que es decreciente; ( ii ) los extre- 
mos relativos def; (iii) donde la grdfica es concava hacia arri- 
ba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexion de la 
grdfica de f (b) Confirme las estimaciones del inciso (a) ana- 
liticamente e incorpore la informacidn en una tabla semejante 
a la tabla 4 de la seccidn 3.8. A partir de la informacidn de esta 
tabla dibuje la grdfica de f y comparela con la. grdfica de f 
trazada en el inciso (a). 

67. f{x) = 2* 4 + 5x } - 21jc 2 - 45* + 27 

68. fix) = 3* 4 + 8x 3 ,+ 3x 2 - 2x 

69. fix) = 61/7 - x 70. fix) = 2x l/3 + x 4/3 

71. Determine el valor m£ximo absoluto alcanzado por la 

funcidn / si/(x) = A sen kx + B cos kx, donde A, B y k 
son constantes positivas. 

72. Si f{x) = cue 3 + bx 2 , determine a y b de modo que la 
grafica de / tenga un punto de inflexion en el punto 
(2, 16). Apoye la respuesta grdficamente. 

73. Si fix) = ax 2 + foe 2 + cx , determine a, b y c de modo 
que la grafica de / tenga un punto de inflexion en el punto 
(1, -1) y que la pendiente de la tangente de inflexion en 
ese punto sea -3. Apoye la respuesta graficamente. 

x + 1 

74. Si fix) - + i , demuestre que la grafica de / tiene 

puntos de inflexion que son colineales. Apoye las respues- 
tas trazando la grdfica de / y la recta que contiene a los 
puntos de inflexi6n. 

75. Si fix) = x | x | , trace la grdfica de / y demuestre analfti- 
camente que el origen es un punto de inflexion. 

76. Sea fix) = x n , donde n es un numero entero positi vo. 

(a) Demuestre que la grafica de / tiene un punto de in- 
flexion en el origen si y s61o si n es impar y n > 1 . 

(b) Demuestre que si n es par, / tiene un valor mmimo 
relativo en 0. 

En los ejercicios 77 y 78, confirme analiticamente la estima- 
cion obtenida en la graficadora en el inciso (d) del ejercicio 
indicado de los ejercicios de repaso del capitulo 1. 

77. (a) Ejercicio 103; (b) Ejercicio 105 

78. (a) Ejercicio 104; (b) Ejercicio 106 

79. ^Cudntos artfculos debe producir cada semana el fabrican- 
te del ejercicio 57 de los ejercicios de repaso del capitulo 2, 
para maximizar las utilidades? 

80. Determine las dimensiones de una caja abierta, que tenga 
base cuadrada y un volumen de k pulgadas cubicas, que 
pueda construirse con la minima cantidad de material. 

81. Dos ciudades A y B obtendran su abastecimiento de agua 
de la misma estacion de bombeo, la cual se ubicar4 en la 
orilla de un rio recto a 15 km de la ciudad A y a 10 km de 
la ciudad B. Los puntos del rio mis cercanos a A y B estan 
separados 20 km, y A y B se encuentran en el mismo lado 
del rio. 


65. fix) = 


x - 3 


66. fix) = 
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(a) Utilice la graficadora para estimar donde debe ubi- 
carse la estacion de bombeo de modo que se emplee 
la menor cantidad de tubena. 

(b) Confirme la estimacion del inciso (a) analiticamente. 



82. Un fabricante ofrece entregar a un comerciante 300 sillas 
a $360 cada una, y reducir el precio por silla en $ 1 del pe- 
dido total por cada silla adicional que exceda a 300. 
Determine la cantidad total de dolares implicados en la 
transaction mas grande posible entre el fabricante y el 
comercianrte. Apoye la respuesta graficamente. 

83. En condiciones de monopolio (vea el ejercicio 19 de la 
secci6n 3.9) la demanda diaria de cierto articulo es de x 
unidades cuando el precio por unidad es p dolares y 
x 2 + p = 320. Si 20x dolares es el costo total por pro- 
duct x unidades, determine la maxima utilidad total diaria. 
Apoye la respuesta graficamente. 

84. Para construir un envase cerrado en forma de cilindro circu- 
lar recto que tenga un volumen de 27 pulg 3 , la tapa y la 
base se cortaran de trozos cuadrados de hojalata. 

(a) Utilice la graficadora para estimar el radio del envase 
si se emplea la cantidad minima de hojalata en su 
construction. lncluya la hojalata que se desecha al 
obtener la tapa y la base. 

(b) Confirme la estimacion del inciso (a) analiticamente y 
despues determine la altura que debe tener el envase. 

85. Si la demanda de un articulo particular es de lOOx uni- 
dades cuando el precio por unidad es de p dolares, enton- 
ces x 2 + p 2 = 36. Determine la utilidad total maxima. 

86. En un pueblo, cuya poblacidn es de 11 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia es conjuntamente 
proporcional al ntimero de personas infectadas y al ntime- 
ro de persona no infectadas. Determine el ntimero de per- 
sonas infectadas cuando la epidemia estti creciendo a una 
tasa maxima. 

87. Debido a varias restricciones, el tamaiio de una comunidad 
particular esta limitado a 3 000 habitantes, y la tasa de cre- 
cimiento de la poblacion es conjuntamente proporcional a 
su tamaiio y a la diferencia entre 3 000 y su tamaiio. De- 
termine la cantidad de personas para la cual la tasa de 
crecimiento de la poblacidn es un mtiximo. 

88. Determine la distancia mas corta desde el punto P{ 0, 4) a 
un punto de la curva x 2 - y 2 = 16, y encuentre el punto 
de la curva que esta mas cerca a P. 


89. Una compama que opera en condiciones de competencia 
perfecta (vea las instrucciones de los ejercicios 17 y 18 de 
la secci6n 3.9) construye y vende radios porttitiles. La 
compama puede vender todos los radios que produce a un 
precio de $75 cada uno. Si se construyen x radios cada dia 
y C(x ) ddlares es el costo diario de produccidn, enton- 
ces C(x) = x 2 + 25x + 100. ^Cuantos radios deben pro- 
ducirse cada dia para que la compama obtenga la mtixima 
ganancia diaria total? 

90. Dos particulas inician su movimiento al mismo tiempo. 
Una de ellas se desplaza a lo largo de una recta horizontal 
y su ecuacidn de movimiento es x - t 2 - 2 1, donde x 
centimetres es la distancia dirigida de la particula desde 
el origen a los t segundos. La otra se mueve a lo largo de 
una recta vertical que intersecta a la recta horizontal en 
el origen, y su ecuacidn de movimiento es y = t 2 - 2, 
donde y centimetres es la distancia dirigida de la particula 
desde el origen a los t segundos. Determine cutindo 
la distancia dirigida entre las dos particulas es minima, y 
sus velocidades en ese instante. 

91. Una escalera descansa sobre una cerca de -m de altura y 
se apoya contra una pared a 8 m detrtis de la cerca. Deter- 
mine la longitud de la escalera mtis corta que pueda em- 
plearse y que cumpla estas condiciones. 



92. Resuelva el ejercicio 91 considerando ahora que la cerca 
mide h m de altura y que la pared estti a w m detrtis de la 
cerca. 

93. Determine el volumen del cilindro circular recto mtis gran- 
de que pueda inscribirse en un cono circular recto que 
tiene un radio de 4 pulg y una altura de 8 pulg. 
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94. Una tienda de campana tiene la forma de un cono. Deter- 
mine la razon del radio a la altura de una tienda de campa- 
na de volumen dado que requiera el minimo de material 
para su construction. 

95. Determine las dimensiones del cono circular recto de volu- 
men minimo que pueda circunscribirse a un cilindro de r 
centimetros de radio y h centimetres de altura. 



96. Uno de los angulos agudos de un tridngulo mide rad, 
y el lado opuesto a este dngulo tiene una longitud de 
10 pulg. Demuestre que de todos los triangulos que satis- 
facen estas condiciones, aquel que tiene el area maxima 
es isosceles. Sugerencia: exprese la medida del area del 
tritiigulo en terminos de funciones trigonomtiricas de uno 
de los otros angulos agudos. 

97. En un almacen, los aiticulos que pesan 1000 lb se trans- 
portan al nivel del piso asegurando una cuerda gruesa bajo 
una plataforma movil baja y jalandola con un vehfculo 
motorizado. Si la cuerda se dirige en un dngulo de 6 radia- 
nes con respecto al piano del piso, entonces la intensidad 
de la fuerza de F lb a lo largo de la cuerda esta dada por 

F = 1000 A: 

k sen 6 + cos 6 

donde k es el coeficiente constante de friccidn y 

I 

0 < A < 1. Si 0 < 0 < j 71 ’ demuestre que F es mi- 
nima cuando tan 0 = k. 

98. (a) Demuestre que de todos los rectangulos que tienen un 

area de 8 1 pulg 2 , el cuadrado cuyo lado mide 9 pulg 
tiene el perfmetro minimo. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 

(b) Demuestre que de todos los rectangulos que tienen 
un perfmetro de 36 pulg, el cuadrado cuyo lado mide 
9 pulg tiene el drea maxima. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 

99. Un trozo de alambre de 20 cm de longitud se corta en dos 
partes, y cada parte se dobla en forma de cuadrado. ^Cdmo 
debe cortarse el alambre de modo que el area total de los 
dos cuadrados sea la minima posible? 

100. Un trozo de alambre de 80 cm de longitud se dobla en 
forma de rectangulo. Determine las dimensiones del rec- 
tdngulo de mayor area posible. 


101. Para cierto aiticulo, donde jc unidades se demandan se- 
maqalmente cuando el precio de cada unidad es p dolares, 

10Vt = 10 9 - 2 • I0 6 x + 18 • 10 3 jc 2 - 6x 3 

El numero de dolares del costo promedio por producir 
cada unidad esta dado por 

Q(x) = ±x - 24 + 11 • lOV 1 

y jc > 100. Determine el numero de unidades que deben 
producirse cada semana y el precio de cada unidad para 
que la utilidad semanal sea maximizada. 

102. Utilice el mdtodo de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raiz positiva de la ecuapidn 

4jc 4 - - 3x 3 + 2x - 5 = 0 

103. Emplee el metodo de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raiz negativa de la ecuacion 

3* 4 - 4x 3 + 36x 2 + 2x - 8 = 0 

104. Calcule con cuatro cifras decimales, mediante el metodo 
de Newton, la coordenada jc del punto de interseccion de 
la curva y - sen jc y la recta y = 2x - 3. 

105. Obtenga con cuatro cifras decimales, aplicando el metodo 
de Newton, el valor de jc en el intervalo ( i/r, -|tt) para 
el cual tan jc = jc. 

En los ejercicios 106 y 107, para la funcion f dada, haga lo si- 
guiente: (a) determine la aproximacion lineal de /(jc) en 
x = 8; (b) Apoye la respuesta del inciso (a) graficamente; 
(c) compare los valores de /(jc) calculados a partir de la apro- 
ximacion lineal con los valores de funcion obtenidos a partir de 
la ecuacidn dada cuando x es igual a 7.9, 7.99, 8, 8.01 y 8.1. 

106. /(jc) = Ifx 107. /(jc) = sen nx 

108. Si y = lx 2 - 3, (a) calcule dy y Ay para jc = 2 y 
Ajc a= 0.5. (b) Dibuje la grafica e indique los segmen- 
ts de recta cuyas longitudes son dy y Ay. 

109. Si y = 80 jc - 16jc 2 , determine la diferencia Ay - dy 
si (a) jc = 2 y Ajc = 0.1; (b) jc = 4 y Ajc = -0.2. 

110. Si jc 3 + y 3 - 3jcy 2 +1 = 0, determine dy en el punto 
(1, l)sid!x = 0.1. 

111. Utilice diferenciales para aproximar el volumen del ma- 
terial necesario para elaborar una pelota de caucho si el 
radio del nucleo hueco debe ser de 2 pulg y el espesor 
del caucho es de j pulg. 

112. Si t segundos es el tiempo para una oscilaci6n completa 
de un pendulo de jc pies de longitud, entonces 
4 ;t 2 jc = gt 2 y donde g .= 32.2. Utilice diferenciales para 
estimar el efecto sobre el tiempo si se comete un error 
de 0.01 al medir la longitud del pendulo. 

113. La medida del radio de un cono circular recto es | de su 
altura, Utilice diferenciales para estimar aproximada- 
mente cuanto debe medir la altura si el error del volumen 
calculado no debe exceder el 3%. 
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114. Suponga que / y g son dos fiinciones que satisfacen las 
hipdtesis del teorema del valor medio en [a y b]. Ademfis, 
suponga que f\x) = g'(x) para toda x en el intervalo 
abierto (a, b). Demuestre que 

fix) - g(x) = /(a) - g(a) 

para toda x de [ a , b], Sugerencia: sea h{x) = fix) - g(x) 
y aplique el teorema 3.3.3 a la funcidn h. 

115. Sean / y g dos funciones diferenciables en cada numero 
del intervalo cerrado- [a, b ]. Suponga ademis que 
/(a) = g(a) y f(b) = gib). Demuestre que existe un nu- 
mero c en el intervalo abierto (a, b) tal que /'(c) = g'(c). 
Sugerencia: sea h(x) = fix) - g(jc) y aplique el teore- 
ma de Rolle a la fimcidn h. 

116. Si/es una funcidn polinomial, utilice el teorema de Rolle 
para demostrar que entre cualesquiera dos rafces conse- 
cutivas de la ecuacidn f'(x) - 0, existe, a lo sumo, una 
rafz de la ecuaci6n f(x) = 0. 

117. Dibuje la grffica de una funcidn en el intervalo / en cada 
uno de los casos siguientes: (a) / es el intervalo abierto 
(0, 2) y/es continua en I. En 1,/tiene un valor m&ximo 
relativo pero/'(l) no existe. (b) 1 es el intervalo cerra- 


do [0, 2]. La funci6n/tiene un valor mfnimo relativo en 1, 
pero el valor mfnimo absoluto de / ocurre en 0. (c) I es 
el intervalo abierto (0, 2), y /' tiene un valor mfnimo re- 
lativo en 1 . 

118. Si fix) = (x 2 + a 2 ) p y donde p es un numero racional y 
p * 0, demuestre que la gritfica de/ tiene dos puntos de 
inflexidn si p < j, y no tiene puntos de inflexidn si 

p s 2’ 

119. (a) Si/(x) = 3 | jc | + 4 | jc — l|, demuestre que /tiene 
un valor mfnimo absoluto de 3. 

(b) Si g(x) = 4 1 x | + 3 1 x - 1 1 , demuestre que g tie- 
ne un valor mfnimo absoluto de 3. 

(c) Si a > 0, b > 0 y h(x) = a | x | + b | x - 1 | , de- 
muestre que h tiene un valor minimo absoluto que es 
el menor de los numeros ay b. 

120. Si f(x) = | jc | 43 • | jc — l| fc , donde a y b son numeros 
racionales positivos, demuestre que / tiene un valor 
mdximo relativo de a a b b j(a + b) a+h 

121. Si p y q son numeros racionales tales que p + q = 1, 
demuestre que la recta y — x + (ap + bq) es una asfn- 
totaoblicuadelagr£ficade/(x) - (x + a) p (x + b) q . 
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4.1 ANTIDERIVACION 

En cierta forma ya se ha familiarizado con las operaciones inversas. La 
adici6n y la sustraccion son operaciones inversas, asi como la multiplica- 
ci6n y la divisidn, ademas de la potenciacion y la extraction de rafces. En esta 
section se estudiara la operation inversa de la diferenciacidn denominada 
antiderivation o antidiferenciacidn , la cual implica el calculo de una an- 
tiderivada. 


4.1.1 Definition de antiderivada 


Una fimcidn F se de no min a antiderivada de la funtidn/en un inter- 
valo / si F'(x) = f(x) para todo valor de x en L 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si F es la funcidn defini- 

da por 

F(x) = 4x 3 + x 2 + 5 

entonces F’(x) = \2x 2 + 2x. De modo que si/es la funci6n definida por 
f(x) = I2x 2 + 2x 

entonces / es la derivada de F, y F es la antiderivada de/ Si G es la funcion 
definida por 

G(x) = 4x 3 + x 2 - 11 

entonces G tambidn es una antiderivada de / porque G'(x) = 12 x 2 + 2x. En 
realidad, cualquier funcidn determinada por 

4* 3 + x 2 + C 

donde C es una constante, es una antiderivada de/ .A 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si C es una constante ar- 

bitraria, entonces cualquier funcion definida por 
sen* + C 

tiene la funcion cos x como derivada. Por tanto, cualquier funcidn de este ti~ 
po es una antiderivada de cos x. A 

Para generalizar la discusidn de los ejemplos ilustrativos anteriores, con- 
sidere la funcion F como una antiderivada de la funcidn / en un intervalo /, 
de modo que 

F\x) = f{x) 

Entonces si G es una funcion definida por 


G(jc) = F(x) + C 
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donde C es una constante arbitraria, 

G% jc) = F’(x) 

= fix) 

y G es tambidn una antiderivada de ft n el intervalo 7. 

Ahora se procederd a demostrar que si F es cualquier antiderivada par- 
ticular de/en el intervalo 7, entonces cada antiderivada de/en 7 esti dada por 
F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Primero, se necesita un teore- 
ma preliminar cuya demostracidn se basa en el teorema 3.3.3, el cual afirma 
que si la derivada de una funcidn en un intervalo es 0, entonces la funci6n 
es constante en el intervalo. Recuerde, en la seccidn 3.3 se demostrd este teo- 
rema para ilustrar el poder del teorema del valor medio. 


4.1 .2 Teorema 


Si fy g son dos fund ones definidas on el intervalo A tales que 
f'(x) =- g%x) para coda * en / 
entonces existe una constante A" tal que 
fix) - g{x) + K para toda jc en 7 

Demostracion Sea h la funcidn definida en 7 mediante 
h(x) = f{x) - gix) 
de modo que para toda x en 7, 
h\x) = fix) - g\ X) 

Pero, por hipotesis,/'(jc) = #'(jc) para toda jc en 7. Por tanto, 
hX x) = 0 para toda x en 7 

A1 aplicar el teorema 3.3.3 a la funcidn h , se infiere que existe una constante K 
tal que 

h(x) ~ K para toda jc en 7 
Si se sustituye h( x) por /(jc) - g(jc) se obtiene 
fix) = gix) + K para toda jc en 7 

lo que demuestra el teorema. ■ 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente del teorema anterior. 


4. 1 .3 Teorema 


Si F es una amiderivada particular de / en un intervalo 7, entonces cadi 
antiderivada de/en /esti dada por 

rn + e tt) 

donde C es una constante arbitraria* y todas bs aMiderivadas de/en 
i pueden obtenerse a partir de (I ) asignando vaiores particularcs a C. 

Demostracion Sea G cualquier antiderivada de /en 7. Entonces 
G'(jc) = fix ) para toda jc en 7 


( 2 ) 
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Como F es una antiderivada particular de /en /, 

F'(jc) = /( jc) para toda jc en / (3) 

De(2)y(3) 

G'(jc) = F\x) para toda jc en / 

Por tanto, por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 

G(jc) = F(jc) + K para toda jc en / 

Como G representa cualquier antiderivada de / en /, toda antiderivada de / 
puede obtenerse a partir de F(jc) + C, donde C es una constante arbitraria. Por 
tanto, se ha demostrado el teorema. ■ 

La antiderivacidn o antidiferenciacidn es el proceso mediante el cuai 
se determina el conjunto de todas las antiderivadas de una funcidn dada. El 
simbolo j denota la operacidn de antiderivacidn, y se escribe 

Jf(x)dx = F(x) + C (4) 

donde 

F\x) = fix) 

y 

d(F(x)) as f(x) dx (5) 

La expresion F(jc) + C en (4) recibe el nombre de antiderivada general de /. 

Leibniz introdujo la convencion de escribir la diferencial de una funcion 
antes del simbolo de antiderivacion. La ventaja de utilizar la diferencial en 
esta forma ser^ evidente en la seccidn 4.2 cuando se calculen antiderivadas 
mediante un cambio de variable . De (4) y (5), se puede escribir 

- F(x) + C 

Esta ecuacidn establece que cuando se antideriva la diferencial de una fun- 
ci6n, se obtiene esa funcidn mas una constante arbitraria. De este modo, puede 
considerarse que el simbolo para antiderivacidn representa la operacion in- 
versa a la operacidn denotada por d para calcular una diferencial. 

Si {F(jc) + C } es el conjunto de todas las funciones cuyas diferencia- 
les son /(jc) dx, tambi^n es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es 
/(jc). Por tanto, la antiderivacion se considera como la operacion para deter - 
minar el conjunto de todas las funciones que tienen una derivada dada. 

Como la antiderivacidn es la operacidn inversa de la derivacidn, los 
teoremas de antiderivacion se obtienen de los teoremas de diferenciacidn. 
Asl, los teoremas siguientes pueden demostrarse a partir de los teoremas co- 
ne spondientes de diferenciacidn. 


4. 1 *4 Teorema 
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4.1.5 Teorema 


j af(x) dx - a j f(x) dx 
donde a es una constante. 



El teorema 4.1.5 establece que la antiderivada general del producto de 
una constante por una funcidn es la constante por la antiderivada general 
de la funcidn. 


4* 1 .6 Teorema 


Si/ y g estdn definidas en el mismo intervalo, entonces 

[/(*) + &))dx = f/Wd. + I sWd* 




El teorema 4.1.6 afirma que la antiderivada general de la suma de dos 
funeiones es igual a la suma de las antiderivadas generales de las funciones, 
considerando que ambas funciones estan definidas en el mismo intervalo. A1 
extender el teorema 4.1.6 para un numero finito de funciones y combin&ndolo 
con el teorema 4.1.5, se obtiene el teorema siguiente. 


4J.7 Teorema 


Si/1,/21 . - - */* estin definidas en el mismo intervalo, cnionces 
J [C]/|W 4 - C2f 2 (x) + ... + \ dx 

= j /](*) d* + c 2 j hi*) dx + . . . + c„ jf„i 
donde C2 , . . . , c* son consiantes. 


,(*) dx 


4.1 -8 Teorema 


Si n es un mimero racional, entonces 


J 


x n dx = 


jr fl+1 
n + I 


+ C n * -l 


Demostracion 


n /'jeZIL'I - (” + 9*1 
x \n + 1/ n + 1 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 4. 1 .8 para valo- 

res particu lares de n se tiene: 
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*- 2+l 
-2 + 1 

-1 


+ c 


= ~ + c 
= -- + c 

x 


x ^ 

i + 1 

r 4/3 


+ c 


+ c 

3 

= V /3 + c 


El ejemplo ilustrativo siguiente muestra como se utilizan los teoremas 
4.1.4 a 4.1.8 para obtener la antiderivada de una funcidn. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

j (3 x + 5) dx = J* 3 xdx + j 5 dx 
= 3 j x dx + 5 j dx 
= + c i) + 5(* + C 2 ) 


= \x 2 + 5x + (3 Cj + 5C 2 ) 


(por el teorema 4.1.6) 
(por el teorema 4.1.5) 


(por los teoremas 
4.1.8 y 4.1.4) 


Como 3 C\ + 5C2 es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de 
modo que el resultado puede escribirse como 

\x 2 + 5x + C 

La respuesta puede verificarse al calcular la derivada: 

D x ( \x 2 + 5x C) = 3x + 5 ◄ 


► EJEMPLO 1 Evalue 

J (5* 4 - 8x 3 + 9x 2 - 2x + 7) dx 

Solucion 

J (5x 4 - 8* 3 + 9a: 2 - 2x + 7) dx 

= 5 j x 4 dx - & j x 3 dx + 9 j x 2 dx - 2 j x dx + 7 j > 


v5 v4 v3 

= 5 * 8 * — + 9 • - 2 • — + lx + C 

2 4 3 2 

= x 5 - 2 jc 4 + 3x 3 - x 2 + 7 x + C 


► EJEMPLO 2 Calcule 
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Solucion 


-fx x + — dx = I x l ^\x + x l )dx 


= (.x 3 ^ 2 + x *^ 2 ) dx 


v-5/2 r l/2 


+ ^ 7 ~ + C 


= fx 5 ' 2 + 2x 1 ' 2 + C 


► EJEMPLO 3 Determine 


5f 2 + 7 

,4/3 


d/ 


Solucion 


5f 2 -t- 7 
,4/3 


d/ = 5 


,4/3 


dt + 7 


1 


= 5 ; 2 / 3 d/ + 7 


,4/3 

r 4/3 





= 5(|/5/ 3 ) + 7(— 3 ,— 1/3) + c 

= 3/ 5/3 - + C ◄ 

,1/3 



NDER^r 5 ' 3 - 


FIGURA 1 


Como se hizo en el ejemplo ilustrativo 4, la antiderivation puede verifi- 
carse al calcular la derivada de la respuesta. Para apoyar grdficamente una 
antiderivada se asigna un valor especifico a la constante arbitraria C y des- 
pu6s se traza la derivada numerica de la antiderivada. Posteriormente, en el 
mismo rectangulo de inspeccion, se traza la gr&fica de la funcidn original. La 
respuesta es apoyada si las dos graficas resultan identicas. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Bn el ejemplo 3, sear, 

/«> - ~ w 1 » m - 3,5,3 - fi 

Observe que F es la antiderivada de / para C = 0. Las graficas de / y 
NDER(F(f), t) estan trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-10, 10] por 
[0, 15] en la figura 1. El hecho de que las graficas sean identicas apoya la 
respuesta del ejemplo 3. A 

Los teoremas para la antiderivada general de las iunciones seno y co- 
seno se deducen inmediatamente de los teoremas correspondientes de di- 
ferenciacion. 
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4.1.9 Teoremq 


I 


senxdx - -cos jc + C 


Demostracion 


D x (-cos jc) = -(-senjc) 
= senjc 


4.1.10 Teorema 


/ 


cos x dx = senx + C 


Demostracion 

D^(senjc) = cosjc ■ 

Los teoremas siguientes son consecuencias de los teoremas de diferen- 
ciacidn para las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Otra vez, 
las demostraciones son inmediatas al calcular la derivada del miembro de- 
recho de cada ecuacidn. 


\ 4. 

1.11 Teoremo ! 

J 

* 

sec 2 x-rfx « tanje + C 


! 4. 

1.12 Teorema j 

J 

^ CfiC 2 X dx - cot JT + C 


4. 

1*13 Teorema 

I 

|* secxtanxifx = sec jc + C 


4. 

1.14 Teorema 

J 

|* QSCXGQtxdx = -CSCX + C 


► EJEMPLO 4 Evaliie 


/ 


(3 sec jc tan jc - 5 esc 2 jc) dx 
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Soludon A1 aplicar los teoremas 4. 1 . 1 3 y 4. 1 . 12, se obtiene 


(3 sec x tan x - 5 esc 2 x) dx = 3 sec x tan x dx - 5 esc 2 x dx 


C f 

sec * tan * dx - 5 i 


= 3 sec x - 5(-cot x) + C 
= 3 sec x + 5 cot x + C ^ 


Las funciones trigonometricas se emplean con frecuencia cuando se 
calculan antiderivadas que involucran funciones trigonometricas. Las ocho 
identidades fundamentals siguientes son de crucial importancia: 


sen* esc x = 1 


tan* - 

cos x 

sen 2 * + cos 2 * = J 


tan* cot* = 1 


cos* sec* = 1 
cot x = 

sen x 

tan 2 x + 1 = sec 2 x cot 2 jt + 1 = csc 2 jt 


► EJEMPLO 5 Calcule 

2 cot * - 3 sen 2 * 


r 


sen * 

Solucion 

2 cot * - 3 sen 2 * 


dx 


\ 


sen * 

= 2 — ! — • cot * dx - 3 

J sen * J 

= 2 ^ esc* cot xdx - 3 ^ 


dx 


sen * 


dx 


esc * cot * dx - 3 J sen * dx 

= 2(-csc*) - 3(-cos*) + C (de los teoremas 4.1.14 y 4.1.19) 
= -2 esc * + 3 cos * + C ^ 


► EJEMPLO 6 Determine 

(tan 2 * + cot 2 * + 4 )dx 

Solucion 

(tan 2 * + cot 2 * + 4) dx 
= J [(sec 2 * - 1) + (esc 2 * - 1) + 4] dx 
= J sec 2 xdx + j esc 2 xdx + 2 j dx 

= tan* - cot* + 2* + C (de los teoremas 4.1.1 1 y 4.1.12) ^ 


/ 


I 


En el capitulo 3 se indied c6mo obtener propiedades de la grdfica de una 
funcion a partir de la grdfica de su derivada. De manera semejante, a partir de 
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la grafica de una funcion /, se pueden obtener propiedades de la grafica de 
una antiderivada de / como se muestra en el ejemplo siguiente. 



y 



W EJEMPLO 7 A partir de la grdfica de la funcion / mostrada en 
la figura 2, dibuje una grafica posible de F, una antiderivada de f si F es 
continua en cualquier numero, F(0) = 4 y F(3) = 1 . 

Solucion Puesto que F es una antiderivada de /, / es la derivada de F. 
De la figura 2 se observa que /( 3) = 0, de modo que F'( 3) = 0. Como 
f{x) < 0 cuando x < 3, entonces F\x) < 0 cuando x < 3. De forma se- 
mejante, F'(jc) > 0 cuando x > 3. Otro hecho que se observa en la figura 2 
es que /( 0) = -2, esto es, F'(0) = -2. Esta information se incorpora en la 
tabla 1 y a partir de las conclusiones de la tabla se dibuja una grafica posible 
de F, la cual se muestra en la figura 3. 


Tabla l 



F(x) 

Fix) 

Conclusion 

JC < 0 


- 

F es decreciente 

* 

ii 

o 

4 

-2 

La pendiente de la recta tangente es -2 

0 < jc < 3 


- 

F es decreciente 

jc = 3 

1 

0 

F tiene un valor mfnimo relativo 

3 < jc 


+ 

F es creciente 


En aplicaciones de antiderivation, frecuentemente se necesita determi- 
nar una antiderivada particular que satisfaga ciertas condiciones denomina- 
das condiciones iniciales o de frontera, dependiendo de si ocurren en uno 
o en mas de un punto. Por ejemplo, si una ecuacidn que contiene dyjdx 
esta dada, asi como la condicidn de que y ~ y\ cuando x = x h entonces, 
despues de que se determina el conjunto de todas las antiderivadas, si se 
sustituyen xy y por jq y y h respectivamente, se determina un valor particular 
de la constante arbitraria C. Con este valor de C, se obtiene una antideriva- 
da particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Suponga que se desea obte- 
ner una antiderivada particular que satisfaga la ecuacion 


dy 

dx 


2x 


y la condicidn inicial de que y - 6 cuando x = 2. A partir de la ecuacion 
dada, se tiene 


dy — 2 xdx 



2x dx 


y = x 2 + C 

En (6) se sustituye 2 por x y 6 por y y se obtiene 


( 6 ) 


i 


6 = 4 + C 
C = 2 
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Cuando este valor de C se sustituye en (6), se obtiene - 
y = x 2 + 2 

lo cual proporciona la antiderivada particular deseada. ^ 


► EJEMPLO 8 En cualquier punto (jc, y) de una curva particular 
la recta tangente tiene una pendiente igual a 4x - 5. Si la curva contiene al 
punto (3, 7), obtenga su ecuacidn. 


Solution Como la pendiente de la recta tangente a una curva en cual- 
quier punto (jc, y) es el valor de la derivada en ese punto, se tiene 


dy 

dx 

dy 


= 4x - 5 
= (4x - 5) dx 


/ 


dy 


y 

y 


= (4jc - 5) dx 

-<( 4 ) 


= 2x 2 


5jc + C 
5jc + C 


(7) 


La ecuacidn (7) representa una familia de curvas. Como se desea determinar 
la curva particular de esta familia que contiene el punto (3, 7), se sustituye 3 
por x y 7 por y en (7) y se obtiene 

7 = 2(9) - 5(3) + C 
C = 4 


Al reemplazar C por 4 en (7) se obtiene la ecuacidn requerida, la cuai cs 

y = 2x 2 - 5x + 4 ^ 


En la seccidn 2.6 se introdujeron las funciones costo marginal e ingreso 
marginal, empleadas en economia. Ellas son las primeras derivadas C y R' 
de la funcidn de costo total C y de la funcidn de ingreso total R , respectiva- 
mente. Por lo que C y R pueden obtenerse de C* y R' mediante antiderivacidn. 
Cuando se determina la funcidn C a partir de C\ la constante arbitraria puede 
determinarse si se conocen el costo general (es decir, el costo cuando no se 
produce ninguna unidad) o el costo de produccidn de un numero especffico 
de unidades de la mercancfa. Como por lo general la funcidn de ingreso 
total es cero cuando el numero de unidades producidas es cero, puede utili- 
zarse este hecho para determinar la constante arbitraria cuando se obtiene la 
funcidn R a partir de R\ 


► EJEMPLO 9 La funcidn de costo marginal C est£ determi- 
nada por una compaflfa como 

C\x) =4 x~ l < 2 + 1 


donde C(x) ddlares es el costo total de produccidn de x unidades cuando se 
producen no mis de 25 unidades. Si el costo de produccidn de 4 unidades es 
de $50, determine (a) la funcidn de costo total y (b) el costo de produccidn de 
10 unidades. 



4.1 ANTIPERlYAqON 307 


Solucion 

(a) Como C'(x) = 4x~*^ 2 + 1 , entonces 
C(x) = f (4x~ 1/2 + 1 )dx 


x l[ Z. 

= 4 . + x + k 

2 

= 8x I/2 + x + k 

Debido a que el costo de production de 4 unidades es $50, entonces 
C( 4) = 50. Asi, 

50 = 8(4)V 2 + 4 + k 
k = 30 

Por tanto, 


C(x) = 8x 1/2 + x + 30 (8) 

El dominio de C es [0, 25]; recuerde que aunque x representa el numero 
de unidades de cierta mercancfa, se supone que x es un niimero real para 
tener los requerimientos de coniinuidad para las funciones C y C. 

(b) El costo de produccidn de 10 unidades es C(10) ddlares, y de (8) se tiene 

C( 10) = 8(10) 1/2 +10 + 30 
= 65.30 

Conclusion: El costo de produccidn de 10 unidades es de $65.30. 4 


EJERCICIOS 4.1 


En los ejercicios 1 a 30, realice la antiderivation. En los ejer- 
cicios 1 a 8 y 25 a 28, verifique el resultado calculando la de- 
rivada de la respuesta. En los ejercicios 9 a 12 y 29 y 30 apoye 
la respuesta graficamente. En los demos ejercicios, verifique 
o justifique su respuesta. 


1. J 3x 4 dx 

2 . J 2x 7 dx 

3 ‘J 7 dX 

4 'J>" 

5 . J 5 u 3l2 du 

6. J 10 a/x 2 dx 

’• / Tx * 

‘■It/’ 

9 . J 6t 2 !Tt dt 

10. J (3 u 5 - 2u 3 ) du 


y 3 ( 2y 2 - 3) dy 

12 . J x 4 (5 - x 2 ) dx 



13 . J (8x 4 + 4x 3 - 

6x 2 - 4x + 5 ) dx 


14 . 

J (2 + 3x 2 - 8x 3 ) dx 

15 . J Vx (x + 1) dx 

16 . 

j ( - r ' " t ;)* 

‘’’■ Hi 3 i ' 3 s h 

18 . 


19 . f x 2 + 4x - 4 dx 

J V* 

20 . 


■ 21> /(^ + Wi) dx 

22 . 

JV- 

23 . J (3 sen 1-2 cos t) dt 

24 . 

J (5 cos x - 4 sen *) dx 


25 . 

f sen * dx 

26. f cos / dx 


J COS Z X 

J sen 1 x 

27 . 

j (4 esc x cot x + 2 sec 2 jc) dx 

28 . 

f (3 esc 2 "/ - 5 sec t tan t) dt 
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(b) F{ 0) = 0 


> 



35. F(-l) = 0, F(0) = 2, F(l) = 3yF(2) = 0 


y 



36. F{~ 4) = 0,F(-1) = 4, F(0) = 2yF(\) = 1 





37 . 


38 . 


39 . 


40 . 


41 . 


42 . 


43 . 


44 . 


45 . 


46 . 


47 . 


El punto (3, 2) esta en una curva, y en cualquier punto (x, y ) 
de la curva la recta tangente tiene una pendiente igual a 
2x - 3. Determine una ecuacion de la curva. 


La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (x, y) 
de una curva es 3 Vx . Si el punto (9, 4) estd en la curva, 
obtenga una ecuacion de la misma. 


Los puntos (-1, 3) y (0, 2) estdn en una curva, y en cual- 
d 2 y 

quier punto (x, y) de la curva — - = 2 - 4x. Deter- 
dx l 


mine una ecuacidn de la curva. Sugerencia: considere 

d 2 y dy' . . , , 

— = -p- , y obtenga una ecuacion que contenga a y\ 
dx 1 dx 

x y una constante arbitraria C,. A partir de esta ecuacion 
determine otra ecuacion que involucre a y, x, y C 2 . 
Calcule Cj y C 2 a partir de las condiciones. 


Una ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto 
(1, 3) es y = x + 2. Si en cualquier punto (x, y) de la 


d 2 y 

curva, — ^ = 6x, obtenga una ecuacion de la curva. 

dx 1 


Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 

d^y = 

dx 


En cualquier punto (x, y) de una curva, ~~ = 1 


x 2 , y 


una ecuacidn de la recta tangente a la curva en el punto 
(1, 1) es y = 2 - x. Determine una ecuacion de la curva. 
Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 


d 2 y 

En cualquier punto (x, y) de una curva — ^ = 2, y 

dx* 


(1, 3) es un punto de inflexion en el que la pendiente de 
la recta de inflexion es -2. Obtenga una ecuacion de la 
curva. 


Una funcidn de costo marginal esta definida por 
C’(x) = 3x 2 + 8* + 4 


y el costo general es de $6. Determine la funcion de costo 
total correspondiente. 

Una companfa ha determinado que la funcion de costo 
marginal para la produccidn de cierta mercancfa esta dada 
por C’(x) - 125 + lOx + |x 2 , donde C(x) dolares es 
el costo total de produccion de x unidades de mercancfa. 
Si los gastos generales son de $250, £cual es el costo de 
produccidn de 15 unidades? 

La funcidn de costo marginal esta definida por 
C'(x) = 6x, donde C(x) es el numero de cientos de dola- 
res del costo total de produccion de x unidades de cierta 
mercancfa. Si el costo de 200 unidades es de $2 000, de- 
termine (a) la funcidn de costo total y (b) el costo general. 

La funcion de ingreso marginal para cierta mercancfa es 
R’(x) = 12 - 3x. Si x unidades son demandadas cuando 
el precio por unidad es de p dblares, obtenga (a) la fun- 
cion de ingreso total y (b) una ecuacion que contenga a p 
y x (la ecuacion de demanda). 

Para un artfculo particular, la funcidn de ingreso marginal 
esta dada por R\x) - 15 - 4x. Si x unidades son de- 
mandadas cuando el precio por unidad es de p dolares. 
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determine (a) la funcidn de ingreso total y (b) una ecuacion 
que contenga a p y jc (la ecuacion de demanda). 

48. La eficiencia de un trabajador est£ expresada como 
un porcentaje. Por ejemplo, si la eficiencia de un obrero 
en un momento particular est£ dada como 70%, entonces el 
trabajador se desempena a un 70% de su potencial maxi- 
mo. Suponga que E% es la eficiencia de un trabajador a las 
t horas despues de iniciar su trabajo, y que la tasa a la que 
E cambia es (35 - 80% por hora. Si la eficiencia del 
trabajador es de 8 1 % despues de trabajar 3 horas, determine 
su eficiencia despues de haber trabajado (a) 4 h y (b) 8 h. 

49. El volumen de agua de un tanque es V centimetros cubi- 
cos cuando la profundidad del agua es de h metros. Si 
la tasa de variation de V con respecto a h es n (4 h 2 + 
12 h + 9), determine el volumen de agua en el tanque 
cuando la profundidad es de 3 m. 

50. Un coleccionista de arte comprd por $1 000 un cuadro 
de un artista cuya obra aumenta de valor con frecuen- 
cia respecto al tiempo y de acuerdo a la formula 

~~ ~ 5 f 3 ^ 2 + 10r + 50, donde V dolares es el valor 
dt 

previsto de un cuadro t anos despues de su compra. Si esta 
formula fuese valida para los siguientes 6 anos, ^cual 
serfa el valor previsto del cuadro 4 anos despues? 

51. Sea /(jc) = | jc | y F definida por 

-^jc 2 si jc < 0 
Fix) = 2 

~ x 2 si 0 < jc 

Demuestre que/ es una antiderivada de / en (-oo, + oo). 


52. Sea 


U(x) = 


si jc < 0 
si 0 < jc 


Demuestre que U no tiene antiderivadas en (-oo, + 00 ). 
Sugerencia: suponga que U tiene una antiderivada F en 
(- 00 , + 00 ), y obtenga una contradiction al demostrar que 
del teorema del valor medio se deduce que existe un 
numero k tal que F(x) = jc + /csijc>0, y F(jc) = k 
sijc < 0. 

53. Sea fix) = l para toda jc en (-1, 1), y sea 

t x 1-1 si -1 < jc < 0 
g(x) = . n . ^ . 

[1 si 0 < x < 1 

Entonces fix) - 0 para toda jc en (-1, 1) y g'(jc) = 0 
siempre que g' exista en (-1, 1). Sin embargo, 
fix) * g(jc) + K para jc en (-1, 1). Explique por que el 
teorema 4. 1 .2 no se aplica. 

54. Sea 


fix) 


-1 si jc < 0 

0 si jc ~ 0 

1 si 0 < jc 


y F(jc) = I JC I . Demuestre que F\x) = /(jc) si jc ^ 0. ^Es 
F una antiderivada de / en (- 00 , + 00 )? Explique su 
respuesta. 


4.2 ALGUNAS TECNICAS DE ANTIDERIVACION 

Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando unicamente los teo- 
remas de la seccirin 4.1. Por tanto, se deben aprender otras tecnicas de 
antiderivacion. En esta seecion, se estudiaran tecnicas que requieren la re- 
gia de la cadena para antiderivacion y aquellas que implican un cambio 
de variable. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de diferenciar ^(1 + 

jc 2 ) 10 se aplica la regia de la cadena para la diferenciacion y se obtiene 

*>,[£(! + ;c2 ) 10 l = 0 + * 2 ) 9 (2x) 

Ahora suponga que se quiere antiderivar (1 + x 2 ) 9 (2 x); esto es, se desea 
calcular 


(1 + x 2 ) 9 (2 xdx) 


( 1 ) 
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Con objeto de toner un procedimiento que pueda emplearse en tal situa- 
cidn, considere 

g(x) = 1 + x 2 y g'(x) dx = 2xdx (2) 

Entonces (t) puede escribirse como 


| Wx)] 9 \sXx)dx] 
Del toorema 4. 1 .8, se tiene 

- 5 W° 


9 du « j^w 10 + C 


Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4). 
De modo que 


tsWlVW dx] = + C 


y con g(x) y g'(x) dx dados en (2) se tiene 

j (1 + x 2 ) 9 (2 xdx) = ^(1 + * 2 ) 10 + C 4 

La justificacidn del procedimiento utilizado para obtoner el resultado 
del ejemplo ilustrativo 1 es proporcionada por el toorema siguiente, el cual 
es andlogo a la regia de la cadena para diferenciacidn y se denomina regia de 
la cadena para antiderivacidn. 


4,2,1 Teoremo Regia de la cadena para antiderivacibn 


Sea g una funcidn diferenciabk y sea d comradwnimo de g aigtin 
iutervalo I. Suponga que / es una funcifri defiuida en / y que F es una 
autidenvadade/en/.EmoiKcs . 

■' ^ . - ■ - ■ . yv, ■ - ■ \ ■ - 

f dxl = 1)) + c , 


Demostracttn Por hipbtesis, 

F'(g(x)) m f(g( X)) 

Por la regia de la cadena para diferenciacidn, 
D x [F(g(x))] = F'(g(x))lg'(x) 1 
Si se sustituye de (5) en esta ecuacidn se obtiene 
D x [F(g(x))] = f(g(x))\g‘(x)} 
de la cual se deduce que 


f(g(x))\gXx)dx] = F(g( x)) + C 


que es lo que se deseaba demostrar. 
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Como un caso particular del teorema 4.2.1, del teorema 4.1.8 se tiene la 
generalizacidn de la fdrmula de la potencia para antiderivadas, la cual se 
establece a continuacidn. 


4.2,2 Teorema 


Si g es una funcidn diferenciable y n es un mimero rational, entonces 
I dx] = [g( - r)] 7‘ + C n*-l 

n + i 


► EJEMPLO J Evalue 


\/3x + 4 dx 


Solucion A fin de aplicar el teorema 4.2.2, primero se escribe 


J ~j3x + 4 dx = j (3x + 4)^ 2 dx 


y observe que si 

g(jt) = 3* + 4 entonces g\x) dx =3 dx (6) 

Por tanto, se necesita un factor 3 junto a dx para obtener g'(x) dx. En con- 
secuencia, se escribe 

J Ox + 4 )'l 2 dx = J(3jt + 4) 1/2 |(3 dx) 

= | [Ox + 4)!/2(3 dx) 

Asi, por el teorema 4.2.2 con g(;t) y g'(;t) dx dadas en (6), se tiene 
4 f C3jc + 4)>/ 2 (3 dx) = 1- • + 4 ) 3/2 + c 


| J (3jc + 4)>/ 2 (3 dx) = i • (3 * + a 4)3/2 + C 
= \Ox + 4) 3/2 + C 

► EJEMPL0 2 Calcule 

J * 2 (5 + 2* 3 ) 8 

y verifique la respuesta mediante diferenciacidn. 
Solucion Observe que si 

g(x) = 5 + 2x 3 entonces g'(x) dx = 6x 2 dx 
Como 

J x 2 (5 + 2 x 3 ) 8 dx = J (5 + 2 x 3 f(x 2 dx) 
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f(x) = JCCOSJC 2 
NDER( | sen x 2 , jc) 

FIGURA 1 


se necesita un factor 6 junto a x 2 dx para obtener g'(x) dx. Por tanto, se escribe 
j x 2 (S + 2x 3 ) 8 dx = (5 + 2x 3 )\6x 2 dx) 

Si se aplica el teorema 4.2.2 con g(x) y g'O) dx dadas en (7), se tiene 

ij (5 + 2x 3 )\6 x 2 dx) = I • (5 + C 

= i(5 + 2x 3 ) 9 + C 

A1 verificar mediante diferenciacion se obtiene 

+ 2x 3 ) 9 ] = i • 9(5 + 2x 3 )\6x 2 ) 

= x 2 (5 + 2x 3 ) 8 < 

Si en la fdrmula del teorema 4.2.1,/ es la funcion coseno, entonces F es 
la funci6n seno y se tiene 


I 


cos(g(x))[g'(*) dx] = sen(g(x)) + C 
Esta f6rmula se aplica en el ejemplo siguiente. 


( 8 ) 


► EJEMPLO 3 


Obtenga 


! 


x cos x 2 dx 


y apoye la respuesta graficamente. 

Solution Si 

g(x) = x 2 entonces g\x) dx = 2 x dx 
Como 

xcosx 2 dx = I (cos jc 2 )(jc dx) 


(9) 


j x cos x 2 dx = j 



se necesita un factor 2 junto a x dx para obtener g\x) dx. De modo que se 
escribe 


j x cos jc 1 dx — i j (cos jc 2 ) (2jc dx) 

A1 aplicar (8) con g(jc) y g'(*) dx dadas en (9), se obtiene 
ij (cos x 2 ) (2x dx) = i sen x 2 + C 

Para apoyar la respuesta se traza la grafica de la funcidn definida por 
jc cos jc 2 y la grafica de NDER( i sen jc 2 , jc) en el mismo rectdngulo de ins- 
peccidn de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1], como se muestra en la figura 1, la cual 
indica que las dos gr£ficas son id^nticas. ^ 
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Los detalles de las soluciones de los ejemplos anteriores pueden acortarse 
si no se establecen especfficamente g(jt) y #'(*) dx. De esta manera, la soluci6n 
del ejemplo 1 toma la siguiente forma: 


J V3x + 4 dx = (3jc + 4)*^(3 dx) 

1 (3* + 4) 3 '' 2 


+ C 


= |(3* + 4) 3 ' 2 + C 


La soluci6n del ejemplo 2 puede escribirse como 

J *2(5 + 2* 3 ) 8 dx = ij (5 + 2* 3 ) 8 (6 x 2 dx) 


1 (5 + 2 a : 3 ) 9 


+ C 


= X(5 + 2* 3 ) 9 + C 


y la solucidn del ejemplo 3 puede acortarse como sigue: 
J xcosx 2 dx * ij (cos jc 2 X2jc djc) 


= isenjt 2 + C 
2 


► EJEMPLO 4 

4*2 


Evalue 


1; 


dx 


(1 - 8* 3 ) 4 

Seluddn Como d( 1 - 8* 3 ) = -24x 2 dx, se escribe 

j (1 - 8* 3 ) 4 dX * 4 J ° ‘ 

= 4 (~ i )/ (1 ■ 8x3 ) _4 (- 24jt2rfjt ) 


J _ (1 - 8* 3 )- 3 
"6 ' -3 

1 

18(1 - 8jc 3 ) 3 


+ C 


+ C 


En ocasiones es posible calcular una antiderivada despu£s de un cambio 
de variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 5 Calcule 
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Solucion Sean 

u - \ + x du = dx x — u — \ 
Entonces se tiene 


J x 2 a/1 + x dx = J ( 


x 2 a/1 + x dx = J (w - 1 ) 2 u^ 2 du 

= f (u 2 - 2u + 1 )u^ 2 du 


\ 

= j u^ 2 du - 2 j u 3 ' 2 du + j iV ;2 du 


,7/2 


- 2 


,5/2 ,.3/2 


+ C 


= |(1 + x) 7 ' 2 - ^(1 + X ) 512 + ?(1 + x) 3/2 + C ◄ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un metodo altemativo para 

la solucion del ejemplo 5 consiste en considerar 

v = Vl + x v 2 = 1 + x 

x = v 2 - 1 dx = 2v dv 


Entonces el calculo toma la forma siguiente: 
x 2 a/1 + x dx 


x 2 a/1 + x dx = J (v 2 - 


l) 2 • v • (2v <iv) 


* f C 

= 2 v 6 dv - 4 v 4 dv + 2 

J J . 


v 2 dv 


= 2 v 7 - jv 5 + |v 3 + C 

= ^(1 + X ) 1 ! 2 - |(1 + x) 5/2 + |(1 + x) 3 ' 2 + C 
A1 verificar mediante diferenciacidn se tiene 


D x [§( 1 + x) 7/2 - |(1 + x) 5/2 + |(1 + x) 3/2 ] 

= (1 + x) sl2 - 2(1 + x) 312 + (1 + x) 1/2 

= (1 + x) l/2 [(l + x) 2 - 2(1 + x) + 1], 

= (1 + x)‘/ 2 [l + 2x + x 2 - 2 - 2x + 1] 

= X 2 Vl + x A 


► EJEMPLO 6 Evalue 


} 

Solution Sean 
u = 4x y 


du - 


2 a /* 


dx 
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Por tanto, 


J Sen J* dx - 2 f sen ( 2 X fx dX ) 

= 2 j sen u du 

= -2 cos u + C 
= -2 cos V* + C 


4 


► EJEMPLO 7 Calcule 

J senx Vl - cos x dx 

Solution Sean 

w = 1 — cos x du - sen x dx 
Asi, 


1 


sen x a/ 1 ~ cos x dx = u^ 2 du 


-J' 


= \u 3/2 + C 

= |(1 - cos*) 3 ^ 2 + C 


► EJEMPLO 8 Evalue / tan x sec 2 x dx mediante dos m^todos: 
(a) sea u = tan x ; (b) sea v = sec at. (c) Explique la diferencia aparente de 
las respuestas de los incisos (a) y (b). 

Solution 

(a) Si u = tan x, entonces du = sec 2 x dx. De modo que 


J tan x sec 2 x dx - J u 


du 


= — + C 
2 

= ^ tan 2 x + C 


(b) Si v = sec x, entonces dv = sec x tan x dx. Por lo que 
j tan x sec 2 x dx = J* sec x (sec x tan x dx) 


r 

j 


= \ vdv 


= V + C 


= | sec 2 x + C 
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(c) Como sec 2 x = 1 + tan 2 x, las funciones definidas por tan 2 x y - sec 2 x 
difieren por una constante; de modo que cada una es una antiderivada 
de tan x sec 2 x. Ademas se puede escribir 

|sec 2 x + C = |(tan 2 x + 1) + C 
= jtan 2 x + ^ + C 

= ±tan 2 x + K donde K = \ + C < 


► EJEMPLO 9 Una herida esta sanando de manera que t dfas a 
partir del lunes el drea de la herida ha disminuido a una tasa de -3 (/ + 2) -2 
centfmetros cuadrados por dfa. Si el martes el area de la herida fue de 2 cm 2 , 
(a) ^cual era el area de la herida el lunes? y (b) ^cual sera el area prevista de 
la herida el viemes si continua sanando a esa misma tasa? 

Solution Sea A centfmetros cuadrados el area de la herida t dfas a partir 
del lunes. Entonces 

^ = -30 + 2)" 2 
dt 




(I + 2 r 2 dt 


Debido a que d(t + 2) = dt, se obtiene 
(t + 2)- 1 


A = -3 


A = 


t + 2 


-1 
+ C 


+ c 


( 10 ) 


Como el martes el area de la herida fue de 2 cm 2 , se tiene que A = 2 cuan- 
do t ~ 1. A1 sustituir estos valores en (10) se obtiene 

2 — 1 + C 
C = 1 


Por tanto, de (10) se tiene 
3 


A = 


+ 1 


t + 2 

(a) Para el lunes, t = 0. Sea A 0 el valor de A cuando t = 0. De (1 1), 

A 0 = | + 1 

- 5 

~ 2 

Conclusion: El lunes, el area de la herida es de 2.5 cm 2 . 

(b) Para el viemes, t = 4. Sea A 4 el valor de A cuando t = 4. De (1 1), 

A 4 = | + 1 

_ 3 

2 


( 11 ) 


Conclusion: Para el viemes, el area prevista de la herida serii de 

1 .5 cm 2 . A 
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EJERCICIOS 4.2 


En los ejercicios 1 a 44, efectiie la antiderivation. Verifique 
el resultado, mediante diferenciacion o apoye grdficamente la 
respuesta . 

1. j - 4y dy 2. j %3x - 4 xlx 

3. J - 9 d* 4. J 42-t 2 + l) 6 dx 
5. J x 2 (x 3 - l) l0 dx 6. J 3x V4 - jc 2 dx 

7. f y3 d* 8. f - ■ = ds 

JO- 2y 4 ) 5 J V3?T7 

9. J (x 2 - 4x + 4 ) 4l3 dx 10. J x 4 JTx 3 - 5 dx 


-/ 


11. I X yjx + 2 
2r 


dt 


,3 - JV 

!, J 

j" 

1, / 


dr 

r)' 

V3 - 2jc jc 2 <Lc 


cos 40d0 
6jc 2 sen jc 3 djt 
sec 2 5 jc 


11 I 777 

14. J x\2 - j: 2 ) 12 dx 
16. J (x 3 + 3 )' /4 x 5 dx 

j sen ~ xdx 

1 I 


18. 


20 . 


- 1 cos 4 1 2 dt 


/ 


22. esc 2 2 Ode 


2 ,. / 

23. J y esc 3y 2 cot 3y 2 dy 24. J r 2 sec 2 r 3 dr 
25. J* cosjc( 2 + senjc fdx 26. J* 

2T IE if 


cos jc) 2 


dx 


1 _ . A 

1 /i 


29* 2 sen jc + cos* djt 


»■/ 


30. sen2jc V2 - cos 2x dx 


31. 


j cos 2 


t sent dt 


32. sen 3 0cos 6 d$ 


33. J* (tan 2jc + cot 2jc) 2 dx 

35. f * 2 + 2x ,. = dx 
J V jc 3 + 3jc 2 + 1 


2. J* sen 

34. J 


dt 


36. 

J x(x 2 + 1) ^4 - 2jc 2 - jc 4 

dx 

37. 

f y + 3 dy 

J (3 - y) 2 ' 3 

> 

38. 

j 4TT1 (s + I) 2 ds 39. J 

f r ‘ /3 ^ 2)4 dr 

I tp* 

40. 



41.. 

f x 3 dx 42 1 

f * 3 „ 

) (x 2 + 4) 3 ' 2 J 

' Vl - 2JC 2 

43. 

j sen jc sen(cos jc) dx 


44. 

j* sec x tan jc cos(sec jc) dx 



45. La funcion de costo marginal para un artfculo particular 
esti dada por C'(x) ~ 3(5x + 4) -1 ^ 2 . Si el costo gene- 
ral es de $10, determine la funcibn de cpsto, total. 

46. Para cierta mercancia la funcibn die: costo marginal esti 
dada por C\x) = 3 yj2x + 4 . Si el costo general es de 
cero, determine la funcibn de cosoto total. 

47. Si x unidades son demandadas cuando el precio por uni- 
dad es de p dblares, obtenga una ecuacibn que contenga a 
pyx (la ecuacibn de demanda) de una mercancia para la 
cual la funcibn de ingreso marginal esti dada por 

R\ x) = 4 + 10(jc + 5)“ 2 

48. La funcibn de ingreso marginal para un artfculo particular 
esta definida por /?'(*) = ab(x + bT 2 - c. Determine 
(a) la funcibn de ingreso total; y (b) una ecuacibn que 
contenga a p y jc (la ecuaci6n de demanda) donde jc uni- 
dades son demandadas cuando el precio por unidad es p 
dblares. 

49. Si q coulombs es la carga electrica recibida por un con- 
densador de corriente elbctrica de i amperes a los t se- 

gundos, entonces i = . Si i = 5 sen 60t y q = 0 

dt 

cuando t = determine la mayor carga positiva del 
condensador. 

50. Realice el ejercicio 49 considerando ahora que / = 
4 cos \20tyq = 0 cuando t = 0. 

51. El costo de cierta pieza de maquinaria es de $700, y su 
valor disminuye con el tiempo de acuerdo con la fbrmula 

= -500(t + l) -2 , donde V d61ares es su valor t anos 

despues de su compra. ^Cuil seri su valor 3 anos despubs 
de su compra? 

52. El volumen de agua de un tanque es V metros cubicos 
cuando la profundidad del agua es de h metros. Si la tasa 
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de variacidn de V con respecto a h est£ dada por 
dV 

— = n(2h + 3 Y, calcule el volumen del agua del 
dn 

tanque cuando su profundidad es de 3 m. 

53- Para los primeros 10 dfas de diciembre una cllula vegetal 
crecib de fonna que t dfas despuds del I de diciembre 
el volumen de la cdlula estuvo creciendo a una tasa de 
(12 - 0 2 micras cdbicas por dfa. Si el 3 de diciembre el 
volumen de la cdlula file de 3 pm 3 , ^cuAl fue el volumen 
el 8 de diciembre? 

54. El volumen de un globo crece de acuerdo a la fdrmula 

jy 2 

— • = -y ( + 1 + -zt, donde V centfmetros cubicos es 
dt 3 

el voluipen del globo a los / segundos. Si V = 33 cuando 
t = 3, determine (a) una fdrmula de V en tdrminos de t\ 
(b) el volumen del globo a los 8 s. 

55. Evaltie / ( 2x + l ) 3 dx mediante dos mdtodos: (a) de- 
sarrolle (2x + l) 3 utilizando el teorema del binomio; 
(b) considere u = 2x + 1. (c) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 


56. Calcule / x(x 2 + 2) 2 dx mediante dos mdtodos: (a) de- 
sarrolle (x 2 + 2) 2 y multiplique el resultado por x,* 
(b) considere « = x 2 + 2. (c) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 

57. Evaltie f --- - -- dx mediante dos mdtodos: (a) de- 

J Vjc 

sarrolle (Vx - l) 2 y multiplique el resultado por x" 1 ^ 2 ; 
(b) considere u = V* - 1. (c) Explique la diferencia 
aparente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 

58. Calcule / V* - 1 * 2 dx mediante dos mdtodos: (a) consi- 
dere u - x - 1 ; (b) considere v = Vx - T . 

59. Evalde / 2 sen x cos x dx mediante tres radtodos: (a) con- 
sidere u = sen x; (b) considere v = cos x; (c) utilice la 
identidad 2 sen xcosx = sen 2x. (d) Explique la dife- 
rencia aparente de las respuestas obtenidas en los incisos 
(a),(b)y(c). 

60. Calcule / esc 2 x cot x dx mediante dos mdtodos: (a) con- 
sidere u ~ cot x; (b) considere v = esc x. (c) Explique la 
diferencia aparente de las respuestas obtenidas en los in- 
cisos (a) y (b). 


4.3 ECUACIONES DIFERENCIALES Y MOVIMIENTO RECTIUNEO 

Una ecuacidn que contiene una fiincidn y sus derivadas, o s61o sus deri vadas, se 
denomina ecuacidn diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en 
muchos campos diversos. En esta seccidn se aplicar&n dichas ecuaciones al 
movimiento rectilfneo en ffsica. Posteriormente se aplicardn al crecimiento 
y decrecimiento, (o decaimiento) exponencial y al crecimiento logfstico en 
qufmica, biologfa, psicologfa, sociologfa, admin is tracidn y economfa. 

En la seccidn 4.1 se presentaron ecuaciones diferenciales simples; 
por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 6 de esa seccidn se tuvo la ecuacidn 
diferencial 


dy 

dx 


= 2x 


Algunas otras ecuaciones diferenciales simples son 

dy _ 2x£ 
dx 3 y 3 


( 1 ) 


( 2 ) 

(3) 


El orden de una ecuacidn diferencial es el orden de la derivada de ma- 
yor orden que aparece en la ecuacidn. Las ecuaciones (1) y (2) son de primer 
orden y (3) es de segundo orden. 

Una fiincidn / definida por y = f(x) es una solucidn de una ecuacidn 
diferencial si y y sus derivadas satisfacen la ecuacidn. Una de las ecuacio- 
nes diferenciales mAs fAciles de resolver es la ecuacidn de primer grado de 
la forma 


dy 

dx 


= /W 
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para la cual (1) es un ejemplo particular. A1 escribir esta ecuacion con dife- 
renciales se tiene 

dy = f{x ) dx (4) 

Otro tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden es aquel de la forma 

dy _ g(x) 
dx h(y) 

La ecuacion (2) es un ejemplo particular de una ecuacion de este tipo. Si esta 
ecuacion se escribe con diferenciales, se obtiene 

h(y) dy = g(x) dx (5) 

Tanto en (4) como en (5), el miembro izquierdo contiene unicamente a la va- 
riable y , mientras que en el derecho tiene solo a la variable x. Asf, las variables 
estdn separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son ecuaciones di- 
ferenciales separables. 

Considere la ecuacion (4), la cual es 

dy = f(x) dx 

Para resolver esta ecuaci6n se deben encontrar todas las funciones G para las 
cuales y — G(x) tales que satisfacen la ecuacidn. De este modo, si F 
es una antiderivada de /, todas las funciones G estan definidas por 
G(x) = F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Esto es, si 

d(G(x)) = d(F(x) + C) 

= fix) dx 

entonces la solucion completa (o soiucion general) de (4) estd dada por 
y = Fix) + C 

Esta ultima ecuacidn representa una familia de funciones que dependen 
de una constante arbitraria C, por lo que se denomina familia de funcio- 
nes de un parametro. Las graficas de estas funciones forman una familia 
de curvas de un parametro en un piano, y solo una curva de esta familia pasa 
por cualquier punto particular (jc t , yj). 


> EJEMPLO IUJSTRATIVO 1 Suponga que se desea en- 
contrar la solucion completa de la ecuacion diferencial 

f ■ 2 - i6 » 

A1 separar las variables y escribir la ecuacion con diferenciales se obtiene 
dy - 2xdx 

Si se antiderivan los dos miembros de la ecuacidn se tiene 



2x dx 


y + C\ - x 2 + C 2 
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y 



y = x 2 + C 

FIGURA 1 


Como C 2 - Cj es una constante arbitraria si C 2 y Cy son arbitrarias, 
entonces se puede reemplazar C 2 - Cy por C, obteni6ndose 

y = x 2 + C - (7) 

la cual es la solucion completa de la ecuacion diferencial (6). 

_ 2 La ecuacion (7) representa una familia de funciones de un par£metro. 

= l La figura 1 muestra las graficas de las funciones que corresponden a 

= ° c = -4, C = -1, C = 0, C = 1 y C = 2. ◄ 

= -4 

Ahora considere la ecuacidn (5), la cual es 
h(y)dy = g(x)dx 

Si se antiderivan los dos miembros de esta ecuacion, se tiene 


J h(y) dy = J g(x) dx 

Si H es una antiderivada de h, y G es una antiderivada de g , la solucion com- 
pleta de (5) esta dada por 

H(y) = G( x) + C 


^ EJEMPLO 1 Obtenga la solucion completa de la ecuacidn 
diferencial 

dy _ lx 2 
dx 3 y 3 

Solucion Si la ecuacion dada se escribe con diferenciales, se tiene 
3 y 3 dy = 2x 2 dx 

quedando las variables separadas. A1 antiderivar los dos miembros de la 
ecuacidn se obtiene 


3y 3 dy 

3/ 

4 


{ 


lx 1 dx 


2x 3 

3 



9y 4 =8 x 3 + C 


la cual es la solucion completa. 

Para obtener este resultado, primero se esciibio la qqnstfnte ^itraria 
como C/12, de modo que al multiplicar ambos miembros $le ecuacidn por 
1 2 la constante arbitraria quede como C. A 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra c6mo obtener una solu- 
ci6n particular de una ecuaci6n diferencial de primer orden cuando se da una 
condicion inicial. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de encontrar una so- 
lucion particular de la ecuacion diferencial (6) para la cual y - 6 cuando 
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x = 2, se sustituyen estos valores en (7) y se resuelve para C, obteniSn- 
dose 6 = 4 + C, o C = 2. A1 sustituir este valor de C en (7) se tiene 

y — x 2 + 2 

la cual es La solucidn particular deseada. ^ 

La ecuaci6n (3) es un ejemplo de un tipo de ecuacidn diferencial de 
segundo orden 

= /(*) 

Para resolver esta ecuacidn se necesitan dos antiderivaciones sucesivas, y la 
solucion completa tendra dos constantes arbitrarias. Por tanto, la solucion 
completa representa una familia de funciones de dos parametros, y las 
grdficas de estas funciones forman una familia de curvas de dos pardmetros 
en un piano. El ejemplo siguiente muestra el m£todo para obtener la soluci6n 
completa de una ecuaci6n diferencial de este tipo. 


d 2 y 
dx T 


► EJEMPLO 2 

diferencial 

= Ax + 3 
dx 2 

Solucion Como 
d 2 y A / dy 


Determine la soluci6n completa de la ecuacidn 


dx 2 


dx 


(i) 


dy 


y considerando y’ = ^ , se puede expresar la ecuaci6n dada como 


dy 

dx 


= 4x + 3 


De este modo se tiene, con diferenciales, 
dy = (Ax + 3) dx 
A1 antiderivar, se obtiene 


M 


(Ax + 3) dx 

y' = 2jc 2 + 3jc + C\ 
dy 

Debido a que y* = -r ~ , y al sustituir en la ecuaci6n anterior se tiene 
dx 

dy 


— = lx 2 + 3jc + Cj 
dx 

dy = (2jc 2 + 3jc + C{)dx 


\ dy ~\ 


(2x 2 + 3x + C\)dx 


y = |x 3 + |x 2 + C\ x + C 2 


_ 2 r 3 , 3 r 2 

“ 3 2 

la cual es la soluci6n completa. 
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► EJEMPLO 3 Obtenga la solucion particular de la ecuacidn di- 
ferencial del ejemplo 2 para la cual y = 2 y y’ = -3 cuando x = 1 . 

Solucion Como y' = 2x 2 + 3x + C\, se sustituye -3 por y' y 1 por x , 
obteni^ndose -3 - 2 +. 3 + C|, o Q = -8. A1 sustituir este valor de C x 
en la solucidn completa se tiene 

y = |* 3 + |* 2 - 8* + C 2 

Puesto que y = 2 cuando jc = 1, y al sustituir estos valores en la ecuacion 
anterior se tiene 2 = \ | - 8 + C% de donde se obtiene C 2 = 

Entonces la solucidn particular deseada es 

y = |jc 3 + |^ 2 - Sx + ^ ^ 

En la seccidn 2.5 se dijo que cuando una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a una ecuacion de movimiento, s = f{t), la velocidad 
instantdnea y la aceleracion pueden determinarse de las ecuaciones 


v 


ds 

dt 


y 


a = 


dv 

dt 


Por tanto, si se tiene v o a como funcion de t , asf como algunas condiciones de 
frontera, se puede determinar la ecuacidn de movimiento resol viendo la ecua- 
cion diferencial. El procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


W EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuacidn 

v = 10 cos 27 it 

donde v centimetros por segundo es la velocidad a los t segundos. Si el sentido 
positivo es hacia la derecha del origen y la particula estd a 5 cm a la derecha 
del origen al inicio del movimiento, determine su posicion cuando t es igual a 
(a) 0.3, (b) 1.4, (c) 2.9 y (d) 3.6. Simule el movimiento en la graficadora y 
apoye las respuestas. 

Solucion Sea s centimetros la distancia dirigida de la particula a partir 
del origen a los t segundos. Como v = dsjdt , 

ds _ 
dt 

ds = 

s = 
s ~ 

Puesto que s = 5 cuando t ~ 0, 

5 - — sen 0 + C 
n 

C = 5 


10 cos 2nt 
10 cos 2nt dt 

10 f cos2nt dt 


■/ 
- f 

2nJ 


cos 2nt(2ndt) 


— sen2;rr + C 
n 
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Por tanto, la ecuacidn de movimiento es 


s = — sen 2nt + 5 
n 

(a) Cuando / = 0.3, 

s = — sen 0.6 7T + 5 
n 

* 6.51 

(c) Cuando / = 2.9, 

5 = — sen 5.87T + 5 
7r 

* 4.06 


(b) Cuando / = 1.4, 
s = — sen 2.87T + 5 

7T 

* 5.94 


(d) Cuando / = 3.6, 

5 = — sen 12k + 5 

K 

* 4.06 


Ahora se simulard el movimiento en la graficadora sobre la recta 
y = 1 . Con la graficadora en modo paramdtrico, sean 

(*)/ = — sen 2nt + 5 y y(/) = 1 

7T 



FIGURA2 


Considere los siguientes pardmetros para el rectangulo de inspection: 
Wn = 0, *m£x = 4* / s t e p = 0.01, ^ m f n = 0, X m £ x = 7, = 1, >’ m f n = “ 1, 

ymte = 2, y = 1 . Se presiona la tecla 1 trace 1 y despu^s la tecla flecha a 
la izquierda , manteni^ndose oprimida hasta que el cursor este en / = 0. La 
figura 2 muestra la pantalla de la graficadora con la informaci6n siguiente: 
/ = 0, jt = 5, y y = 1. Presione la tecla flecha a la derecha y mantengala 
oprimida. Observe el cursor, el cual representa la particula que se mueve a lo 
largo de la recta y = 1. En la parte inferior de la pantalla de la graficadora se 
observa lo siguiente: cuando / = 0.3, x = 6.51; cuando / = 1.4, x = 5.94; 
cuando / = 2.9, x = 4.06; cuando / = 3.6, x = 4.06. Estos valores apoyan 
las respuestas. 

Conclusion: A los 0.3 s la particula estd a 6.51 cm del origen; a los 1.4 s 

la particula est£ a 5.94 cm del origen; a los 2.9 s la particula est£ a 4.06 cm 
del origen; y a los 3.6 s la particula est£ otra vez a 4.06 cm del origen. ^ 



= 0 
= s 


JL 


♦ 


I = 0 
s = 0 
V = 128 




Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical y es atraido 
hacia la Tierra por la fuerza de gravedad, la aceleracidn debida a la gravedad 
varfa con la distancia del objeto desde el centro de la Tierra. Sin embargo, 
para pequenas variaciones de distancia la aceleraci6n debida a la gravedad 
es casi constante. Si el objeto estd cerca del nivel del mar, un valor aproxima- 
do de la aceleracion debida a la gravedad es 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 . 


> EJEMPLO 5 Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba 
desde el suelo con una velocidad initial de 128 pie/s. Considere que la unica 
fuerza que actua sobre la piedra es la aceleracidn debida a la gravedad. Deter- 
mine (a) qud tan alto llegard la piedra, y (b) qu 6 tiempo le tomard a la piedra 
llegar hasta el suelo. (c) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b). (d) Detemine la rapidez de la piedra al 
llegar al suelo. 


FIGURA 3 


Solucion El movimiento de la piedra se efectua sobre una recta vertical. 
La figura 3 muestra el comportamiento del movimiento, donde las flechas 




o *»l 
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Tabla J 

t S V 

0 0 * 128 r 

0 


indican la direccion del movimiento de la piedra sobre una recta vertical y el 
sentido positivo se considera hacia arriba. 

Sean / segundos el tiempo que transcurre desde que la piedra fue lanzada, 
s pies la distancia de la piedra desde el suelo a los / segundos, v pies por se- 
gundo la velocidad de la piedra a los / segundos y | v | la rapidez de la piedra 
a los / segundos. 

Cuando la piedra llega al suelo, 5 = 0. Sean t y v los valores particulars 
de t y v cuando s = 0 y t * 0. La piedra estara en su punto mds alto cuando 
la velocidad sea cero. Sea s el valor particular de s cuando v = 0. La tabla 1 
presenta las condiciones de frontera. 

La aceleracion debida a la gravedad es en el sentido hacia abajo y tiene 
un valor constante aproximado de -32 pie/s 2 . Como la aceleracion esta dada 

por ~ , se tiene 
K dt 



v = -32 r + C, 

Como v = 128 cuanto / = 0, se sustituyen estos valores en la ecuacion an- 
terior y se obtiene C\ = 128. Por tanto, 

v = -32 r + 128 (8) 

Debido a que v = ~ , 


— = -32 r + 128 
dt 

ds = (-32/ + 128) dt 
i = -16 1 2 + 1281 + C 2 

Como 5 = 0 cuando / = 0, entonces C 2 — 0, y al sustituir 0 por C 2 en la 
ecuacion anterior se obtiene 

5 = -16/ 2 + 128/ (9) 

(a) Para averiguar que tan alto llegara la piedra, se necesita determinar s. 
Primero se determina el valor de / para el cual v = 0. De (8), / = 4 
cuando v = 0. En (9) se sustituye 4 por / y s por 5 , obteniendose 

T = -16(16) + t28(4) 

= 256 

Conclusion: La piedra llegara a 256 pie. 

(b) Para saber que tiempo le tomara a la piedra llegar al suelo se necesita 
determinar /. Si se sustituye t por / y 0 por s en (9), se obtiene 


I 


(-32/ + 128) dt 


0 = -16/(/ - 8) 
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de donde t = 0 y t - 8. Sin embargo, el valor 0 ocurre cuando la piedra 
es lanzada. 

Conclusion: Le tomara 8 s a la piedra llegar al suelo. 

(c) Coil Objeto de simular el movimiento de la piedra en la graficadora 
se considera que la piedra se mueve a lo largo de la recta vertical x = 2. 
Con la graficadora en modo paramdtrico, sean 

x(r) = 2 y y(t) = -16 1 2 + 128/ 

Considere los siguientes par ^metros para el rectdngulo de inspeccidn: 
*min = — 8, r step = 0.1, AC m f n = 0, -^max — 4, -* sc i = 1, 

>Wn = “100, y m £ X = 300, y y sc j = 0. Se presiona la tecla | trace] 
y despues la tecla flecha a la izquierda , manteniendose oprimida hasta 
que el cursor estd en 1 = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la graficado- 
ra como debe aparecer hasta este momento. Presione la tecla flecha a la 
derecha y observe que la piedra, representada por el cursor, se mueve 
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de la recta x = 2. Note que el mdxi- 
mo valor que alcanza y es 256, el cual ocurre cuando t = 4 , lo que apoya 
la respuesta del inciso (a). Tambien observe que la piedra regresa al 
suelo (cuando y = 0) a los 8 s, lo que apoya la respuesta del inciso (b). 

(d) Para obtener v se utiliza (8) y se sustituye 8 por t y v por v, obtenidndose 

v = -32(8) + 128 . 

= -128 

Portanto, |v| = 128 

Conclusion: La piedra llega al suelo con una rapidez de 128 pie/s. ^ 



[0, 4] por [-100, 300] 
x(f) = 2 y y(f) = -16f 2 + 128/ 

FIGURA 4 


EJERCICIOS 4.3 


En los ejercicios } a 14, determine la solucidn completa de la 
ecuacion diferenciai 


1 . 

d y _ 

: 4jc - 5 

2 . 

dy _ 

6 - 3x 2 


dx 



dx 


3 . 

n 

si-3 

: 3x 2 + 2 jc - 7 

4 . 

ds 

dt 

5 

5 . 

fy = 

= 3xy 2 

6 . 

dy _ 

4x + X 


dx 


dx 

-Jy - y 

7 . 

du 

3vVl + w 2 

8 . 

dy _ 

JC 2 V* 3 - 3 


dv 

u 


dx 

y 2 

9 . 

dy _ 

sec 2 x 

10 . 

du _ 

cos 2v 


dx 

tan 2 y 

dv 

sen 3 u 

11 . 

d 2 y 

= 5x 2 + 1 

12 . 

d 2 y . 

= V2jc - 3 


dx 2 



dx 2 


13 . 

d 2 s 

= sen 3/ + cos3f 





dt 2 





14 . 

d 2 u 

= tan v sec 2 v 





dv 2 






En los ejercicios 15 a 20, obtenga la solucidn particular de 
la ecuacion diferenciai determinada por las condiciones 
iniciales. 


15 . 

dy 

dx 

- x 2 - 2x - 4;y = -6 cuando x = 3 

16 . 

dy 

dx 

= (* + l)(-t + 2);y = 

cuando x ~ -3 

17 . 

dy 

dx 

_ cos3ac _ l n cuando 

sen 2 y 3 

x = \n 

18 . 

ds 

dt 

- cos I/;j = 3 cuando t 

- 5* 

19 . 

d 2 u 

dv 2 

= 4(1 + 3v) 2 ; u = -1 y 

= -2 cuando 
dv 


v = 

-1 


20 . 

d 2 y 

dx 2 

3 1 dy 

= --^= VTx = ~ 

1 cuando x - 1 


En los ejercicios 21 a 32, una particula se mueve a lo largo de 
una recta ; a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad de 
la particula y a pies por segundo por segundo es la acelera- 
cion de la particula. Sugerencia para los ejercicios 29 a 32: 

dv dv ds dv 

a = — = = v — 

dt ds dt ds 
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21 . v = V2 1 + 4 ; s = 0 cuando t = 0. Exprese s en tdr- 
minos de t. 

22 . v=4-f;j = 0 cuando t = 2. Exprese s en tdrminos 
de t. 

23 . a - 5 - 2t\ v = 2 y 5 = 0 cuando / = 0. Exprese v y 5 
en t6rminos de t. i 

24 . a = 17; v = 0 y 5 = 0 cuando f = 0. Exprese v y s en 
t^rminos de t. 

25 . a = t 2 + 2 1; s = 1 cuando r = 0 y 5 = -3 cuando 
/ = 2. Exprese v y s en terminos de t. 

26. a = 3t - t 2 \ v =s 2 y s = 1 cuando t = 1. Exprese v 
y s en terminos de t. 

27 . a = -4V2 cos(2f - i;r);v = 2y$=l cuando/ = 0. 
Exprese v y 5 en tdrminos de t. 

28 . a = 18 sen 3/; v = -6 y 5 = 4 cuando / = 0. Exprese v 
y ^ en terminos de /. 

29 . a = 800; v = 20 cuando 5 = 1. Obtenga una ecua- 
ci6n que contenga a v y 5 . 

30 . a = 500; v = 10 cuando 5 = 5. Determine una ecua- 
ci6n que contenga a v y 5 . 

31 . a = 5s + 2; v = 4 cuando 5=2. Obtenga una ecua- 
cidn que contenga a v y 5 . 

32 . a - 2s + l; v = 2 cuando 5=1. Determine una ecua- 
ci6n que contenga a v y 5 . 

En los ejercicios 33 a 52, no olvide definir las variables como 
numeros y asegurese de escribir una conclusidn. En los ejerci- 
cios 35 a 43, tenga en cuenta que la unica fuerza que actua es 
atribuida a la aceleracidn debida a la gravedad, considera- 
da como 32 pie Is 2 o 9.5 mis 2 hacia abajo. 

33 . Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centimetres por segundo es la velocidad de la 
particula a los / segundos, entonces v = 9 sen 3 nt, donde 
el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
particula se encuentra en el origen al iniciar el movimien- 
to, determine su position cuando / es igual a (a) 0.6. 
(b) 2.5, (c) 4.8, y (d) 7.2. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye las respuestas. 

34 . Realice el ejercicio 33 considprando ahora que 
v = 2 cos i m. 

35 . Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 20 pie/s. (a) ^Cu&nto 
tiempo ascender^ la pelota? (b) i,Que tan alto llegar& la 
pelota? y (c) ^Cu&ito tardara la pelota en llegar al suelo? 
(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a)-(c). (e) <Con qu£ rapidez 
golpear£ la pelota el suelo? 

36 . Realice el ejercicio 35 considerando ahora que la velo- 
cidad inicial es de 5 m/s. 

37 . Se deja caer una piedra desde lo alto del monumento a 
Washington, de 555 pie de altura. (a) ^Cutiito tiempo le 
tomarri a la piedra alcanzar el suelo? (b) ^Con qu£ rapidez 
golpeard la piedra el suelo? 


38. Se lanza una pelota hacia abajo desde una ventana situada 
a 80 pie sobre el suelo con una velocidad inicial de 
-64 pie/s. (a) ^Cuanto tardara la pelota en llegar al suelo? 
y (b) ^Con qu6 rapidez golpeitf la pelota, el suelo? 

39. Una mujer que se encuentra en un globo dej6 caer sus bi- 
noculares cuando el globo se encontraba a 150 pie sobre el 
suelo y se elevaba a una tasa de 10 pie/s. (a) ^Cudnto tiem- 
po tardar&i los binoculares en llegar al suelo? y (b) £Con 
qu 6 rapidez se impactai&n los binoculares el suelo? 



40. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de un edificio de 60 pie de altura con una velocidad 
inicial de 40 pie/s. (a) ^Cu&nto tiempo tardar& la piedra en 
alcanzar su maxima altura? (b) ^Cuti es su maxima altura? 
(c) £Cu£nto dempo tardati la piedra en pasar por la azotea 
del edificio en su regreso? (d) ^Cu£l es la velocidad en ese 
instante? (e) ^Cudnto tardar& la piedra en llegar al sue- 
lo? (f) i,Con qu£ rapidez golpear^ la piedra el suelo? 

41. Suponga que camina en el bosque y ve hacia arriba c6mo 
una roca se desprende de un lado de un risco. Si su cabeza 
esta a 200 pie debajo de la base de la roca en ese instante, 
(a) ^cu&nto tiempo tiene para alejarse de la trayectoria de 
la roca? (b) Si no se aleja de la trayectoria a tiempo, ^con 
qu6 rapidez le golpear& la roca? 
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42 . Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 40 pie/s desde un punto a 20 pie del 
suelo. (a) Si v pies por segundo es la velocidad de la pelo- 
ta cuando esta a s pies desde su punto de lanzamiento, 
exprese v en t^rminos de s. (b) ^Cual es la velocidad de la 
pelota cuando esta a 36 pie del suelo y se eleva? 

43 . Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 150 m/s desde un punto 2 m 
arriba del suelo. (a) Si s metros es la altura del proyectil 
desde el suelo a los t segundos, despu6s de ser disparado, 
exprese s en terminos de t , bajo la suposicidn de que la 
unica fuerza que actua sobre el proyectil es la atribuida a 
la aceleracidn debida a la gravedad. (b) ^Que tan alto, 
desde el suelo, estarS el proyectil 4 s despues de ser dis- 
parado? (c) ^Cuanto tiempo tardard el proyectil en alcan- 
zar una altura de 500 m desde el suelo? 

44 . Si un cohete se eleva desde el suelo con una aceleracibn 
constante de 22 m/s 2 , determine (a) la velocidad del cohete 
30 s despu^s de que se lanzo y (b) ^qu6 altura, desde el 
suelo, alcanzar^ el cohete en ese tiempo? 

45 . Un transbordador espacial se eleva verticalmente con una 
aceleracion constante de 10 yd/s 2 . Si un radar a 1 200 yd 
de la plataforma de lanzamiento lo sigue, ^qu6 tan rdpido 
gira el radar 8 s despues del lanzamiento? 



46 . Si una pelota se rueda a nivel del suelo con una velocidad 
inicial de 20 pie/s, y si la rapidez de la pelota disminuye a 
la tasa de 6 pie/s 2 debido a la friccidn, ^que distancia 
recorrer£ la pelota? 

47 . Si el conductor de un automdvil desea aumentar la rapidez 
de 40 a 100 km/h mientras recorre una distancia de 
200 m, ^qu£ aceleracion constante debe mantener? 


48 . (,Qu6 aceleracion negativa y constante debe aplicar un 
conductor para disminuir la rapidez de 120 a 60 km/h 
cuando se recorre una distancia de 100 m? 

49 . Si se aplican los frenos de un automdvil que viaja a 
100 km/h y los frenos pueden darle al automdvil una 
aceleracion negativa y constante de 8 m/s 2 , (a) ^cudnto 
tardara el automovil en detenerse y (b) ^qu£ distancia 
recorrera el automovil antes de detenerse? 

50. Una pelota empezb a subir desde la base de un piano 
inclinado con una velocidad inicial de 6 pie/s. Si hubo 
una aceleracidn contraria al ascenso de 4 pie/s 2 , ^qu£ 
distancia recorrid la pelota en el piano antes de comenzar 
a rodar hacia abajo? 

51. Si los frenos de un automovil pueden darle una acelera- 
cidn negativa y constante de 8 m/s 2 , ^cual es la maxima 
rapidez a la que puede viajar si es necesario detener el 
autombvil en un intervalo de 25 m despuds de que se 
apliquen los frenos? 

52 . Un bloque de hielo se desliza por un conducto con una 
aceleracibn constante de 3 m/s 2 . El conducto mide 36 m 
de longitud y se requieren 4 s para que el bloque llegue 
hasta la parte mis baja. (a) ^Cu&l es la velocidad inicial 
del bloque de hielo? (b) ^Cual es la rapidez del bloque de 
hielo cuando ha recorrido 12 m? (c) ^Cudnto tiempo tar- 
dar& el bloque de hielo en recorrer 12 m? 

53. La ecuacion x 2 = 4 ay representa una familia de parabo- 
las de un pardmetro. Determine otra familia de curvas de 
un parametro tal que en cualquier punto (x, y) exista una 
curva de cada familia que pase por 61 y las rectas tan- 
gen tes a las dos curvas en ese punto sean perpendiculares. 
Sugerencia: primero muestre que la pendiente de la recta 
tangente en cualquier punto (x, y ), que no este en el eje y, 
de la parabola de la familia dada que pasa por ese punto 
es 2 y/x. 

54 . Resuelva el ejercicio 53 si la familia de curvas de un 
parametro tiene la ecuacion x 3 + y 3 = a 3 . 

55. Si una partfcula se mueve sobre una recta y se sabe que 
la aceleracion es una funcidn del tiempo, ^qu£ condi- 
ciones iniciales deben conocerse tambi^n para obtener 
una ecuacidn que exprese la distancia de la partfcula des- 
de el origen como una funcion del tiempo? Explique 
cdrno determinaria esta ecuacion. 


4.4 AREA 



FIGURA 1 


Probablemente tiene una idea intuitiva de que el drea de una figura geo- 
mdtrica es la medida que, en alguna forma, proporciona el tamano de la 
region encerrada por la figura. Por ejemplo, se sabe que el area de un rectangulo 
es el producto de su largo y su ancho, y el area de un triangulo es la mitad del 
producto de las longitudes de su base y de su altura. El area de un polfgono 
puede definirse como la suma de las areas de los triangulos en que puede ser 
descompuesto, y puede demostrarse que el ire a asf obtenida es independien- 
te de como se descompuso el polfgono en triangulos. Observe la figura 1 . 

En esta seccion, se define el area de una region en un piano si la region 
esta limitada por una curva. Si desea saber por que se trataran tales areas, la 
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respuesta es que se estableceran los fundamentos necesarios para motivar 
geometricamente la definici6n de integral definida en la section siguiente. 
Recuerde, se motivo geometricamente la definition de la derivada de una fun- 
cion como la pendiente de la recta tangente a la gr£fica de la* funcion. Justo 
como con la derivada, despu£s de haber establecido la integral definida vera 
que puede aplicarse la definition en una gran variedad de campos 

En el estudio del £rea se trataran sumas de muchos terminos,* de modo 
que se introduce una notation, llamada notacidn sigma, para facilitar la 
escritura de estas sumas. Esta notaci6n requiere el uso del simbolo X, la letra 
sigma mayuscula del alfabeto griego. En el ejemplo ilustrativo siguiente se 
dan algunos ejemplos de la notation sigma. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


5 

£ i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 

t = l 

2 

]T (3 i + 2) = [3(-2) + 2] + [3(— 1 ) + 2] + [3 • 0 + 2] + [3 • 1 + 2] + [3 * 2 + 2] 

i =+2 

= (-4) + (-1) + 2 + 5 + 8 


p = l 3 + 2 3 + 3 3 + . . . + n 3 
j = 1 



4.4.1 Definition de la notation sigma 


£ F(i ) = F(m) + F(m + 1) + F(m + 2) + . . . + F(n - 1) + F(n) 

i=m 

donde my n son numeros enteros, y m £ n. 


El miembro derecho de la ecuacion de la definition consiste de'la suma 
de (n - m + 1) ttiminos, el primero de los cuales se obtiene al sustituir i 
por m en F(i), el segundo se obtiene al reemplazar i por m + 1 en F(i), y 
asf sucesivamente, hasta que el ultimo t^rmino se obtiene sustituyendo i por 
n en F(i). 

El numero m se denomina Limite inferior de la suma, y n se denomina 
lfmite superior de la suma. El simbolo i recibe el nombre de indice de la 
suma. Este es un simbolo “ficticio” porque cualquier otra letra puede em- 
plearse para este proposito. Por ejemplo, 

£ k 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 

k=3 

es equivalente a 

^ i 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 

i= 3 


N. del T. En estadistica y otras disciplinas a estas sumas suele Uamdrseles sumatorias. 
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P> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


6 >' 2 3 2 4 2 5 2 


y i _ Jr 
3 + 


De la definicidn 4.4. 1 , 
6 2 


i=3 * 


1 4+1 5+1 6+1 


En ocasiones los terminos de una suma contienen subindices, como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

n 

X ~ A 1 + A 2 + • • • + A n 

7 = 1 

9 

kbfc = 4/?4 + + 6 bfi + lb 7 + 8/?g + 9bg 

*=4 

4 

X /(*/) Ajc = /(*l) A * + f( x 2) Ax + f(x 3 ) Ax + /(JC 4 ) Ajc 4 

7= 1 

Los teoremas siguientes tratan sobre el uso de la notacidn sigma, son 
utiles para ciertos cdlculos y se demuestran f£cilmente. 


4,4.2 Teorema 


^ c = en, donde c es cualqtuer constante. 

Demostracion 


^c=c + c + ... + c (n t&minos) 
= cn 


4.4,3 Teorema 


it A 

^ c * F(i) = F(i), donde c e$ una constants 


Demostracion 


£ c • F(i) = c • F(l) + c • F(2) + c • F(3) + . . . + c • F(n) 

i — l 

= c[F(l) + F(2) + F(3) + . . . + F(n)] 

= cX F(i) 

7 = 1 


4.4,4 Teorema 


X IF(0 + <7(01 » X * £<*» 

i*=l f=i J«i 


m 
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La demostracidn del teorema 4.4.4 se deja como ejercicio (refierase al 
ejercicio 43). El teorema 4.4.4 puede extenderse a la suma de cualquier nu- 
mero de funciones. 


4.4.5 Teorema 1 

/ b • 

W; r r : 


£ TOO - 

X TO* -nu:) 

(i) 

i=a 

i=a+c 


y 



b 

b~c 


£ TOO = 

X TO« + c) 

(2) 

i-a 

i-a-c 



La demostraci6n del teorema 4.4.5 se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 44). El ejemplo ilustrativo siguiente muestra la aplicacidn de este teorema. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la ecuacion (1) del teo- 
rema 4.4.5, 


10 12 


X TOO = X F(i - 2) 

1=3 ;= 5 


y 





i=7 


(i - l) 2 


De la ecuacion (2) del teorema 4.4.5 


10 8 
X TOO = X F(i + 2) 


1=3 i-1 


y 



I (/ + 5) 2 

1 = 1 


◄ 


4.4.6 Teorema 


t [TOO - F(i - 1)] = F(n) - m 
SI 

Demos tra cion 


X [too - w - in - X too - X to; - *> 

i=l /= i i=l 

En el miembro derecho de esta ecuacion se escribe la primera suma en 
otra forma, y se aplica la ecuacion (2) del teorema 4.4.5, con c = 1, a la se- 
gunda suma. Entonces 

X [TOO - TO' -D] = ( X TOO + TO*)) - X TOO' + 1) - 11 

1=1 V is 1 J 1=1-1 


n - 1 n — 1 

= X TOO + TO") - X TOO 

1=1 (=0 

= X TOO + TOO - (too) + X too) 

;=i ' i=l ' 


= TO") - TOO) 
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► EJBMPLO I Evalue 

X W - 4'-' ) 

/=d b 

Solucion Del teorema 4.4.6, donde F(i) = 4', se deduce que 

n 

£ (4* - 4‘->) = 4" - 4° 

$?\ 

= 4" - 1 ◄ 

El teorema siguiente proporciona cuatro f 6 rmulas para el cilculo con la 
notacidn sigma. Estas fdrmulas pueden demostrarse mediante induccidn 
matematica. Tambi 6 n pueden demostrarse sin induccidn matemdtica; vea los 
ejercicios 45-48. 


[ 4.4*7 Teorema 1 

St n es un ntimero cntero positives entonoes 

* A /J : 

y "(« + 1 ) 

~ 2 

(Wnwrf*l) % 

y r >2 _ + 1 ) 

h 6 

(Fftnmda 2) ^ 

j-3 _ " 2 (« + l ) 2 

(IWfHMJi 3) 

y .4 «(n + IK 2 « + IK3n 2 + 3n - 1 ) 

2a 1 . ‘ “30 

r - 1 

<P 6 r««tm 4) jf 


► EJBMPLO 2 Calcule 

X ' 0 ' - 2 ) 


i = 1 

Solucion 

n 


X 'O'- - 2) = x O' 2 - 20 


i=l 


1 = 1 


= Xo< 2 )+ X(- 2 ') 




/=l 


-32' 2 -*I 


(por el teorema 4.4.4). 
(por el teorema 4.4.3) 


= 3 ■ " i" - t - D - 2 • *£±21 (por las fdrmulas 
6 2 1 y 2 ) 

2 n 3 + 3n 2 + n - In 1 - 2 n 
2 

2/i 3 + /i 2 - n a 


2 
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y 



y =/(*) 



Antes de estudiar el £rea de una regidn plana, se indicara por que se uti- 
liza la terminologfa “ medida del £rea”. La palabra medida se refiere a un 
numero (no se incluyen las unidades). Por ejemplo, si el £rea de un tridngulo 
es 20 cm 2 , se dice que la medida del drea del tri<uigulo, en. centfmetros cua- 
drados, es 20. Cuando la palabra medicion se aplica, se incluyen las unidades. 
De este modo, la medici6n del £rea del tri&igulo es 20 cm 2 . 

Ahora considere una regidn R del piano como muestra la figura 2. La 
regidn R estd limitada por el eje jc, las rectas x = ay x = b, yla curva cuya 
ecuacidn es y = f{x), donde /es una funcidn continua en el intervalo cerrado 
[a, b]. Por simplicidad, se toma/(jc) > 0 para toda x en [a, b]. Se desea asig- 
nar un numero A a la medida del area de R , y utilizar un proceso de lfmite 
semejante al empleado en la definicidn del area de un cfrculo: El £rea de un 
cfrculo estd definida como el lfmite de las areas de los polfgonos regulares 
inscritos cuando el numero de lados aumenta sin lfmite. Intuitivamente, se ve 
que cualquiera que hay a sido el numero elegido para representar A, ese nu- 
mero debe ser por lo menos tan grande como el £rea de cualquier region 
poligonal contenida en /?, y no debe ser mayor que la medida del £rea de 
cualquier regidn poligonal que contenga a R. 

Primero se define una region poligonal contenida en R. Se divide el in- 
tervalo cerrado [a, b] en n subintervalos. Para simplificar se consideran estos 
subintervalos de igual longitud, por ejemplo, A*. Por tanto, Ajc - {b - a)/n. 
Los extremos de estos subintervalos se denotan por jcq, jcj, x 2 , . . .. , JC n _j, 
x n , donde xq = a y x^ = a + Ajc, . . . , Xi = a + /Ajc, . . . , 
jc n _j = a + (n ~ 1) Ajc, jc„ = b . El /-esimo subintervalo se denotara por 
[jc m , jcJ. Como /es continua en el intervalo cerrado [a y b], es continua en 
cada subintervalo. Por el teorema del valor extremo, existe un numero en cada 
subintervalo para el cual / tiene un valor mfnimo absohito. En el f-esi- 
mo subintervalo sea c t este numero, de modo que /(q) es el valor mfnimo 
absoluto de / en el subintervalo [jc f -_i, jcJ. Considere los n rect&ngulos (o 
elementos de drea), cada uno de ancho Ajc unidades y altura de /(c,) uni- 
dades (refi^rase a la figura 3). Sea S n unidades cuadradas la suma de las areas 
de estos n rect&ngulos; entonces 



FIGURA 3 


s„ = f(c x ) Ax + f(c 2 ) Ax + ... + f(Cj ) Ajc + ... + f(c n ) Ax 
o, con la notaci6n sigma, 

n 

Sn = ]£/to)AJC 
1 = 1 


(3) 


y 

A 



>' =/W 


Ai 

a = x Q x 2 



x n~ l 


JC 


FIGURA 4 


El miembro derecho de (3) proporciona la suma de las medidas de las 
dreas de los n rectangulos inscritos. De este modo, independientemente de 
c6mo se defina A, debe ser tal que 

A S S n 

En la figura 3 la regidn sombreada tiene un £rea de S n unidades cuadradas. 
A continuacidn se incrementard n. Especfficamente, multiplique n por 2; en- 
tonces el numero de rectangulos es el doble, y el ancho de cada rectdngulo 
se redujo a la mitad. Esto se ilustra en la figura 4, la cual muestra el doble de 
los rectangulos de la figura 3. Al comparar las dos figures, se observa que 
la regidn sombreada de la figura 4 pareee que se aproxima mas a la regidn R 
que la regidn de la figura 3. Asf, la suma de las areas de los rectangulos de la 
figura 4 est£ mds prdxima al numero que se desea para representar la medida 
del are a de la regi6n R. 
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Conforme n se incrementa, los valores de S n determinados a partir de la 
ecuacion (3) aumentan, y los valores suce si vos de S n difieren uno del otro en 
cantidades arbitrariamente pequenas. Esto se,demuestra en Calculo avanza- 
do mediante un teorema que establece que si / es continua en [a, b], en- 
tonces conforme n crece sin limite, el valor de S n dado )p6r (3) se aproxima 
al limite. Este limite es el que se toma como definicion de la medida del area 
de la region R. 


4.4.8 Definicion del area de una region plana 


Supohga que la Funcidn / es continua en el intervale cerrado (o, b], con 
/( X) S: 0 para toda x en [a, y que R es la regidn limitada per la curva 
y = /(*), el eje x y las rectas x = a y x = Divida el intervalo [a* 
en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = (i> - a)fn T y denote el 
/-esimo subintervalo por [x^i, Xj}, Emonces si /{q ) es el valor de ftm- 
ci6n minimo absolute en cl subintervalo, la medida del tirca 

de la regidn R estd dada por 

A - „!&£/< c <> Ajc «) 
n + /=1 

Esta ecuacidu significa que para cualquier £ > 0 existe un mimero 
N' > 0 tal que si n es un nrimero entero positive y 


si « > JV -entonces 



/(q) A* " * 


< € 


En la discusion anterior pudieron haberse considerado rectangulos cir- 
cunscritos en lugar de rectangulos inscritos. En este caso, se toman CQmo me- 
didas de las alturas de los rectangulos los valores m£ximos absolutos de/en 
cada subintervalo. La existencia de un valor maximo absoluto de / en cada 
subintervalo esta garantizada por el teorema del valor extremo. Las sumas 
correspondientes de las medidas de las areas de los rectangulos circunscritos 
son por lo menos tan grandes como la medida del area de la regidn /?, y pue- 
de demostrarse que el limite de estas sumas conforme n crece sin limite es 
exactamente el mismo que el limite de la suma de las dreas de los rectangulos 
inscritos. Esto tambien se demuestra en Calculo avanzado. De esta manera, se 
puede definir la medida del area de la region R por 


A = f(di) Ax (5) 

donde /(</-) es el valor maximo absoluto de /en [jq_i, jc ,]. 

La medida de la altura del rectdngulo del i-esimo subintervalo en rea- 
lidad puede tomarse como el valor de la funcion de cualquier numero del 
subintervalo, y el limite de la suma de las medidas de las £reas de los rectan- 
gulos sera el mismo sin importar que numeros se hay an elegido. En la seccidn 
4.5 se extendera la definicion de la medida del area de una region como el 
limite de dicha suma. 


► EJEMPLO 3 Determine el area de la region limitada por la 
curva y — x 2 , el ejex y la recta x = 3 considerando rectangulos inscritos. 
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y 

t .(3,9) 



FIGURA5 


Solucion La figura 5 muestra la region y el i-esimo rectangulo inscrito. 
Aplique la definici6n 4.4.8 y divida el intervalo cerrado [0, 3] en n subinter- 
valos cada uno de longitud Ax: xq = 0, xy = Ax , x 2 = 2Ax, . . . , 
x, — i Ax,. . . ,x n ~i = (n - l)Ax, x n = 3. Asi, 

Ax = ^-2 y f(x) = x 1 
n 

3 

n 

Como/es cireciente en [0, 3], el valor minimo absoluto de/en el subin- 
tervalo [x M , xj es /(x,_ i). Por tanto, de (4) 


A = „!iT X /U,-i)Ajt 

i=i 

Debido a que x/_] = •(/ - 1) Ax y f(x) = X 2 , cntonccs 
M-i) = [(* - 1)A*] 2 
Por tanto, 

X/U,-i)A* = X(i - D 2 (A*) 3 

1 = 1 i' = l 

Pero Ax = 3/n; de modo que 

X /(*;-! ) A* = X(» - l) 2 \ 


( 6 ) 


i= 1 


i=l 


= 3 L o' - D 2 

" 3 iti 


27 

»3 


i=l 1=1 i=l 


y al aplicar las formulas 2 y 1 y el teorema 4.4.2 se obtiene 


X /(■*/-! ) A* - 


27 


n(n + l)(2n +1) 0 «(«+!),_ 

2 • —2— + n 


27 2n 3 + 3 n 2 + n — 6n 2 - 6n + 6n 

n 3 ' 6. 

9 2n 2 - 3w + 1 

2 ' n 2 


Entonces, de (6), 


A = lim 

n— »+e*| 

9 
2 


9 2n 2 -3 n + l ' 

2 * n 2 

lim (2 - - + -y) 


= |(2 - 0 + 0) 

= 9 


Conclusion: El area de la regidn es 9 unidades cuadradas. 
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y 



FIGURA 6 


y 



► EJEMPLO 4 Calcule el drea de la regidn del ejemplo 3 consi- 
derando rectangulos circunscritos. 

Solucion La figura 6 muestra la region y el *-dsimo rectangulo circuns- 
crito. Con rectangulos circunscritos, la medida de la altura del i-6simo rectan- 
gulo es el valor maximo absoluto de/ en el subintervalo [x ( _i, xj\, el cual es 
/(*/). De (5) se tienfc 


A = %fM Ax 


(7) 


i = 1 


Como Xi - i Ax, entonces/(jt,) = (i Ax) 2 , y asi 
£ f(Xi ) Ax = £ i 2 (A*) 3 


i - 1 


i = 1 


= 

n J — 


27 


n(n + 1)(2 n + 1) 
6 _ 


9 In 2 + 3n + 1 
2 ' „2 


Por tanto, de (7), 

A = lino | • (2 + - + -y) 
2 V n n 2 J 

= 9- (como en el ejemplo 3) 


^ EJEMPLO 5 Aplique la definicion 4.4.8 para calcular el area 
de la region trapezoidal limitada por las rectas x = 1 y x = 3, el eje x y la 
recta 2x + y = 8. Verifique la respuesta mediante la fdrmula de geome- 
’ trfa plana para el area de un trapecio. 

Solucion En la figura 7 se presentan la regidn y el j-esimo rectangulo 
inscrito. Se divide el intervalo cerrado [1, 3] en n subintervalos, cada uno 
de longitud Ax: xq = 1, x\ = 1 + Ax, . . . , Xj = 1 + iAx, . . . , 
x n -\ = ! + («- 1) Ax, x n = 3. 


Ax = 


3 - 1 
n 

2 

n 

A1 resolver la ecuacion de la recta para y se obtiene y = -2x + 8. Por 
tanto, f{x) = -2x + 8, y como/es decreciente en [1, 3], el valor mfnimo 
absoluto de / en el f-esimo subintervalo [x t _ | , Xj] es /(x,). Debido a que 
X.- = 1 + iAx y f(x) = -2x + 8, entonces /(x.-) = -2(1 '+ iAx) + 8, es 
decir,/(x, ) = 6 - 2i Ax. De (4), 
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n - 

= luri Y [6 Ax - 2 /(Ax) 2 ] 

n —, >+°° 


Del teorema 4.4.2 y de la formula l se tiene 


A = Hm 

n — » + °° 


12 8 n(/i + 


f 


= lim (s - -) 


= 8 

Conclusion: El area de la region es 8 unidades cuadradas. 

La formula de geometrfa plana para determinar el Srea de un trapecio es 
A = h(b\ + b-i) 

donde h, b\ y b 2 son, respectivamente, el numero de unidades de la longitud 
de la altura y de las dos bases, las cuales, para el trapecio de la figura 7 son 
paralelasalejey.DeestafrirmulasetienequeA = ^(2)(6 + 2);estoes,A = 8, 
lo cual es acorde con el resultado obtenido anteriormente. M 


EJERCICIOS 4.4 


En los ejercicios 1 a 12, calcule la suma. 


1. X (3 i - 2) 

1 = 1 

3. XO' 2 + » 
1 = 1 

10 

s. £ a - D 3 
1=1 

7 - trh 


zu 

2. X ( 5 < + 4 > 

1 = 1 

4. £(i + l) 2 
»=1 

10 

6- X0' 3 - l > 

/=l 

6 O 

«• I nrz 


7 = 3 


j(j - 2) 


100 r t . -i n 

"■ ,?,[*- rh] 

19. X 4i 2 (i - 2')' 


+ i 2 ) 


9. 

I 2' 

i = - 2 

10. 

y i 

h 1 + i 2 

A ^ Ck " 

11. 

£(-n* +1 
* = 1 * 

12. 

y * 

* = -2 * + 3 

. v 
^ . 


remas 4.4.2 a 4.4.7. 
25 

13. XI 2i(( - 1) 

i=i 


20. X l(r * - 3 *> 2 - (3* _l - 3~* +I ) 2 ] 

* = 1 

En los ejercicios 2J a 30, emplee el mitodo de esta seccion para 
determinar el area de la region; utilice rectangulos inscritos o 
circunscritos, segun se indique. Para cada ejercicio dibuje una 
figura que muestre la region y-el i-esimo rectdngulo. 

21. La region limitada por y — x 2 , el eje x y la recta x - 2; 
rectangulos inscritos. 

■1&. La region del ejercicio 21; rectangulos circunscritos. 

\$L3<0 La regi6n sobre el eje jc y a la derecha de la recta x = 1 

limitada por el eje jc, la recta x = lylacurvay = 4 - x 2 \ 
is teo-\& ; . J 

v r rectangulos inscritos. 

. 24. La region del ejercicio 23; rectangulos circunscritos. 

V* 

25. La region sobre el eje x y a la izquierda de la recta jc = 1 
f=1 limitada por la curva y las rectas del ejercicio 23; rect&n- 


14. £ 3 <(' 2 + 2 ) 


15. X(2*-2*-‘) 16. £('0 i + l -10') 

*=l 1=1 


gulos circunscritos. 

26. La region del ejercicio 25; rectangulos inscritos. 
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27. La region limitada por y = x 3 , el eje x y las rectas x = -1 39. /(*) = sen x, o = £ ;r, b = | /r, n ~ 8, circunscritos. 

y x = 2; rectangulos inscritos. . n.wyf v . i , . 

f(x) = cos x, o = 0, = ^;r, n = 6, inscntos. 

28. La regidn del ejercicio 27; rectdngulos circunscritos. 


29. La region limitada por y = x 3 + x, el eje x y las rectas 
x = -2 y X = 1 ; rectangulos circunscritos. 

30. La regidn del ejercicio 29; rectangulos inscritos. 


sen ;t, a = ~7i \b - 1 K, n = 8, inscritos. 


s ^'l. fix) 

^ = cos x, a - 0, b = ~K,n = 6, circunscritos. 

43. Demuestre el teorema 4.4.4. 


31. Utilise el mdtodo de esta seccidn para calcular el drea de 
un trapecio isdsceles cuyas bases tienen medidas b x y b 2 
y cuya altura tiene medida h. 

32. La grdfica de y = 4 - | x | y el eje x desde x = -4 a 
x = 4 form an un triangulo, Emplee el metodo de esta 
seccidn para calcular el drea de este tridngulo. 

En los ejercicios 33 a 36, determine el drea de la regidn to- 
mando como medida de la altura del i-esimo rectangulo /(m,), 
donde m, es el punto medio del i-esimo subintervalo, Suge- 
rencia: m i = \ (x t - + x M ). 

V 33. La regidn del ejemplo 3. 

a “ ’ 34. La regidn del ejercicio 22. 

‘ 

X^‘ ! 3£. La regidn del ejercicio 23. 

J- 

36. La regidn del ejercicio 26. 

En los ejercicios 37 a 42, se proporcionan una funcidn f y los 
numeros n, a y b. Aproxime, con cuatro cifras decimales , el 
drea de la region limitada por la curva y = fix), el eje x y 
las rectas x = a y x - b, realizando lo siguiente: divida el 
intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax 
unidades y utilice una calculadora para obtener la suma de 
las areas de los rectangulos inscritos o circunscritos (segun 
se indique ) que tienen cada uno un ancho de Ax unidades. 

^0^37. /(x) = -,a = \,b = 3, n = 10, inscritos. 

..^38. fix ) = Xr ,a — \,b = 2, n = 1 2, circunscritos. 

A x l 


44. Demuestre el teorema 4.4.5. 

45. Demuestre la fdrmula 1 del teorema 4.4.7 sin utilizar in- 
duccion matemdtica: Sugerencia : escriba dos ecuaciones: 
(i) iguale la suma, en notacidn sigma, a 1 + 2 + . . . + 
(n - 1) + n\ (ii) iguale la suma, en notacidn sigma, a la 
suma de (i) en orden mvertido. Despuds sume las ecua- 
ciones, de (i) y (ii), tdrmino a termino y divida los dos 
miembros de la ecuacion resultante entre 2. 

46. Demuestre la fdrmula 2 del teorema 4.4.7 sin- utilizar in- 
duction matemdtica. Sugerencia: 

i [/ 3 - (i - l) 3 ] = £ (3 i 2 - 3/ + 1) 

1=1 1 = 1 

Aplique el teorema 4.4.6 en el miembro izquierdo de esta 
ecuacidn; y en el miembro derecho aplique los teoremas 
4.4.2, 4.4.3, 4.4.4 y la fdrmula 1 del teorema 4.4.7. 

47. Demuestre la fdrmula 3 del teorema 4.4.7. Sugerencia: 
i 4 - (i - l) 4 ss 4i 3 - 6i 2 + 4i - 1, y use un mdtodo 
semejante al utilizado en el ejercicio 46. 

48. Demuestre la fdrmula 4 del teorema 4.4.7. (Considere la 
sugerencia para los ejercicios 46 y 47). 

49. Explique la definicidn 4.4.8 en palabras sin emplear las 
palabras h'mite o se aproxima a o los simbolos No € . 


4.5 INTEGRAL DEFINIDA 


En la seccidn 4.4, para llegar a la definition de la medida del drea de una 
regidn plana como 


lim y\f(ci)Ax 

n-» + °o 


( 1 ) 


se dividid el intervalo cerrado [ a , b\ en n subintervalos, cada uno de longitud 
Ax, y se tomo c ( como el punto del i-esimo subintervalo para el cual / tiene 
un valor mfnimo absoluto. Tambidn se restringieron los valores de funcidn 
f(x) a valores no negativos en [a, b] y se pidid que/fuese continua en [a, b]. 
El lfmite en (1) es un caso especial de un “nuevo tipo” de proceso de lfmi- 
te que conduce a la definicidn de la integral definida. Ahora se discutird este 
“nuevo tipo” de lfmite. 

Sea / una funcidn definida en el intervalo cerrado [a, b]. Divida este in- 
tervalo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 puntos intermedios 
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entre ay b. Sean x 0 = a y x n = b, y sean ;q, x 2 , . . . , los puntos inter- 
medios de modo que 


x 0 < Xj < x 2 < ... < * n _i < x n 

Los puntos xq, * 1 , jc 2 , . . . , x n no son necesariamente equidistantes. Sea 
A x x la longitud del primer subintervalo de modo que A x x = jq - jc 0 ; 
sea A 2 x la longitud del segundo subintervalo de modo que A 2 x = x 2 - jq; 
y asf sucesivamente de modo que la longitud del f-dsimo subintervalo es 

A,*, y 

AjX = Xi - Jt,_, 


y 



A1 conjunto de estos subintervalos del intervalo [ a , b\ se le denomina par- 
tition del intervalo [a, b]. Sea A dicha partition. La figura 1 ilustra una de 
estas particiones A de [ a , b]. 


1 1 k 1 1 i — 

a = x 0 x x x 2 x 3 x 4 x n _ x x n = b 


FIGURA 1 

La particidn A contiene n subintervalos. Uno de estos subintervalos es 
el mas largo; sin embargo, puede haber mds de uno. La longitud del subin- 
tervalo mds largo de la partition A se llama norma de la partition y se de- 
nota por || A || . 

Elija un punto en cada subintervalo de la partition A: sea w x el punto 
elegido en [ x 0 , jq] de modo que x 0 < w x < x x . Sea w 2 el punto elegido en 
[jq, jc 2 J de modo que jq < w 2 < x 2 y asf sucesivamente, de modo que w t 
es el punto elegido en [jc / _ 1 , j q] y < jq. Considere 


f(yv i) A,* + f(w 2 ) A 2 x + . . . + f(Wj) Apr + ... + f(w n ) A n x 


obien 

X /( w <) A iX (2) 

i=l 

Esta ultima suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor al ma- 
tematico aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que m = 10 - * 2 , 
con 0.25 < x < 3. Se calculara la suma de Riemann para la funcidn / en 
[0.25, 3] para la siguiente partition A: xq - 0.25, jq = 1, jc 2 = 1.5, 
JC 3 = 1.75, *4 = 2.25, jq = 3,yw! = 0.5, w 2 — 1.25, W 3 - 1.75, w 4 = 2, 
w 5 = 2.75. 

La figura 2 muestra la grafica de / en [0.25, 3] y los cinco rectingulos, 
cuyas areas son los terminos de la suma de Riemann siguiente: 


5 


I 


f(Wi) A,* = f(wi) Ajjc + /(w 2 ) A 2 * + f(w 3 ) A 3 x + f(w 4 ) A 4 x + f(w 5 ) A 5 x 


-/( 0.5)(1 - 0.25) +/(1.25)(1.5 - 1) + /(1.75)(1.75 - 1.5) + /(2)(2.25 - 1.75) + /(2.75)(3 - 2.25) 
= (9.75)(0.75) + (8.4375)(0.5) + (6.9375)(0.25) + (6)(0.5) + (2.4375)(0.75) 

= 18.09375 
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La norma de la partition A es la longitud del subintervalo mas largo; en 
consecuencia, || A || = 0.75. A 

En la definition anterior de (2) como una suma de Riemann, los valores 
de funcion no se restringieron a valores no negativos. Pot tanto, algunos de 
los f(w;) podrian ser negativos. En tal caso la interpretacidn geometrica de la 
suma de Riemann serfa la suma de las medidas de las dreas de los rectdngu- 
los que est£n sobre el eje x y los negativos de las medidas de las areas de los 
rectingulos que se encuentran debajo del eje x . Esta situation se ilustra en la 
figura 3. Aquf, 

10 

X ~ + ^2 ~ ^3 “ ^4 " ^5 + ^6 + ^7 “ ^8 “ ^9 “ ^10 

i-1 

poTquef(w 3 )J(w 4 ),f(w 5 ) y f(w%)J(w 9 ) y/(w ]0 ) son numeros negativos. 

Ahora suponga que para la funcidn fen (2) existe un'numero L tal que 

n 

I X /( w i) ^i x ~ ^ I P ue de hacerse tan pequeno como se desee para todas 
i=l 

las particiones A cuyas normas sean suficientemente pequenas, y para cual- 
quier en el intervalo cerrado xj, z = 1, 2, . . . , n. En tal caso se 
dice que / es integrable en [a, b]. 


FIGURA 3 


4.5-1 Definition de funcion integrable en un intervalo 
cerrado 


Sea /una funci6n cuyo dominio contiene al intervalo cerrado [a, b], Se 
dice que / es integrable en [ a , b] si existe mu numero L que satisfa- 
ce la condition de que, para cualquier £ > 0 t existe una <5 > 0 tal que 
para toda partition A para la cual j| A jj < & y para cualquier w, del 
intervalo cenado [^_j, j i - 1, 2, , . . , n, emonces 


Esta situation se representa como 


lfan '£f(w i )A,x = L 


(4) 
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Esta definici6n establece que, para una funcion / definida en el inter- 
valo cerrado [a, b ], se puede aproximar los valores de las sumas de Riemann 
a L tan to como se desee tomando las normas || A || de todas las particiones A 
de [a, b ] suficientemente pequenas para todas las posibles elecciones de los 
numeros para los cuales < w,- < j t = 1,2,..., n.' 

Observe que el proceso de limite dado por (4) es diferente del que se 
estudio en el capitulo 1. De la definicion 4.5.1, el numero L en (4) existe si 
para cada € > 0 existe una S > 0 tal que para toda particion A para la cual 
|| A || < 8, y para cualquier del intervalo cerrado [jq_j, xj, / = 1, 
2, . . . , n, entonces la desigualdad (3) se cumple. 

En la definicidn 1.5.1 se tuvo 


lim f(x) = L (5) 

x—>a 

si para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 

siO< | jc — a | < 5 entonces |/(x) - L \ < € 


En el proceso de limite (4), para una 5 > 0 particular existe un numero in- 
finito de particiones A que tienen norma || A || < 5 . Esto es analogo al he- 
cho de que en el proceso de limite (5), para una 5 > 0 dada existe un 
numero infinite de valores de x para los cuales 0 < | x - a | < 5. Sin em- 
bargo, en el proceso de limite (4) para cada particidn A existe un numero in- 
finite de elecciones de w,-. Es en este aspecto en el que difieren los dos, 
procesos de limite. ^ 

El teorema 1.5.16, demostrado en la seccion suplementaria 1.5, esta- 
blece que si el numero L en el proceso de limite (5) existe, entonces es unico. 
De manera semejante se puede demostrar que si existe un numero L que sa- 
tisfaga la definicidn 4.5.1, entonces es unico. Ahora puede definirse la 
integral definida. 


uos a 


4,5.2 Definicion de integral definida 


Si / es una funcidn definida en el intervalo cerrado [a, 6], entonces la 
Integral definida de/ de a a b, denouda por /{*) dada por 


f 


f(x)dx — _ lim V 
fl A IH° 1 

si el limite existe. 


( 6 ) 


Observe que la oracion “la fuhcion / es integrable en el intervalo 
cerrado [a, bf' equivale a la oracion “la integral definida de / de a a b 
existe”. 

En la notacion de la integral definida f(x) dx , f(x) es el integrando, 
a es el limite inferior, y b es el limite superior. El sfmbolo / es el signo de 
integracidn. El signo de integracidn se parece a la letra mayuscula 5, el cual 
es apropiado porque la integral definida es el lfmite de una suma. Es el mismo 
sfmbolo que se ha utilizado para indicar la operacidn antiderivacidn. La razdn 
para emplear el mismo simbolo se debe a que un teorema (4.7.2), llamado 
segundo teorema fundamental del Calculo , permite evaluar una integral de- 
finida mediante una antiderivada (tambien denominada integral indefinida). 

El teorema siguiente proporciona condiciones que garantizan el hecho 
de que una fimcidn es integrable en un intervalo cerrado dado. 



342 CAPITUL0 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION 


4,5.3 Teoremo 


Si una funcion es continua en el intervalo cerrado [ a , b]> entonces es 
integrable en [a, b]. 

La demostracion de este teorema esta m&s alia del alcance de este libro 
y puede encontrarse en textos de Calculo avanzado. La condicidn de que / 
es continua en [ a , b\ 9 es suficiente para garantizar que/es integrable en [ a , b], 
mas no es una condicidn necesaria para la existencia de la integral definida. 
Esto es, una funcidn puede ser integrable en un intervalo cerrado aunque no 
sea continua en ese intervalo. Cuando estudie integrates impropias en el 
capitulo 7, encontrard algunas funciones de este tipo. En el comienzo de esta 
section se dijo que el limite empleado en la definition 4.4.8 para definir la 
medida del area de una region es un caso especial del limite utilizado en 
la definicidn 4.5.2 para definir la integral definida. En el estudio de area, 
en intervalo [a, b] se dividio en n subintervalos de igual longitud, Tal par- 
ticion del intervalo [a, b] se llama particion regular. Si Ax es la lorigitud de 
cada subintervalo de una particion regular, entonces cada = Ax , y la 
norma de la particion es Ajc. A1 sustituir esto en (6) se obtiene 


f{x) dx = lim £ f(wj) Ax 


Ademds, 


y n = 


lim Ax = 0 y lim n = +oo 

n— > + oa — >0 

La razon de que ^im^/i = +oo es que b > a y Ax se aproxima a cero a 
traves de valores positivos (porque Ax > 0). A partir de estos lfmites se 
concluye que 

Ax — > 0 es equivalente a n — > +oo ' \ 

De modo que de este enunciado y de (7), se tiene 


fix) dx = n lfai^ jr f{ Wi ) Ax 
°° 1 = 1 


Si se compara el limite de la definicidn 4.4.8 con el limite del miembro 
derecho de (8), se tiene el primer caso 

lim V f(cj) Ax ' (9) 

1=1 

donde /(cj) es el valor de funcion mfnimo absoluto en jcJ. En el se- 
gundo caso se tiene 


lim £ f(wj) Ax 


donde es cualquier numero del intervalo [*,_}, Jtj. 
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Si la integral definida \ b a /(jc) dx existe, es el limite de todas las sumas 
de Riemann de/en [a, b] incluyendo las de (9) y (10). Debido a esto, se rede- 
fine el irea de una region de manera mis general. 



FIGURA 4 





y 



4.5.4 Definicion del area de una region plana 


Sea / una funcibn continua en [a, b] y f(x) ^ 0 para toda x en 
[< a , b]. Sea R la regidn limitada por la curva y = fix), el eje x y las 
recta s x = a y x = b. Entonces la medida A del Area de la regidn 
it esti dada por 

A= lim £ /<*,) A,x 



fix) dx 


De esta definicion, si / es continua en [a, b] y f(x) > 0 para toda x en 
[a, b], entonces la integral definida J* fix) dx puede interpretarse geom^tri- 
camente como la medida del irea de la region R mostrada en la figura 4. 

ejemplo ilustrativo 2 En el ejemplo 3 de la sec- 

ci6n 4.4, se mostro que el irea de la regidn limitada por la grifica de 
fix) - jc 2 , el eje jc y la recta jc = 3 es 9 unidades cuadradas. Como fix) > 0 
para toda x en [0, 3], se concluye que 



► EJEMPLO 1 Calcule el valor de cada una de las siguientes 

integrales definidas interpretindolas como la medida del irea de una region 

plana: (a) £ * dx, (b) £ - x 2 dx ; (c) £ ( 2 - | x j ) dx. 

Solucion 

(a) Con/(;c) = jc, la figura 5 muestra la regidn triangular limitada superior- 
mente por la grafica de/, inferiormente por el eje x, y por la derecha por 
la recta x = 3. De la f6rmula para el irea de un triangulo, el numero 
de unidades cuadradas del irea es \ (3)(3) = § . Por tanto, 



(b) El integrando de la integral definida dada es - x 2 , el cual se denota 
por g(x). La grifica de g es una semicircunferencia con centro en el origen 
y radio 3. La figura 6 muestra la regi6n limitada por arriba por esta 
semicircunferencia y por debajo por el eje x, en el intervalo [-3, 3], El 
irea de esta regi6n es la mitad del area de la region encerrada por la 
circunferencia completa. Como el irea de la regi6n circular esti dada por 
nr 2 se tiene 



FIGURA 6 
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y 



h(x) = 2 - |jr| 

FIGURA 7 


(c) Con h(x) = 2 - | x | , se dibuja la grafica de h en el intervalo [-2, 2] y 
se obtiene la figura 7. Observe que la region limitada por la grafica de h 
y el eje x es un triangulo de base 4 y altura 2. Como el numero de unida- 
des cuadradas del area de esta regidn triangular es i(4)(2) = 4, se tiene 


i: 


(2 - \x\ )dx = 4 


◄ 


De igual forma en que la mayorfa de las gTaficadoras pueden aproxi- 
mar valores de derivadas numSricas, tambien pueden aproximar valores de 
integrales definidas. Para obtener estas aproximaciones se aplican varias 
tecnicas numeric as. Aprenderd algunas de estas t&nicas en la seccion 7.6. Se 
representara una aproximacion de la integral definida f(x) dx, obtenida en 
la graficadora, mediante la notation 


NINT(/(jc), a, b ) 


Debido a las diferentes tecnicas utilizadas para aproximar integrales defini- 
das, los valores de NINT(/(jc), a , b) pueden variar dependiendo de la grafica- 
dora y de la tolerancia especificada. Pero generalmente, las respuestas dadas 
por la mayoria de las graficadoras serdn acordes al menos con cinco digi- 
tos significativos. Se usar & una tolerancia de 10~ 5 y se expresaran las res- 
puestas con seis dfgitos significativos a menos que otra cosa se indique. Se 
empleara el signo igual, en dichos calculos para expresar aproxima- 
damente igual con seis digitos significativos. Consulte el manual del usuario 
sobre como obtener NINT(/(x), a , b) en su graficadora particular. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para obtener una aproxima- 

cidn de la integral definida del ejemplo ilustrativo 2, se calcula en la gra- 
ficadora 

NINTOt 2 , 0, 3) = 9.00000 

lo cual es acorde con la respuesta del ejemplo ilustrativo 2. M 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1(b) se obtu- 

vo el valor exacto | n de la integral definida ^9 - x 2 dx. En la grafica- 
dora se obtiene 

NINT(V9 - jc 2 ,-3, 3) = 14.1372 

Debido a que \n ~ 14.1372, esta respuesta es acorde con la respuesta del 
ejemplo 1(b). 4 


r EJEMPLO 2 Obtenga una aproximacion de j 0 2 * sen x dx 

calculando NINT(sen x, 0, 2n). Interprete la respuesta en t6rminos de area. 

* 

Solution En la graficadora, NINT(sen x , 0, 2 n) = 0. Asi 



sen xdx — 0 
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La grafica de la funcion seno de 0 a 2n se muestra en la figura 8. Sean 
A i unidades cuadradas y A 2 unidades cuadradas las £reas de las regiones li- 
mitadas por la eurva senoidal y el eje x en los intervalos [0, 7t\ y [tt, 2tt], 
respectivamente. Entonces, eomo A\ y A 2 son iguales, se tiene 

f 2 * 

sen x dx = A j - A 2 
° =0 


y 



FIGURA 8 ◄ 

En la definicion 4.5.2, como se ha dado el intervalo [a, b]> se supone que 
a < b. Para determinar la integral definida de una funcidn fde a sl b, cuando 
a > b y o cuando a — b, se tienen las deflniciones siguientes. 


4,5.5 Definicion de I b f(x) dx si a 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

/ Q 3 x 2 dx = 9. Por tanto, 

Del ejemplo ilustrativo 2, 

r jc 2 dx = - r x 2 dx 

J3 JO 

= -9 

◄ 

I 4.5,6 Definicion de J f(x) dx 1 

Si f(a) existe, entonces 


[ fix) dx = 0 
Ja 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 


J x 2 dx = 0 

◄ 







Si / es tk definida en el imervalo eerrado [a, b\, y si 


exisle, donde A es cualquier particidn de [a. b], ententes si A ea oral 
quicr constante, 
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4.5.7 Teorema 


4.5.8 Teorema 


El proceso para calcular el valor exacto de una integral definida a partir 
de la definicidn determinando el lfmite de una suma, como se hizo en la sec- 
cion 4.4 para obtener areas de regiones planas, es demasiado tedioso y casi 
imposible. Sin embargo, los dos teoremas fundamentals del Cdlculo, presen- 
tados en la section 4.7, proporcionan un m6todo mds conveniente para este 
cdlculo. Para demostrar estos dos teoremas importantes se necesitan algunas 
propiedades de la integral definida, las cuales se estudian en el resto de esta 
secci6n y en la seccidn 4.6. 

Primero se presentaran los dos teoremas siguientes acerca de las sumas 
de Riemann. 


Demostracion 


En consecuencia, para cualquier € > 0, cualquier eleccidn de S > 0 ga- 
rantiza que 

n 

si || A || < <5 entonces ^ A,jc - (b - a) < € 

t=i 

Asf, por la definicidn 4.5.1, 


FIGURA 9 


La demostracidn de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 54). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refierase a la figura 9. Si 
k > 0, la integral definida \ h a k dx proporciona la medida del drea del rec- 
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tangulo cuyas dimensiones son k unidades y (b - a) unidades. Este hecho 
es una interpretacidn geometric a del teorema siguiente cuando k > 0 y 
b > a. ◄ 


4.5-9 Teorema 


S'KJP- 

Si it es cualquier constant^, eotonces 


k dx ?= k{b - a) 


Demostracion De la definickm 4.5.2, si b > a, entonces 


f(x) dx = lim jr f(wj) A.jX 


Si f(x) = k para todo ren [a, b], de la ecuacidn anterior se tiene 


kdx = lim Y k A.a 

II A II 


* = k lim V 

l|A|hO 

= k(b - a) 


(por el teorema 4.5.8) 


(por el teorema 4.5.7) 


El teorema tambien es valido si a > b. Se le pedira que demuestre esto en 
el ejercicio 55. ■ 

► EJEMPLO 3 Evalue 


Sol UC ion A1 aplicar el teorema 4.5.9, se tiene 


4 dx = 4[5 - (-3)] 

= 4(8) 

= 32 


4.5.10 Teorema 


Si la funcidn / es integrate en el intervalo cerrado fa. fr], y si it es cual- 
quier constants emonces 

f kf(x) dx = k f f(x) dx 


Demostracion Como / es integrable en [a, b], lim X /(w,) A,x 
existe; de modo que por el teorema 4.5.8, ll^ll-* 0 /=i 


•to X k f( w i) A i x = k lim X f (w i) A i x 
NI-*o fr \ IW|->o fr{ 
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Por tanto, 


r 


kf(x) dx = 


k f f(x) dx m 


\y 




4*5*11 Teorema 


Si I m ftttciones / y £ s*m mtcgmbles en b] 9 entonces / + g es inie- 
grabte eh \a t b] y 


f 

Jq 


[fix) + s( 4 ] dx 


= f fix) dx + f g(x)dx 

Ja Ja 


La demostracion de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
section. Observe la semejanza del teorema 4.5.11 y el teorema de limites 4 
(1.5.5), el lfmite de la suma de dos funciones. La demostracidn de los teo- 
remas son similares. 

El signo mas en el enunciado del teorema 4.5.1 1 puede reemplazarse por 
un signo menos aplicando el teorema 4.5.10 con k = -1. 

El teorema 4.5. 1 1 puede extenderse a n funciones. Esto es, si las funcio- 
nes /i,/ 2 , • - - ,fn son integrables en [a, b], entonces (/i ± h ± * • • ± fn) 
es integrable en [a, b ] y 


r 

Ja 


Ifiix) ± f 2 (x) ± ... ± f n (x)\ dx 


= 1" f\(x)dx ± f Mx)dx ± ... ± f f„(x) dx 
Ja Ja Ja 


► EJEMPLO 4 Utilice los resultados del ejemplo ilustrativo 2, 
ejemplo 1(a), y propiedades de la integral definida para calcular el valor exac- 


to de 


r 


(4jc 2 - 2jc + 5)dx 


Solucion En el ejemplo ilustrativo 2 y en el ejemplo 1(a) se mostrd que 


f x 2 dx = 9 y f xdx = ^ 

Jo Jo 


De las propiedades de la integral definida, se tiene 


f (Ax 2 - 2x + 5) dx = f 4 x 2 dx - f 2 xdx + [ 5 dx 

Jo Jo Jo Jo 

= 4 f x 2 dx - 2 f* xdx + 5 f 

Jo _ Jo Jo 


= 4(9) - 2(f) + 5(3 - 0) 
= 42 


4 
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D> EJEMPLO I LUST RATI VO 8 En la fxgura 10 se presenta 
una interpretacion geom6trica del teorema 4.5.12, el cual se presenta a 
continuackm, donde fix) > 0. Para toda x en [ a , b], la medida del area de 
la regidn limitada por la curva y = f(x) y el eje x de a a b, es igual a la suma 
de las medidas de las areas de las regiones de a a c y de c a b. ' 4 


4.5.1 2 Teorema 


Si la funcidn / es iniegrable en los mtervalos cerrados [a, b], [a, c] y 
[c. b], entonces 


f fi*)dx = f f{x) d x + f f(x)dx 
Ja Jq Jc 

donde a < c < b< 


Para la demostracion de este teorema, refierase al suplemento de esta 
secci6n. En la hipotesis del teorema a < c < b. Sin embargo, la conclusibn 
del teorema es verdadera para cualquier orden de los numeros a, b y c. Este 
hecho se establece en el teorema siguiente, en cuya demostracion se utiliza 
el teorema 4.5.12. 


4,5.13 Teorema 


Si / es iniegrable en un imervalo eerrado que contiene los tres pdmeros 
a T b y c f entonces 


J fix) dx = J fix) dx + j fix) dx 
sin importar el orden de a, by c. 


(H) 


Demostracion Si a, b y c son diferentes, entonces existen seis drdenes 
posibles de estos tres numeros: a<b<c, a<c<b, b < a < c, 
b < c < a, c<a<byc<b< a. El segundo orden, a < c < b, 
corresponde al teorema 4.5.12. Se aplica este teorema a fin de demostrar que 
la ecuacion ( 1 1) se cumple para los otros 6rdenes. 

Suponga que a < b < c; entonces por el teorema 4.5.12 


f f(x) dx + f f(x) dx = f /W dx 

Ja Jb Ja 

De la definicidn 4.5.5, 


[ Mdx ■ -f 


fix) dx 


( 12 ) 


Al sustituir de esta ecuacidn en (12) se obtiene 
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De donde 


f(x)dx = f(x)dx + fix) dx. 


lo cual es el resultado deseado. 

Las demostraciones para los otros cuatro casos son semej antes y se 
dejan como ejercicios. Refierase a los ejercicios 43 a 46. 

Otra posibilidad consiste en que dos numeros sean iguales; por ejem- 
plo, a = c < b. Entonces 


f(x)dx = f(x) dx 


= 0 (por la definicion 4.5.6) 


Tambi6n, como a = c, 


EJERCICIOS 4.5 


fix) dx = fix) dx 


Por tanto. 


fix) dx + fix) dx 


-f 


fix) dx 


el cual es el resultado deseado. 


En los ejercicios J a 6, calcule la suma de Riemann para la 
funcion en el intervalo utilizando la particidn A y los valo- 
res dados de w ( . Dibuje la grafica de la funcion en el intervalo 
dado y muestre los rectangulos cuyas medidas de dreas sean 
los terminos en la suma de Riemann. Consulte el ejemplo ilus- 
trativo l y lafigura 2. 

1. fix '. ) = x 2 ; 0 < X < 3; A: x u = 0, = 0.5, x 2 = 1.25, 

x 3 = 2.25, x 4 = 3; = 0.25, w 2 = 1 , w 3 = 1.5, 

w 4 = 2.5 

2. f(x) ~ x 2 \ 0 < x < 3; A: x$ - 0, jc j = 0.75, 
x 2 = 1.25, x 3 = 2, x 4 = 2.75; jc 5 = 3, w, = 0.5, 
w 2 = 1, w 3 = 1.75, w 4 = 2.25, w 5 = 2.75 

3. fix) — l/x; 1 < x < 3; A: x 0 = 1 , x { =■ 1.67, 
x 2 - 2.25, x 3 = 2.67, x 4 = 3; w, = 1.25, w 2 = 2, 
vv 3 = 2.5, w 4 = 2.75 

4. /(a:) = 1/(jc + 2); -1 < x < 3; A: jc 0 = -1, x x = -0.25, 

x 2 = 0, x 3 = 0.5, x 4 = 1.25; jc 5 = 2, jc 6 = 2.25, 

jc 7 = 2.75, xg = 3; Wj = -0.75, w 2 = 0, vv 3 - 0.25, 

w 4 = 1, w 5 = 1.5, w 6 = 2, w 7 = 2.5, w 8 = 3 

5. /(jc) = sen jc; 0 < jc < /r; A: jc 0 - 0, x { = iff, 


•*2 = *3 = f *4 = *5 = ^ Wi 

w 2 = jff, w 3 = \lt,W 4 = |ff, w 5 = |ff 


/(jc) = 3 cos L jc; -ff ^ jc < ff; A: jc 0 
*2 = “iff, x 3 = iff, X 4 = ^ff, JC 5 


7T, JCj = 2 71 , 


-iff, W 3 = 0, W 4 


iff, W 5 = |ff 


£n /os ejercicios 7 a 10, aproxime el valor de la integral definida 
en dos formas : (a) utilice una calculadora para obtener con 
cuatro cifras decimales las sumas de Riemann correspon- 
dientes a una particidn regular de n subintervalos y w i como 
el extremo izquierdo o derecho (segun se indique) de coda 
subintervalo; (b) emplee NINT en la graficadora. Compare 
los resultados. 

1. I -i- dx; n = 9, w i es el extremo derecho 

J 2 x 

J * 4 

— dx\ n = 10, w t es el extremo izquierdo 
3 x 

r a/3 

9. I sec xdx,n = 8, w f es el extremo izquierdo 


10 . I esc xdx,n = 6, w, es el extremo derecho 
Jjt/6 

En los ejercicios II a 28, (a) determine el valor exacto de la 
integral definida interpretandola como la medida del area de 
una region plana, (b) Apoye la respuesta del inciso (a) utilizan- 
do NINT en la graficadora. 


ix - 1 )dx 


ix + 2 )dx 
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40. 3 cos 2 x dx 


f 

-r 


(sen a: - 2) 2 ^a: 


41. f (cos a: + A) 2 dx 
Jo 


En los ejercicios 43 a 48, use el teorema 4.5.12 para demos- 
trar que el teorema 4.5.13 es valido para los distintos ordenes 
de a, by c. 

43. b < a < c 44. c < a < b 

45. b < c < a 46. c < b < a 


47. a = b < c 


48. a < c = b 


23. JT (6 - )* - 2 | )dx 24. j (3 + | x + 4| ) dx 

25. y2x - x 2 d* 26. J V5 + 4* - j 2 <*;<: 

27. f cos xdx 28. f 

J-2T Jnl : 


• 5tc/2 

28. I sen * dx 
1 nl7 


En los ejercicios 29 y 30, aplique el teorema 4.5.9 para de- 
terminar el valor exacto de la integral definida. 


29. 

(a) J 

f4* 

2 

(b) J 

f 7 dx 

w I 

30. 

(a) J 

r 6 dx 

5. 

(b) J 

f 45 dx 
-2 

(t, l 


En los ejercicios 31 a 42, (a) aproxime el valor de la integral 
dejinida mediante NINT en la graficadora. (b) Confirme la 
respues ta del inciso (a) calculando el valor exacto de la integral 
dejinida. Vtilice los siguientes resultados: 


J x 2 dx = 3 J x dx - | J senxdx = 2 

J cos xdx - 0 
0 Jo 


sen 2 xdx = 

2 


» g;2 

49. Exprese como una integral definida: Hm Y — 

n J 

Sugerencia: considere la funcidn/para la cual /(x) = x 2 . 

n 1 

50. Exprese como una integral definida: lim Y : . 

n — ♦+«• n + I 

Sugerencia : considere la funcion/para la cual 

f(x) = i en [1, 2], 
x 

n j 

51. Exprese como una integral definida: lim Y T . 

«->+* V + *) 

Sugerencia: considere la funcion /para la cual 

/(*) = en [1, 2], 

AT 

52. Demuestre que si /es continua en [-1, 2], entonces . 

J /(x)dx + j f(x) dx + J f(x) dx + fix) dx = 0 

53. Demuestre que si/es continua en [-3, 4], entonces 


jT f(x)dx + j /(x)dx + j f(x)dx + J f(x)dx = 0 


3, j 

f ( 2x 2 - 4x + 5) dx 

32. 

j (8 - x 2 ) dx 


33. J 

f (2 - 5* + i x 2 )dx 

34. 

j Ox 2 - Ax - 

1 )dx 

35. J 

f (2x + 1 ) 2 dx 
2 

36. 

+ 

X 

1 

\)dx 

37. j 

[ (x - l)(2x + 3 )dx 

38. 

J 3x(x - 4) dx 


39. J 

[ (2 sen* + 3 cos M + 
0 

1) dx 




54. Demuestre el teorema 4.5.8. 

55. Demuestre el teorema 4.5.9 si a > b. 

56. Suponga que/es integrable en el intervalo cerrado [~r, r], 
demuestre que: 

(a) si / es una funcion par, entonces j fix) dx = 
2 J 0 r fix) dx; 

(b) si/es una funcidn impar, entonces \[ r fix) dx — 0. 

57. Suponga que la funcidn ft s continua en el intervalo cerrado 
[a, b\. ^En qu6 condiciones el valor de la integral definida 
de/en [a, b ], es igual al area de una region plana que in- 
cluya la grafica de / en [a, b] como un limite? Explique 
cuando el valor de la integral definida no es igual a la me- 
dida del area de dicha regidn plana. 
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4.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 


y 


X = b 



En esta seccion se continua el estudio de propiedades de la integral definida. El 
teorema clave de la seccion es el teorema del valor medio para integrates, 
el cual juega un papel importante en la demostracion del primer teorema 
fundamental del Calculo en la siguiente seccion. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En la figura 1 , fix) > g(x) > 

0 para toda x en [a, b]. La integral definida J*/( x) dx proporciona la medida 
del area de la region limitada por la grafica de /, el eje x y las rectas x = a 
y x = b y mientras que J* g(x) dx da la medida del area de la region limitada 
por la grafica de g y las mismas rectas. En la figura se observa que la primera 
area es mayor que la segunda. Este hecho ofrece una interpretation geome- 
trica del teorema siguiente cuando /(x) y g(x) son no negativas en [a, b]. <4 


FIGURA 1 


4*6,1 Teorema 


Si las func Jones f y g son integrates en el intervalo cerrado [a, b] y 
y si/(x) S: #(x) para toda x en £], entonces 

f /(*) dx > f g(x) dx 

Ja Ja 


Demostracion Como fyg son integrates en [ a , b]> entonces, por el 
teorema 4.5.1 1, con el signo menos en lugar del signo mas. 


f f( x ) dx - f g{x) dx = f [/(x) - g(x)] dx 
Ja Ja Ja 


Sea h la funcion definida por 

Kx) = fix) - g{x) 

Entonces h{x) > 0 para toda x en [ a , b] ya que f(x) ^ g(x) para toda x en [a, b\. 
Se desea demostrar que h(x) dx > 0. Como 


/' 

Ja 


h{x) dx = lim V /i(w;) A z x 

Iklho fr[ 


suponga que 


lim Y h(w;) A ;X = L < 0 (1) 

Entonces, por la definition 4.5.1, para € = -L, existe una 5 > 0 tal que 


si || A || < 8 entonces 
Pero como 

n 

X h(Wj) AjX - L < 

i=i 


X A,x - L 

i = 1 


X h ( w 0 A i x - L 

i = 1 


< -L 


(2) 
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de (2) se tiene 

n 

si || A || < 8 entonces ^ /Kw,-) A,* - L < -L 

i=i 

n 

d si || A || < 8 entonces ^ A,jc < 0 

i=l 

Pero este enunciado es imposible, porque cada h(wj) es no negativo y cada 
A,jc > 0; de modo que se tiene una contradiccidn a la suposici6n (1). Por 
tanto (1) es falsa, y 


Hm X *(’*’/) A i x - 0 



FIGURA2 


f 


h(x) dx > 0 


Como h(x) = f(x) - g( jc), se tiene 


[/« - g(x)] dx> 0 


r 

[ fix) dx - f 

Ja Ja 


gi X) dx > 0 


I" fix) dx > j g(x) dx 
Ja Ja 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En la figura 2, fix) S 0 

para toda x en [ a , b], y m y M son, respectivamente, los valores minimo ab- 
soluto y mAximo absoluto de/ en fa b]. La integral J * fix) dx proporcio- 
na la medida del Area de la regidn limitada por la curva y = /(jc), el eje jc y 
las rectas jc = a y jc = b . Esta area es mayor que la del rectAngulo cuyas 
dimensiones son m y b - a, y es menor que el Area del rectAngulo cuyas di- 
mensiones son My b - a. De esta manera, se tiene una interpretacidn geom£- 
trica del siguiente teorema si/(jc) > 0 para toda jc en [ a , b]. 4 


4,6,2 Teorema 


Suponga que la funcidn / es continua en el intervals cerrado fa fej. 
Si m y M son, respectivamente, los valores de funcidn utfnimo absolu- 
to y mAximo absoluto de ft n fa b] de modo que 

m £ /(jc) S M para toda a ^ x £ b 


entonces 

m(b 


-««r 

Ja 


f(x) dx £ M(b - a) 


Demostracion Como/es continua en fa b], el teorema del valor extre- 
mo garantiza la existencia demy M. 
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Por el teorema 4.5.9, 
b 

mdx = m(b - a) 


i 


( 3 ) 


M dx = M(b - a) 


( 4 ) 


Debido a que /es continua en [a, b ], del teorema 4.5.3 se deduce que /es in- 
tegrate en [ a , £]. Entonces, como/W > m para toda x en [ a , £], se tiene, 
por el teorema 4.6.1, 

* b 


Ja Ja 


m dx 


de donde, al sustituir de (3), se obtiene 

•b 

f(x) dx > m(b - a) 


rt 


( 5 ) 


De manera semejante, como M > f(x) para toda x en [a, b], del teorema 
4.6.1 se deduce que 

J* Mdx > (* f(x) dx 
Ja Ja 


de donde, al sustituir de (4), se tiene 

■ b 


M(b - a) 


■r 


fix) dx 


Si se combina esta desigualdad con (5) se obtiene 

•b 


m(b - a) 




/( x) dx < M(b - a) 


W EJEMPLO 1 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de | 0 4 5 ( x 3 - 6a: 2 + 9x + 1) dx. 
Utilice los resultados del ejemplo 1 de la seccidn 3.4. 

Solucion Sea 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 


Entonces del ejemplo 1 de la seccion 3.4, /tiene un valor minimo relativo de 
1 en a: = 3 y un valor miximo relativo de 5 en a: = 1. Al calcular los valores 
de la funcion en los extremos del intervalo [0.5, 4], se obtiene /(0.5) = 4.125 
y /( 4) = 5. Por tanto, el valor mfnimo absoluto de /en [0.5, 4] es 1, y el valor 
maximo absoluto es 5. Con m = lyAf = 5enel teorema 4.6.2, se tiene 

1(4 - 0.5) < f (x 3 - 6x 2 + 9a: + 1 )dx < 5(4 - 0.5) 

Jo.5 

3.5 < [ (at 3 - 6* 2 + 9x + 1 )dx <: 17.5 
Jo.5 
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Hn consecuencia, el intervalo cerrado [3.5, 17.5] contiene el valor de la in- 
tegral definida. ^ 


Hn el ejemplo ilustrativo 4 de la section 4.7, se mostro que el valor 
exacto de la integral definida del ejemplo anterior es ^ ~ 10.61 . 


W EJEMPLO 2 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de Vsen x dx . Apoye la respuesta 
utilizando NINT en la graficadora. 

Solucion Si/(jc) = V sen x , entonces 


fix) 


COS X 

2Vsen x 


Para x en [ ^ k, | n\, f\x) — 0 cuando x = jK. Como f r (x) > 0 cuan- 
do \ n < x < \n, y f'(x) < 0 cuando \n < x < \ n, se concluye que / 
tiene un valor minimo relativo en ^ n\ y /( \ k) = 1 . Ademas, 
f(\n) = $f2 I -J2 ~ 0.841, y f(\n) = 0.841. Asf, en [\it, \n] el valor 
minimo absoluto de/es 0.841 y el valor maximo absoluto es 1. De esta ma- 
nera, con m = 0.841 y M = 1 en el teorema 4.6.2 


0.841 lln- \n] < 
0.420;r < 
1.32 < 



/sen x dx < 1[ \n - \n] 


Vsen x dx < 0.5;r 


Vsen x dx 1.57 


Por tanto, el valor de la integral definida esta en el intervalo cerrado 
[1.32,1.57]. 

En la graficadora se tiene 


NINT( VsenTx , tt/4, 3tt/4) = 1.48861 


y 


o\ 


x 


FIGURA 3 



y=M 


lo cual apoya la respuesta. " ^ 

Ahora esta preparado para estudiar el teorema del valor medio para 
integrales. Se inicia con un ejemplo ilustrativo que ofrece una interpretacidn 
geontetrica del teorema. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere f(x) > 0 para 

todos los valores de x en [a, b\. Entonces / * /(jc) dx proporciona el area de 
la regidn limitada por la curva cuya ecuacidn es y = /(x), el eje x y las rectas 
x = a y x = b. Consulte la figura 3. El teorema del valor medio para inte- 
grates afirma que existe un numero c en [a, b] tal que el area del rectangulo 
AEFB de altura /(c) unidades y ancho ( b - a) unidades es igual al £rea de la 
region ADCB. ^ 
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4.6.3 Teoremo del valor medio para integrales 


Si la funcidn / es continua en el interval o cerrado [cu b\, entonces ex isle 
un numero c en b ] tai que 


r 


fix) dx = fic){b - a) 


Demostracibn Como / es continua en [a, b], por el teorema del valor 
extremo,/tiene un valor maximo relativo y un valor mmimo relativo en [a, b]. 
Sea m el valor mmimo relativo que ocurre en jc = x m . Asi, 

f(x m ) = m a < x m < b (6) 

Sea M el valor maximo relativo que ocurre en jc = x M . Entonces 

f(x M ) = M a < x M < b (7) 

Por tan to, 

m < /(jc) < M para todo jc en [a, b] 

Por el teorema 4.6.2 


m{b 


-„> s f 

Ja 


/( jc) dx < M(b - a) 


A1 dividir entre b - a y observando que b - a es positivo, puesto que 
b > a, se obtiene 


m < 


/' 


m dx 


< M 


b - a 

Pero de (6) y (7), m = /(jc m ) y M = f{x M )\ por lo que se tiene 
- b 


f(x m ) 


J a 


fix) dx 


b - a 


£ f(x M ) 


De esta ultima desigualdad y del teorema del valor intermedio existe un 
numero c en un intervalo cerrado que contiene a jc m y x M tal que 


m = 


f 


fix) dx 


J a 


b - a 


/(jc) dx = f(c)(b - a) a < c < b 


El valor de c en el teorema del valor medio para integrales no es nece- 
sariamente unico. El teorema no proporciona un m£todo para obtener c, pero 
afirma que un valor de c existe, y este hecho se utiliza para demos trar otros 
teoremas. En algunos casos particulares se puede determinar el valor de c ga- 
rantizado por el teorema, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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► EJEMPLO 3 Si/(jt) = x 2 , determine el valor de c con aproxi- 
macion de cent^simos tal que 

J f(x)dx =/(c)(3 - l) 

Aproxime el valor de la integral defmida empleando NINT en la graficadora. 

Solucion Se calcula 

NlNT(i 2 , 1, 3) = 8.667 

Por tanto, se desea obtener c tal que 

/(c)(2) = 8.667 

esto es, 

c 2 = 4.333 
c = ±2.08 


Se rechaza -2.08 porque no est£ en el intervalo [ 1, 3], y se tiene 


l 


3 


f(x)dx = /( 2.08)(3 - 1) 


◄ 


El valor /(c) dado por el teorema del valor medio para integrales se 
denomina valor promedio (o valor medio) de /en el intervalo [a, b]. Es una 
generalizacion de la media aritmetica de un conjunto finito de numeros. Es 
decir, si {/(jq), f(x 2 ), . . . , /(*„)} es un conjunto de n ndmeros, entonces la 
media aritmetica de estos numeros esta dada por 

X /(*i) 

i=i 

n 


Para generalizar esta defmici6n, considere una particion regular del interva- 
lo cerrado [a, b], el cual se divide en n subintervalos de longitiid igual a 
Ax = (b - a)jn. Sea w f cualquier ntimero del /-esimo subintervalo. Conside- 
re la suma: 


£ /( (8) 

i«t 

n 


Este cociente corresponde a la media aritmetica de n numeros. Como 
Ax - (b - a)jn se tiene 


n 


b - a 
Ajc 


( 9 ) 


Si se sustituye de (9) en (8) se obtiene 


£ /(w<) x /( w i> Ajc 

_ i^I 

b - a b - a 

Ax 
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A1 tomar el limite cuando n — > +oo (o Ax — > 0) se tiene, si el lfmite existe, 


n f b 

X f( Wi ) Ax /(*) 

_ 'a 


dx 


Hm , - . 

b - a b - a 

Este resultado conduce a la siguiente definition. 


4.6.4 Definition del valor promedio de una funtibn 


Si la funtidn / es integrable en el interval o cerrado \a, &L entouces el 
valor promedio de/ en [a, b] es 

f fU)dx 

Jg 

b - a 


W EJEMPLO 4 Si f(x) = x 2 , determine el valor promedio de / 
en el intervalo [ 1 , 3] e interprete geometricamente el resultado. 

Solucion En el ejemplo 3, se obtuvo MNT(jc 2 , 1,3) = 8.667. Utilizan- 
do este numero como el valor de la integral definida, se tiene 



J x 2 dx = 8.667 

De modo que si V.P. es el valor promedio de/ en [1, 3], entonces 

up _ 8.667 
3-1 

= 4.33 

En el ejemplo 3, se obtuvo para esta funci6n 
/(2.08) = 4.33 

Por tanto, el valor promedio de/ocurre en x = 2.08. La figura 4 muestra la 
grafica de/en [1, 3] y el segmento de recta desde el punto £(2.08, 0) en el 
eje x, hasta el punto £(2.08, 4.33) de la grdfica de /. El area del rectdngulo 
AGHB , que tiene altura 4.33 y ancho 2, es igual al area de la regi6n ACDB. 
En consecuencia, el drea de la regi6n sombreada CGF es igual al area de la 
regi6n sombreada FDH. A 


Una aplicacion del valor promedio de una funcion se presenta en fisica 
e ingenierfa en relation al concepto de centro de masa , discutido en ei 
capftulo 6. 


FIGURA 4 
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EJERCICIOS 4.6 


En los ejercicios 1 a 4, aplique el teorema 4.6.1 para deter- 
minar cual de los simbolos ^ o < se debe insertar en el es- 
pacio en bianco para tener una desigualdad correcta. Apoye 
su respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

r3 


1. J (2x 2 - 4) dx J (x 2 - 6) 


dx 


2. f yj6 - x dx - 

3 . | 

J 0 


• 5ff/4 

3. I sen 2 x dx - 

hnf4 
f ff/4 

4. | cos x dx — 


/: 

i 


47=2 dx 


i 


5ff/4 

cos 2 * dx 

3) r/4 
ff/4 

sen a: ^ 


•'o 

*/■ 

»■/ 

J * 


x 2 dx 


V 2 + jc^at 




sen x d* 


nl 6 
3 


11. [ | x - 2 1 <ix 12. 

•m.5 

r L5 

13. (|a: 4 -a: 3 +a: 2 )^ 14. 

•'-0.5 

15. fxVT^ 


-2 
• 2*/3 

-ff/3 
r2 


COS * 


a: 2 Jjc 


4a: 


17. f — 

J_j * + 

f*l 2 

19. I (4 cos 3 jc — 9 cos a:) Ja: 

*• I 


■T 

-'-0.5 

8. f (x + l) 2/3 dx 

4—2 

°- L 

2. J + 5 

4-i 

r 1 * 5 

j (* - 3 jc 1/3 ) ^a: 
4o 

j: 

/: 


a: v'3 - at 


jc + 5 


-r 

J o 


* 2 </* 


22 . 


r,.„, 

4 2 


23. a: 3 dx 


25. 


27. 


29. 


31. 


/, 

f. 

I (x 3 + 1) dx 

4-2 

l 

I. 


24. 


(* 2 + 4a: + 5)Ja: 26. 


28. 


* 2 - 3 


tan a; Ja: 


30. 


32. 


r 

/: 

i; 

/: 

i; 


(a: 3 - IMa: 


(at 2 + * - 6)d* 


* 4 d* 




* 2 + 5 


cot a: ^a: 


£W /os ejercicios 5 a 20, aplique el teorema 4.6.2 para deter- 
minar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral 
definida. Apoye la respuesta empleando NINT en la grafi- 
cadora. 


En los ejercicios 33 a 40, aplique el teorema del valor medio 
para integrales para probar la desigualdad. 


37. 0 


•/; 

a 

38. 42 < J 

h 

39. 0 < r 

4 o 

40. 0 < j 


+ 4 


dx < 


cos X 2 dx <* y 


*. r 

4q 


x 1 + 6 


dx <£ 1 


yfx dx ^ It 


AT 3 + 1 3 


dx ^ 2 


sen ~ tta: ^a: < 2 


cos kx dx < 1 


| , calcule el valor promedio de la 


J nj3 
• jc/6 

20. I sen 3 x dx 

J-k/6 

En los ejercicios 21 a 32 , calcule con aproximacidn de centt- 
simos el valor de c que satisfaga el teorema del valor medio 
para integrales. Para el valor de la integral definida, utilice 
NINT en la graficadora. 


r 2 

41. Dado que J j x dx - 
funcidn identidad en el intervalo [-1, 2]. Tambien deter- 
mine el valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretacidn geometrica de los resultados. 

42. Obtenga el valor promedio de la funcidn / definida por 
f(x) = x 2 en el intervalo [-1, 2] dado que x 2 dx = 3. 
Tambien determine el valor de x en el cual ocurre el valor 
promedio. Describa la interpretacidn geometrica de los 
resultados. 

43. Dado que sen x dx - 2, calcule el valor promedio de 
la funcidn seno en el intervalo [0, tt], Tambien determine el 
menor valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretacidn geometrica de los resultados. 

44. Obtenga el valor promedio de la funcidn / definida por 
/(*) - sec 2 x en el intervalo [0, - tt] dado que 

tcJA ^ 

/ 0 sec 2 xdx - 1 .Tambien determine el valor de x en el 

que ocurre el valor promedio. Describa la interpretation 

geometrica de los resultados. 
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45. Suponga que se deja caer una pelota y despuds de r se- 
gundos su velocidad es v pies por segundo. Sin considerar 
la resistencia del aire, exprese v en terminos de t como 
v = /(f), y ealeule el valor promedio de/e n [0, 2]. Suge- 
rencia: calcule el valor de la integral definida interpre- 
tandolo como el valor del area de una region limitada por 
un triangulo. 

46. Determine el valor promedio de la funcion / definida por 

f(x) = ^49 - x* en el intervalo [0, 7]. Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretandolo como el valor del area de una region li- 
mitada por un cuarto de circunferencia y los ejes coor- 
denados. 

47. Determine el valor promedio de la funcion / definida por 

/ A 

f(x) — yl6 - x en el intervalo [-4, 4]. Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia : calcule el valor de la integral definida 
interpretandolo como el valor del £rea de una region limi- 
tada por una semicircunferencia. 


52. El teorema siguiente es una generalizacidn del teorema del 
valor medio para integrales: Si / y g son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si g{x) > 0 para 
toda x del intervalo abierto (a, b ), entonces existe un nu- 
mero c en [a, b] tal que 

f f(x)g(x) dx = /(c) f g(:c) dx 
Ja Ja 

Demuestre este teorema mediante un metodo semejante al 
empleado en la demostracion del teorema 4.6.3: obtenga 
la desigualdad m < f(x) < M y despues concluya que 
mg(x) < f(x)g(x) < Mg{x)\ aplique el teorema 4.6.1 y 
proceda como en la demostracion del teorema 4.6.3. 

53. Demuestre que cuando £(*) = 1, el teorema del ejerci- 
cio 52 se convierte en el teorema del valor medio para 
integrales. 

En los ejercicios 54 a 58, utilice el teorema del ejercicio 52 
para comp ro bar la desigualdad. 


48. Suponga que/es integrable en [-4, 7]. Si el valor pro- 
medio de / en el intervalo [-4, 7] es 4.25, calcule 

L 7 4 /(*) dx. 

49. Demuestre que J 1 x dx > x 1 dx y que J 1 x dx < 
j 2 x 2 dx. No evalue las integrales definidas. 

50. Si/es continua en [a, b], demuestre que 

f f(x)dx\ < f |/c*)| dx 
Ja I Ja 

Sugerencia: - \f(x) < f(x) < | f{x) | . 

51. Si/es continua en [a, b) y J* fix) dx - 0, demuestre que 
existe al menos un numero c en [a, b] tal que /(c) = 0. 


54. 


55. 


< xdx 


57. 


r ^dx_ K r 

J 0 x + 2 J 0 

I 


J-i 

r 

56. | x sen xdx < \ 

Jo 


< I x 2 dx 
-l 


x dx 


sen^ nx cos nxdx < cos nx dx 


r t/2 

J-l/2 


58. f^dx.Cxdx 

Jo x* + 1 Jo 


4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO 


Ahora que posee los elementos necesarios, en esta secci6n se estableceran y 
demostrardn los dos teoremas fundamentales del Cdlculo, los cuales son la 
conexion entre el Cdlculo Diferencial y el Cdlculo Integral. 

Historicamente, los conceptos basicos de la integral definida fueron utili- 
zados por los antiguos griegos, principalmente Arquimedes (287-212 a.C.), 
hace mas de 2 000 anos. Eso ocurrio muchos anos antes de que fuese descu- 
bierto el Calculo Diferencial en el siglo XVII cuando Newton y Leibniz, casi 
al mismo tiempo pero trabajando en forma independiente, mostraron como 
determinar el &rea de una regidn limitada por una curva o un conjunto de cur- 
vas aplicando la antiderivacion para evaluar una integral definida. Este 
procedimiento condujo a los destacados teoremas fundamentales del Calculo. 
Se inicia el estudio de estos teoremas considerando integrales definidas que 
tienen una variable como limite superior. 

Sea /una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces el 
valor de la integral definida }*/(*) dx depende solo de/ y de los numeros ay b, 
y no del simbolo utilizado aquf como la variable independiente. Se pudo 
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haber empleado cualquier otro simbolo en lugar de jc; por ejemplo, del resul- 
tado del ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 4.5 


r 3 

r 3 

r 3 

t 1 dt ~ 9 

u 2 du = 9 

r 2 dr = 9 

Jo 

Jo 

Jo 


y 

y=f(t) 



y 



FIGURA 2 



Ahora considere que el simbolo jc represen ta un numero del intervalo 
cerrado [a, b]. Entonces, como/es continua en [ a , b] 9 es continua en [ a , jc]. 
En consecuencia, por el teorema 4.5.3, \* fit) dt existe. Ademas, esta in- 
tegral definida es un numero unico cuyo valor depende de jc. Por tanto, 
j* fit) dt define una funcion F que tiene como dominio al intervalo [a, b] y 
cuyo valor de funcion en cualquier numero jc de [■ a , b] esta dado por 

Fix) = f fit)dt (1) 

Ja 

Como observation acerca de la notation, si los limites de una integral 
definida son variables, entonces se utilizan simbolos diferentes para dichos 
limites y la variable independiente del integrando. En consecuencia, en (1), 
como jc es el limite superior, se emplea la letra t como la variable indepen- 
diente del integrando. 

Si, en (1 ),/(r) > 0 para todos los valores de t en [a, b], entonces el valor 
de funcion F(x) puede interpretarse geometricamente como la medida del 
area de la regidn R limitada por la curva cuya ecuacion es y = f(t ), el eje t y 
las rectas t = a y t = x. Consulte la figura 1 . Observe que F(a) = j“f(t) dt , 
lo cual, por la definici6n 4.5.6, es igual a 0. En el ejemplo ilustrativo siguien- 
te se muestra como avance la importancia del primer teorema fundamental 
del Cdlculo al aplicar esta interpretacion geometrica en un caso particular. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 


F(x) 


f 

Jo 


t 2 dt 


La figura 2 muestra la region cuyos limites son: por arriba, la grafica de 
y = t 2 \ por abajo, el eje t\ y por los lados, el eje y y la recta t = jc. Como la 
medida del area de esta region es F(jc), puede determinarse F(jc) calculando 
el area como el limite de una suma de Riemann. 

Se toma una particion regular del intervalo [0, jc] y se elige w t como el 
extremo derecho del i-esimo subintervalo. Por tanto, se estan empleando 
rectangulos circunscritos como se muestra en la figura 3. 


F(x) = lim T f(Wj) At 


1 = 1 


Como f{t) = t 2 y = / At, 


n 

F(x) = lim Y U 2 (A/) 2 ] At 
«-> + « “ 

1-1 


n 

= lim y i 2 (At) 3 

n-M-oo 


FIGURA 3 
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Ahora se sustituye A t por x/n: 
Fix) = lim X«' 2 (-) 3 


3 n 

= lim 4 X* 2 

= *3 lim -4 • ^ - ' H2n + ]) 


3 u m 2n 3 + 3n 2 + n 
6 n 3 


= 4c 3 lim 


= x 3 lim 


2 + — + -y 
n n l 


x 

3 


Como F(x) = |jc 3 , F'(jc) = jc 2 , estoes. 


- r 

dxJo 


r 2 dr = jc 2 


Se ha mostrado entonces que, en este caso particular, cuando /(f) = f 2 y 
a = 0 


dx 


r 

Jo 


f(t)dt = f(x) 


la cual es la ecuaci6n crucial del enunciado del primer teorema fundamental 
del Cdlculo. A 


Ahora se establecerd y demos trard el primer teorema fundamental del 
QLlculo, que proporciona la derivada de una funcidn considerada como una 
integral definida que tiene un limite superior variable. 


4.7*1 Primer teorema fundamental del Calculo 


Sea / una fiinridn condnua en el intervale cerrado [a, b]y sea x cual- 
quier ntiraero de [a, by Si Fes la funddn definida por 



entonces 


FXx) = fix) 

i 2) 

M* = fix) 

(3) 



(Si x = a f la derivada en (2) puede ser una derivada por la derecha, y 
si x = b. puede ser una derivada por la izquiefda.) 
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Demostracion Considere dos numeros x\ y x y + Ax en [ a , b\. Entonces 
r*i , . r 


F(x i) 


-r 


Mdt 


■[ 


x, + Ax 


sje 

tso ct&f 

ira-b c©^ ^ 


aso 


F(X[ + Ax) 
de modo que 

F(x, + Ax) - F(x,) 




J ^x, + Ax rx 

mdt- 

a Ja 


Por el teorema 

r x > 


4.5.13, .el tec-r <^-9^ , 


f(t)dt (4) 

etc T 


J **i rx,+Ax r J 

/(/) dt + I /(/) dt = I 
a Jx i -/a 


rx t + Ax 


entonces 

rx, + Ax 


J »X| + Ax rx x r 

mdt - 1 /(orff = 

Jfl Jx 


x> + Ax 



A1 sustituir de esta ecuacion en (4) se tiene 

• X, + Ax 


F{x y + Ax) - F(x } ) 


-r 


/(») dt 


(5) 


Por el teorema del valor medio para integrales, existe algun numero c 
en el intervalo cerrado limitado por X| y x\ + Ax tal que 


I 


x, + Ax 


f(t) dt = /(e) Ax 


De esta ecuacibn y (5) se obtiene 
F(xj + Ax) - F(X|) = /(e) Ax 


F(X[ + Ax) - F(xj) _ 

Ax " f(C> 


A1 tomar el limite cuando Ax se aproxima a 0 se tiene 


lim - F( '* 1 + Ax) F{ — = lim /(c) 

Ax— >0 Ajc Ax— >o ^ v 


(6) 


El miembro izquierdo de (6) es F'(X|). Para determinar lim /(c), recuerde 

Ax -i 0 


que c estd en el intervalo cerrado limitado por ;q y jq + Ax , y como 


lim jcj . = jq y lim (jq + Ax) = jq 

Ax —*0 ' Ax -» 0 


se deduce del teorema de estriccion (1.10.1) que lim c = x ., A si, se tiene 

M Ax— >0 1 


lim /(c) = lim /(c). Debido a que /es continua en jq, lim /(c) = /(jq); 

Ax— » 0 c— » x, - c — > X, 


por lo que lim /(c) = /( jq), y de (6) se obtiene 

Ax— >0 


F'(x,) = /(x,) 


(7) 
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FIGURA 4 



FIGURA 5 


Si la funci6n / no esti definida para valores de x menores que a pero 
es continua por la derecha en a , entonces en el argumento anterior, si X\ = a 
en (6), Ax debe aproximarse a 0 por la derecha. Por tanto, el miembro iz- 
quierdo de (7) serd F f + (xj). De manera semejante, si /no esta definida para 
valores de x may ores que b pero es continua por la izquierda en b , entonces si 
x\ = b en (6), Ax debe aproximarse a 0 por la izquierda. En consecuencia, 
se tiene F' _ (* 1 ) en el miembro izquierdo de (7). 

Como x\ es cualquier numero de [a, b], la ecuacidn (7) establece lo que 
se deseaba. ■ 

Recuerde que el primer teorema fundamental del Cdlculo afirma que 
la integral definida J* f(i) dt con limite superior x es una antiderivada de 
/si / es continua. Este hecho se muestra graficamente en el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente para la funcidn del ejemplo ilustrativo 1, 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 4 muestra la grdfica 

de / del ejemplo ilustrativo 1, definida por/(x) = x 2 , trazada en el rectan- 
gulo de inspeccion de [-6, 6] por [-1, 7]. La figura 5 presenta la grdfica de 
NDER(NINT(/ 2 , 0, x), x) trazada en el mismo rectangulo de inspeccidn. 
Estas graficas parecen identicas, lo cual apoya el hecho de que j* t 2 dt es 
una antiderivada de/. 4 


► EJEMPLO 1 


(a) 4 


Calcule las derivadas siguientes: 

v2 


1 


dx ), / 3 + 1 

Solution 

(a) De (3) con /(/) = 


dt (b) 


-f 

dx J 3 


V cos t dt 


- , se tiene 


d_ 

dx 


1 - dt = 1 


+ 1 


x i + 1 


(b) Con u = x 2 en la regia de la cadena se obtiene 

rjc 2 ru 

4- dt = 4- \ dt • ^ 

dx J 3 du J 3 dx 

De (3) con /(/) = Vcos t y como ^ = 2x, se tiene 

f x 2 

— j V cos t dt - V cos u (2x) 

= 2x V cos x 2 4 


Ahora se aplicard el primer teorema fundamental del Calculo para de- 
mostrar el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 


4,7*2 Segundo teorema fundamental del Calculo 


Sea / una fimcidn continua en el i tilery alo cenado [a, 6] y sea g una 
funcidn tal que 

tf W = fix) , (8) 





4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALS PEI CAICUIO 363 


para toda x en [a, b}. Enumces 
rt 


f = 

Ja 


g(b) - g{a) 


(Si jc = a , la derivada en (8) puede ser una derivada per la derecha, y 
si x = b. la derivada en (8) puede ser una derivada por la izquierda.) 


Demostracion Si ft s continua en todos los numeros de [a, b], se sabe, 

por el primer teorema fundamental del Cdlculo, que la integral definida 
l* f(t) dt, con limite superior variable x , define una funcidn F cuya deri- 
vada en [ a , b] es/. Como por hipotesis ^'(jc) = /(*), se deduce, por el teore- 
ma 4.1.2, que 

8(x) = 

donde k es alguna constante. A1 considerar x = b y x = a, sucesivamente, 
en esta ecuacion se obtiene 




f(t) dt + k 


y 


8(b) = 


8(a) = 


f 

F 

Ja 


f(t)dt + k 


f(t) dt + k 


De (9) y (10), 


(9) 


( 10 ) 


8(b) - s(a) 


= f f(t)dt - [ fit) dt 

Ja Ja 


Pero por la definici6n 4.5.6, /“/(f) dt = 0; por lo que 


8(b) ~ 8(a) 


-r 


Mdt 


que es lo que se deseaba demostrar. 

Si /no est& definida para valores de jc mayores que b pero es continua por 
la izquierda en b , entonces la derivada en (8) es una derivada por la izquierda, y 
se tiene g'-(b) = F'„(b), de donde se deduce (9). En forma similar, si /no 
esta definida para valores de jc menores que a pero es continua por la derecha 
en a, entonces la derivada en (8) es una derivada por la derecha, y se tiene 
g' + (a ) = F'+(a), de donde se concluye (10). ■ 


Ahora se puede obtener el valor exacto de una integral definida apli- 
cando el segundo teorema fundamental del Calculo. En el calculo se denota 

[tfW - g(a)] por g( jc)1 

-I a 
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> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Evalue 



Como una antiderivada de x 4 es jc 5 /5, por el segundo teorema fundamental 
del Cdlculo se tiene 



_ 32 _ 1 

5 5 


Debido a la relacidn entre integrales definidas y derivadas, se utiliza el 
simbolo integral j en la notacidn }f(x) dx para una antiderivada. Haga caso 
omiso de la terminologia de antiderivadas y de antiderivacidn y comience a 
llamar a J f(x) dx integral indefinida. El proceso de evaluation de una in- 
tegral indefinida o una integral definida se denomina integracion. 

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe 
enfatizarse. La integral indefinida \f(x) dx representa a todas las funciones 
cuya derivada es f(x). Sin embargo, la integral definida j b f(x) dx es un 
numero cuyo valor depende de la funci6n/y de los numeros a y b, y esti de- 
finido como el limite de una suma de Riemann. La definicidn de la integral 
definida no hace referencia a la diferenciacion. 

La integral indefinida implica una constante arbitraria; por ejemplo 



Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integracion. En 
la aplicacidn del segundo teorema fundamental para evaluar una integral de- 
finida, no fue necesario incluir la constante arbitraria C en la expresion para 
g(x) porque el teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo 
aquella en la que C = 0. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la propiedad aditiva de 

las integrales definidas, establecida en el teorema 4.5.11 y el segundo teore- 
ma fundamental, se tiene 


r 

J 1/2 


(* 3 - 6X 2 + 9x + 1) dx 


r 4 r 4 r 4 r 4 

= x^ dx - 6 x 2 dx + 9 x dx + dx 

J 1/2 J 1/2 Jl/2 Jl/2 


_ ^ 


+ 9 


+ x 


1/2 


= (64 - 128 + 72 + 4) - ( 


1 - i 


+ D 


679 

64 




4.7 TEOREMAS FUNDAMENT ALES DEL CALCULO 367 


En el ejemplo 1 de la seccidn 4.6, se mostro que el valor de esta integral 
definida esti en el intervalo [3.5, 17.5], lo que est£ de acuerdo con el resul- 
tado obtenido en el ejemplo ya que ^ * 10.61 . , ^ 


Los ejemplos siguientes muestran la aplicacion del segundo teorema 
fundamental. Por supuesto, las respuestas pueden apoyarse empleando NINT 
en la graficadora. 


► EJEMPLO 2 


Evalue 


£ 


(x 4 ^ 3 + 4x l tydx 


Solucion 


J ( x 4 ^ 3 + 4x 1 ^ 3 )dx = ~x + 4- ~x 4 ^ 3 


-l 


= | + 3 - (-2 + 3) 


_ 6 
7 


► EJEMPLO 3 


Evaltie 


r 


lx 2 Vjc 3 + 1 dx 


Solucion 

r 2 


f 2jc 2 V x 3 + 1 dx = ^ f V* 3 + 1 (3jc 2 dx) 
Jo 3 Jo 

-l2 


2 (* 3 + 1) 3/2 

“ 3 ■ 3 

2 J 0 

= | (8 + 1) 3/2 - |(0 + 1) 3/2 

= ^(27 - 1 ) 

= 104 

9 


► EJEMPLO 4 


Evalue 


r 


* Vl + x dx 


Soluci6n Para evaluar la integral indefinid- jx Vl + x dx se 
considera 


u — V 1 + X 


U 2 = 1 + X 


x = u 2 - 1 dx - ludu 
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A1 sustituir se tiene 
x V \ + x dx 


r 

* 


=1 
= 2 i 


( u 2 - \)u(2udu) 


(m 4 - u 2 )du 


= |« 5 - + C 

= |(1 + x) 512 - §(1 + *) 3/2 + C 


Por tanto, la integral definida es 

j x VTT^c dx = | (1 + j) 5 ^ - |(1 + *)* 

« | (4) 5 / 2 - f (4) 3 /2 _ |(l)5/2 + 2 (1) 3/2 


*H 3 

Jo 


_ 64 _ 16 

5 3 

= U6 
5 


2 + 2 
5^3 


Otro metodo para evaluar la integral definida del ejemplo 4 consiste en 
considerar la fdrmula que se deduce del segundo teorema fundamental y de la 
regia de la cadena para la antiderivacidn (4.2.1). De estos teoremas, si F es 
una antiderivada de /, 


f 

Ja 

f 

Ja 


' r 

f(g(x))g’(x) dx = F(g(x )) 

- a 


» I f(g(x))g'(x) dx = F(g(b)) - F(g(a)) 
Ja 

Asi 

rb -| g(b) 

f(g(x))g\x) dx = F(u)\ 

Ja J g(a) 

fb f Sib) 

<=> ( /(£(*))£%*) dx = f(u) du 

Ja Jgia) 


(ID 


Con el objeto de aplicar (11), cambie las variables de la integral dada conside- 
rando u = g(x). Entonces du = g\x) dx. Despues, cambie los lfmites a y b, 
relativos a x , por los lfmites relativos a w, los cuales son g(a) y g(b). 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Para evaluar la integral del 
ejemplo 4, sea u = Vl + x , x = u 2 - 1 y d* = 2w din. Ademas, cuando 
* = 0, u = 1, y cuando x = 3, m = 2. De modo que, de (1 1) se tiene 

r 2 

w 4 - u 2 ) du 
1 2 


f 


* a /1 + * 


- i f 

= i“ 5 - 1“^ 


_ 64 

5 

_ U6 
15 


16 _ 2 , 2 

3 5 3 
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► EJEMPLO 5 

m nil 

sen 3 x cos x dx 


Evalue 


f 

Jo 


Solution Sean 

u = sen* y du = cos xdx 
Cuando * = 0, u = 0; cuando * = - n, u - 1 . Por tanto, 


rnl 2 r 1 

sen 3 * cos * dx = w 3 

Jo Jo 

= < 

4 Jo 


► EJEMPLO 6 


Evalue 


i; 


| x + 2 | dx 


Solucion 

I* + 2 | = 

Del teorema 4.5.13, 

*4 


-x - 2 si * < -2 
x + 2 si -2 < * 


j \x + 2\dx = j 


■2 ,4 

(-* - 2) dx + I (* + 2) dx 
3 J-2 

“1-2 ro “l4 


r 2 r 

x o 

= [-t- 2 1 3 U 


+ i y + 2 * 


= [(-2 + 4) - (-| + 6)] + [(8 + 8) - (2 - 4)] 


= \ + 18 

_ 37 

2 


► EJEMPLO 7 En un circuito electrico, E volts es la fuerza 
electromotriz a los t segundos y 

E = 2 sen | nt 

Determine la fuerza electromotriz promedio de 0 s a 4 s. 

Solution Se calcula el valor promedio de E en [0, 4], Si V.P. es este valor 
promedio, de la definition 4.6.4 se tiene 


J-f 

-°Jo 


2 sen ^ nt dt 


2 *“§«(§**) 


V.P. = 
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3 

r ■ 2 i 4 

4/r 

L _C “3 W Jo 

= f! 

- COS “7T + COS o) 

4/r 1 

l 3 ) . 

- 3 1 

( 1 + d 

4k 1 

l2 J 

= 0.358 

Conclusion: La fuerza electromotriz promedio de 0 s a 4 s es 0.358 volts. 


' ◄ 

| EJERCICIOS 4.7 | 


En los ejercicios 1 a 34, evaliie la integral definida. En los / 3 

ejercicios 1 a 6 y 29 a 34, apoye la respuesta empleando NINT 25. I C* + 2} -Jx+l dx 

en la grajicadora. 0 

1. f ( 3x 2 - 4jc + [)dx 2. j (jc 3 - x 2 + \)dx 26. i: (jc + 1) yjx + 3 dx 


'■l 

»•/, 

7. I ' — T d * 

Jo ( Z 2 + l ) 3 

fio f 

9. J a/5 jc - 1 dx 

rO 

11. I 3 w 

“• /. 


3. J (jc 2 - 2x) dx 

J2 . i 

dx 


4. + 27. I'iH* » l 


dx 


O' - 4_y) dy 




. 3, 3 

Sugerencia : divida el numerador entre el denominador. 

V? - 4= 


f 4 r r 1 

8. VI (2 + JC) d* y 

(. I -JxtJi ~*~x4x dx 

Jo 


+ tfjdl 


w 2 dw 


-2 

r*/2 


sen 2 jc 


r 3 + 1 dr 


10. f t -ft 2 + 1 dt 

Jo 

'12. |" !■ 

J-1 (y + 

14. f cos i 

Jo • 

16. J 


-i (y + 2) 

xdx 


j dy 


(3x 2 - l) 3 


djC 


17. f > 2+2 > d y 
Jo + 3y 4 + 4 


„ /' 

32. j 

Jo 


sen ttjc cos ttjc dx 

xj6 


(sen 2jc + cos 3jc) djc 


33. | 3csc 2 2j tdx 

M/2 




sec 2 ^;rrtan ^ntdt 


18. 


- dw 


Ji 

rs ' 


20. J* j: 2 4x ~ 4 djc 

22. J" | jc - 2 | dx 


(1 + w) 


■»-rv 

*J. 


En los ejercicios 35 a 44, obtenga la derivada. 

r3 


dw 35. 


+ r dr 


jc — 3 dx 




jc dx 


'• £'< ^ z£rr7* 

41. 4- f a/' 2 + 1 dt 42. 4- f 1 dr 

-Ml ^Jx- Vf^TT. 


24. 
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43. 


. 


1 + f 2 


dt 


44. 


A[ _!_ 

dx J } 1 - r 2 


dt 


donde/escontinuaen[ 0 , fc]y/(x). + f(k - x) * Osijcesta 
en [0, k]. (a) Demuestre que / = ^k. Sugerencia: cambie 
la variable en ( 12 ) considerando u - k - x y muestre que 4 


En los ejercicios 45 a 48, calcule el valor promedio de la fun- 
cion f en el intervalo [a, b). En los ejercicios 45 y 46, determi- 
ne el valor de x en el que el valor promedio ocurre y describa 
la interpretacion geometrica de los resultados. 

45. f(x) = 9 - x 2 ; [a, b\ = [0, 31 

46. f(x) = 8x - x 2 ; [a, b] = [0, 4] ' 

47. fix) = 3x Vx 2 - 16 ; (a, b\ = [4,5] 

48. fix) = x 2 ; [a, b] = [7, 121 

49. Para el circuito el6ctrico del ejemplo 7, determine la rafz 
cuadrada del valor promedio de E 2 de t = 0 a.t - 4. 
Sugerencia: utilice la identidad sen 2 x = ^ (1 - cos 2x). 

50. Si f(x) = sec 2 x, determine el valor- promedio de / en el 
intervalo [- ^ 71 , ^ n\. ■ 

51. Se deja caer una pelota, y despues de t segundos su velo- 
cidad es v pies por segundo. Sin considerar la resistencia 
del aire, demuestre que la velocidad promedio durante los 
primeros ^ T segundos es un tercio de la velocidad pro- 
medio durante los siguientes ~ T segundos. 

52. Se lanza una piedra hacia abajo con una velocidad inicial 
de v 0 pies por segundo. No considere la resistencia del 
aire. (a) Demuestre que si v pies por segundo es 1^ velo- 
cidad de la piedra despues de. que cae s pies, entonces 
v = A jv 0 2 + 2 gs. (b) Determine la velocidad promedio 
durante los primeros 100 pie de cafda si la velocidad ini- 
cial es de 60 pie/s. (Tome g - 32 pie/s 2 y el sentido po- 
sitive hacia abajo.) 

53d Si una inversirin produce interes a una tasa de 100 r(t)% 
^ compuesto continuamente durante un periodo de T aiios, 
entonces la tasa de interes promedio \00R(T)% durante 
T aftos esta defmida por 

r T 

*<T) = y ) r(l>d ‘ 


Demuestre que 


R'(T) = 


r(T) - R(T) 
T 


Nota: El interes compuesto continuamente ser& definido 
precisamente en la seccion 5.6. 


(^) Sea 


r 

do 


fix) 

f(x) + f(k - x) 


dx 


( 12 ) 


-r 


fjk - u) 
f(u) + f(k - u) 


du 


(13) 


Cambie la variable en (13) a x y muestre qu 2/ = k. 
(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que 


ritll 

do 


sen x + cos x 


dx = 4 n 


55. Sea 



1 

1 + t 2 



1 

1 + t 2 


dt 


donde x & 0. Demuestre que F es constante en los inter- 
valos .(-oo*, 0) y (0, + 00 ). Sugerencia: muestre que 
F'(x) = Oparatoda* * 0. 



Encuentre una funcidn / tal que para cualquier numero 
real x 



cos x 1 
1 + x 2 


© 


Sugerencia: tome la derivada en los miembros de la 
ecuaci6n. 

Si m y n son numeros enteros positives, demuestre que 


r 


JC n (l 


-* x) m dx 



;c w (l - x) n dx. 


Esta integral surge en aplicaciones dc Probabilidad, 
Andlisis combinatorio y Teona cin6tica de la materia. 

58. Sea / una funcion cuya derivada f es continua en [a, b]. 
Calcule el valor promedio de la pertdiente de la recta tan- 
• gente de la grdfica de / en [a, b\, y de una interpreta- 
cion geometrica del resultado. 

(^p Determine CM (2 -ft - IT^rjdx. 


60, (a) Sea f(x) = x sen x . Trace las graficas de / y 
NDER(NENT(/(f), 0, jc), x) en el mismo rectdngulo de 
inspecci6n y muestre que las graficas son las mismas. 
(b) Repita el inciso (a) considerando* ahora 
f(x) = V4 + Jt 2 . (c) iQu6 teorema o teoremas apoyan 
los incisos (a) y (b)? Explique su*respuesta. 

^6l) Explique por que cada funci6n continua debe tener una 
antiderivada. ^Qud garantiza este. hecho? 
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4.8 AREA DE UNA REGION PLANA 



(w f , w- ^VV,- 2 + 5 ) 


= W* 2 + 5 


FIGURA 1 


En la section 4.4 se definib el £re a de una region plana como el limite de 
una suma de Riemann, y en la seccibn 4.5 se dijo que dicho limite es una 
integral. Ahora que ha aprendido algunas tbcnicas para calcular integrales 
definidas, se consideraran mas problemas que implican areas de regio- 
nes planas. 

En los ejemplos que se presentan a continuation, se empieza expre- 
sando el area requerida como el limite de una suma de Riemann, a fin de 
reafirmar el procedimiento utilizado en la expresion de dichas sumas para 
aplicaciones posteriores en las secciones 4.9 y 4.10 y el capitulo 6. 


► EJEMPLO I Calcule el area de la region del primer cuadrante 
limitada por la curva 

y = x-\lx 2 + 5 
el eje x y la recta x = 2. 

Solucion La figura 1 muestra la region junto con uno de los elementos 
rectangulares de area. 

Considere una partition del intervalo [0, 2]. El ancho del i-esimo rec- 
tangulo es A;X unidades, y la altura es w^w 2 + 5 unidades, donde w f - es 
cualquier numero del i'-6simo subintervalo. Por tanto, el &rea del elemento 
rectangular es vv l A /w, 2 + 5 A,x. La suma de las medidas de las areas de 
los n rectangulos como este es 


X + 5 &i x 

1 


la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma cuando || A || se 
aproxima a 0 proporciona la medida del &rea deseada. El limite de la suma 
Riemann es una integral definida que se evalua mediante el segundo teore- 
ma fundamental del Calculo. Sean A unidades cuadradas el £rea de la region, 
entonces 


n 

A = lim ^ + 5 A/JC 


= x^jx 2 + 5 dx 
JO 

r 2 

= ~ I Vx 2 -+ 5 (2xdx) 

= I [(9)3^2 -(5)3/2] 

= I (27 - 5V5) 

= 5.27 


Conclusion: El £rea de la regidn es j (27 - 5V5) unidades cuadradas, o 
aproximadamente 5.27 unidades cuadradas. 4 
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Hasta este momento se ha considerado el area de una region para la 
cual los valores de funcion en [ a , b) son no negativos. Suponga ahora que 
fix ) < 0 para toda jc en [a, b]. Entonces cada/(w,) es un niimero negativo; 
por lo que se define el numero de unidades cuadradas del area de la regidn 
limitada por y = /( jc), el eje jc y las rectas x = a y x = b, como 

Km £[-/(*, )] A,.* 

IUIM 


lo cual es igual a 


y 



fix) dx 



W EJEMPLO 2 Calcule el area de la region limitada por la curva 
y = x 2 - 4x 

el eje jc y las rectas jc = 1 y jc = 3. 

Solution En la figura 2 se presenta la regidn y un elemento rectangular 
de 4re a. 

Se toma una particidn del intervalo [1, 3]; el ancho del /-esimo rectan- 
gulo es A;jc. Como jc 2 - 4jc < 0 en [1, 3], la altura del i-esimo rectangulo 
es -O z - 2 - 4w z ) = 4 Wj - Wi 2 . En consecuencia, la suma de las medidas 
de las 4reas de los n rectdngulos estd dada por 

n 

X {Aw i ~ w < 2 ) A i x 

i = l 


y 



La medida del drea deseada es proporcionada por el limite de esta suma 
cuando || A || se aproxima a 0; de modo que si A unidades cuadradas es el 
£rea de la regidn, entonces 

n 

A = „ U ,P “ w i 2 ) A < x 

(Ax - x 2 ) dx 

- 

= 22 
3 

Conclusion; El area de la region es ~ unidades cuadradas. M 



► EJEMPLO 3 Determine el area de la regidn limitada por la curva 
y = jc 3 - 2jc 2 - 5jc + 6 
el eje jc y las rectas jc = -1 y jc = 2. 

Solution La regidn se muestra en la figura 3. Sea 


fix ) = jc 3 - 2jc 2 - 5jc + 6 


FIGURA 3 
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Como /( x) > 0 cuando x esta en el intervalo cerrado [-1, 1] y /(x) < 0 
cuando x esta en el intervalo cerrado [1, 2], se separa la region en dos partes. 
Sea A\ el numero de unidades cuadradas del area de la regidn cuando x est£ 
en [-1, 1], y sea A 2 el numero de unidades cuadradas del £rea de la region 
cuando x esta en [1, 2]. Entonces 


A 


l 


..Up £/(**'l) C 


i: 

i; 


fix) dx 


(x 3 - 2x 2 - 5x + 6 )dx 


y 

A 2 = „ X A i x 

llAlho “ 

= j — (x 3 - 2x 2 - 5x + 6) dx 


Si A unidades cuadradas es el Area de la regi6n completa, entonces 



+ A 2 

( x 3 - 2x 2 - 5x + 6)dx - 



- 2x 2 - 5x + 6) dx 


2 x 3 - I* 2 +6*1\ -f 


-X 4 — — JC 3 
4 4 3 4 


f* 2 + 


6 xf x 


= [I- 4 - 
= [(i-f-! + 6)-(i + !-f-6)] 

- [(4 - ^ - 10 + 12) - (I - | - | + 6)] 


3 V Y2 J 

— IZI 
~ 12 



Conclusion: El £rea de la regidn es ^ unidades cuadradas. A 

Ahora considere dos funciones f y g continuas en el intervalo cerrado 
[a, b] tales que/(x) > g(x) para toda x en [a, b], Se desea calcular el area de 
la regidn limitada por las dos curvas y = /(x) y y = g(x) y las dos rectas 
x = a y x = b. Esta situacion se ilustra en la figura 4. 

Tome una partition del intervalo [a, b\, de modo que el *-6simo rec- 
tangulo tenga un ancho de A,x. En cada subintervalo elija un numero w,. 
Considere el rectdngulo que tiene altura [/(w,) - g(w*)] unidades y ancho 
A z x unidades. En la figura 4 se muestra este rectangulo. Se tienen n rec- 
tangulos como este, uno asociado con cada subintervalo. La suma de las 
medidas de las dreas de estos n rectangulos estd determinada por la suma 
de Riemann siguiente: 


X [/<% ) - 8( w i )1 A i x 
1 = 1 

Esta suma de Riemann es una aproximacidn a lo que intuitivamente se 
piensa como el numero que representa la “medida del &rea” de la regidn. 
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Entre mas pequeiio sea el valor de || A [[ , mejor sera esta aproximacion. 
Si A unidades cuadradas es el tea de la regidn, se define 


A = I, X 1 A i* 


( 1 ) 


y = gix) 


fix) - -x 2 + 4 ;c 
gix) = x 2 

FIGURA 5 


Como f y g son continuas en [a, b ], tambien lo es / - g; por tanto, el 
limite en ( 1) existe y es igual a la integral definida 

[f{x) - g(x)] dx 


'‘b 

Ja 



► EJEMPLO 4 Calcule el tea de la regidn limitada por las 
curvas y — x 2 y y — -x 2 + 4x. 

Solution Para determinar los puntos de interseccidn de las dos curvas 
se resuelven las ecuaciones simultineamente y se obtienen los puntos (0, 0) 
y (2, 4). La figura 5 muestra la region. 

Sean 

f(x) = -x 2 + 4jc y g(jc) = x 2 

Observe que en el intervalo [0, 2] la curva y — fix) est£ por arriba de 
la curva y = gix). Se dibuja un elemento rectangular vertical de tea, cuya 
altura es de [/(w<) - g(w,)] unidades y cuyo ancho es de A t x unidades. 
La medida del tea de este rectdngulo est& dada por [/(w*) - g(w,)] A,jc. La 
suma de las medidas de las teas de n rect&ngulos como 6ste estd determi- 
nada por la suma de Riemann 

X - «( w i)] A t x 


Si A unidades cuadradas es el tea de la regidn, entonces 


A ~ „ X “ f>( w i >1 A i x 

y el limite de la suma de Riemann es una integral definida. En consecuencia 
r 2 


-r 

i 


[fix) - gix)] dx 


li-x 2 + 4jc) - x 2 ] dx 


0 
2 

= | (-2jc 2 + 4jc) dx 

0 

= -!* 3 +2 * 2 lo 

= + 8-0 


Conclusion: El area de la region es | unidades cuadradas. 


◄ 
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y 



ft W = -J2x - 2 

A W = 

*(*) = .* - 5 

FIGURA 6 





/,(*) = *j2x -~2 
f 2 (x) = -J27^2 
g(x) = x - 5 

FIGURA 7 


► EJEMPLO S Calcule el £rea de la regidn limitada por la pa- 
rabola y 2 - 2x - 2 y la recta y = x - 5. 

Solution Las dos curvas se intersectan en los puntos (3, -2) y (9, 4). 
La region se muestra en la figura 6. 

La ecuacion y 2 = lx - 2 es equivalente a las dos ecuaciones 

y = V 2x - 2 y y ~ -V 2x - 2 

de modo que la primera ecuacidn proporciona la parte superior de la pa- 
rabola mientras que la segunda ecuacidn da la parte inferior. Si 


A(x) = V27^2 y f 2 (x) = -V2F^2 


la ecuacidn de la parte superior de la parabola es y = fi(x), y la ecuacion 
de la parte inferior es y = f 2 (x). Si se considera que g(x) = x - 5, enton- 
ces la ecuacion de la recta es y = g(x). 

En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de 
area. Cada rectdngulo tiene su base superior sobre la curva y = f\(x). Como 
la base inferior del primer rectangulo esta sobre la curva y = f 2 (x\ su al- 
tura es [/j(w;) - f 2 (Wi)] unidades. Debido a que la base inferior del segun- 
do rectdngulo estd sobre la curva y = g(jt) , su altura es - g(w,)] 

unidades. Si se desea resolver este problema utilizando elementos rectan- 
gulares verticales de £rea, se debe dividir la regidn en dos regiones separa- 
das, por ejemplo, R x y R 2 , donde R x es la region limitada por las curvas 
y = f x {x), y = f 2 (x) y la recta x = 3, y R 2 es la regidn limitada por las cur- 
vas y = fi(x) y y = g(x) y la recta x = 3 (consulte la figura 8). 

Si A] unidades cuadradas es el drea de la regidn R x , entonces 




11m 

II a|M 


X t/lK') - fl( w i )] A <* 
1 = 1 


r 

r 


t/i(*) - fltol dx 
[V2x - 2 + -f2x - 2] dx 



-f 


42 x - 2 dx 

= !< 2x-2)^l 


Si A 2 unidades cuadradas es el area de la regidn R 2 , 

n 

A 2 = U™ £ [/.<"/) " S ( W <)1 A i* 


AW = - *J2x -1. 

SW = JC - 5 

FIGURA 8 


■r 

■r 


l/l M - g(x)] dx 


l-j2x^ 2 - U - 5 )]dx 
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= i (2x - 2) 3/2 - I x 1 + 


h : 


= [t - T + 45] - [= - \ + 15] 


= M 

3 



Entonces Aj + A 2 = y + y. 

Conclusion: El area de la region completa es de 18 unidades cuadradas. ^ 


l(y) = y + 5 

FIGURA 9 


► EJEMPL0 6 Calcule el area de la regidn del ejemplo 5 conside- 
rando elementos rectangulares horizontales de area. 

Solution La figura 9 muestra la regidn con un elemento rectangular 
horizontal de drea. 

Si las ecuaciones de la parabola y de la recta se resuelven para x se 
obtiene 


* = Hy 2 + 2) 


Jt = y + 5 


Si se considera <£(y) = ±(y 2 + 2) y A (y) = y + 5, la ecuacidn de 
la pardbola puede escribirse como x = y la ecuacidn de la recta 

como x — A(y). Tenga en cuenta el intervalo cerrado [-2, 4] sobre el eje y, 
y tome una particion de este intervalo. El i-6simo subintervalo tendrd una 
longitud de A ,*y. En el i-esimo subintervalo y{\ se elige un numero w f -. 
Entonces la longitud del i-e simo elemento rectangular es de [A (w/) - <£(w/)] 
unidades y su ancho es de A^y unidades. La medida del area de la region 
puede aproximarse mediante la suma de Riemann 


jw* 1 /)- <£(»',>] A,\y 

;=i 

Si A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 


II A|I-»0 “ 

Como Ay 0 son continuas en [-2, 4], tambien lo es A - <f>, y el limite de 
la suma de Riemann es una integral defmida: 


A = 


[A(>\) - <£(>•)] dy 


Ky + 5) - | (y 2 + 2 )\dy 


[- y 2 + 2y + 8) dy 


1- 2 
= 1 1- I 


r + 




= ‘ [(- « + 16 + 32) - (5 + 4 - 16)] 


= 18 


Esta respuesta es acorde con la solucidn del ejemplo 5. 
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K /(*,)) 


y = *(•*) 



(*\, sKO) 


A1 comparar las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que en el 
primer caso se tienen dos integrales definidas para evaluar, mientras que en 
el segundo caso se tiene solo una. En general, si es posible, los elementos de 
area deben construirse de modo que se obtenga s61o una integral definida. 
El ejemplo siguiente presenta una situation donde son necesarias dos in- 
tegrales definidas. 


► EJEMPLO 7 Calcule el drea de la regidn limitada por las dos 
curvas y = jc 3 - 6x 2 + 8jc y y = x 2 - Ax. 

Solucion Los puntos de interseccion de las dos curvas son (0, 0), 
(3, -3) y (4, 0). En la figura 10 se muestra la regidn. 

Sean 

f{x) = jc 3 - 6jc 2 + 8jc y g(;c) = x 2 - 4jc 

En el intervalo [0, 3] la curva y = f(x) est£ por arriba de la curva y - g(;c), 
y en el intervalo [3, 4] la curva y = g(x) se encuentra por arriba de la curva 
y = f(x). Asi, la region debe dividirse en dos regiones separadas R { y R 2 , 
donde R\ es la region acotada por las dos curvas en el intervalo [0, 3], y 
R 2 es la regidn limitada por las dos curvas en ei intervalo [3, 4]. Si A\ es el 
6rea de R\ y A 2 es el £rea de R 2 , entonces 


FIGURA 10 


= n lf F X t/K) - «Oi)] A/jc 

^2 = Mm £ .[«(»-;) - A > x 


A] + A 2 ,= [(* 3 - 6x 2 + &x) - (JC 2 - 4x)]dx 

Jo 


r 


-r 


+ I [ix 2 - Ax) - (jc 3 - 6jc 2 + 8*)] dx 
(jc 3 - lx 2 + 12 x) dx + J (-jc 3 + lx 2 - \2x)dx 


= ^ + ^ 
* 4 12 

_ 71 

^ 6 


Conclusion: El are a requerida es ^ unidades cuadradas. 


En los ejemplo 4 a 7, se calcularon las coordenadas de los puntos de 
interseccidn al resolver simult&neamente las ecuaciones de las curvas. En 
el ejemplo siguiente no pueden determinarse los puntos de interseccidn 
facilmente. 


► EJEMPLO 8 Calcule el £rea de la regidn acotada por las gr£- . 
ficas de y = x 2 y y = sen jc. 
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Solution Refidrase a la figura 1 1 , la cual muestra las dos graficas tra- 
zadas en el rectangulo de inspection de [-3, 3] por [-2, 2] y que se intersec- 
tan en el origen y en otro punto del primer cuadrante. Se deqota con [a, b] 
el intervalo en el que se calculard el drea, ademds se sabe que a = 0. No se 
puede determinar b algebraicamente, sin embargo, puede obtenerse un valor 
aproximado de b empleando los procesos de intersection ( intersect ) o ras- 
treo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora. Con cuatro digitos sig- 
nificativos se obtiene b = 0.8767. Si /( jc) = sen*, g(x) = x 2 y A unidades 
cuadradas es el area requerida de la region en el intervalo [0, 0.8767], 



[-3, 3] por [-2, 2] con cuatro digitos significativos 

/W = sen * ' A = 0.1357 

g(x) = X 2 

Conclusion: Con cuatro digitos significativos, el area es 0. 1 357 unidades 
FIGURA 11 cuadradas. ^ 


| EJERCICIOS 4.8 


En los ejercicios 1 a 38, calcule el drea de la regidn acotada 
por las curvas. En coda ejercicio haga lo siguiente: (a) dibu- 
' je una figura que muestre la regidn y un elemento rectangular 
de drea; ( b ) exprese el drea de la regidn como una suma de 
Riemann; (c) calcule el limite del inciso (b) mediante el se- 
t gundo teorema fundamental del Calculo. 

1. y - 4 - x 2 ;ejex ^ 

’,2. y = x 2 - 2x + 3;efex;x = -2;x = 1 

3. y = 4x — x 2 ; eje x; x = . 1; x = 3 

, 4. y = 6 - x - x 2 ;ejex 

. _____ 

5. y = 4x + 1 ; eje x; eje y\ x ~ 8 

“6. y ~ ~ - x; eje x\ x = 2; x = 3 

x L 

7. y - x 1 + x - ’12; eje x 

O 8. y - x 2 - 6x + 5;ejex 

9. y - sen*; ejex;x = |tt; jc = 

* 10. y = cos jc; eje x\ eje y, x = ~7t 

11 . y = sec 2 x\ eje x ; eje y; x = ^ n 

12. y - esc 2 x\ eje x; jc = £ /r; x = | n 

13. x 2 = ~y\ y = -4 

14. y 2 = -x;x = -2;x = -4 

15. x 2 + y + 4 = 0; y - -8. Considere los elementos de 
area perpendiculares al eje y. 

16. La misma regidn que en el ejercicio 15. Considere los 
elementos de £rea paralelos al eje y: 


17. x 2 - y + 1 = 0; x - y + 1=0. Considere los ele- 
mentos de area perpendiculares al eje x. 

18. La misma regidn que en el ejercicio 17. Considere los 
elementos de area paralelos al eje x. 

19. x 3 = 2y 2 ; x = 0; >’ - -2 

20. y 3 = 4x;x = 0;x = -2 

21. y = 2 - x 2 \y = -X 22. >- = x 2 ;>> = x 4 

23. >> 2 = x-l;x = 3 

24. y - x 2 ; x 2 =18 - y 

25. y - Vx \y = x 3 

26. x = 4 - y 2 \x - 4 - 4y 

27. y 3 = x 2 ;x - 3y + 4 = 0 

28. xy 2 = y 2 - l;x = l;y = 1; y = 4 

29. x = y 2 - 2;x = 6 - y 2 

30. x = y 2 - y;x = y - y 2 

31. y = 2x 3 - 3x 2 - 9x;y = x 3 - 2x 2 - 3x 

32. 3y = x 3 - 2x? - \5x\y = x 3 - 4x 2 - 1 lx + 30 

33. y = x 3 + 3x 2 + 2x\y = 2x 2 + 4x 

34. y = | x - 1 | + 3; y = 0; x = -2; x = 4 

35. y ~ cosx - sen x; x = 0; >’ = 0 

36. v - sen x\y = -sen-x;x = -^n;x ~ K -n 

37. y = |x|;y = x 2 - 1; x = -l;x = 1 

38. y = |x + 1 | + |x|;y = 0; x = -2;x = 3 
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En los ejercicios 39 a 46, apr oxime con cuatro dfgitos signifi - 
cativos el area de la region limitada por las grdficas de las 
ecuaciones dadas realizando lo siguiente : (a) trace las grdfi- 
cas en un rectdngulo de inspeccion conveniente y determine 
los puntos de interseccion empleando los procesos de inter- 
seccion ( intersect ) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la 
graficadora; (b) exprese el area de la region como el limit e de 
una suma de Riemann; (c) aproxime el Umite del inciso (b) 
utilizando N1NT en la graficadora. 

39. y = * 4 - 2, y = * 2 

40. y = * 4 ; y = 4 - x 2 

41. y — x 2 - 1; y = sen 2 * 

42. y = * 2 ;y = cos* 

43. y - * 3 ;y = 4 - * 2 ;elejey 

44. y = * 3 ; y - 4 - * 2 ; el eje * 

45. y = x 3 ;y = tan 2 * - 3 ; 0 < * < 

46. y = 2 - * 4 ;y = sec 2 * 

47. Determine mediante integraci6n el irea de la regidn aco- 
tada por el triingulo cuyos vertices son (5, 1), (1, 3) y 
(- 1 ,- 2 ). 

48. Determine mediante integration el area de la regidn li- 
mitada por el triingulo cuyos vertices son (3, 4), (2, 0) 

y (0, i ). 

En los ejercicios 49 a 57, determine el area exacta de la 
region descrita. 


57. La regidn acotada por las dos parabolas y 2 = 4 px 
yx 2 - 4 py. 

58. Determine la tasa de variaci6n de la^medida del area del 
ejercicio 56 con respecto a p cuando p - | . 

59. Calcule la tasa de variation de la medida del area del 
ejercicio 57 con respecto a p cuando p - 3. 

60. Determine m de modo que la region por arriba de la recta 
y — mx y debajo de la parabola y — 2x - x 2 tenga un 
irea de 36 unidades cuadradas. 

61. Determine m de modo que la regidn por arriba de la curva 
y - mx 1 (m > 0), a la derecha del eje y, y debajo de la 
recta y = m tenga un irea de K unidades cuadradas, donde 
K > 0. 

62. Si A unidades cuadradas es el irea de la regidn limitada 
por la parabola y 2 — 4* y la recta y = mx (m > 0), 
determine la tasa de variaci6n de A con respecto a m. 

63. Para acelerar la evaporacidn de un liquido, se coloca un 
disco circular de radio r unidades en el liquido y despuis 
se gira lentamente, como se ilustra en la figura adjunta. La 
distancia del centro del disco a la superficie del liquido es 
h unidades. Los ejes coordenados se colocan de modo que 
el origen est6 en el centro del disco, el eje y es paralelo a la 
superficie del liquido y el sentido positivo del eje * estd 
hacia abajo. (a) Demuestre que si A(h) unidades cuadra- 
das es el drea de la regidn mojada expuesta, entonces 


A(/i) = nr 2 - nh 2 - 2 1 Vr 2 - * 2 dx 
Jh 


49. La regidn acotada por la recta * = 4, y la curva 
* 3 - * 2 + 2 xy - y 2 = 0. Sugerencia: resuelva la ecua- 
ci6n cuadr^tica en y para y en t6rminos de * y exprese 
y como dos funciones de *. 

50. La regidn limitada por las tres curvas y = * 2 , 
x=y 3 yx + y = 2. 

51. La regidn acotada por las tres curvas y = * 2 , 
y = 8 - * 2 y 4* - y + 12 = 0. 

52. La regidn limitada por el trapecio cuyos vertices son 
(~1, -1), (2, 2), (6, 2) y (7, -1). 

53. La regidn acotada por la curva y = sen *, la recta y = 1 
y el eje y y ubicada a la derecha del eje y. 

54. La regidn limitada por las dos curvas y = sen * y 
y = cos * entre dos puntos de interseccidn consecutivos. 


y determine el dominio de A. (b) Demuestre que para ma- 
ximizar el ire a de la regidn mojada expuesta, h debe ser 
igual a r/ V 1 + it 2 . Sugerencia: para calcular A\h) apli- 
que el primer teorema fundamental del Calculo. 



55. La region acotada por la curva y = tan 2 *, el eje * y la 
recta* = ~n. 

4 

56. La region limitada por la parabola * 2 = 4py y dentro del 
triingulo formado por el eje * y las rectas 
y = * + 8pyy = -* + 8p, donde p > 0. 


64. Cuando se calcula el irea de una region plana por medio 
de integracidn, £en qu6 circunstancias es mis conveniente 
utilizar (a) elementos rectangulares verticales de irea y 
(b) elementos rectangulares horizontales de irea? 
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4.9 VOLUMENES DE SOLIDOS ME Dl ANTE LOS METODOS DE 
REBANADO, DE DISCOS Y DE ARANDELAS 





FIGURA 3 



A(w ( ) 


La definici6n del area de una region plana condujo a la definition de la inte- 
gral definida. En este proceso se empleo la formula de la geometrfa plana 
para el area de un rectangulo. Ahora se utilizar^ un proceso semejante con 
el propdsito de obtener volumenes de algunos tipos particulares de solidos. 
Uno de estos solidos es el cilindro recto. 

Se dice que un solido es un cilindro recto si esta limitado por dos regio- 
nes planas congruentes R\ y /? 2 que pertenecen a dos pianos paralelos, y por 
una superficie lateral generada por un segmento rectilmeo, que tiene sus 
extremos en las fronteras o limites de R\ y /? 2 , el cual se desplaza siempre 
en forma perpendicular a los pianos de R\ y /? 2 . La figura 1 muestra un cilin- 
dro recto. La altura del cilindro es la distancia perpendicular entre los pia- 
nos de Ri y /? 2 , y la base del cilindro es /?j o /? 2 . Si la base del cilindro recto 
es una regidn limitada por un rectdngulo, se tiene un paralelepipedo 
rectangular, el cual se muestra en la figura 2, y si la base es una region aco- 
tada por una circunferencia, se tiene un cilindro circular recto, como se 
ilustra en la figura 3. 

Si el area de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su 
altura es h unidades y si V unidades cubicas es su volumen, entonces 

V = Ah 

Se utilizara esta formula a fin de obtener un metodo que proporcione la 
medida del volumen de un solido para el cual el area de cualquier section 
plana (regidn plana formada por la intersection de un piano y el solido) 
perpendicular a un eje es una funcion de la distancia perpendicular de la 
seccidn plana desde un punto fijo del eje. La figura 4 muestra uno de estos 
solidos S que esta entre los pianos perpendiculares al eje x en a y b. Sea 
A (*) unidades cuadradas el drea de la section plana de S perpendicular al 
eje x en x . Se requiere que A sea continua en fa, b]. 

Sea A una particion del intervalo cerrado [a, b] dada por 

a - jcq < x\ < jc 2 < . . . < x n = b 

Entonces existen n subintervalos de la forma [x x t ], donde i = 1, 
2 donde la longitud del /-6simo subintervalo A,jc = Xj - x^\. 
Elija cualquier numero w,-, con < Wi < x- v en cada subintervalo, y 
construya los cilindros rectos de alturas A 7 oc unidades y areas de seccio- 
nes planas de A(w;) unidades cuadradas. La figura 5 muestra el /-esimo ci- 
lindro recto, el cual recibe el nombre de elemento de volumen. Si A t V 
unidades cubicas es el volumen del i-6simo elemento, entonces 


A jV = A(vVj) A/X 


FIGURA 4 


La suma de las medidas de los n elementos es 


A ( .jc 



FIGURA 5 


£a,v = Xa^a,* (1) 

1=1 i-l 

la cual es una suma de Riemann. Esta suma es una aproximacion de lo que 
intuitivamente pensamos como el numero de unidades cubicas del volumen 
del sdlido. Cuanto mds pequena se tome la norma J| A || de la particion, tanto 
mas serd mayor el valor de n , de modo que dicha aproximacion estara mds 
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cerca del numero V que deseamos asignar a la medida del volumen. Por 
tanto, se define V como el limite de la suma de Riemann en (1) cuando 
|| A || se aproxima a cero. Este limite existe porque A es continua en 
[a, b]. Entonces se tiene la siguiente definicion. 


4*9.1 Definicion del volumen de un solido 


Sea S un sdlido tal que S est£ entre dos pianos perpendiculars al eje 
x tn a y b. Si la medida del area de fa seecidn plana S, perpendicular 
al eje x en j, esta dada por A{jr), donde A es continua en [a, H enton- 
ces la medida del volumen de S esti dado per 

v = Si " 1 X A < w ') 

|| a||~*o 
= f A(;t) d x 


El termino rebanado se utiliza cuando se aplica esta definicidn para 
calcular el volumen de un solido. El proceso es semejante al rebanado de 
una hogaza de pan en muchas porciones muy delgadas de modo que todas 
las porciones juntas constituye la hogaza completa. En el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente se muestra que la definicion 4.9.1 es consistente con la f6r- 
mula de la geometrfa sdlida para el volumen de un cilindro circular recto. 



ji 


FIGURA 6 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 6 presenta un cilin- 
dro circular recto, que tiene una altura de h unidades y un radio de la base de 
r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen esta 
en el centro de una base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del 
eje jc. Una seccidn plana a una distancia de x unidades del origen tiene un £rea 
de A(jc) unidades cuadradas, donde 

A(x) = 7i r 2 

Un elemento de volumen, mostrado en la figura 6, es un cilindro recto 
con un area de la base de A{w t ) unidades cuadradas y espesor de A t x 
unidades. De este modo, si V unidades ciibicas es el volumen del cilindro 
circular recto, entonces 


V = lim Y A(w:) A:x 

II * II . « l' i 


-i: 

■r 


A||->0 
h 


A(jc) dx 
nr 2 dx 

u\ 


— r r2 • 


- nr 2 h 


4 


En la definicion 4.9. 1 se puede sustituir x por y. En tal caso, S es un s6- 
lido que estd entre pianos perpendiculares al eje y en c y d, y la medida del 
&rea de la seccidn plana de S perpendicular al eje y en y esta dada por A(y), 
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y 



FIGURA 7 



FIGURA 8 


donde A es continua en [c, d]. Entonces la medida del volumen de S estd 
dada por 

v = n' 1 ® 

n a ii->o (=i 

= J A(y) dy 


► EJEMPLO 1 Utilice el mdtodo de rebanado para calcular el 
volumen de una pirdmide cuya altura es de h unidades y cuya base es un cua- 
drado de lado de s unidades. 


Solution La figura 7 muestra la piramide y los ejes coordenados dis- 
puestos de modo que el centro de la base esta en el on gen y la altura se mide 
a lo largo del lado positivo del eje y. La secci6n plana de la piramide per- 
pendicular al eje y en (0, y) es un cuadrado. Si la longitud del lado de este 
cuadrado mide z unidades, entonces por tridngulos semejantes (consulte la 
figura 8) 



h 

iih-y) 


Por tanto, si A(y) unidades cuadradas es el area de la secci6n plana, entonces 

My) = jp(h - y ) 2 

La figura 9 muestra un elemento de volumen el cual es un cilindro recto de 
6rea A(w l ) unidades cuadradas y de un espesor de A,y unidades. De manera 
que si V unidades cubicas es el volumen de la piramide, entonces 


y 



FIGURA 9 


v ‘ nS,.S /1, ” i)V 

= I A(y)dy 

Jo 

- d f ( h - y) 3 l fc 

■ k 2 r 3 I 


= js 2 h A < 

Ahora se mostrard c6mo aplicar la definici6n 4.9.1 a fin de calcular el 
volumen de un solido de revolucion, el cual es un solido que se obtiene al 
girar una regi6n de un piano alrededor de una recta del piano, llamada eje 
de revolucidn, el cual puede intersectar o no la regidn. Por ejemplo, si la 
region limitada por una semicircunferencia y su di£metro se gira alrededor 
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FIGURA 10 



FIGURA 11 



FIGURA 12 



del diametro, se genera una esfera (refierase a la figura 10). Si la regidn limi- 
tada por un triangulo rectangulo se gira alrededor de uno de sus catetos, se 
obtiene un cono circular recto (consulte la figura 11). 

Considere primero el caso en que el eje de revolucion es un lfmite de 
la region que se girara. Sea / la funcion continua en el intervalo cerrado 
[a, b], y suponga que f(x) > 0 para toda x en [a, b]. Sea R la region limi- 
tada por la curva y = f(x ), el eje x y las rectas x = a y x b. La figura 12 
muestra la region R y el i-e simo rectangulo. Cuando el i-6simo rectangulo 
se gira alrededor del eje x se obtiene un elemento de volumen el cual es un 
disco cuya base es un cfrculo de radio f(w\) unidades y cuya altura mide 
A[X unidades, como se muestra en la figura 13. Si A t V unidades cubicas es 
el volumen de este disco, entonces 

A;V = 7[[f(Wi)] 2 AjX 

Como existen n rectangulos, se obtienen n discos de esta manera, y la suma 
de las medidas de los volumenes de estos n discos es 


X A f V = X *[/(*,• )] 2 A,* 

/=! i = 1 

Esta es una suma de Riemann de la forma (1) donde A(w i ) = 7 r[/(w,)] 2 . 
Por tanto, si V unidades cubicas es el volumen del sdlido de revolucidn, 
se deduce de la definicion 4.9.1 que V es el lfmite de esta suma de Riemann 
cuando || A || se aproxima a cero. Este lfmite existe porque/ 2 es continua 
en [i a , b], ya que se supuso que / es continua en ese intervalo. Entonces se 
tiene el siguiente teorema. 


4.9.2 Teorema 


Sea / una funciAn continua en el intervalo cerrado [a, b L y suponga 
que f{x) £ 0 para toda x en [a, b]. Si S es el sdlido de revoluddn ob- 
tenido al girar alrededor de! eje x la regidn limitada por la curva 
y - f(x), cl eje x y las rectas x-ayjr-^.ysiV unidades cflbi- 
cas es el volumen de 5, entonces 

V= Km V Jrt/(w, )] 2 A iJt 
IlilM TZ 

= ff f [fix)] 2 dx 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Calcule el volumen del sdlido 

de revolucion generado cuando la region acotada por la curva y = x 2 , el eje * 
y las rectas x = 1 y x = 2 se gira alrededor del eje x. Refierase a la figura 
14, la cual muestra la region y un elemento rectangular de drea. La figura 15 
presenta el solido de revolucidn y un elemento de volumen. La medida del 
volumen del disco esta dado por 


FIGURA 13 


A/V = n(w 2 ) 2 A}X 

= 7lWi 4 AjX 
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X = g(;y) 


£(v) = V 20 - 4y + i 


Entonces 

n 

V = lim Y TTW] 4 A,* 

IUII->o" 

= 7rj x A dx 

= n* 

Conclusion: El volumen del solido de revolucidn es unidades cubicas. 

A fin de apoyar la evaluaci6n analftica de la integral definida se calcula 
en la graficadora 

NINT(^jc 4 , 1,2) = 19.47787445 

el cual es el mismo valor, con diez digitos significativos, que el valor exacto 
de la respuesta anterior. 4 

Cuando el eje de revolucion y una frontera de la region girada son el 
eje y o cualquier recta paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema se- 
mejante al teorema 4.9.2. 


► EJEMPLO 2 Calcule el volumen del sdlido de revolucion ge- 
nerado al girar alrededor de la recta x = 1 la region limitada por la curva 

(x - l) 2 = 20 - 4y 


y las rectas x = 1 , y = 1 , y = 3yala derecha de x = 1 . 

Sol UC ion La figura 16 muestra la region y un elemento rectangular 
de area. El solido de revolucion y un elemento de volumen se presentan en 
la figura 17. 

Al resolver la ecuacion de la curva para x se obtiene 
* = po - 4 y + 1 

Sea g(y) = pO - 4y + 1. Se toma una partition del intervalo [1, 3] 
del eje y. Si A (V unidades cubicas es el volumen del i-esimo disco, entonces 

A,-V = n[g(w,) - 1J 2 A,y 

= ?r[(V20 - 4 m-,- + 1)- l) 2 A,y 
= n(20 - 4 W() A ; y 

Si V unidades cubicas es el volumen del solido de revolucion, entonces 

v = Um £ tt( 20 - 4 Wj) A,y 
II A ll—^o ,- = i 

= X (20 - 4y) dy 

= ^[20y - 2y 2 ]^ ^ 

= ?r[(60 - 18) - (20 - 2)] 

= 24tt 


FIGURA 16 
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FIGURA 17 


y 




Conclusion: El volumen del sdlido de revolucidn es 24 n unidades 

cubicas. A 

Ahora suponga que el eje de revolucidn no es una frontera de la region 
que se girard. Sean fyg dos funciones continuas en [a, b] tales que 
/(; t) > g(;c) S: 0 para toda jc en [ a , b]. Sea R la regidn limitada por las cur- 
vas y = /(jc) y y = g(x) y las rectas x = a y x = b. La regidn R y el 
i-esimo rectangulo se muestran en la figura 18, y el sdlido de revolution 
se presenta en la figura 19. Cuando el i-6simo rectangulo se gira alrededor 
del eje x , se obtiene un anillo circular como el de la figura 20. La diferen- 
cia de las dreas de las dos regiones circulares es (7t [/(w,)] 2 - K [g(w,)] 2 ) 
unidades cuadradas y el espesor es de A,jc unidades. Si A,V unidades cubi- 
cas es el volumen de la arandela, entonces 

A I V= /r([/(w,)] 2 - [g( Wi )] 2 ) A,x 

La suma de las medidas de los volumenes de las arandelas generadas al 
girar los elementos rectangulares de drea alrededor del eje jc es 

X A i V = X^([/K)l 2 - [^w,)] 2 ) AjX 

i = 1 t=l 

Esta es una suma de Riemann de la forma (1), donde (Aw,) = n [/(w,)] 2 - 
De la definicion 4.9.1, el numero de unidades cubicas del volu- 
men del solido de revolucidn es el limite de esta suma de Riemann cuando 
|| A || se aproxima a cero. El limite existe puesto que/ 2 - g 2 es continua en 
[a, b] ya que fyg son continuas en ese intervalo. En consecuencia, se tiene 
el teorema siguiente. 


4.9.3 Teorema 


Sean fyg dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b ] tales 
que /(j r) ^ g(x) ^ 0 para toda x en [a y ft]. Si V unidades cdbicas 
es el volumen del sdlido de revolucidn generado al girar alrededor 
del eje x la regi6n limitada por las curvas y = /(*) y y = g( x) y las 
rectas x = a y x = b y entonces 

v = „ 11m i JTC[/(w f )F - IjftH-iJP) &iX 

= n f (E/U)}- - U(jO] 2 ) dx 



A.jc 


Como antes, cuando el eje de revolucidn es el eje y o cualquier recta 
paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior. 


► EJEMPLO 3 Calcule el volumen del solido generado al girar 
alrededor del eje jc la region acotada por la parabola y - x 2 + 1 
y la recta y = x + 3, 

Solution Los puntos de interseccion de las dos curvas son (-1, 2) y 
(2, 5). La figura 21 muestra la regidn y un elemento rectangular de area. 
El sdlido de revolucidn y un elemento de volumen se presentan en la 
figura 22. 

Si/(jc) = x + 3 y g(;t) = x 2 + 1, entonces la medida del volumen de 
la arandela circular es 


FIGURA 20 


A jV = ^([/(w;)] 2 - [g(tv,)] 2 ) A t x 
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fix) = X + 3 
gU) - x 2 + \ 

FIGURA 21 


Si V unidades cubicas es el volumen del solido, entonces 

V = lira X *([/('«'; )] 2 - A,jr 

II Af|-»0 ^ 

= ([/(JC)] 2 - LgU)] 2 ) dx 

■2 

[(JC + 3) 2 - (x 2 + l) 2 ]dx 


-£ 


(-X 4 - jc 2 + 6x + 8) d* 


• [- i * 5 - i + 3x 2 + 8jt£, 

= Kit y - | + 12 + !6) - (i + i + 3 - 8)] 


cubicas. 


El volumen del solido de revolucion es l -^-n unidades 



r EJEMPLO 4 Calcule el volumen del solido generado al girar 
alrededor de la recta x = -4 la region limitada por las dos parabolas 
x = y - y 2 y x = y 2 - 3. 

Solution Las curvas se intersectan en los puntos (-2, -1) y (-|, §). La 
region y un elemento rectangular de area se muestran en la figura 23. La fi- 
gura 24 presenta el solido de revolucion asi como un elemento de volumen, 
el cual es una arandela. 

Sean F{y) - y - y 2 y G(y) = y 2 - 3. El numero de unidades cu- 
bicas del volumen de la arandela circular es 

A;V = jt([4 + F( Wi )] 2 - [4 + G( Wi )\ 2 ) A,y 
Por tanto. 


FIGURA 22 


V = .1™ X + F ( w iW 2 - i 4 + GO,)] 2 ) A,y 

A UO 





x = G(y) 


3/2 


G(y) = y 2 -3 y F(y)=y~y 2 

FIGURA 23 


= 7Tj [(4 + y - y 2 ) 2 - (4 + y 2 - 3) 2 ] dy 
-3/2 

(-2y 3 - 9y 2 + 8y + \5)dy 

-l 


■i 

= % [- | y 4 - 3y 3 + 4y 2 + 15y]^ 


|3/2 

I 


Conclusion: El volumen del solido de revolucio n es ™ n unidades 
cubicas. 

Los ejemplos anteriores se han presentado a proposito, de modo que 
el cdlculo pueda efectuarse facilmente a mano. En el ejemplo siguiente, 
que no corresponde a este caso, se necesitara la graficadora. 
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FIGURA 24 


£ 



fV. 


[-6, 6] por (-4, 4] 
/( jc) = sen V* 2 + 4 
g(x) = 4 - x 2 

FIGURA 25 


► EJEMPLO 5 Calcule con cuatro dfgitos significativos el vo- 
lumen del solido de revoluckm generado al girar alrededor del eje x la region 
acotada por las graficas de 

f(x) - sen yjx 2 + 4 y g(jc) = 4 - x 2 

Solucion Se trazan las grdficas de las dos ecuaciones en el rectangulo 
de inspection de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 25. Debi- 
do a la simetrfa con respecto al eje y, se obtendrd un medio del volumen 
requerido al girar alrededor del eje x la regiOn limitada por las curvas en el 
primer cuadrante. Se necesita tomar una partition del intervalo [0, b], donde 
b es la coordenada x del punto de interseccion de las dos curvas en el primer 
cuadrante. Se obtiene b empleando el proceso de interseccion ( intersect ) o 
rastreo (trace) y aumento ( zoom in) de la graficadora, resultando, con cua- 
tro dfgitos significativos, b — 1.905. 

Cada elemento de volumen es una arandela. Si V unidades cubicas es 
el volumen requerido, entonces 

j = Mm t - [/(w,)] 2 ) A,x 

2 U 


J - 1.905 

^((SWI 2 - lf(x)] 2 )dx 

0 

J * 1 .905 

[(4 - jc 2 ) 2 - sen 2 V*^ 

0 


= lt\ [(4 - x 2 ) 2 - sen 2 yjc 2 +4 ]dx 

Jo 

Al evaluar la integral definida mediante NINT en la graficadora se obtiene 
n NINT((4 - jc 2 ) 2 - sen 2 4x 2 + 4), 0, 1.905) = 50.129 
Entonces 

| = 50.129 
V = 100.26 

Conclusion: El volumen del sdlido de revolucion, con cuatro digitos 

significativos, es 100.3 unidades cubicas. A 


r 



FIGURA 26 


Como se ha visto, la obtencibn de volumenes mediante los metodos 
de discos y de arandelas son casos especiales del cdlculo de volumenes del 
metodo de rebanado. A continuacion se dara otro ejemplo de determinacion 
de un volumen por medio del metodo de rebanado. 

► EJEMPLO 6 Se corta una cuna de un cilindro circular recto, 
cuyo radio es r centimetros, mediante dos pianos, uno perpendicular al eje del 
cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo de un diametro de la seccion 
plana circular formando un angulo de 60°. Calcule el volumen de la cuna. 

SolllCIOn La cuna se muestra en la figura 26. El piano xy se considera 
como el piano perpendicular al eje del cilindro y el origen est k en el punto 
de perpendicularidad. Entonces, una ecuacion de la seccion plana circular 
es jc 2 + y 2 = r 2 . Toda seccidn plana de la cuna, perpendicular al eje x , es 
un triangulo rectdngulo. Un elemento de volumen es un cilindro recto que 
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tiene una altura de A jX centimetros, y el area de su base esta dada por 
j V3[/(Wj)] 2 centimetros cuadrados, donde f(x) se obtiene al resolver la 
ecuacidn de la circunferencia para y y considerando y ~ f(x ). Por tanto, se 
tiene /( x) = Vr 2 - x 2 . Asi, si V centimetros cubicos es el volumen de la 
cuna, entonces 


V = lim Y I V3(r 2 - w t 2 ) A t x 

II * M .ft ^ 2 i ' i 


-'*1 


(r 2 - x 2 ) dx 




Conclusion: El volumen de la cuna es | i/3r 3 cm 2 . 


◄ 


EJERCICIOS 4.9 


En los ejercicios 1 y 2, deduzca la formula para el volumen 
del solido mediante el metodo de rebanado. 

1. Una esfera de radio r unidades. 

2. Un cono circular recto de altura h unidades y radio de la 
base de a unidades. 

3. Determine el volumen del solido de revolucidn generado 
cuando la region Iimitada por la curva y = jc 3 , el eje x y 
las rectas x - 1 y x = 2, se gira alrededor del eje x. 

4. Calcule el volumen del sdlido de revolucidn generado 
cuando la region acotada por la curva y — x 2 + 1, el eje 
x y las rectas x ~ 2 y x — 3, se gira alrededor del eje jc. 

En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del solido de 
revolucion generado cuando la region de la figura se gira 
alrededor de la recta indicada. Una ecuacion de la curva de 
la figura esy 2 = jc 3 . 

5. OAC alrededor del eje x. 

6. OA C alrededor de la recta A C. 

7. OAC alrededor de la recta BC. 

8. OA C alrededor del eje y. 

9. OBC alrededor del eje y. 

10. OBC alrededor de la recta BC. 

11. OBC alrededor de la recta AC. 

12. OBC alrededor del eje x. 


En los ejercicios 13 a 16, calcule el volumen del solido de re- 
volucion generado al girar alrededor de la recta indicada la 
region acotada por la curva y = f~x , el eje xy la recta x = 4. 

13. La recta x = 4. 14. El eje x. 

15. El eje y. 16. La recta y - 2. 

17. Obtenga la fdrmula del volumen de una esfera al girar 
fc alrededor del eje x la regidn Iimitada por la circunferen- 
cia x 2 + y 2 - r 2 yeleje.*. 


18. Deduzca la formula para el volumen de un cono circular 
recto de altura de h unidades y cuyo radio de la base mide 
a unidades al girar la region Iimitada por un triangulo 
rectangulo alrededor de uno de sus catetos. 

19. Obtenga la formula para el volumen de un cono circular 
recto truncado que se obtiene al girar el segmento recti- 
lfneo que va de (0, b) a {h, a) alrededor del eje jc. 

20. Calcule mediante el metodo de rebanado el volumen de 
un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen* 
diculares y tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas 
longitudes son de 3, 4 y 7 pulg, respectivamente. 

21. La region acotada por la curva y = sec x, el eje jc, el eje y 
y la recta x - £ n, se gira alrededor del eje jc. Calcule el 
volumen del sdlido generado. 

22. Calcule el volumen del solido de revolucion generado 
cuando la region Iimitada por la curva y = esc jc, el eje jc y 
las rectas jc = |;ryjc = 1 n, se gira alrededor del eje jc. 

23. Obtenga el volumen del solido de revolucion generado si 
la region acotada por un arco de la curva senoidal se gira 
alrededor del eje jc. Sugerencia: emplee la identidad 
sen 2 jc = |(1 - cos 2jc). 

24. La region Iimitada por el eje y y las curvas y = sen jc y 
y = cos jc para 0 < jc < se gira alrededor del 
eje jc. Calcule el volumen del solido generado. Sugeren- 
cia: utilice la identidad cos 2 jc - sen 2 jc = cos 2jc. 

25. Determine el volumen del solido generado si la regidn 
del ejercicio 23 se gira alrededor de la recta y - 1 . 

26. Obtenga el volumen del solido generado si la region 
del ejercicio 24 se gira alrededor de la recta y = 1 . 

27. La region acotada por la curva y = cot jc, la recta 
jc = | n y el eje jc se gira alrededor del eje jc. Calcule 
el volumen del solido generado.* 

28. La region iimitada por la curva y = tan jc, la rec- 
ta jc = | n y el eje jc se gira alrededor del eje jc. Deter- 
mine el volumen del solido generado. 
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29. Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
de la recta jc = -4 la regidn limitada por esa misma recta 
y la pardbola jc = 4 + 6y - 2 y 2 . 

30. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 
del eje jc la regidn acotada por la parabola y 2 = 4jc y 
la recta y - x. 

31. Obtenga el volumen del sdlido generado al girar la regidn 
del ejercicio 30 alrededor de la recta jc = 4. 

32. Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regidn acotada por la recta que pasa por 
los puntos (1,3) y (3, 7) y las rectas y = 3, y = 7 y 
jc = 0. 

33. Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
de la recta y = -3 la regidn limitada por las dos parabolas 
y — x 2 y y = 1 + x - x 2 . 

34. Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
del eje jc la regidn acotada por el lazo (o bucle) de la 
curva cuyaecuacidn es 2y 2 = x(x 2 - 4). 

35. Determine el volumen del sdlido generado cuando la re- 
gion limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene 
la ecuacidn Jt 2 y 2 = (jc 2 — 9)(1 - jc 2 ), se gira alrededor 
del eje jc. 

36. Un tanque petrolero tiene la forma de una esfera con un 
diametro de 60 pie. ^Cudnto petroleo contiene el tanque si 
la profundidad del petrdleo es de 25 pie? 

37. La regidn acotada por la curva y = esc jc y las rectas 
y = 2, x ~ | # y jc = |/r, se gira alrededor del eje jc. 
Calcule el volumen del sdlido generado. 

38. La regidn del primer cuadrante limitada por la curva 
y = sec jc, el eje y y la recta y - 2, se gira alrededor del 
eje jc. Determine el volumen del sdlido generado. 

39. Al girar alrededor del eje jc la regidn limitada por 
la curva y = «j2x + 4 , el eje jc, el eje y y la recta jc = c 
(c > 0), se generd un sdlido de revolucidn. ^Para qud 
valor de c el volumen del sdlido serd de 12# unidades 
cubicas? 

40. La regidn del primer cuadrante acotada por los ejes 
coordenados, la recta y = 1 y la curva y = cot jc, se 
gira alrededor del eje jc. Obtenga el volumen del sdlido 
generado. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 

el volumen del sdlido generado al girar la regidn dada alrede- 
dor del eje indicado. Exprese la re spues ta con cuatro digitos 

significativos. 

41. La regidn limitada por la grafica de y = ^jc 3 + 4 , el 

eje jc, el eje y y la recta jc = 2, alrededor del eje jc. 

42. La regidn acotada por la grafica de y = $x 4 - 5, el 
eje jc y las rectas jc = 2 y jc = 3, alrededor del eje jc 

43. La regidn limitada por la grafica de y = tyx 3 + 4 , el 
eje y y la recta y = 3, alrededor del eje y. 

44. La regidn acotada por la grdfica de y - c 4 - 5 , el 

eje jc, el eje y y la recta y = 4, alrededor del eje y. 


45. La regidn limitada por la grafica de y = sen jc 3 , el eje y y 
la recta y — 1, si jc G [0, \ #/ 2], alrededor del eje jc. 

46. La regidn acotada por la grdfica de j = tan jc 2 , el eje y 
y la recta y - 1, si jc (E fO, V#/ 2], alrededor de la recta 

y = i- 

47. La regidn del ejercicio 45 alrededor de la recta y = 2. 

48. La regidn del ejercicio 46 alrededor de la recta y = -1. 

49. La regidn acotada por las grdficas de y = sen jc + 2, 
y = tan jc, y el eje y, alrededor del eje jc. 

50. La regidn limitada por las grdficas de y = jc 2 - 1 
y y - cos(jc 2 + 2), alrededor del eje jc. 

51. La base de un sdlido es la regidn acotada por una elipse 
que tiene la ecuacidn 3jc 2 + y 2 = 6. Calcule el volu- 
men del sdlido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje jc son cuadrados. 


* ' . 



52. La base de un sdlido es la regi6n limitada por la hiperbola 
25JC 2 - 4y 2 = 100 y la recta jc = 4. Calcule el volumen 
del sdlido si todas las secciones planas perpendiculares al 
eje jc son cuadrados. 

53. La base de un sdlido es la regidn acotada por una circunfe- 
rencia que tiene un radio de 7 cm. Calcule el volumen del 
sdlido si todas las secciones planas peipendiculares a un 
diametro fijo de la base son tridngulos equilateros. 



54. La base de un sdlido es la regidn del ejercicio 52. Calcule 
el volumen del sdlido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje jc son tridngulos equildteros. 

55. La base de un sdlido es la regidn del ejercicio 53. Calcule 
el volumen del sdlido si todas las secciones planas perpen- 
diculares a un didmetro fijo de la base son tridngulos isds- 
celes cuya altura es igual a la distancia de la seccidn plana 
al centra de la circunferencia. El lado que esta sobre la 
base del sdlido no es uno de los lados iguales del triangulo, 

56. La base de un sdlido es la regidn limitada por una cir- 
cunferencia coi^un radio de r unidades, y todas las seccio- 
nes planas perpendiculares a un didmetro fijo de la base 
son tridngulos rectdngulos isdsceles que tienen la hipote- 
nusa en el piano de la base. Calcule el volumen del sdlido. 
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57. Resuelva el ejercicio 56 si los tridngulos rectdngulos isos- 
celes tienen un cateto en el piano de la base. 

58. La base de un sdlido es la regiOn limitada por una cir- 
cunferencia con un radio de 4 pulg, y cada seccidn plana 
perpendicular a un diametro fijo de la base es un tridngulo 
isdsceles que tiene una altura de 10 pulg y cuya base es 
una cuerda de la circunferencia. 

59. La base de un sdlido es la regidn acotada por la curva 
x — 2^fy y las rectas r 4 y = 0 y y = 9. Calcule el 
volumen del sdlido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje y son cuadrados que tiene una diagonal 
con un extremo en la recta x + y ~ 0 y el otro extremo 
en la curva x =2 Jy. 

60. Dos cilindros circulares rectos, cada uno de radio de r 
unidades, tienen ejes que son perpendiculares. Calcule el 
volumen de la portion comun de los dos cilindros. 

y 


l 



Dos cilindros Intersection de los cilindros 

61. De un sdlido que tiene forma de cilindro circular recto 
de r centfmetros de radio, se corta una cufta mediante un 


piano que pasa por un didmetro de la base del cilindro 
y que forma un Angulo de 45° con el piano de la base. 
Calcule el volumen de la cuna. 



62. De un sdlido que tiene forma de cono circular recto cuyo 
radio de la base es de 5 pie y cuya altura mide 20 pie, se 
corta una cuna mediante dos semipianos que pasan por el 
eje del cono. El Angulo formado por los dos semipianos 
mide 30°. Calcule el volumen de la curia. 

63. Al girar la parabola y 2 = 4 px alrededor del eje x se 
obtiene un paraboloide de revolution. Calcule el volu- 
men del sdlido limitado por un paraboloide de revolution 
y un piano perpendicular a su eje si el piano estd a 10 cm 
del vOrtice, y si la secciOn plana de intersection es un 
cfrculo que tiene un radio de 6 cm. 

64. Explique la relation entre cdlculo de volumenes mediante 
el mOtodo de rebanado y cdlculo de volumenes por medio 
de los mOtodos de discos y de arandelas. 


4.10 VOLUMENES DE SOLIDOS MEDIANTE EL METODO DE 
CAPAS CILiNDRICAS 





FIGURA 1 


En la secciOn anterior se determinO el volumen de un sOlido de revolucion 
tomando los elementos rectangulares de drea perpendiculares al eje de revo- 
lucion, y los elementos de volumen obtenidos fueron discos o arandelas. Para 
algunos sdlidos de revolucidn este mdtodo puede no ser factible. Por ejem- 
plo, suponga que se desea calcular el volumen exacto del sOlido de revolu- 
ci6n obtenido al girar alrededor del eje y la regiOn limitada por la grdfica 
de y = 3jc - x 3 , el eje y y la recta y = 2. Esta regiOn se muestra en la fi- 
gura 1. Si un elemento de drea es perpendicular al eje y como se presenta 
en la figura, el elemento de volumen es un disco, y determinar el volumen 
del sdlido de revoluciOn implica una integral de la forma / Q 2 A(y) dy. Pero 
para obtener una fdrmula de A(y) se necesita resolver la ecuacidn cubica 
y = 3x - jc 3 , para x en tOrminos de y, lo cual es una tarea muy laboriosa. De 
modo que ahora se estudiard un procedimiento altemativo para calcular el 
volumen de un sdlido de revolucidn, el cual es mds fdcil de aplicar en Oste 
y algunos otros casos. 

El mOtodo implica considerar los elementos rectangulares de drea 
paralelos al eje de revolucidn. Despuds, cuando un elemento de area se 
gira alrededor del eje de revolucion se obtiene una capa ciUndrica. Una 
capa cilindrica es un sdlido contenido entre dos cilindros que tienen el 
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FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


mismo centro y el mismo eje. En la figura 2 se muestra una capa cilindrica 
de 6stas. 

Si la capa cilindrica tiene un radio interior de ry unidades, un radio 
exterior de r 2 unidades y una altura de h unidades, entonces su volumen V 
unidades cubicas est£ dado por 

V = xr 2 2 h - nr^ 2 h (1) 

Sea R la region limitada por la curva y - /( jc), el eje x y las rectas 
x = a y x - b, donde / es continua en [a, b ] y /(; t) > 0 para toda x en 
[ a , b]\ adem£s, suponga que a > 0. La region R se muestra en la figura 3. 
Si R se gira alrededor del eje y, se genera un solido de revolucion S. Dicho 
solido se muestra en la figura 4. Para calcular el volumen de S cuando se 
toman los elementos rectangulares de arc a paralelos al eje y, se procede en 
la siguiente manera. 

Sea A una particion del intervalo cerrado [a, b] dada por 

a = x$ < X] < x 2 < ... < < x„ = b 

Sea m z el punto medio del /-esimo subintervalo [*,*_ j, xj. Entonces se 
tiene que ± (*,■_! + JC/). Considere el rect£ngulo cuya altura es /(m;) 

unidades y cuyo ancho es de A,jc unidades. Si este rectangulo se gira alre- 
dedor del eje y, se obtiene una capa cilindrica. La figura 4 muestra la capa 
cilindrica generada por el elemento rectangular de £rea. 

Si A,-V proporciona la medida del volumen de esta capa cilindrica, en- 
tonces se tiene de la fdrmula (1), donde r\ - r 2 = x t y h = /(m^), 
de modo que 


A/V = 7tXj 2 f(mj) - 
A,V = 7t(x 2 - x M 2 )/(m,) 

A iV = JC(xi - + Xt-Ofim,) 



» IGURA 4 


Como x t - = A{X, y puesto que x f + jc,_i = 2 m h entonces al sus- 

tituir en la ecuacion anterior se tiene 

A i V = 2 Kmi f{mf) A ,jc 

Si los n elementos rectangulares de area se giran alrededor del eje 
y, se obtienen n capas cilindricas. La suma de las medidas de sus volu- 
menes es 

n n 

I A ,V = 2, litmjim, ) A,x 

1 = 1 1=1 

la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma de Riemann cuan- 
do || A || se aproxima a cero existe porque /es continua en [a, b\, de modo 
que tambi6n lo es la funcion cuyos valores son 2 nx f(x). El limite es la in- 
tegral definida \ a 2nxf{x) dx, y proporciona el volumen del solido de re- 
volucidn. Este resultado se resume en el teorema siguiente. 


4,10.1 Teorema 


Sea / una funcidn continua en eP intervalo cerrado [ a * b ], donde 
a ^ 0. Suponga que f(x) ^ 0 para toda x en [d, £?]. Si jF? es la regidn 
limitada por la curva y - /(jc), el eje x y las rectas x = a y x - b, 
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si S es el sdiido de revolucidn que se obtiene a 1 girar R alrededor del 
eje y, y si V unidades cdbicas es el volumen de S t enionces 

a 

- 2n( xf(x) dx 


Aunque la validez de este teorema puede resultar obvia debido a las 
explicaciones anteriores, la demostracidn requiere probar que se obtie- 
ne e] mismo volumen median te el metodo de discos del teorema 4.9.2. En 
el numero de febrero de 1984 de la revista American Mathematical Monthly 
(Vol. 91, No. 2), Charles A. Cable de Allegheny College proporciona una 
demostracion utilizando integration por partes, tema de la section 7.1. 

La f6rmula de la medida del volumen de una capa cilindrica es f£cil 
de recordar observando que 2 7rm ( , /(m,-) y A,jc son, respectivamente, las 
medidas de la circunferencia que tiene como radio el promedio de los ra- 
dios intemo y extemo (o radio medio) de la capa, la altura de la capa, y el 
espesor de la capa. De este modo, el volumen de la capa es 



FIGURA 5 


2#(radio medio) (dtura)(espesor) 


^ EJEMPLO 1 La region limitada por la curva y = jc 2 , el eje x 
y la recta jc = 2 se gira alrededor del eje y. Calcule el volumen del solido 
generado. Considere los elementos de area paralelos al eje de revolucion. 

Solution La figura 5 muestra la region y un elemento rectangular de 
area. La figura 6 muestra el solido de revolucion y la capa cilindrica obte- 
nida al girar el elemento rectangular de £rea alrededor del eje y. 

El elemento de volumen es una capa cilindrica cuyo volumen es 


A i V - 2 Km t (m j 2 ) A,jc 
= 2 nm? A,jc 



De este modo, 

n 

V = Urn T 2 nm? A.jc 
II A H-0 ~ 

— 2n f jc 3 dx 

Jo 

= 2 <^ 4 )]o 
= 8;r 

Conclusion: El volumen del sdlido de revolucion es de 87T unidades 

cubicas. A 


FIGURA 6 


En el siguiente ejemplo se calcula el volumen del solido de revoluci6n 
discutido al principio de esta secci6n. 
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FIGURA 7 



FIGURA8 


► EJEMPL0 2 Determine el volumen del sdlido de revolucidn 
generado al girar alrededor del eje y la regidn limitada por la grdfica de 
y = 3x - x 3 , el ejey y la recta y = 2. 

Solucion Sea /(*) = 3x - x 3 . La figura 7 muestra la region y un ele- 
mento rectangular de drea paralelo al eje y. El sdlido de revolucidn y una 
capa cilindrica, elemento de volumen, se presentan en la figura 8. El radio 
medio de la capa cilindrica es m r unidades, la altura es [2 - f(m t )] unidades 
y el espesor es A ( ;c unidades. Por tan to, si A, V unidades ciibicas es el volu- 
men de la capa cilindrica, entonces 


A jV = 27Tm l *[2 -/(«,-)] A,* 


De modo que si V unidades cubicas es el volumen del sdlido de revolucidn, 
entonces 


V = lun ^2^m,[2 - /(«*)] AjX 


.»r 

Jo 

-zJ' 

Jo 

Jo 


■ 2 4 

= 2nd - 1 + J) 


x[2 - f{x)] dx 

42 - 3x + x 3) dx 

(2x - 3x 2 + x 4 )dx 
5T 




■l 

.0 



J* 


Conclusion: El volumen del s61ido es 2 n unidades ciibicas. , 


◄ 


W EJEMPL0 3 La regidn limitada por la curva y = x 2 y las 
rectas y = 1 y x = 2 se gira alrededor de la recta y = -3. Obtenga 
el volumen del sdlido generado al considerar los elementos rectangulares de 
drea paralelos al eje de revolucidn. 

Solucion La regidn y un elemento rectangular de drea se muestran en 
la figura 9. 

La ecuacidn de la curva es y = x 2 . Al resolver esta ecuacidn para x 
se obtiene x = ±<Jy. Como x > 0 para la regidn dada, entonces x = Jy . 

El sdlido de revolucidn y una capa cilindrica, elemento de volumen, se 
muestran en la figura 10. El radio exterior de la capa cilindrica es (y,- + 3) 
unidades, mientras que el radio interior es (y ( -_ \ + 3) unidades. En conse- 
cuencia, el radio medio es (m,- + 3) unidades. Como la altura y el espesor 
de la capa cilindrica son, respectivamente, (2 - ^/m^) unidades y A,y 
unidades, entonces 


FIGURA 9 


A jV = 2 7T(m ( ’ + 3)(2 - ^/m^jA/y 
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FIGURA 10 


En consecuencia, si V unidades cubicas es el volumen del sdlido de revo- 
lucidn, entonces 


V = 11m V Inirrii + 3) (2 - Jin;) A,y 

ii aim fri 

= J 2*(y + 3X2- 4y)dy 

= 2 n j (- y 3 ^ 2 + 2y - 3y^ 2 + 6)dy 

= 2 x[- | y^ 2 + y 2 - 2y 5 ' 2 + 6>{ 

— 66 _ 

- T n 

Conclusion; El volumen del sdlido es unidades cubicas. 


W EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dfgitos significativos el vo- 
lumen del sdlido generado al girar la regidn del ejemplo 5 de la seccidn 4.9 
alrededor del eje y. 



[- 6, 6] por [- 4, 4] 
fix) - sen i Jx 2 + 4 
Six) = 4 - x 2 

FIGURA 11 


Solucion En la figura 1 1 se repite la figura 25 de la seccidn 4.9, la cual 
muestra las grdficas de 

f(x) = sen V x 2 + 4 y g(x) = 4 - x 2 

trazadas en el rectangulo de inspection de [-6, 6] por [-4, 4]. Debido a la 
simetrfa con respecto al eje y, se obtiene el sdlido completo al girar unica- 
mente la region acotada por las curvas en el primer cuadrante. Por tanto, se 
toma una particidn del intervalo [0, 1.905]. Con elementos rectangulares 
de drea paralelos al eje de revolucidn se obtienen como elementos de volu- 
men, capas cilfndricas que tiene un radio medio de m,- unidades, una altura 
de [g(mi) - /(m,-)] unidades y un espesor de A,* unidades. Por tanto, 
si A iV unidades cubicas es el volumen del sdlido de revokicion, entonces 

A y = 27Tm J [g(m / ) ~ /(m f )] A,-* 


De modo que si V unidades cubicas es el volumen del sdlido de revolucidn, 
entonces 


V = „ X 2 nmilginti) - /(m,- )] A,* 
II a|M " 


■I 

■1 


2 irx[g(x) - /(-t)] dx 


2;rjt[(4 - x 2 ) - sen 'Jx 2 + 4] dx 


Al evaluar la integral definida con cuatro dfgitos significativos en la grafi- 
cadora se obtiene 

NINT(2;rjt(4 - x 2 - senV* 2 + 4), 0,~1.905) = 17.41 


Conclusion; El volumen del sdlido con cuatro dfgitos significativos es 
17.41 unidades cubicas. A 
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EJERCICIOS 4.10 


1-12. Resue] va los ejercicios 5 a 16 de la section 4.9 median- 
te el metodo de capas cilfndricas. 

En la figura adjunta , la region limitada por el eje x, la recta 
x -- \ y la curva y - x 2 se denota por R x ; la region acotada 
por las curvas y — x 2 y y 2 — x se representa mediante R 2 : y 
la regidn limitada por el eje y, la recta y = 1 y la curva 
y 2 = x se denota por R 3 . En los ejercicios 13 a 20, calcule el 
volumen del solido generado cuando la regidn indicada se 
gira alrededor de la recta dada. 


y 



13. R\ se gira alrededor del eje y; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolution. 

14. Igual que en el ejercicio 13, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucion. 

15. R 2 se gira alrededor del eje jc; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolucidn. 

16. Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucion. 

17. *3 se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolucion. 

18. Igual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucidn. 

19. R 2 se gira alrededor de la recta jc = -2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolucion. 

20. Igual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucion. 

En los ejercicios 21 a 24, la regidn acotada por las curvas 

x - y 2 - 2 y x = 6 - y 2 se gira alrededor del eje indica- 

do. Determine el volumen del solido generado. 

21. Elejejc. 22. El eje y. 

23. La recta x = 2. 24. La recta y - 2. 

25. Obtenga el volumen del solido generado si la region limi- 
tada por la parabola y 2 = 4px(p > 0) y la recta x ~ p, 
se gira alrededor de la recta x = p. 

26. Determine el volumen del solido generado si la region 
del ejercicio 25 se gira alrededor del eje y. 

27. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 
del eje y la regidn limitada por la grafica de y = 3jc - jc 3 , 
el eje xy la recta jc = 1. 


28. Obtenga el volumen del solido genetado al girar la regidn 
del ejercicio 27 alrededor de la recta jc = 1 . 

29. Determine el volumen del solido generado al girar la re- 
gion del ejemplo 2 alrededor de la recta jc = 1 . 

30 . Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
del eje y la region acotada por la grafica de y = 4jc - 
£ jc 4 , el eje jc, el eje y y la recta jc = 2. 

31 . Obtenga el volumen del solido generado al girar la regidn 
del ejercicio 30 alrededor de la recta jc = 2. 

32 . Determine el volumen del sdlido generado al girar la 
regidn limitada por la grdfica de y = 4jc - |jc 4 , el eje y 
y la recta y = 6 alrededor de la recta jc = 2. 

33 . Calcule el volumen del solido generado al girar la regidn 
del ejercicio 32 alrededor del eje y. 

34 . Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrede- 
dor del eje jc la regidn acotada por las curvas y = jc 3 y 
jc = y 3 . Considere los elementos rectangulares de area 
paralelos al eje de revolucion. 

35 . Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor de la recta y = 1 la regidn limitada por esa recta y 
la parabola jc 2 = 4y. Considere los elementos rectan- 
gulares de area paralelos al eje de revolucidn. 

36 . Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
del eje y la regidn acotada por la curva x 2 ^ + y 2 ^ 3 = a 2 ^. 

37 . Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrede- 

dor del eje y la regidn limitada por la curva y = sen jc 2 , 
el eje jc y las rectas jc = i y jc = . 

38 . Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regidn del primer cuadrante acotada por 
la curva y = cos jc 2 y los ejes coordenados. 

39 . La regidn del primer cuadrante limitada por la curva 
jc = cos y 2 , el eje y y el eje jc, con 0 < jc < 1, se gira al- 
rededor del eje jc. Calcule el volumen del sdlido generado. 

40 . Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrede- 
dor del eje y la regidn limitada por la grlfica de 
y = | jc — 3 | , y las rectas jc = 1, jc = 5 y y = 0 . Tome 
los elementos rectangulares paralelos el eje de revolucidn. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 

el volumen del sdlido generado al girar alrededor del eje in - 

dicado la regidn del ejercicio senalado de la seccion 4.9. 

Emplee el metodo de capas cilfndricas para expresar la res- 

puesta con cuatro dfgitos significativos. 

41. La regidn del ejercicio 4 1 alrededor del eje y. 

42 . La regidn del ejercicio 42 alrededor del eje y. 

43 . La regidn del ejercicio 43 alrededor del eje jc. 

44 . La regidn del ejercicio 44 alrededor del eje jc. 

45 . La regidn del ejercicio 45 alrededor del eje y. 

46 . La regidn del ejercicio 46 alrededor de la recta jc = ^ 

47 . La regidn del ejercicio 47 alrededor de la recta jc = 2. 

48 . La regidn del ejercicio 48 alrededor de la recta jc = -1 
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49. La region del ejercicio 49 alrededor del eje y. 

50. La region del ejercicio 50 alrededor de la recta x = 1. 

51. Se perfora un agujero de 2 v' 3 pulg de radio a traves del 
centra de un solido de forma esferica de 4 pul de radio. 
Determine el volumen del solido extraido. 

52. Se perfora un agujero de 2 cm de radio a travds del centra 
de un sdlido en forma de esfera con un radio de 6 cm, y 
el eje del agujero es un diametro de la esfera. Obtenga el 
volumen de la parte del sdlido que quedd. 

53. Un sdlido de revolucidn se genera al girar alrededor del 
eje y la region acotada por la curva y = l[x , el eje jc y la 


recta x = c (c > 0). Considere los elementos rectangu- 
lares de £rea paralelos al eje de revolucidn a fin de calcular 
el valor de c para el cual el solido tenga.un volumen de 
12 /r unidades cubicas . 

54, Determine el volumen del solido generado al girar alrede- 
dor del eje y la region exterior a la curva y = x 2 y entre 
las rectas y = 2x-lyy = jc + 2. 

55. Explique en que circunstancias es preferible calcular 
volumenes de solidos de revolucion mediante el metodo 
de capas cilindricas al metodo de discos o de arandelas. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 4 


1. Defina una antiderivada de una funcidn / en un intervalo /. 

2. Escriba una ecuacidn satisfecha por dos funciones / y g 
que tengan la misma antiderivada. 

3. ^Como se sabe que una antiderivada de una funcidn / en 
un intervalo / permite obtener todas las antiderivadas de / 
en H Invente un ejemplo particular. 

4. ^Como se demuestran los teoremas sobre antiderivacidn? 

5. Explique c6mo se antideriva una funci6n polinomial. In- 
vente un ejemplo para ilustrar la explicacion. 

6. En economia, ^que funciones pueden obtenerse mediante 
la antiderivacion de otras funciones? 

7. ^Que es la regia de la cadena para antiderivacion , y 
como esta relacionada con la regia de la cadena para 
diferenciacion? 

8. Invente un ejemplo para mostrar cdmo se emplea la regia 
de la cadena para la antiderivacion como una tecnica de 
antiderivacidn. 

9. Explique cuando un cambio de variable es una tecnica 
conveniente de antiderivaci6n. 

10* Invente un ejemplo para ilustrar cdmo se utiliza un cam- 
bio de variable como tecnica de antiderivacidn. 

11 . ^Que es una ecuacion diferencial separable ? 

12. iQue se entiende por solucion completa de una ecuacidn 
diferencial? 

13. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
£cbmo se obtiene una ecuacidn diferencial del movimien- 
to que involucre la velocidad y el tiempo? 

14. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
^cbrno se conoce la velocidad inicial utilizada en la solu- 
cion de la ecuacidn diferencial de movimiento? 

15. Si se sabe que la velocidad de un objeto es una funcion 
del tiempo, ^cbmo se obtiene una ecuacidn diferencial del 
movimiento que relacione la distancia y el tiempo? 

16. Si un objeto se mueve libremente hacia arriba y despues 
hacia abajo, <como se determina (a) la altura que alcan- 
zard el objeto, (b) cuanto tiempo tardara el objeto en al- 


canzar el suelo, y (c) con que rapidez golpea el objeto 
el suelo? 

17. ^Como se utiliza la notacion sigma para escribir una suma 
finita? Invente un ejemplo. 

18. De una definicidn precisa, que implique unicamente 
rectingulos inscritos, del area de una region plana limi- 
tada por la grafica de una funcion /, el eje x y las rectas 
x = a y x = b si / es continua en el intervalo cerrado 
[a, b] y /( x) > 0 para toda x en [ a , b]. 

19. Responda la sugerencia 18 si la definicidn debe involu- 
crar solo rectangulos circunscritos. 

20. Explique por qu6 parece posible que el area de la region 
plana de las sugerencias 18 y 19 pueda definirse mediante 
rectingulos inscritos o circunscritos. 

21. Invente un ejemplo de una funcion no polinomial y elija 
valores especificos para a y b que muestren cdmo se 
aplica la definicidn de la sugerencia 18. 

22. Utilice el ejemplo de la sugerencia 21 para ilustrar cdmo 
se aplica la definicidn de la sugerencia 1 9. 

23. ^Que es una particion de un intervalo cerrado [a, b ] y que 
es la norma de la particion? Invente un ejemplo que ilus- 
tre estos conceptos. 

24. iQuc es una suma de Riemannl Invente un ejemplo para 
ilustrar este concepto. 

25. iC ual es la relacion entre integrales definidas y sumas de 
Riemann? Incluya un ejemplo en su respuesta. 

26. i,Que es una integral definida y cdmo se relaciona con el 
area de una region plana? Incluya ejemplos en su respuesta. 

27. Invente un ejemplo de una integral definida que satisfaga 
la siguiente condicion y explique cdmo determinar que el 
ejemplo satisface la condicion sin evaluar la integral de- 
finida: (a) el valor es positivo; (b) el valor es negativo; 
(c) el valor es cero. 

28. Si a, b y c son tres rtumeros de un intervalo cerrado en el 
que la funci6n / es integrable, establezca un teorema que 
proporcione una iguaidad que contenga las integrales fi- 
nitas de / y los tres intervalos cerrados [a, b ], [a, c] y 
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[b, c]. ^Existe alguna restriction en el orden de las magni- 
tudes de a, b y cl Explique su respuesta e invente un 
ejemplo. 

29. Establezca un teorema que proporcione una condition su- 
ficiente para que una funcion sea integrable en el intervalo 
cerrado [a, b ]. <,Es la condici6n tambidn necesaria? Expli- 
que su respuesta. 

30. Enuncie la hipotesis de un teorema que garantice que la 
integral definida de una funcion /en [a, b\ es mayor que o 
igual a la integral definida de una funcion g en el intervalo 
[< 2 , b]. Invente un ejemplo para ilustrar su respuesta. 

31. Si la funcion ft s continua en el intervalo cerrado [a, b ] y si 
my M son, respectivamente, los valores de funcion mi'ni- 
mo absoluto y m&ximo absoluto en [a, b\, ^que desigual- 
dad continua es satisfecha por la integral definida de / en 
[a, b\l De un ejemplo que ilustre su respuesta. 

32. Establezca el teorema del valor medio para integrates. 
Invente un ejemplo para ilustrar este teorema. 

33. Describa la interpretation geometrica del teorema del va- 
lor medio para integrales. Utilice un ejemplo particular en 
la descripcion. 

34. Si la funcion ft s integrable en el intervalo cerrado [a, b\, 
^que es el valor promedio de/en [ a , b]l Invente un ejem- 
plo para mostrar como se calcula el valor promedio de 
una funcion en un intervalo cerrado. 

35. Enuncie el primer teorema fundamental del Cdlculo. In- 
vente un ejemplo que ilustre su aplicacion. 

36. Establezca el segundo teorema fundamental del Cdlculo . 
Invente un ejemplo para mostrar su aplicacion. 

37. ^Por que son importantes los dos teoremas fundamenta- 
les del Calculo? 

38. Si la funcion /es diferenciable en cada numero del inter- 
valo cerrado [ a , b\, ^puede concluirse que existe la integral 
definida de ft n [a, b]l Explique su respuesta. Invente un 
ejemplo para ilustrar su respuesta. 

39. Si la integral definida de una funcion /en el intervalo ce- 
rrado (a, b\ existe, ^puede concluirse que ft s diferencia- 
ble en el intervalo [a y b]l explique su respuesta. Invente 
un ejemplo que ilustre su respuesta. 

40. Explique la diferencia entre una integral definida y una 
integral indefinida. 


41. ^Como calcularfa mediante integracion el drea de una re- 
gion plana acotada por la grafica de y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b y donde ft s continua en fa, b], 
en cada uno de los casos siguientes: (i)/(jt) > 0 para toda 
x en [ a , b]; (ii) fix) < 0 para toda x en [a, b]\ 
(iii) f(x) > 0 para toda x en [a, c] y fix) < 0 para toda x 
en [c, b]l 

42. Suponga que las graficas de y = fix) y y = gix) se in- 
tersectan en los puntos donde x — a y x = b y y que/y 
g son continuas en [a, b ], ^como calcularfa mediante 
integracion el £rea de una region plana acotada por estas 
dos graficas en cada uno de los siguientes casos; 
(i) fix) > g(x) para toda x en [a, b]; (ii) g(x) > fix) para 
toda x en [a, b]\ (iii) fix) > gix) para toda x en [a, c] y 
gix) > fix) para toda x en [c, b]l 

43. lEn que circunstancias no es posible calcular un valor 
exacto del 3rea de la region plana limitada por las graficas 
de dos funciones continuas /y gl Explique como utilizaria 
la graficadora para obtener un valor aproximado del area 
en esas circunstancias. 

44. Describa c6mo calcularfa volumenes de solidos de revo- 
lucion mediante el metodo de rebanado. Incluya un ejem- 
plo en su descripcidn. 

45. Describa como calcularfa volumenes de solidos de revo- 
lucion mediante el metodo de discos. Incluya un ejemplo 
en su descripcion. 

46. Describa como calcularfa volumenes de solidos de revo- 
lucion mediante el mdtodo de arandelas. Incluya un ejem- 
plo en su descripcion. 

47. ^Como determinarfa cual de los dos mdtodos, mediante 
discos o por medio de arandelas, utilizaria para calcular vo- 
lumenes de solidos. Incluya un ejemplo para cada situacion. 

48. Explique en que circunstancias es indispensable la grafi- 
cadora para calcular volumenes de solidos. Incluya un 
ejemplo en su explicacidn. 

49. Describa como calcularfa el volumen de solidos de revo- 
lucidn mediante el metodo de capas cilmdricas. Incluya 
un ejemplo en su descripcidn. 

50. Describa como decidirfa cual de los tres metodos, por ca- 
pas cilmdricas, arandelas o discos, emplear para calcular el 
volumen de un solido de revolucion. Incluya ejemplos en 
su descripcion. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 4 


En los ejercicios 1 a 10, efectue la antiderivacion ; esto es, e va- 
lue la integral indefinida. 


1 . 


3. 


5. 


/ 

I 

/ 


(2x 3 - x 2 + 3 )dx 
x 4 V* 5 - 1 dx 


s 

j2s + 3 


ds 


2 . 


4. 


6 . 


/ 

/ 

/ 


5x(2 + 3 jc 2 ) 8 dx 


fx (1 + x 2 )dx 


je 3 V* 2 + 3 dx 


7. 


9. 


/ 

/ 


tan 2 30 d6 

5 cos 2 x — 3 tan x 
cos x 


dx 


8 . 


10 . 


/ 

/ 


t esc 2 t 2 dt 
sen 3 26 cot 20 dO 


En los ejercicios II a 14, determine el valor exacto de la inte 
gral definida interpretandolo como la medida del area de una 
region plana y despues calcule el area mediante el metodo de 
la seccion 4.4; utilice rectangulos inscritos o circunscritos, 
como se indica. Verifique la respuesta evaluando la integral 
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mediante el segundo teorema fundamental del Calculo. Para 
cada ejercicio dibuje una figura que muestre la region y el 
i~esimo rectangulo. 



12 . 


13. 


14. 


r 

r 

i: 


x 2 dx\ rectangulos inscritos 
jt 3 dx\ rectangulos inscritos 


(jt 3 - 1) dx; rectangulos inscritos 


(x 2 + 2) dx; rectangulos inscritos 


En los ejercicios 15 a 22, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Calculo . Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


\2x 


(x 2 ~ l) 2 


sen 26 


cos 2 26 


is - £ 
i? - £ 
i9 - £ 
2i - £ 
£ 


dx 


16. 2jc 3 V* 2 + 2 d* 




l 

-i: 


18. I sen 2 ^rcos -tdt 
Jnl3 


- dx 


20 . 


r 


V 5 


dy 


(tan 2 ±x + sec 2 ±x) dx 


*/3 

22. I (1 - cos 0) esc 2 6 d6 
Jnl6 


En los ejercicios 23 a 26, determine la solucidn completa de 
la ecuacidn diferencial. 


23. x 2 y it 
’ dx 

= (y J - l) 2 

24. 

d 2 y 

1 7 ~ 

\2x 2 - 30* 

25 *ll - 

V2x - 1 

26. 


W 1 - y 2 

dx 2 

dx 

y^2x 2 + 1 


27. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (jt, y) 
de una curva es 10 - Ax, y el punto (1,-1) est£ sobre la 
curva. Determine una ecuacion de la curva. 

28. La funcion costo marginal para cierta mercancia esti dada 
por C'{x ) = 6jc - 17. Si el costo de production de 2 uni- 
dades es $25, obtenga la funcion de costo total. 

29. La funcidn de ingreso marginal para cierto articulo esta 
dada por £'(*) = ^jt 2 - 10* + 12. Determine (a) la 
funcidn de ingreso total y (b) una ecuacion que relacione 
a p y x (ecuacion de demanda) donde x unidades son 
demandadas cuando p dolares es el precio por unidad. 

30. Suponga que una compama particular estima su ingreso 
bruto por ventas mediante la fdrmula 


donde S millones de dolares es el ingreso bruto de las ven- 
tas t aftos a partir de este momento. Si el ingreso bruto de 
las ventas del ano en curso es de 8 millones de dolares, 
^cual debe ser el ingreso bruto de las ventas esperado 
dentro de 2 anos a partir de ahora? 

31. El volumen de un globo se incrementa de acuerdo a la 
formula 


dV 

dt 


donde V centimetros cdbicos es el volumen del globo a los 
t segundos. Si V = 33 cuando t = 3, calcule (a) una 
formula para V en terminos de t; (b) el volumen del globo 
a los 8 s. 

32 . La matrfcula de cierta escuela se ha incrementado a una 
tasa de 1 000(f + 1)“ 1 ^ 2 estudiantes por ano desde 1993. 
Si la matricula en 1996 fue de 10 000 alumnos, (a) ^cudl 
fue la matricula en 1993? (b) i,cu£I es la matricula espe- 
rada para el ano 2001, si se supone que se incremental a 
la misma tasa? 

33 . Es julio 31 y un tumor ha estado creciendo dentro del 
cuerpo de una persona de modo que t dias a partir del lo. de 
julio el volumen del tumor se ha incrementado a una tasa 
de ~ (t + 6)^ 2 centimetros cubicos por dia. Si el vo- 
lumen del tumor el 4 de julio fue de 0.20 cm 3 , ^cual es el 
volumen ahora? 

34 . Despues de un experimento, un fabricante determino que 
si producia x unidades por dfa de cierto articulo, el costo 
marginal estaba dado por C\x) = 0.3x - 11, donde C( x) 
dolares es el costo total de produccidn de x unidades. Si 
el precio de venta del articulo esta fijo en $1 9 por unidad 
y los costos generales son $100 por dia, calcule la maxi- 
ma utilidad diaria que puede obtener. 

35 . Un fabricante de juguetes infantiles tiene un nuevo jugue- 
te que quiere introducir al mercado y desea determinar el 
precio de venta para el juguete de modo que la utilidad 
total sea maxima. Del andlisis del precio y demanda de un 
juguete semejante, estimd que si x juguetes son deman- 
dados cuando p ddlares es el precio por juguete, entonces 

-T- - , y la demanda debe ser 1 800 cuando el 

dx 30 000 

precio es de $10. Si C{x) dolares es el costo de produc- 
ci6n de x juguetes, entonces C(x) = x + 7 500. Calcule 
el precio que debe cobrar el fabricante para que su uti- 
lidad sea maxima. 

En los ejercicios 36 a 38, una particula se mueve a lo largo 
de una recta. A los t segundos, s pies es la distancia dirigida de 
la particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
de la particula y a pies por segundo por segundo es su ace- 
leracion. 

36 . a - 3t + 4; v = 5 y s = 0 cuando t = 0. Exprese v y s 
en terminos de r. 

37 . a - 6 cos 2f; v = 3 y s = 4 cuando t - 2- n . Exprese v 
y s en terminos de t. 


= 2(r - 1) 2/3 


38. a - 3j + 4; v = 5 cuando s = 1. Obtenga una ecua- 
cidn que contenga avyj. 
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En los ejercicios 39 a 47, defina las variables como numeros y 
escriba una conclusion. En los ejercicios 40 a 44 y 46, su- 
ponga que la unica fuerza que actua es la aceleracion debida 
a la gravedad, considerada como 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 en el 
sentido hacia abajo. 

39 . Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centfmetros por segundo es la velocidad de la 
particula a los t segundos, entonces v = 3 cos 2 nt, don- 
de el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
particula se encuentra en el origen al iniciar el movi- 
miento, determine su posicion cuando t es igual a (a) 0.2; 

(b) 0.8; (c) 1.7; (d) 2.25. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye sus respuestas. 

40 . Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 25 pie/s. 

(a) ^Durante cuanto tiempo subira la piedra? 

(b) ^Qu6 tan al t0 Hegara la piedra? 

(c) ^Cuanto tardar£ la piedra en llegar al suelo? 

(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye sus 
respuestas de los incisos {a) -(c) 

(e) ^Con que rapidez se estrellara la piedra contra el 
suelo? 

41 . Sin considerar la resistencia del aire, si se deja caer un 
objeto desde un avion que vuela horizontalmente a una 
altura de 30 000 pie sobre el oceano, (a) ^cu&nto tardara 
el objeto en llegar al agua? (b) Con que rapidez golpeara el 
objeto el agua? 

42 . Suponga que se dispara una bala directamente hacia 
abajo desde el avidn del ejercicio 41 con una velocidad de 
salida de 2 500 pie/s. Si se desprecia la resistencia del 
aire, (a) £cu£nto tardara la bala en llegar al oceano? 
(b) ^con que rapidez chocar£ la bala contra el oceano? 

43 . Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de una casa a 64 pie del suelo, con una velocidad 
inicial de 48 pie/s. 

(a) i,Cu£nto tardara la pelota en alcanzar su maxima 
altura? 

(b) i,Cual es la altura maxima que alcanza? 

(c) ^Cuanto tardara la pelota en llegar al suelo? 

(d) ^Con qu6 velocidad golpeara la pelota el suelo? 

44 . Suponga que la pelota del ejercicio 43 se deja caer desde 
la azotea de una casa. 

(a) ^Cudnto tardara la pelota en llegar al suelo? 

(b) iCon que velocidad golpeara la pelota el suelo? 

45 . Un cohete se lanza desde el suelo con una aceleracion 
constante de 25 m/s 2 . Determine (a) la velocidad del cohe- 
te 1 minuto despuds de su lanzamiento, y (b) i,Que tan 
alto llegard el cohete en ese instante? 

46 . Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 200 m/s desde un punto situado a 
2.5 m del suelo. 

(a) Si s metros es la altura del proyectil desde el suelo a 
los t segundos de spues de ser disparado, exprese s 
en terminos de t. 

(b) ^Qud altura, desde el suelo, alcanzara el proyectil 
3 s despuds de ser disparado? 


(c) ^Cuanto tardara el proyectil en alcanzar una altura de 
600 m desde el suelo. 

47. Un automdvil se desplaza a una velocidad constante de 
60 mi/h a lo largo de una autopista recta y no se detiene 
ante una serial de alto. Si 3 s m£s tarde una patrulla de ca- 
minos parte del reposo desde la senal de alto y mantiene 
una aceleracion constante de 8 pie/s 2 , ^cuanto tardara la 
patrulla en alcanzar al automovil, y a qud distancia ocu- 
rrira esto? Tambidn determine la rapidez de la patrulla 
cuando alcance al automovil. 

En los ejercicios 48 y 49, calcule la suma . 

100 41 


48. £ 2 i(i 3 - 1) 


49. £(V5 nn - V3i + 2) 


n { n \2 

50. Demuestre que ]J£ r 3 = ( / ] , y verifique la fdrmula 

«=! \i = l / 

para n = 1, 2 y 3. 

51. Demuestre que cada una de las siguientes desigualdades 
se cumple: 


(a) J 

1 dx 


dx 

-2 X ~ 3 

‘J 

—2 * 

(b) J 

r2 4* > 

r. 

A: ! 

1 * 

Ji x " * j 

(c) 

Jx *- 3 

*j 

r* 

4 J 


52. Exprese como una integral definida y e value la integral: 

n 

lim V (8 Sugerencia: considere la funcion / 
n_4+0 ° «=i 

para la cual f(x) - yfx . 

En los ejercicios 53 y 54, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Calculo . Apoye las res- 
puestas usando NINT en la graficadora . 


4. C 

Jo 


- 2x + 6 dx 


En los ejercicios 55 y 56, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Calculo. Apoye la res - 
puesta utilizando NINT en la graficadora. 


x - 2\ 3 dx 


x jc - 3 \ dx 


J- 3 4-2 

En los ejercicios 57 a 60, calcule la derivada. 

57. 4~ f (3/ 2 - 4 ) vi dt 58. 4~ [ — r dt 
dx J x dx )_ x [ + ,2 

rx 2 

59. -ft -dr x > 0 
dxj x r . 


/•secx 

60. -4 I 
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61. Determine el valor promedio de funcion coseno en el in- 
tervalo cerrado f a, a + 2 n\. 

62. Interprete el teorema del valor medio para integrales 
(4.6.3) en terminos de un valor de promedio de la funcidn. 

63. Si/(jr) = x 2 fx - 3, calcule el valor promedio de/en 
E7, 12]. 

64. (a) Calcule el valor promedio de la funcidn / definida 
por f(x) = 1/jc 2 en el intervalo [1, r]. 

(b) Si A es el valor promedio determinado en el inciso 
(a), calcule lim A. 

r—* +w 

65. Un cuerpo cae, desde su position de reposo, y recorre 
una distancia de s pies antes de llegar al suelo. Si la unica 
fuerza que actua es debida a la gravedad, la cual propor- 
ciona al cuerpo una aceleracidn de g pies por segundo 
cuadrado hacia el suelo, demuestre que el valor promedio 
de la velocidad, expresada como una funcion de la dis- 
tancia, mientras recorre esta distancia es | -j2gs pies por 
segundo, y que la velocidad promedio es dos terceras 
partes de la velocidad final. 

66. Suponga que se deja caer una pelota desde su estado en 
reposo y despues de t segundos su distancia dirigida, des- 
de el punto donde se dejo caer, es s pies y su velocidad es 
v pies por segundo. No considere la resistencia del aire. 
Cuando t = r,, s = y v = vj. 

(a) Exprese v como una funcion de t, v = /(r), y calcule 
el valor promedio de/en [0, fj]. 

(b) Exprese v como una funcion de s, v = h(s), y deter- 
mine el valor promedio de h en [0, s j], 

(c) Escriba los resultados de los incisos (a) y ( b ) en tdr- 
minos de /, y determine qu 6 velocidad promedio 
es mayor. 

En los ejercicios 67 a 72, calcule el area de la regidn limitada 
por la curva y las rectas dados. En cada ejercicio haga lo si- 
guiente: (a) dibuje una figura que muestre la regidn y un ele- 
mento rectangular de area; (b) exprese la medida del area de 
la regidn como el limite de una suma de Riemann; (c) calcule 
el limite del inciso (b) evaluando una integral definida me- 
diante el segundo teorema fundamental del Calculo. 

67. y = 9 - x 2 \ ejejc; ejey; jc = 2 

68. y = 3 cos ^ jc; eje jc; jc = - ~ n\ x - 

69. y = 2 fx - 1 ; ejejc; x = 5; x = 17 

4 

70. y - — — x; eje jc; x — —2; jc = -1 

71. jc 2 + y - 5 = 0;y = -4 

72. y — x 2 — 7jc;ejejr;jc = 2;jc = 4 

En los ejercicios 73 a 76, aproxime con cuatro cifras decimo- 
les el area de la regidn acotada por las curvas realizando lo 
siguiente: (a) dibuje una figura que muestre la regidn y un 
elemento rectangular de area; (b) exprese la medida del area 
de la regidn como el limite de una suma de Riemann; (c) apro- 
xime el limite del inciso (b) evaluando una integral definida 
utilizando NINT en la graficadora. 

73. y — 9 — jc 2 ;y = * 4 

74. y = 16 - jc 2 ;y ~ jc 3 ; ej ey 


75. y - x 2 ;y = cos 2 jc 

76. y = x 2 ;y = itan 2 jc;0 < x < 

En los ejercicios 77 a 81, calcule el area exacta de la regidn 

descrita. 

77. La regidn limitada por las curvas * = y 2 y jt = y 3 . 

78. La regi6n acotada por las curvas y = sen 2x y y = 
sen jc, desde jc = 0 hasta jc = | tt. 

79. La regidn limitada por las curvas y = cos jc y y = 
sen jc, desde jc = \n hasta jc = | n. 

4 4 

80. La regidn acotada por el lazo (o bucle) de la curva 

y 2 = x 2 (4 - JC). 

81. La regidn del primer cuadrante limitada por el eje y y las 
curvas y = sec 2 jc y y - 2 tan 2 jc. 

82. Suponga que en un dia particular en cierta ciudad la 
temperatura Fahrenheit es /(r) grados r horas despuds a 
partir de la media noche, donde 

/(f) = 60-15 sen ^tt( 8 - f) 0 s t <. 24 

(a) Dibuje la grafica de /. Determine la temperatura a las 

(b) 12 de la noche; (c) 8 a.m.; (d) 12 del dia; (e) 2 p.m. y 
(f) 6 p.m. (g) Calcule la temperatura promedio entre las 
8 a.m. y las 6 p.m. 

83. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 
del eje jc la regidn limitada por la curva y = jc 4 , la recta 
jc = 1 y el eje jc. 

84. Determine el volumen del sdlido generado si la regidn 
del ejercicio 83 se gira alrededor del eje y. 

85. La regi6n acotada por la curva y = Vsen x , el eje jc y la 
recta jc = ~ n se gira alrededor del eje jc. Obtenga el vo- 
lumen del sdlido generado. 

86. La regidn limitada por la curva jc = /cos y, la recta 
y = ~ n y el eje y, donde | tt < y < ~ n, se gira alre- 
dedor del eje y. Calcule el volumen del sdlido generado. 

87. La regidn limitada por la curva y = esc jc, el eje jc 
y las rectas jc = y Jt = ^Ttse gira alrededor 
del eje jc. Determine el volumen del sdlido generado. 

88. Obtenga el volumen del sdlido de revolucion generado 
cuando la regidn acotada por la parabola y 2 = jc, el eje jc, 
y la recta jc = 4 se gira alrededor de la recta jc = 4. Consi- 
dere los elementos de 3rea paralelos al eje de revoluci6n. 

89. Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regidn limitada por la parabola 
jc = y 2 + 2 y la recta x = y + 8. 

90. La regidn del primer cuadrante acotada por las curvas 
x = y 2 y x = y 4 se gira alrededor del eje y. Calcule el 
volumen del sdlido generado. 

91. La base de un sdlido es la regidn plana limitada por 
la parabola y 2 = 8jc y la recta jc = 8. Obtenga el volu- 
men del sdlido si cada seccion plana perpendicular al eje 
de la base es un cuadrado. 

92. Utilice integracidn para caicular el volumen de la porcion 
de la esfera de radio r unidades cortado por un piano a 
h unidades de un polo. 
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93. Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor del eje jc la regidn limitada por la curva 
yS= \x - 2 | , el eje jc y las rectas jc = 1 y x = 4. 

94. La base de un sdlido es la regidn acotada por una circun- 
ferencia que tiene un radio de r iinidades, y cada seccidn 
plana perpendicular a un di£metro fijo de la base es un 
cuadrado para el cual una cuerda de la circunferencia es 
una diagonal. Calcule el volumen del sdlido. 

95. Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
de la recta y - - 1 la regidn por arriba del eje x limitada 
por la recta 2y = x + 3, y las curvas y 2 + x = 0 y 
y 2 - 4x = Odesdejt = -1 hastajc = 1. 

96. Una esfera de 10 cm de radio se intersecta por dos pianos 
paralelos en el mismo lado del centro de la esfera. La 
distancia entre el centro de la esfera y uno de los pianos es 
de l cm, y la distancia entre los dos pianos es de 6 cm. 
Calcule el volumen de la porcidn solida de la esfera entre 
los dos pianos. 

97. Resuelva el ejercicio 96 considerando que los dos pianos 
estin en lados opuestos del centro de la esfera y las demas 
condiciones son las mismas. 

98. Al girar alrededor del eje y la region acotada por la curva 
y 3 = jc, el eje x y la recta x - c, donde c > 0, se gene- 
ra un solido, ^Para qu 6 valor de c el volumen del solido 
sera de 12 tt unidades cubicas? 

En los ejercicios 99 a 106, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del sdlido generado al girar la regidn dada alre- 
dedor del eje indicado. Considere los elementos rectangula - 
res de area perpendicular es o paralelos al eje de revolucion 
segun se indica, y exprese la respuesta con cuatro digitos sig- 
nificativos. 

99. La region limitada por la grafica de y = ll x 2 - 7 
y el eje jc; alrededor del eje x\ elementos perpendiculares. 

100. La regidn del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
paralelos. 

101. La regidn del ejercicio 99; alrededor del eje jc; elemen- 
tos paralelos. 

102. La regidn del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
perpendiculares. 

103. La regidn acotada por las gr^ficas de y = cos jc 2 y 
y = jc 3 , y el eje y; alrededor del eje y; elementos paralelos. 

104. La regidn limitada por las gr&ficas de y = cos 4x y 
y = jc 2 , y el eje y; alrededor del eje jc; elementos per- 
pendiculares. 

105. La regidn limitada por las gr&ficas de 

y = jc 3 - 6jc 2 + 9jc— lyy = jc 2 -2jc+2 

no intersectada por la recta y = 4; alrededor de la recta 
y = 4; elementos perpendiculares, 

106. La regidn del ejercicio 105; alrededor de la recta jc = -1; 
elementos paralelos. 

107. El campanario de una iglesia mide 30 pie de altura, y 
cada seccidn plana horizontal es un cuadrado cuyos lados 
miden un decimo de la distancia de la seccidn plana des- 
de la parte superior del campanario, Calcule el volu- 
men del campanario. 


108. Determine mediante el mdtodo de rebanado el volumen del 
tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen- 
diculares y tres aristas perpendiculares entre si, cuyas 
longitudes son a, b y c unidades. 

109. La regidn limitada por un pentagono cuyos vertices son 
(-4, 4), (-2, 0), (0, 8), (2, 0) y (4, 4), se gira alrededor 
del eje jc. Obtenga el volumen del sdlido generado. 

110. La regidn acotada por las curvas y = tanjc y y = cot jc y 
el eje jc, donde 0 <, x < ^ k, se gira alrededor del eje jc, 
Obtenga el volumen del sdlido generado. 

111. La regidn dejc = 0ajc = |/r limitada por la curva 
y = sen jc, la recta y = 1 , y el eje y, se gira alrededor del 
eje jc. Determine el volumen del sdlido generado. Suge- 
rencia: utilice la identidad sen 2 jc = 1 ( 1 - cos 2jc). 

112. De un cilindro circular recto con un radio de r unidades, 
se corta una cufia mediante dos pianos, uno perpendicular 
al eje del cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo 
de un didmetro de la seccidn plana circular, formando 
un Angulo de 30°. Calcule el volumen de la cufia. 

En los ejercicios 113 y 114, aplique el segundo teorema fun- 
damental del Cdlculo para evaluar la integral definida . Des- 
pues calcule el valor de c que satisfaga el teorema del valor 

medio para integrales. 

113. J (x 2 + 1) dx 114. J 4x dx 

115. Sea / una funcidn continua en [a, b ] y j %f(t) dt * 0. 
Demuestre que para cualquier numero k en (0, 1 ) existe 
un numero c en (a, b ) tal que \ a fif) dt - k j a f(t ) dt. 
Sugerencia: considere la funcidn F para la cual 
F(x) = \*f(t ) dt/\ b fit) dt, y aplique el teorema del 
valor medio. 


116. Sea F(jc) = I - dt y x > 0. Demuestre que F es una 

•lx * 

funcidn constante mostrando que F'(jc) = 6 . Sugeren- 
cia: utilice el primer teorema fundamental del Cdlculo 
despuds de escribir la integral dada como lp diferen- 
cia de dos integrales. 

117. Si /(jc) = jc + |jc + 1 | y 


F(x) = 



- * + 1 


si jc < l 
si 1 < jc 


demuestre que F es una antiderivada de / en (-oo, + oo). 

118. Sean f y g dos funciones tales que para toda jc en 
(- 00 , + 00 ) f’ix) = g(x) y g'(x) = ~f(x). Ademds su- 
pongaque/(0) = 0 y g(0) = 1 . Demuestre que 


[fix)] 2 + [g(x)] 2 = 1 

Sugerencia : considere las funciones F y G donde 
Fix) = [fix)] 2 y Gix) = -[g(*)] 2 . y muestre que 
F'(x) = G '(jc) para toda x 

119. Evalue j \ cos jc + i \ .dx 

120. Invente un ejemplo de una funcidn discontinua para la 
cual la conclusidn del teorema del valor medio para inte- 
grales (a) no se cumpla, y (b) se cumpla. 
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trigonometncas inversas 


| as funciones que no son algebraicas se deno- 
1 mi nan trascendentes, ejemplo de las cuales son 
las seis funciones trigonometricas. Las funciones 
logaritmica natural y exponential natural tambien son fun- 
ciones trascendentes y se estudiaran en este capitulo. 
Como esas dos funciones son /nversas una de la otra, 
se dedicara la primera seccion al estudio de las func/ones 
inversas y sus propiedades. En la discusion se trataran 
condiciones suficientes para que una funcion tenga una 
inversa, los teoremas de la funcion inversa y de la deriva- 
da de la inversa de una funcion. 

La funcion logaritmica natural In se define como una 
integral en la seccion 5.2 y la funcion exponencial natural 
exp se define como inversa de la funcion logaritmica natu- 
ral. Con estos antecedentes se podra definir una potencia 
irracional de un numero real. 

Las funciones In y exp se aplican en la seccion 5.6. 
Las aplicaciones incluyen las leyes de crecimiento y decre- 
cimiento que surgen en una gran variedad de campos 
como biologia, psicologia, sociologia, quimica, fisica, 
administracion y economia. 

Las restantes categonas de funciones trascendentes, 
funciones trigonometricas inversas y funciones hiperboli- 
cas , se estudian en las tres ultimas secciones de este 
L capitulo. La seccion 5.7 se dedica a las funciones trigo- 
K nometricas inversas y sus derivadas. En la seccion 
^k 5.8 se tratan integrales que producen funciones tri- 
^k gonometricas inversas. Las funciones hiperbolicas, 
S las cuales se definen en terminos de la funcion 
^k exponencial natural, tienen propiedades seme- 
^k jantes a las de las funciones trigonometricas. 
^k Las funciones hiperbolicas se estudian junto con 
sus inversas en la seccion 5.9. 


Inversa de una funcion 
Funcion logaritmica natural 
Difetenciacion logaritmica e 
integrales que producen 
funciones logaritmieas 
naturales 

Funcion exponencial natural : 
Otras funciones exponenciaies 
y logaritmieas 

Aplicaciones de la funcion ■; 
exponencial natural 
Funciones trigonometricas 
inversas 

Integrales que producen 
funciones trigonometricas 
inversas . 

Funciones hiperbolicas 
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5.1. INVERSA DE UNA FUNCION 


La palabra inversa se trato al principio de este libro en relacion con las 
operaciones inversas del C£lculo de diferenciacion y antiderivation. En un 
par de operaciones inversas esencialmente una “deshace” lo que la otra hace. 
En el ejemplo ilustrativo siguiente se utilizan pares de funciones asociadas 
con operaciones aritmeticas inversas. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) Sean /( x) = x + 4 y g(x) ~ x - 4. Entonces 


f(g(x)) = f(x - 4) 

= (x - 4) + 4 
= x 


g(f(x)) = g(x + 4) 

= (x + 4) - 4 
= x 


(b) Sean f(x) - 2x y g(jt) = “ • Entonces 


= /(|) 
= 2 ( 


g(f(x)) = g(2x) 


-(■ 


(c) Sean f(x) = x 3 y g(x) = ^fx . Entonces 


f(g(x)) = f(--Jx) 
= ( 3 V^)3 

= JC 


g(f(x)) = g(x^) 

= V7* 


◄ 


Cada par de funciones / y g del ejemplo ilustrativo 1 satisface las dos 
afirmaciones siguientes: 


f(g(x)) = x para toda x en el dominio de g 

y 

g(f( x )) - x para toda x en el dominio de/ 


y 



Observe que para las funciones / y g en estas dos ecuaciones las fun- 
ciones compuestas f(g(x)) y g(f(x)) son iguales, relacion que en general no 
es cierta para funciones arbitrarias fyg. Posted ormente se vera (en el ejem- 
plo ilustrativo 5) que cada par de funciones del ejemplo 1 es un conjunto de 
funciones inversas , y que es la razdn por la que se satisfacen las dos ecua- 
ciones anteriores. 

Se llegara a la definicidn formal de la inversa de una funcidn despues 
de consider algunas funciones parti cu lares mas. La figura 1 muestra la grafi- 
ca de la funcion definida por 

fix) = X 2 

El dominio de / es el conjunto de numeros reales y su contradominio es el 
intervalo [0, + oo) Observe que como/(2) = 4 y /(- 2) = 4, el numero 4 es 
el valor de funcion de dos numeros distintos del dominio de / Ademds, cada 
numero diferente de 0 del contradominio de esta funcion es el valor de funcion 
de dos numeros diferentes de su dominio. En particular, ^ es el valor de 
funci6n de | y 1 es valor de funcion de 1 y -1, y 9 es el valor de fun- 
cion de 3 y ~3. 
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y 



FIGURA2 


Una situacion diferente ocurre con la funcidn g definida por 
g(jc) = x 3 -2 < x < 2 

El dominio de g es el intervalo cerrado [-2, 2], y su contradominio es [-8, 8]. 
La grafica de g se muestra en la figura 2. Para esta funcion, un numero de su 
contradominio es el valor de funcion de uno y solo un numero de su dominio. 
A tales funciones se les llama uno a uno . 


5*1.1 Defi melon de funcion uno a uno* 


Se dice que una funcion / es uno a uno si cada numero de su contra- 
dominio corresponds a exactamente un ntimero de su dominio; es 
dectr, para toda x j y jc 2 del dominio de / 

si X] * *2, entonces /(jt|) # /(jc 2 ) 

<^> f(xi) = f(x 2 ) sdlo cuando x\ ' = x 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La funcion definida por 

/( x) - x 2 no satisface la definition anterior porque, por ejemplo, 3 y -3 son 
dos numeros diferentes de su dominio, y sin embargo, /( 3) = /(-3). Por 
tanto, esta funcion no es uno a uno. <4 

Se sabe que una recta vertical puede intersectar la grafica de una funcidn 
en solo un punto. Para una funcion uno a uno, tambien es cierto que una recta 
horizontal puede intersectar la grafica a lo mas en un punto. Observe que 
esta es la situacion para la funcion uno a uno definida por f(x) = jc 3 , donde 
-2 < x < 2, cuya grafica se muestra en la figura 2. Ademds, observe en la 
figura 1 que para la funcion definida por/(jt) = jc 2 , la cual no es uno a uno, 
cualquier recta horizontal por arriba del eje jc intersecta la grafica en dos 
puntos. Por tanto, se tiene el siguiente criterio geometrico para determinar si 
una funcion es uno a uno. 


C rit e r io de f q recta horizontal 


Una funcidn es uno a uno si y s61o si cada recta horizontal intersecta la 
grafica de la fimeidn a lo mSs en un punto. 



FIGURA 3 


► EJEMPLO I Aplique el criterio de la recta horizontal para de- 
terminar si la funcion es uno a uno: 

(a) f{x) = 4* - 3 (b) fix) = ix + l) 4 

(c) fix) =|*| (d) /(*) = 2£_ti 

Solucion 

(a) Esta funcion es lineal, y su grafica es la recta de la figura 3. Como cual- 
quier recta horizontal intersecta la grafica en exactamente un punto, la 
funcion es uno a uno. 

(b) La grafica de esta funcion, presentada en la figura 4, muestra que cual- 
quier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la grafica en dos pun- 
tos. Por tanto, la funcion no es uno a uno. 


N. del T. Otro nombre para una funcidn uno a uno es inyectiva. 
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y 



fix) = (x + l ) 4 

FIGURA4 


y 



M = |x| 

FIGURA5 


(c) La grdfica de la funcion valor absoluto se muestra en la figura 5. Obser- 
ve que cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la grSfica 
en dos puntos. Asf, la funcidn valor absoluto no es uno a uno. 

(d) La figura 6 presenta la grdfica de la funcidn racional dada y su asmtota 

horizontal, la recta y = 3, trazadas en el mismo rectdngulo de inspeccibn. 
Cualquier recta horizontal, excepto la asfntota, intersecta la grafica en 
exactamente un punto. Por tanto, la funcibn es uno a uno. <4 

El teorema siguiente proporciona un criterio que en ocasiones puede 
aplicarse para demostrar analiticamente que una funcion es uno a uno. 


5. 1 .2 Teorema 


Si una funcibn es monbiana tn un intervale, entonces es uno a uno en 
el intervalo. 

Demostracion Suponga que la funcibn / es creciente en el intervalo /. Si 
x\ y x 2 son dos numeros del intervalo y jcj * Jt 2 , entonces x^ < jc 2 o jc 2 < x^. 
Si JCj < x 2 , entonces de la definicidn de funcidn creciente (3.4. lf/Qq) < /(x 2 ); 
de modo que/(jti) * /(x 2 ). Si x 2 < x h entonces f(x 2 ) < /(*]); de modo que 
otra vez/(jq) ^ f(x 2 ). Por tanto, de la definicion 5.1.1, / es uno a uno en el 
intervalo. La demostracion es semejante si / es decreciente en el intervalo. ■ 

Para aplicar el teorema 5.1.2, primero se debe determinar si la funcibn 
es creciente o decreciente en un intervalo. El teorema 3.4.3 puede emplearse 
para este propdsito. 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

m = y y = 3 

x - 2 

FIGURA 6 



[-9.4, 9.4} por [-6.2, 6.2] 


fix) - 

x - 1 


► EJEMPLO 2 Si 

fix) = ^±1 

X - l 

demuestre analiticamente que / es uno a uno en cada uno de los intervalos 
(-oo, l) y (1, + oo). Apoye grdficamente la respuesta. 

Solucion El dominio de / es el conjunto de los ntimeros reales diferen- 
tes de 1, o equivalentemente, el conjunto (-oo, 1) U (l,+oo). A1 calcular 
f\x) se obtiene 

. - 1 ) - ^ » 

(» - l ) 2 
5 

(x - l) 2 

Como/'(x) < 0 para toda x * 1 , se concluye por el teorema 3.4.3 que 
/es decreciente en cada uno de los intervalos (-oo, 1) y (1, +oo). Por tanto, 
por el teorema 5.1.2,/es uno a uno en cada uno de estos intervalos. 

La figura 7 muestra la grafica de/ trazada en el rectingulo de inspeccion de 
[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2], la cual no solo apoya el hecho de que/ es uno a uno 
en cada uno de los intervalos, sino que tambien es uno a uno en su dominio <4 

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuacion 


FIGURA 7 


-2 < x < 2 


( 1 ) 
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Esta ecuaci6n define la funcidn g , que es uno a uno, discutida antes de presentar 
la definici6n 5.1.1, donde 

g(x) = x 3 -2 <, x <1 2 

La funcidn g es el conjunto de pares ordenados (x, y) que satisfacen (1). Si 
se resuelve (1) para x , se obtiene 

* = 3 V> -8 s y < 8 (2) 

la cual define una funcion G donde 
G(y) = \[y -8 < y < 8 

La funcidn G es el conjunto de pares ordenados (y, x ) que satisfacen (2). A 

La funcidn G del ejemplo ilustrativo 3 se denomina inversa de la funcidn 
g . En la siguiente definicidn formal de la inversa de una funcion, se utiliza la 
notation / _1 para denotar la inversa de/. Esta expresidn se lee “/ inversa”, 
y no debe confundirse con el uso de -1 como exponente. 


5,1,3 Definition de la inversa de una funcion 


$i / es una funci&i uno a uno considerada como el conjunto de pares 
ordenados (x, y), entoncea existe una funcidn/" 1 , Hamada inversa de / 
que es el conjunto de pares ordenados (y, x) definida per 

x = si y s<5to si y = /(x) 

El dominio de/~ l es el contradominio de / y el contradominio de/ -1 
es el dominio de / 

En la definicidn anterior la condition de que / debe ser uno a uno ase- 
gura que/ _! (y) es unica para cada valor de y. 

Se elimina y de las ecuaciones de la definicidn al escribir la ecuacion 

r\y) = x 

y sustituir y por f(x), obteniendose 

rk/w) = * 0) 

donde x est£ en el dominio de /. 

Si se elimina x del mismo par de ecuaciones escribiendo la ecuacibn 
fix) = y 

y reemplazando x por / -1 (y), se tiene 

ATHy)) = y 

donde y esta en el dominio de/“ l . Como el slmbolo empleado para la varia- 
ble independiente es arbitrario, se puede sustituir y por x para obtener 

/(/“>«) = * (4) 

donde x esta en el dominio de f~ ] . 

De las ecuaciones (3) y (4) se ve que si/ -1 es la inversa de la funci6n 
/ entonces la inversa de f~ l es / Este resultado se establece formalmente en 
el teorema siguiente. 
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5.1 .4 Teorema 


Si / e& una ftincidn uno a uno y tiene a f~ y como su in versa, entonces 
/-* es una funci6n uno a uno y tiene a /como su inversa. Adem£s, 

= x para toda x en el dominio de / 

y 

/(/ _l (*)) = x para toda x en el dominio de/' 1 

Se emplea el termino funciones inversas cuando se hace referenda a una 
funcion y su inversa. 


> EJEMPLO I LUST RATI VO 4 En el ejemplo ilustrativo 3, 

la fundon G definida por 

G(y) = l[y -8 < y < 8 
es la inversa de la fundon g definida por 
g(jt) = jc 3 -2 < x < 2 
Por tanto, al reemplazar g _1 por G se obtiene 

g~Hy) = Vy -8 < y < 8 

o, equivalentemente, si se sustituye y por x, 
g~ l (x ) = l]x ~8 < x < 8 

Observe que el dominio de g es [-2, 2], que es el contradominio de g~ l ; 
asi mismo, el contradominio de g es [-8, 8], el cual es el dominio de g~K 4 

Si una funcion /tiene una inversa, entonces f~ l (x ) puede determinate 
mediante el metodo empleado en el siguiente ejemplo ilustrativo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Cada una de las funciones 

del ejemplo ilustrativo 1 es uno a uno. Por tanto, f~ l (x) existe. Para cada 
funcion se calcula / _1 (jc) a partir de la definicion de /( x) al sustituir y por f(x) 
y resolver la ecuacidn que resulta para x. Este procedimiento proporciona 
la ecuacion x = f~ l (y). Entonces se tiene la definicion de Z" 1 , de la cual se 
obtiene f~ l (x ). 


(a) f{x) = x + 4 

y - x + 4 

x = y - 4 

f~\y) = y - 4 
f-\x) = X - 4 


(b) f(x) = 2x 
y = 2x 



L 


f'Hy) = \ 

r l (x) = | 


(c) fix) = X 3 
y = x^ 

x = Ify 
r\y) = Ify 
f~\x) = ft 


Observe que la funcion / _l en cada inciso es la funcion g del inciso 
correspondiente del ejemplo ilustrativo 1 . 4 


► EJEMPLO 3 Determine / H*) para la funcion / del ejemplo 
1(a) y verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4 para fy f~ l . Trace las gra- 
ficas de/ y f~ l en el mismo rectangulo de inspection. 
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h 


[-12, 12] por [-8, 8] 

/« = 4x-3 y r'(x) = i±! 

4 

FIGURA 8 


Solucion En el ejemplo 1(a) se mostro, mediante el criterio de la recta 
horizontal, que la funcidn definida por 

fix) = 4* - 3 

es uno a uno. Por tanto, existe/" 1 . Para determinar/ -1 (jc), se escribe la ecuacion 
> = 4 jc — 3 

y se resuelve para x, obtenidndose 

* = z±i 

4 

En consecuencia, 

f-\y) = x±i ~ r'w = 

A1 verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 





FIGURA 9 





/-'(/(*» = /-'( 4* - 3) 

f(f-Hx)) = f(±±l J 

rr> 

+ 

/--v 

m 

1 

H 

II 

= 

4 

V 4 / 

II 

= ix + 3) - 

= X 

= X 


La figura 8 muestra las graficas de/ y, / 1 trazadas en el mismo rectangulo de 
inspection. <4 

Refierase a la figura 9, la cual presenta las graficas defyf~ l del ejemplo 
3 con el punto Q(u, v) en la grafica de / y el punto R(v f u ) sobre la grafica de 
/ _1 . El segmento de recta QR de la figura es perpendicular a la recta y = x y es 
bisectado por ella. El punto Q es la reflexion del punto R con respecto a la recta 
y = x, y el punto R es la reflexion del punto Q con respecto a la recta y = x. 

Si x y y se intercambian en la ecuacion y = f(x ), se obtiene la ecua- 
cion x = f(y), y la grafica de la ecuacion x = f(y) es la reflexidn de la grafi- 
ca de la ecuacion y = fix) con respecto a la recta y = x. Como la ecuaci6n 
x = fiy) es equivalente a la ecuaci6n y = f~ [ ix), la grafica de la ecua- 
cion y = f~ l (y) es la reflexidn de la grafica de la ecuacion y = fix) con res- 
pecto a la recta y = x. Por tanto, si una funcion tiene una inversa, las graficas 
de las funciones son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Las funciones g y g 1 del 

ejemplo ilustrativo 4 estan definidas por 
gix) = x 3 -2 < x < 2 
y g - 1(jc) = Ifx -8 < x < 8 

Las graficas de g y g~ l se muestran en la figura 10. Observe que estas grafi- 
cas son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 4 


► EJEMPLO 4 Determine / i(x) para la funcidn / del ejemplo 2, y 
verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4. Trace las graficas de /y/' 1 y la 
recta y = x en el mismo rectangulo de inspeccion y observe que las graficas 
de/ y Z" 1 son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = x. 


FIGURA 10 
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Solucion La funci6n / del ejemplo 2 esta definida por 


fix) = 


2x + 3 
* - l 


Como / es uno a uno, segun se mostrd en el ejemplo 2, / tiene una inversa 
/“*. Para determinar /"*, se considera y = /(jc ) y se resuelve para jc, obte- 
niSndbsejc = / -1 (y). Asf 


y = 


2x + 3 


x - 1 
xy - y = 2x + 3 

*(? “ 2) = y + 3 
y + 3 

r = - 

y-2 


Por tanto. 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 
fix) = y r‘W = ^ 

x - 1 x - 2 

y = * 

FIGURA 11 


r'(y) = ^4 « r'(x) = 

> z x - 2 


El dominio de / 1 es el conjunto de mimeros reales diferentes de 2. A1 
verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 

r l if(x)) = /(/-'«> 





U'3- 

(2x + 3) + 3(x - l) 
(2 jc + 3) - 2(jc - l) 

5* 

5 

= X 

2(jc + 3) + 3(jc - 2) 
(x + 3) - (x - 2) 

5x 

5 

= X 

Las grdficas de / y / 1 y la recta y = x estan trazadas en el rectangulo 
de inspecci6n de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] de la figura 1 1. En esta figura se 


observa que las grdficas de las dos funciones parecen ser reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = jc. <4 

Se pueden trazar las grdficas de una funci6n y su inversa en el mismo 
rectdngulo de inspecci6n en la graficadora activando el modo param6trico. 
El siguiente ejemplo ilustrativo muestra el procedimiento para las funciones 
g y g~ { del ejemplo ilustrativo 6. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Con la graficadora en modo 
parametrico, se traza la grdfica de 

gix) = JC 3 -2 S I < 2 


considerando 

jciW = t y yi(t) = t 3 

Para la grafica de 
g“ l (x) = V* 


-8 =£ jc < 8 
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considere 

*2(0 = t 3 y y 2 (t) = t 

Como variables para el rectdngulo de inspeccidn tome: t min = -8, t m $ x = 8, 

^step = 0.05, *rnm = -*m&x = ?, x sc] — 1* 3Wn = ^max = 8 y 

>sci = 1- La figura 12, la cual muestra las dos grdficas, apoya las grdficas de 
lafiguralO. 4 


[-8, 8] por [-8, 8] 

£(.*) = jc 3 -2 < x < 2 
g -l (jc) = Vx -8 < Jt S 8 

FIGURA 12 


Algunas funciones tienen una funci6n inversa para la cual no puede 
obtenerse una ecuacidn que la defina explicitamente. Por ejemplo, sea 

/(jc) = x 5 + x 3 + 2x - 2 (5) 


A1 derivar esta funcidn se obtiene 
f'(x) = 5jc 4 + 3jc 2 + 2 


Como f'(x) > 0 para toda x , / es una funcidn creciente y por tanto tiene 
una inversa. Sin embargo, si se reemplaza /(jc) por y en (5), se obtiene una 
ecuacidn de quinto grado en jc, la cual no puede resolverse para x en ter- 
minos de y. No obstante, aunque f~ x { x) no est£ definida explicitamente, se 
puede trazar la grafica de la funcidn inversa en la graficadora activada en 
modo parametrico, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 1. En algunas 
graficadoras pueden trazarse una funcidn y su inversa en el mis mo rectan- 
gulo de inspection activando el modo de funcidn. Consulte Drawlnv en su 
manual para trabajar con esta caracterfstica de la graficadora. 

Algunas propiedades importantes de la funcion inversa f~ l pueden 
determinarse directamente de las propiedades de /. En los teoremas restan- 
tes de esta seccidn se presentan algunas de estas propiedades, y en el ejemplo 
ilustrativo 12 se reconsidera la funcion definida por la ecuacidn (5). 

La information acerca de la continuidad y diferenciabilidad de una 
funcion la proporcionan los teoremas de la funcion inversa presentados 
a continuation. Antes de establecer el teorema de la funcidn inversa para 
funciones crecientes, se presentan dos ejemplos ilustrativos que proporcio- 
nan ejemplos de una funcion y su inversa que satisfacen las condiciones 
del teorema. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En el ejemplo 3 se tuvo la 

funcion fy su inversa/ -1 definidas por 

/(x) = 4x - 3 y /-’(x) = i±3 

4 

En la figura 8 se muestran las grdficas de / y / -1 trazadas en el mismo rec- 
tangulo de inspection. Observe que / y f~ { son continuas y crecientes. ^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 En el ejemplo ilustrativo 6, 

la funcidn g y su inversa g -1 estdn definidas por 

g(jc) = jc 3 , -2 < jc < 2 y g -1 (jc)_=. Ifx , -8 < jc < 8 

y las grdficas de g y g -1 se presentan en la figura 10. Cada una de estas 
funciones es continua y creciente en su dominio. M 
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5-1.5 Teorema (Teorema de la funcion in versa) 


Suponga que la funcitin / es continua y creciente en el intervalo cerrado 
[a, b]. Entonces 

(i) / tiene una in versa f~ ] definida en [/(«), /(b)]; 

(ii) /~ l es creciente en [/(a),/(b)j; 

(Hi) /“' es continua en [ f{a\f(b)]. 

La demostracion de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
seccion. A continuacion se presentard el teorema de la funcion inversa para 
funciones decrecientes. La demostracion se deja como ejercicio. Consulte el 
ejercicio suplementario 2. 


5, 1-6 Teorema (Teorema de ia funcion inversa) 


Suponga que la funcidn / es continua y decreciente en el intervalo ce- 
rrado [a, b]. Entonces 

(i) / tiene una inversa/" 1 defmjda en [/(b), /(a)); 

(U) /"* es crecienle en [/(b), /( a)]; 

(lit) / _1 es continua en [/(b), /(a)]. 

Los teoremas de la funcion inversa se utilizan para demostrar el si- 
guiente teorema, el cual expresa una relacion entre las derivadas de una 
funcion y su inversa. En el enunciado del teorema se emplea la notation de 
Leibniz para la derivada, lo cual hace facil de recordar la ecuacion. 


5.1 .7 Teorema 


Suponga que la funcidn / es continua y mon6tona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] y sea y = /(*)♦ Si f\x) existe y es diferente de cero para 
toda x en [a, b], entonces la derivada de la funcitin inversa /“*, defini- 
da pot x = / _i {y), existe y estfi dada por 

dx _ X 
dy " dy 
dx 

La demostracidn de este teorema tambien se proporciona en el su- 
plemento de esta seccion. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 Se verificara el teorema 

5.1.7 para la funcion definida por/(x) = a x . Si se considera y = /(x), se 
tiene la ecuacion 

y = Vx x > 0, y > 0 

Como/es uno a uno, /~ l existe y esta definida por / _l (y) = y 2 . Si se con- 
sidera x = / -1 (y), se tiene la ecuacion 

x = y 2 y > 0, x ^ 0 

Debido a que y = Vx , entonces 

dy _ 1 

dx l4x 
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y puesto que x = y 2 , se obtiene 


dx 

dy 


2y 


A1 sustituir y por 4x , se tiene 


dx 

dy 


i4x 

i 

i 

2 \fx 

JL 

dx 


Cuando x = 0, no existe; de modo que la ecuacidn anterior no se satisface 
dx 

para este valor de x. Como el dominio de / es el intervalo semicerrado [0, +oo), 
el teorema es valido para esta funcion en el intervalo abierto (0, +oo). A 


► EJEMPL0 5 

funcion /de los ejemplos 2 


Muestre que el teorema 5.1.7 se cumple para la 

y 4- 


Solucion La funcidn esta definida por f(x) 
considera y — /(j c), se tiene 

y = 2^L±3 

dy _ 5 

dx (x - l) 2 


(2jc + 3)/(jc - 1). Si se 


(6) 


En la solucidn del ejemplo 4 se mostro que 


A1 calcular — de esta ecuacion se tiene 
dy 

dx 5 

dy (y - 2) 2 

Si en la ecuacion anterior se sustituye el valor de y de (6) se obtiene 
dx 5 

- 2 j 2 

= 5(x - l) 2 

(2jc + 3 - 2x + 2) 2 

= ~f s (x ~ l) 2 
= - l ) 2 

iz 

dx 


◄ 


Cuando se aplica el teorema 5.1.7 para calcular la derivada de la inversa 
de una funcion en un numero particular, es mas conveniente tener el enun- 
ciado del teorema con la notation/' y (/ -1 )' para las derivadas. Con esta no- 
tation se reexpresa el teorema 5.1.7 como el teorema 5.1.8. 
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5.1*8 Teorema 


Suponga que la fimeidn / e$ continua y i mondtona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] que contiene el numero y sea /(c) = d. Si-/'(c) exists y 
f’(c) ** ft entonces {f~ l )\d) exists y 

(/">«> -f, s) ■ ; I 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 1 Se mostrara que el teorema 
5.1.8 se cumple para una funcion particular y valores particulares de c y d. Si/ 
es la funcidn del ejemplo ilustrativo 10, entonces 

/to = Jx /'to = 

/“'to = Jc 2 (/-')’to =2x x>0 

La funcion / es continua y monotona en cualquier intervalo cerrado 
[a, b] para el cual 0 < a < b. Sea c = 9, entonces d - /( 9); esto es, d = 3. 
El teorema 5.1.8 afirma que 

(/ _l )'(3, - -pL 

Esta ecuacion es valida porque 

(/ _1 )'(3) = 2 • 3 y /'(9) = 

= 6 y = I ◄ 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 12 Considere la funcion / de- 

finida por la ecuacion (5): 

/(JT) = X 5 + X 3 + 2x - 2 


La derivada de esta funcion es 


/'to = 5* 4 + 3x 2 + 2 


(7) 



f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 
recta tangente en (0, -2) 

FIGURA 13 


Previamente se establecio que / es creciente en vista de que f'(x) > 0, y 
por tanto tiene una inversa/ -1 . Pero no se tiene una ecuacion que defina 
explfcitamente los valores de funcion de/" 1 . Sin embargo, se puede calcular 
la derivada de / -1 en un punto particular de la grafica de/ -1 . Por ejemplo, 
como (0, -2) esta en la grafica de/, el punto (-2, 0) est£ en la grafica de/ -1 . 
Si se calcula el valor de (/“ ! )'(~ 2) aplicando el teorema 5.1.8 se tiene 


(/-')'(- 2 ) 


1 

/'( 0 ) 


De (7),/'(0) = 2. De modo que 


(r‘y(-2) 

Ahora se apoyara este resultado con la graficadora. La figura 13 muestra 
la grafica de /trazada en el rectangulo de'inspeccidn de [-4, 5] por [-5, 1]. 
Tambien en la figura se ha trazado la recta tangente a la grdfica en el punto 
(0, -2); la pendiente de la recta tangente es 2. 
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[-5,11 por 1-2,2] 

*(/) = f 5 + r 3 + It - 2 y y(t) = t 
recta tangente en (-2, 0) 


A fin de trazar la grdfica de / se activa la graficadora en modo 
param^trico y se consideran 

x(t) - t 5 + t 3 + 2t - 2 y y(t) ~ t 

Como variables para el rectingulo de inspeccidn tome: f mfn = -1, f mjix = 1, 
^step — 0.05, X m { n = —5, ^ max = ^ -*scJ = ^min = “2, y m dx = 2 y y sc j = 1. 
La figura 14 muestra esta grafica asi como la recta tangente en el punto 
(-2, 0); la pendiente de la recta tangente es | . <4 


► EJEMPLO 6 

calcule (/ _1 )'(4). 


Para la funcidn / del ejemplo ilustrativo 12 


FIGURA 14 


Solucion La funci6n / y su derivada /' estan definidas por 


/( x) = x 5 + Jt 3 + 2x - 2 y f\x) = 5* 4 + 3jc 2 + 2 

Del teorema 5.1.8, si /(c) = 4, entonces (/ _1 )'(4) = -- - -- . Para calcular 
c se resuelve la ecuacidn 1 


c 5 + c 3 + 2c - 2 = 4 


o, equivalentemente, 

c 5 + c 3 + 2c - 6 = 0 



[-9,9] por [-6,6] 


A1 aproximar la raiz de esta ecuacion en la graficadora median te los pro- 
cedimientos raiz (root) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) se obtiene 
c = 1.16124. Por tanto, 


(/-’)'( 4 ) 


1 

/'(1.16124) 

1 

15.1374 


- 0.06606 


◄ 


fix ) = X 3 + X 

FIGURA 15 



fix) - X 3 + X 
recta tangente en (1, 2) 


► EJEMPLO 7 Sea 

f(x) = x 3 + X 

(a) Demuestre que / tiene una inversa f~ [ . (b) Determine la pendiente de 
la recta tangente a la grafica de /en el punto (1,2). (c) Calcule la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de/" 1 en el punto (2, 1). Apoye las respues- 
tas de los incisos (a)-(c) realizando lo siguiente: (d) trace las graficas de/y 
Z" 1 en el mismo rectdngulo de inspeccion; (e) trace las graficas de/y de su 
recta tangente en el punto (1, 2) en el mismo rectdngulo de inspecci6n; 
(f ) trace las grdficas de / -1 y de su recta tangente en el punto (2, 1 ) en el mis- 
mo rectangulo de inspeccion. 

Solucion La derivada de/es 

f'(x) = 3x 2 + 1 

(a) Como/'(;t) > 0 para todos los ndmeros reales, entonces ft s creciente 
en su dominio. Asi,/es una funci6n uno a uno, y en consecuencia tiene 
una inversa/" 1 . 

(b) La pendiente de la recta tangente a la grdfica de/en el punto (1, 2) es 

/'0)y 


/'(l) = 4 


FIGURA 16 
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[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

grafica de f~ l donde fix ) = x 3 + x 
recta tangente en (2, 1 ) 

FIGURA 17 


(c) La pendiente de la recta tangente a la gr&fica de/ -1 en el punto (2, 1) 
es (/ -, )'( 2), y por teorema 5.1.8 




1 

n i) 

i 

4 


(d) En la figura 15 se muestran las gr&ficas de / y /~ ] trazadas en el mismo 
rectangulo de inspeccion. Observe que las graficas son reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = x, como se esperaba. 

(e) La figura 1 6 presenta las graficas de / y de su recta tangente en (1,2) 
trazadas en el rect&ngulo de inspeccion de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. La 
pendiente de la recta tangente es 4. 

(f) Las gr&ficas de/ -1 y de su recta tangente en (2, 1) estan trazadas en el 

rectangulo de inspeccidn de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] y se muestran 
en la figura 17. La pendiente de la recta tangente es | . 4 


m EJERCICIOS 5.1 


En los ejercicios 1 a 6, utilice el criterio de la recta horizontal 
para determinar si la funcion es uno a uno, Dibuje la grafica de 
la funcion a mano o trace la grafica en la graficadora. 

1. (a) f(x) = 2x + 3 (b) fix) = {x 7 - 2 

(c) gix) = 4- x 3 

2. (a) gix) = 8 - 4x (b) fix) = 3 - x 7 

(c) hix) = ]jc 3 + 1 

3. (a) fix) = V7T1 (b) gix) = ~ 

x + 3 

(c) hix) = )jc - 2| 

4. (a) fix) = -fl - x 7 (b) gix) = 5 

(c) fix) = — i— 

2x - 4 

5. (a) h( x) — 2 sen < x < ^ K 

(b) f{x) - | tan jc , < x < \n 

(c) G(x) = sec jc, x € [0, | tt) U [tt, | n) 

6. (a) f{x) - 1 - cos x y 0 < x < n 

(b) F( x) = cot 0 < x <2 7i 

(c) g(x) - esc Xy x e (0, ~k] U in, |tt] 

En los ejercicios 7 a 18, determine si la funcion tiene inversa Si 
la inversa existe, haga lo siguiente: (i) determinela y establezca 
su dominio y contradominio; (ii) trace las graficas de la funcion 
y de su inversa en el mismo rectangulo de inspeccion. Si la fun- 
cion no tiene inversa, apoye graficamente este hecho verificando 
que una recta horizontal intersecta la grafica en mas de un punto. 

7. (a) fix) = 5x - 1 (b) gix) = \ - x 7 

8. (a) fix) = 3x + 6 (b) gix) = * 5 

9. (a) fix) = (4 - x) 3 (b) hix) = fix - 6 

10. (a) Fix) = 3(jc 2 +1) (b) gix) = a/i - x 7 

11. (a) Fix) = i/TTl (b) fix) = ix + 2) 4 

12; (a ) fix) = M + -* (b) gix) = 3 5/7 + 1 



13. (a) fix) = 2a/J (b) fix) = 

X + 1 

14. (a) fix) = (b ) gix) = — 

* P + 1 

15. (a) gix) - x 2 + 5, jc > 0 

(b) f(x) - ( 2x + l ) 3 , < x < ^ 

16. (a) fix) = i2x - l) 2 ,* <: ± 

(b) fix) = |* 3 ,-1 < * < 1 

17. Fix) = a/9 - x 7 , 0 < * < 3 

18. Gix) = 74* 2 - 9, a > | 

En los ejercicios 19 a 24, considere y = fix) y x = f~\y)> 
y verifique que 

dx = J_ 
dy dy 
dx 

19. (a) fix) = 4jc - 3 (b) fix) = vTTT 

20. (a) fix) = 7 - 2x (b) fix) = 8jc 3 

21. (a) fix) = \x 5 (b) fix) = 5/7^8 

22. (a) fix) = v4 - lx (b) fix) = 5/7 

23. fix) = — ~ 3 24. fix) = 

jc + 2 2jc + 6 

En los ejercicios 25 a 40, calcule if~f'id). 

25. (a) fix) = 4TZT\\d = 1 

(b) fix) = x 7 - 16 , a a 0;d = 9 

26. (a) fix) = a 5 + 2; d = 1 
(b)/(*) = 7T^7;<1 = 3 

27. (a) fix) = a 3 + 5; d = -3 
(b) fix) = 3jc 5 +_2jc 3 ;d = 5 

28. (a) /(a) = 4jc 3 + 2x\ d = 6 

(b) /(jc) = sen jc, a< ^jc,d - ] 
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29. (a) f(x) = jcos 2 *, 0 £<£ \n\d= j 

(b) /(*) = 2 cot*, 0 < x < n\d - 2 

30. (a) /(*) = tan 2x, - j it < x < \jt’,d=\ 

(b) f(x) = sec I*, 0 £ x < n,d = 2 

31. (a) /(*) = jcsc*, 0 < * £ \n\d = 1 
(b) /(*) = 2* 2 + 8* + 7,* £ -2 \d = 1 

32. (a) f(x) = x 2 - 6x + 1.x £ 3;d = 0 

(b) f(x) = 2x 2 + x + 20,d = 2 

33. /(*) = * 3 - - - 3, x > 0; d = 2 

X 

34. /(*) = * 3 - 1 - 3,* < 0;d = -2 

X 

35. /(*) = * 4 + x 2 - 4,x 2 0;d = 1 

36. f(x) = * 4 + x 2 - 4.x £ Old = -0.5 

37. /(x) = x + V sen x , 0 < x £ it ; d = 3 

38. /(x) = cos 2 x + 2x, 0 < x ^ = 2 

39. /(x) = f VT+3 dr, x > -3; d = 18 

J-3 

40. /(x) = f fdf, X < 0;rf = -6 

J X 

En los ejercicios 41 a 46, (a) demuestre que la funcidn f tiene 

inversa, (b) calcule f\x), y (c) verifique las ecuaciones del 

teorema 5.1.4 para />/“’. 

41. f(x) = 4x - 3 42. f{x) = 5x + 2 

43. /(x) = x 3 + 2 44. fix) = (x + 2) 3 

45. fix) = li±i 46. /(*) = 

47. Si x grados es la temperatura Celsius, entonces el numero 
de grados en la temperatura Fahrenheit puede expuesarse 
como una funcibn de x. Si / es esta funcibn, entonces /<x) 
es la temperatura Fahrenheit y f(x) = 32 + |x. Deter- 
mine la funcibn inversa f~ l que exprese el numero de gra- 
dos Celsius como una funcibn del numero de grados de la 
temperatura Fahrenheit. 

48. Si /(r) dblares es el monto en f anos de una inversion de 
$1 000 al 12% de interns simple, entonces 


donde mo es la medida constante de la masa de la partfcula en 
reposo respecto a un sistema de referenda y c es la medida 
constante de la rapidez de la luz. Determine la funcibn 
inversa de m que exprese la medida de la velocidad de la 
partfcula como una funcibn de la medida de su masa. 

50. Como se mencionb en el ejercicio 39 de la seccibn 2.8, la 
ley de Dulong establece que si P(T) atmbsferas es la pre- 
sibn absoluta de un vapor saturado a una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 

P{T) = fir)’ ' > 80 

(a) Determine la funcion inversa de P que exprese el nu- 
mero de grados Celsius de la temperatura como una fun- 
cion del numero de atmbsferas de la presibn absoluta, e 
indique el dominio de la funcibn inversa. (b) Trace las 
grdficas de P y la funcibn inversa obtenida en el inciso (a). 

51. Sea fix) = x 3 + 3x - 1. (a) Demuestre que /tiene una 
inversa /”*. (b) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la grdfica de / en el punto (1,3). (c) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente a la grrifica de / -1 en el punto (3, 1). 
Apoye las respuestas de los incisos (a)-(c) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las gr£ficas de / y /“’ en el mismo 
rect£ngulo de inspeccibn. (e) Trace las grdficas de / y de 
su recta tangente en el punto (1, 3) en el mismo rectingu- 
lo de inspeccibn. (F) Trace las graficas de/ -1 y de su recta 
tangente en el panto (3, l) en el mismo rectbngulo de 
inspeccibn. 

52. Sea /(x) = 6 - x - x 3 . (a) Demuestre que / tiene una 
inversa f~K (b) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la grifica de/en d punto (2, -4). (c£ Obtenga la pendiente 
de la recta tangente a la gr£fica de / -1 en el punto (-4, 2)> 
Apoye las respuestas de los incisos (aMc) haoiando lo 
siguiente: (d) trace las gr5ficas de / y /"' en el mismo 
rectbngulo de inspeccibn. (e) Trace las grdficas de / y de 
su recta tangente en el punto (2, -4) en el mismo rectin- 
gulo de inspeccibu. (I)' Trace las gE&ftaas de f~ l y de su 
recta tangente en el punto (-4, 2) en el mismo rect4ngulo 
de mspeccibir. 

En los ejercicios 53 y 54 { demuestre que la funcidn f es su 

propia inversa. 

53. JKtc) = Vie - x 2 , 0 <S x <S 4 


/(f) = 1000(1 + 0.1 2f) 

Determine la funcibn inversa/ -1 que exprese el numero 
de anos que deben invertirse $1 000 al 12% dft inters 
simple como una funcibn del monto de la inversibnt 

49. Como se mencionb en el ejercicio 5 1 de la seccibn 1 .7, de 
acuerdo con la teoria especial de la relatividadde Einstein, 
si m(v) es la medida de la masa de una partfcula que se 
desplaza con una velocidad de medida v, entonces 

m(v) = 



541 fix) = 

X - 1 

55, Determine el valor de k de modo que la funcibn uno a uno 
fi defmkhi pur 


/(*)> = 


x + 5 
x + k 


sea su propia inversa. 

En los ejercicios 56 y 57, demuestre que la funcidn f es su 
propia inversa para cualquier constante k. 


56. fix) = ^ 


57 . /(,) = !f±l 
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58. Muestre que la funcion definida por 


fix) = 


x + h 
kx - 1 


es su propia inversa para cualesquiera valores de las 
constantes h y k. 


En los ejercicios 59 y 60, (a) muestre que la funcion f no es 
uno a uno, y en consecuencia no tiene inversa ; (b) restrinja el 
dominio y obtenga dos funciones uno a uno f x y f 2 que tengan 
el mismo contradominio que f; ( c ) calcule ff x y f 2 ~ ] y esta- 
blezca sus dominios; (d) trace las grdficas de f x y f x ~ l en el 
mismo rectangulo de inspeccion; (e) trace las grdficas de f 2 
yf 2 ~ ] en el mismo rectdngulo de inspeccidn . 

59. f{x) = x 1 + 4 60. fix) = x 2 - 9 

61. Sea 


fix) = 


x 

X 2 

27 VI 


si x < 1 

si 1 < jc < 9 

si 9 < x 


Demuestre que / tiene una funcion inversa y calcule 

62. Sea/(.x) = J* vl6 - t 4 dt, -2 < x < 2. Demuestre que/ 
tiene una inversa f~ [ y calcule (/ -1 )'(0). 

63. Sea f(x) = \* V9 + t A dt. Demuestre que / tiene una in- 
versa / -1 y calcule (/“ 3 )'(0). 


f 2x dt 

64. Sea fix) = J ^ ~ 4 . Demuestre que / tiene una 

inversa y calcule (/ _! )'(0)- 

65. Sea 

f * 2 

f(x) = I cos 2 \Tt dt 
K 3 

Demuestre que /tiene una inversa / -i y calcule (/ -1 )'(0). 

66. Muestre que la fdrmula del teorema 5.1.7 puede escribirse 
como 


(f-')Xx) 


i 

fxr'w) 


67. Utilice la fdrmula del ejercicio 66 para mostrar que 




Ifif-'W )] 3 


68. Suponga que la funcion / esta definida por la ecuacidn 
y - f(x) y se ha determinado que /tiene una inversa f~ l . 
Sin embargo, no puede calcularse f~ [ ix). ^C6 mo dibujaria 
a mano la grdfica de/ -1 ? ^C6mo trazaria en la graficadora 
la gr^fica de/ -1 sin trazar la de /? 


5.2 FUNCION LOGARITMICA NATURAL 


La definicion de funcidn logaritmica presentada en algebra estuvo basada en 
los exponentes, despues se demostraron las propiedades de los logaritmos a 
partir de las propiedades correspondientes de los exponentes. A continua- 
cion se presentara un breve repaso de algunas de estas propiedades y de c6mo 
las aprendid en el curso de algebra. 

Una propiedad de los exponentes es 

a x • ay = a x +y (1) 

Si los exponentes x y y son numeros enteros positivos y si a es cual- 
quier niimero real, entonces (1) se deduce de la definicidn de exponente 
entero positivo e induccion matem£tica. Si se considera que los exponentes 
son cualesquiera numeros enteros, positivos, negativos o cero, y a * 0, 
entonces se cumple (1) si se define el exponente cero y el exponente ne- 
gativo como 

a 0 = 1 y a~ n = — n > 0 
a n 

Si los exponentes son numeros racionales y a > 0, entonces se cumple 
(1) cuando se define a m ^ n como 

a mln = 

No es simple definir a x cuando x es un numero irracional. Por ejem- 
plo, ^que significa 2^ 3 ? Sin embargo, en su curso de algebra se supuso que 
dicho numero existe debido a que la definicion de funcidn logaritmica pre- 
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sentada estuvo basada en la suposicion de que a x existia si a era cualquier 
niimero positivo y jc era cualquier niimero real. En esa definition se esta- 
blecid que la ecuacion 

a x = N 

donde a es cualquier numero positivo diferente de 1 y N es cualquier numero 
positivo, puede resolverse para jc, y x esta determinado de manera unica por 

x = log*# 

A partir de esta ecuacidn y de las propiedades de los exponentes, se 
demostraron las siguientes propiedades de los logaritmos para cualesquiera 


numeros positivos M y N\ 


log* 1 = 0 

(2) 

\og a MN — log a M + log*A^ 

(3) 

loga " = log a M - log a N 

(4) 

log a M n = n log fl M 

(5) 

log a a = 1 

(6) 


En este capftulo se le capacitard con el fin de llenar el vacfo dejado 
en dlgebra; esto es, se definira a x donde x es un numero irracional. En esta 
seccidn se inicia el proceso al definir la funcidn logaritmica empleando 
el Calculo y despues, demostrando las propiedades de los logaritmos me- 
diante esta definicidn. 

Recuerde la fdrmula 

x n dx = + C n * -1 

J n + 1 

Esta formula no se cumple cuando n - -1 . 

A fin 4. evaluar f,- 4 , p„ , - -1. dec,,, j I 4, « 

una funcidn cuya derivada sea i. El primer teorema fundamental del 

x 

Cdlculo (4.7.1) proporciona una funcion; la cual es 


y 




donde a puede ser cualquier numero real con la condicidn de que tenga el 
mismo signo de jc. A fin de interpretar dicha funcidn, sea R \ la regi6n li- 
mitada por la curva y = l/t, el eje r, a la izquierda por la recta t = 1 y a la 
derecha por la recta t = jc, donde jc > 1. Esta regidn R\ se muestra en la fi- 
gura 1. La medida del drea de la regidn R x es una funcion de jc; dendtela 
por A(jc) y definala como una integral definida mediante 



FIGURA 1 
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Ahora considere esta integral si 0 < x < 1. De la definicidn 4.5.5, 



y. 



La integral J* (I/O dt representa la medida del area de la region R 2 acota- 
da por la curva y = 1/t, el eje t , a la izquierda por la recta t = jc y a la dere- 
cha por la recta t = 1 . De modo que la integral Jj* (1/0 dt es el negativo de la 
medida del area de la region R 2 mostrada en la figura 2. 

Si jc = 1, la integral J* (1/0 dt se transforma en \ x (1/0 dt , la cual es 
igual a cero, debido a la definicidn 4.5.6. En este caso, las fronteras latera- 
ls derecha e izquierda son la misma y la medida del area es 0. 

Asf, la integral j* (1/0 dt para x > 0 puede interpretarse en terminos de 
la medida del area de una region. Su valor depende de jc y se emplea para de- 
finir la funcion logantmica natural , denotada por In. 


5.2.1 Definition de la funcion logantmica natural 


La fimcitin logantmica natural es la functfn definida por 




x > 0 


El dominio de esta funcion es el conjunto de los numeros reales posi- 
tives. Se lee In jc como “el logaritmo natural de jc”. 

La funcion logaritmo natural es diferenciable debido a que al aplicar el 
primer teorema fundamental del Cdlculo se obtiene 

DJ, In*) = 

1 

X 

De este resultado y de la regia de la cadena se tiene el siguiente teorema. 


5.2.2 Teorema 


Si u es una funcidn diferenciable de jc y m(x) > 0, emonces 

DJI n a) - - ’ D x u 
u 


^ EJEMPLO 1 Calcule/'(jc) si 
/(jc) = ln(3jc 2 - 6jc + 8) 
Solution Del teorema 5.2.2, 

1 


m = 


3JC 2 - 6x + 8 

6x - 6 
3x 2 - 6x + 8 


(fix - 6) 


< 
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Ahora se mostrara que la funcion logaritmica natural obedece las pro- 
piedades de los logaritmos estudiadas en algebra. 


5.2,3 Teorema 


In L = 0 


Demostracion Si jc = 1 en la definicion 5.2.1, entonces 
In 1 = f i dt 

J, ' 

El miembro derecho de la ecuacion anterior es cero debido a la definicidn 4.5.6. 
Por tanto. 

In 1 = 0 ■ 

El teorema 5.2.3 corresponde a la propiedad de los Logaritmos dada 
por (2). Los tres teoremas siguientes corresponden a las propiedades de los 
logaritmos dadas por (3), (4) y (5). La discusion de la propiedad (6) se pospo- 
ne porque hasta este momento no se tiene una base para los logaritmos na- 
turales. Antes de establecer cada uno de los tres teoremas, se dara un ejemplo 
ilustrativo del teorema correspondiente al calcular los logaritmos naturales 
de numeros especfficos empleando NINT en la graficadora. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO I De la definicion 5.2.1. 


In 2 = 

J> 

NINT(1//, 1,2) = 0.693147 

In 3 = 

r> 

NINT(1//, 1,3) = 1.098612 

In 6 = 

r> 

NINTH//, 1,6) = 1.791759 

A partir de estos calculos, 


In 2 + 

In 3 = 0.693147 + 1.098612 


= 1.791759 

= In 6 ◄ 


5.2.4 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos numeros positivos, entonces 
In(afc) = In a ln^> 

Demostracion Considere la funcidn / definida por 


fix) = ln(ax) 
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donde x > 0. Entonces 

m = >> 

JC 

Por tanto, las derivadas de ln(ax) y In x son iguales. De modo que por el teo- 
rema 4.1.2, existe una constante K tal que 

ln(ax) = In* + K paratoda x > 0 (7) 

A fin de determinar K , considere x = 1 en esta ecuacion, de donde resulta 

In a = In 1 + K 

Como In 1 =0, se obtiene K = In a. A1 sustituir K por In a en (7), se tiene 
ln(ajc) = In* + In a paratoda * > 0 

Ahora considere x - b, entonces se obtiene 

In (ab) = In a + In b m 


. EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo ilustrativo 1, 

In 6 - In 3 = 1.791759 - 1.098612 
= 0.693147 

= In 2 ◄ 


5*2.5 Teorema 


Si a y b son cualesqutera dos numeros positivos T entonces 

In ^ = In a - In b 
b 

Demostracion Como a - ( ajb ) • b, entonces 

t •*) 

A1 aplicar el teorema 5.2.4 al miembro derecho de esta ecuacidn se obtiene 

In a = In £ + In b 
b 

In - = in a - \n b m 

b 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De la definicion 5.2.1 se tiene 

r 49 

In 49 = I -dt NINT(1/M,49) = 3.891820 


In a 


/ 

In 

V 
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In 7 = J - { dt NINT(l/r, 1,7) = 1.945910 

De estos cdlculos se obtiene 
2 In 7 = 2(1.945910) 

= 3.891820 

= In 49 ◄ 


5.2.6 Teorema 


Si a es cualquier numero positive* y r es cualquier niimero rational, 
ententes 

In a r = rlna 

Demostracion Del teorema 5.2.2, si r es cualquier numero racional y 
x > 0, entonces 

D/ln x r ) = — • rx r ~' 
x r 

_ a 

X 

y 

D x (r In x) = ~ 

Por tan to, 

D ;r (lnjc r ) = Dj(Hnjc) 

De esta ecuacion, las derivadas de In x r y r In jc son iguales; de modo que, 
por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 

In x r = r In jc + K para toda x > 0 (8) 

Para determinar K y se sustituye 1 por jc en (8) y se obtiene 

In ] r = r In 1 + K 

Pero In 1 =0; en consecuencia K = 0. A1 reemplazar K por 0 en (8) se 
obtiene 

In jc r = r In jc para toda jc > 0 

de lo cual se deduce que si jc = a, donde a es cualquier numero positivo, 
entonces 

In a r = r In a m 

Para dibujar la grdfica de la funcidn logaritmica natural deben conside- 
rate las propiedades de esta funcidn. Pero antes, se trazard en la graficadora 
la grafica de 


NINT( l/r, 1, jc) 
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Como el dominio de In es el conjunto de los numeros reales positivos, se 
elige un rectdngulo de inspeccidn que contenga unicamente valores posi- 
tivos de x. La figura 3 muestra la gr£fica de In trazada en el rect£ngulo de 
inspeccidn de [0.0001, 10] por [-10, 10]. De esta figura, parece que la 
funcion logaritmiea natural es continua y creciente, y tambi^n concava ha- 
cia abajo. Estos hechos se confirmaran analiticamente. 

Con f(x ) = In a:, se tiene 


[0.0001, 10] por [-10, 10] 
NINT(l/f, \,x) 

FIGURA 3 



i dt 


t 


y f'W 


i 

X 


para x > 0 


Como / es diferenciable para toda x > 0, / es continua para toda x > 0. 
Adem&s, f\x) > 0 para toda Jt > 0, y por tanto, / es una funcion creciente. 
La segunda derivada de In x es 

nx) = 


Debido a que /"(*) < 0 cuando x > 0, la grafica de / es concava hacia 
abajo en cada punto. 

Ahora se determinar£ mediante geometria una desigualdad que implica 
a In 2. La integral definida en la ecuacidn 


y 


In 2 





puede interpretarse como la medida del area de la region que se muestra en la 
figura 4. De esta figura, se observa que In 2 esta entre las medidas de las areas 
de los rectangulos que tienen base de longitud 1 unidad y alturas de longitud ~ 
unidades y 1 unidad; esto es, 

0.5 < In 2 < 1 

Esta desigualdad puede obtenerse analiticamente a partir del teorema 
4.6.1 al proceder como sigue. Sean /(/) = 1 jt y g(t) = entonces 
f(t) > g(t) para toda t en [1, 2]. Como/y g son continuas en [1, 2], enton- 
ces son integrables en [ 1, 2], y por el teorema 4.6.1, 


r 





In 2 > i 


(9) 


De manera semejante, si /(/) = 1// y h(t) - 1, entonces h(t) > /(/) 
para toda t en [1,2]. Debido a que fyh son continuas en [1, 2], entonces 
son integrables en [1, 2]; y otra vez, empleando el teorema 4.6.1 se obtiene 


f 


1 dt > 


r 



t 


1 ^ In 2 
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A1 combinar esta desigualdad con (9) se tiene 

0.5 < In 2 < 1 (10) 

El numero 0.5 es una cota (o lfmite) inferior de In 2 y 1 es una cota 
superior de In 2. De igual manera se puede obtener una cota inferior y 
otra superior para el logaritmo natural de cualquier numero real positivo. 
Posteriormente aprenderd, aplicando series infinitas, como calcular el loga- 
ritmo de cualquier numero real positivo con cualquier numero de cifras 
decimales deseado. 

El valor de In 2 con cinco cifras decimales est£ dado por 
In 2 - 0.69315 

Por supuesto, cualquier calculadora que incluya la tecla |jn] puede 
emplearse para obtener los valores de la funcion logaritmica natural. Sin em- 
bargo, se puede aproximar el valor del logaritmo natural de cualquier potencia 
de 2 empleando el valor de In 2 y aplicando el teorema 5.2.6. En particular. 

In 4 = ln2 2 In 8 » In 2 3 Ini = In 2" 1 Ini = ln2" 2 
= 2 In 2 =3 In 2 = -1 - In 2 = -2 In 2 

- 1.3863 - 2.0795 - -0.69315 - -1.3863 

Ahora se determinara el comportamiento de la funcion logaritmica na- 
tural para valores grandes de x considerando el limite lim In x. 

X o= 

Como la funcion logaritmica natural es creciente, si se considera p 
como cualquier numero racional positivo, se tiene 

si x > 2 P entonces In x > In 2 P (11) 

Del teorema 5.2.6 se tiene 

In 2 p = p In 2 

Si se sustituye de esta ecuacidn en ( 1 1) se tiene 
si x > 2 P entonces In x > p In 2 
Como In 2 > ~ , de lo anterior se obtiene 
si x > 2 P entonces Injc > i p 
A1 considerar p = 2 n, donde n > 0, se tiene 
si x > 2 2n entonces In x > n 

De este enunciado se sigue, si se toma N = 2 2n , que para cualquier n > 0 
si jc > N entonces In x > n 
Por lo que se puede concluir que 

lim lnx = +oo (12) 

X — ■> + oo 

A fin de determinar el comportamiento de la funcidn logaritmica natural 
para valores positivos de x cercanos a cero, se investigara el limite lim In jc. 
Como In jc = In (jc -1 ) -1 , entonces 

In jc = -In - 

X 
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La expresion “x — > 0 + ” equivale a “ --> + 00 ”; por lo que la ecuacion 
anterior se escribe como 1 

lim In x = - 1 m In — (13) 

*-> 0 + l/jt— M -00 x 

De (12) se tiene 


lim In- = +00 

1 / x — > + °° x 

Por tanto, de este resultado y de (13) se obtiene 


11m lnx = -00 (14) 

jc— »0 + 

De (14), (12) y el teorema del valor intermedio (1.9.8), el contrado- 
minio de la funcion logaritmica natural es el conjunto de todos los numeros 
reales. De (14) se concluye que la grafica de la funcion logaritmica natural 
es asintotica a la parte negativa del eje y a traves del cuarto cuadrante. 

En resumen, la funcion logaritmica natural satisface las siguientes pro- 
piedades: 


y 



(i) Su dominio es el conjunto de los numeros reales positivos. 

(ii) Su contradominio es el conjunto de los numeros reales. 

(iii) La funcion es creciente en su dominio. 

(iv) La funcidn es continua en todos los numeros de su dominio. 

(v) Su grafica es concava hacia abajo en todos sus puntos. 

(vi) La grafica de la funcion es asintotica a la parte negativa del eje y a 
traves del cuarto cuadrante. 


A partir de estas propiedades y trazando algunos puntos con un seg- 
mento de la recta tangente en los puntos, se puede dibujar la grdfica de la 
funcion logaritmica natural, como se muestra en la figura 5, donde se han 
considerado los puntos de abscisas x - , 1, 2 y 4. La pendiente de la recta 


tangente se determind mediante la formula D^(ln x) = — . 

Ahora se presentaran algunos ejemplos mas del calculo de derivadas de 
funciones que contienen logaritmos naturales. 


► ejemplo 2 Calcule — si 

dx 

y = ln{(4jc 2 + 3)(2x - 1)] 

A1 aplicar el teorema 5.2.2, se tiene 

,, 2 x , TT ’ l^(2x - 1) + 2(4x 2 + 3)] 

(4x z + 3)(2x - 1) 

24x 2 - 8 jc + 6 

(4x 2 + 3)(2x - 1) 4 

► EJEMPLO 3 Determine si 

dx 



Solution 

dy = 

dx 
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Solucion Del teorema 5.2.2, 
dy _ 1 (jc + 1) - jc 

dx ~ _JL_ _ (x + l ) 2 

x + 1 

_ X + 1 1 

JE (JC + l ) 2 


X(X + 1) ^ 

Observe que cuando se aplica el teorema 5.2.2, u(x ) debe ser positiva; 
esto es, un numero del dominio de la derivada debe estar en el dominio de la 
funcion dada, In w. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1, el dominio 

de la funcion dada es el conjunto de los numeros reales, porque 3 jc 2 - 6x + 
8 > 0 para toda jc. Esto puede verse a partir del hecho de que la parabola 
cuya ecuacion esy = 3jc 2 -6jc+8 tiene su vertice en el punto (1, 5) y abre 
hacia arriba. En consecuencia, (6jc - 6)/(3jc 2 - 6x + 8) es la derivada para 
todos los valores de jc. 

En el ejemplo 2, como (4jc 2 + 3)(2jc - 1) > 0 s61o cuando jc > el 
dominio de la funcion dada es el intervalo (|, +oo). Por tanto, se entiende 
que la fraccion (15) es la derivada unicamente si jc > ^ . 

Como jc/(jc + 1) > 0 cuando jc<-1ojc>0, el dominio de la fun- 
cion del ejemplo 3 es (-oo, -1) U (0, +oo); por lo que 1/[jc(jc + 1)] es la 
derivada si jc < -1 o jc > 0. A 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, si se aplica 

el teorema 5.2.4 antes de calcular la derivada, se tiene 

y = ln(4x 2 + 3) + \n(2x - 1 ) ( 16 ) 

El dominio de la funcion defmida por esta ecuacion es el intervalo (|, +oo), 
el cual es el mismo que el de la funcion dada. De (16), 

dy _ &x 2 

dx 4x 2 + 3 2je - 1 

y sumando las fracciones se obtiene 

dy 8j(2jc + 1) + 2(4j 2 + 3) 
dx - (4jc 2 + 2,)(2x - 1) 

lo cual equivale al primer renglon de la solucion del ejemplo 2. 4 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si se aplica el teorema 5.2.5 

antes de calcular la derivada en el ejemplo 3, se tiene 

y = lnjc - ln(jc + 1 ) ( 17 ) 

Debido a que In jc esta defmida solo cuando jc > 0, y ln(jc + 1) esta de- 
finida unicamente cuando jc > - 1 , el dominio de la funcidn defmida por 
(17) es el intervalo (0, +oo). Pero el dominio de la funcion dada en el ejem- 
plo 3 consiste de los dos intervalos (-oo, -1) y (0, +oo). Al calcular la deri- 
vada de (17) se tiene 
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dy _ i \_ 

dx x x + 1 

1 

x(x + 1) 

pero recuerde que aqui x debe ser mayor que cero, mientras que en la solucidn 
del ejemplo 3 los valores de x menores que -1 tambien estdn incluidos. 4 

El ejemplo ilustrativo 6 muestra el cuidado que debe tenerse cuando se 
aplican los teoremas 5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6 a funciones que implican logarit- 
mos naturales. 


^ EJEMPLO 4 Calcule f\x) si 
fix) = \n(2x - l) 3 

Solution Del teorema 5.2.6, 
fix) = 3 ln(2* - l) 

Observe que tanto ln(2jt - l) 3 como 3 ln(2jc - 1) tienen el mismo do- 
minio: x > 0.5. A1 aplicar el teorema 5.2.2 se tiene 


fix) 


3 ■ 


2x - 1 


2x - 1 


◄ 


EJERCICIOS 5.2 


En los ejercicios l a 4, demuestre las propiedades dadas de la 
funcidn logaritmica natural aplicando la definicidn 5.2. 1 y 
NINT la graficadora para calcular los logaritmos naturales 
indie ados. 

1. In 68 = In 4 + In 17 2. In 1000 = 3 In 10 

3. In 13 = In 1 17 - In 9 4. In 81 = 2 In 9 


En los ejercicios 5 a 30, derive la funcidn y simplifique el 
resultado. 


5. 

fix) = 

= In (4 + 5 jc) 

6. 

Six) 

= ln(l + 4 jc 2 ) 

7. 

h{x) -- 

= In v4 + 5x 

8. 

fix) 

= ln(8 - 2x) 

9. 

fit) = 

■■ ln(3f + l) 2 

10. 

hi x) 

= ln(8 - 2x) 5 

11. 

git) = 

= ln 2 (3/ + 1) 

12. 

Gix) 

= In Vl + 4x 2 

13. 

fix) = 

= In ^/4 — x 2 

14. 

giy) 

= ln(lny) 

15. 

Fiy) 

- ln(sen 5y) 

16. 

fix) 

= x In x 

17. 

fix) = 

= cos(lnjr) 

18. 

gix) 

= In cos Vjc 

19. 

G(x) 

= ln(sec 2x + tan 2x) 

20. 

hiy) 

= csc(lny) 

21. 

fix) = 

- In V tan x 

22. 

fit) = 

-inf-' 
+ 1 


23. f(w) = In / —■ * 1 24. f(x) = ln|(5jt - 3) A (2x 2 + 7) 3 ] 

V 2w - 5 

25. h(x) = — 26. g(jc) = ln(cos 2x + sen 2x 

\nx 

27. g(jc) = In \l x + 1 28. /( x) = *f\nx 3 

V x l + 1 

29. F(x) = fx+ 1 - ln(l + ytx + 1) 

30. G(x) = j ln(x + V 1 + x 2 ) - 4\ Vx 2 

dv 

En los ejercicios 31 a 36, calcule -j- mediante diferenciacion 
implicita. 

31. lnjt>> + x + y = 2 32. In ^ +xy = 1 

33. x - ln(jc + y + 1) 34. ln(;c + y) - ln(jt - y) - 4 

35. x + \nx 2 y + 3 y 2 ~ 2x 2 - 1 

36. x In y + y In x = xy 

37. Dibuje la gr£fica_ de y ~ In * trazando los puntos de 
abscisas i , i, 1, 3 y 9, y utilice In 3 = 1.1. En cada uno 
de los cinco puntos calcule la pendiente de la recta tan- 
gente y dibuje un segmento de dicha recta. 
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En los ejercicios 38 a 45, dibuje la grafica de la ecuacidn. 
38. x = In y 39. y - ln(-x) 

40. y = ln(jc + 1 ) 41. x = In | x | 


42. y = In— i— 43. y = x - \nx 

x - 1 

44. y = x + 2 In x 45. y = In sen x 

46. Realice el ejercicio 56 de la seccion 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacidn dada 
antes de calcular la diferencial. 


47. Realice el ejercicio 55 de la seccion 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacion de la 
ley de Boyle antes de calcular la diferencial. 

48. La longitud de dos cilindros coaxiales, mostrados en la fi- 
gura adjunta, es L centimetres y los radios de los cilindros 
interior y exterior son ay b centimetres, respectivamente. 
La capacitancia entre los cilindros es C faradios donde 


r _ X 0 L 

'uJ 

a 

donde £ 0 es una constante eldctrica. ^Cual es el valor 
de lim C? 

a—>b~ 


49. Obtenga una ecuacidn de la recta tangente a la curva 
y = In x en el punto cuya abscisa es 2, 

50. Determine una ecuacidn de la recta normal a la curva 
y = In x que es paralela a la recta x + 2y - 1 = 0. 

51. Obtenga una ecuacidn de la recta normal a la grafica 
de y = x In x que es perpendicular a la recta que tiene 
la ecuacidn x - y + 1 = 0. 

52. Una partlcula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuacidn de movimiento s = (f + l) 2 ln(f + 1), donde s 
pies es la distancia dirigida de la particula desde el punto 
inicial a los t segundos. Calcule la velocidad y la acelera- 
cion cuando t = 3. 

53. En un cable para television, la medida de la rapidez de 
la senal es proporcional ax 2 ln(l/x), donde x es la razon 
de la medida del radio del nucleo del cable a la medida del 
espesor del embobinado del cable. Determine el valor de 
In x para el cual la rapidez de la senal sea maxima. 

54. Un fabricante de generadores electricos comenzo sus 
operaciones el 1 de enero de 1986. Durante el primer ano 
no hubo ventas porque la compania se concentrd en el 
desarrollo e investigacidn del producto. Despues del pri- 
mer ano las ventas se incrementaron constantemente de 
acuerdo con la ecuacidn y = x In x, donde x es el numero 
de anos durante los cuales la compania ha estado ope- 
rando y y es el numero de millones de dolares por el vo- 
lumen de ventas. (a) Dibuje la grafica de la ecuacion. 
Determine la tasa a la que las ventas se incrementaron 
(b) el 1 de enero de 1991, y (c) el 1 de enero de 1996. 



55. Cierta compania ha determinado que cuando su gasto de # ' 
publicidad semanal es x d61ares, entonces si 5 dolares es 
su ingreso semanal total por ventas, 5 = 4 000 In x. 

(a) Determine la tasa de variation del ingreso por ventas 
respecto al gasto de publicidad cuando se ha previsto un 
gasto de publicidad semanal de $800. (b) Si el gasto de 
publicidad semanal programado se incrementa a $950, 
^cudl es el incremento aproximado del ingreso semanal 
total por ventas? 

56. (a) Trace en el mismo rectingulo de inspection las gti- 
ficas de 

f(x) =1-1 g(x) = In* h(x) = X - i 

X 

y observe que/(x) < g(x ) < fc(x). 

(b) Confirme la observaci6n del inciso (a) analiticamente 
estableciendo la desigualdad 

1 - — < lnx < x - 1 paratoda x > 0 y x * 1 
x 

mostrando que 

x - 1 - In* > 0 y 1 — In jc — — < 0 

x 

para toda x > 0 y x * 1 . Sugerencia: sea 

F(x) = x - 1 - In x y G(x) = 1 — In jc — - 

x 

y determine el signo de F'(*) y G\x) en los interva- 
ls (0, 1) y (1, + oo). 

57. Utilice el resultado del ejercicio 56 para demostrar que 


lim 

x-*0 


ln(1 + x) 
x 


1 


58. Establezca el limite del ejercicio 57 aplicando la definicidn 
de la derivada para calcular F'(0) si F(x) = ln(l + x). 

59. Demuestre que 


lim x In x = 0 

jt-»0 + 

Sugerencia : primero demuestre que x > In jc si x > 0, y 
utilice este resultado para probar que -2 Vx < x In x < 0 
si 0 < x < 1; despues utilice el teorema de estriccion. 

60. A.P. Hunter, Jr. y A. H. Rubenstein en su articulo “Market 
Penetration by New Innovations: the Technological 
Literature” muestran que si /(f) mide el mercado compar- 
tido de una tecnologia sustituta en f unidades de tiempo, 
entonces 


In 


m 

i - m 


+ 


c 

i - m 


c \ + c 2 l 


donde o, c { y c 2 son constantes. Muestre que /'(0* 
la tasa de sustitucion, esta dada por 

r(t) = cjfm i - mi 
a fit) + [!-/«)] 


61. Explique como puede ser afectado el dominio de la deri- 
vada de una funcion que implica un logaritmo natural si 
se aplican las propiedades de los logaritmos a la funcion 
antes de calcular la derivada. 


430 CAP'lTUtO 5 FUNCIONES LOGARITMICAS, EXPONENCIAUS, TRIGONOMETRICAS INVERSAS. 


5.3 DIFERENCIACION LOGARITMICA E INTEGRALES QUE 
PRODUCEN FUNCIONES LOGARITMICAS NATURALES 


Para el estudio de los dos temas de esta secci6n, se necesita la f6rmula de 
D x (ln \x | ). A fin de deducir esta f6rmula a partir del teorema 5.2.2, se susti- 

tuye 4x* por \x\ y se aplica la regia de la cadena. Asf, 

D*(ln | x | ) = /^(ln Jx 2 ) 

= - 4 = • Dj£ ) 

1 * 

’ 4 ^ 

_ x_ 

” X 2 

1 

X 

De esta formula y de la regia de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 


y 



FIGURA 1 


5.3.1 Teorema 


Si u es una funcidn dife readable de r, entonccs 
D,(ln|«|) = 

En el ejercicio 41 de la seccidn 5.2 se le pidi6 que dibujara la grdfica 
de y = In | x | . Esta grafica se muestra en la figura 1 . La pendiente de la 

recta tangente en cada punto (x, y) de la grdfica es -. 

^ EJEMPLO I Calcule/'(x) si 
f(x) = In |x 4 + x 3 | 

Solucion Del teorema 5.3.1, 


/'<*) = ~7 ~ — t (4j 3 + 3x 2 ) 

X 4 + X J 

x 2 (4x + 3) 
x 4 + x 3 
4x + 3 

X 2 + X 


El ejemplo siguiente ilustra c6mo las propiedades de la funcidn logarit- 
mica natural, dadas en los teoremas 5. 2.4 -5. 2.6, pueden simplificar el trabajo 
relacionado con la diferenciacidn de expresiones complejas que contienen 
productos, cocientes y potencias. 


► EJEMPLO 2 Calcule ~~ si 

dx 

(x + 2)VxT3 
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Solucion De la ecuacidn dada. 


-1 = 


Ijx + 1 

(x + 2)vm 


= jj/F+l] 

I x + 2 | | 4x + 3 | 

Si se toma el logaritmo natural en los dos miembros de la ecuacion anterior y 
se aplican las propiedades de logaritmos, se obtiene 


In | y | = jin [ x + 1 1 - In | x + 2 | - i In | x + 3 | 


A1 diferenciar implicitamente ambos miembros de esta ecuacion con respecto 
a x y al aplicar el teorema 5.3.1 se tiene 


1 . dy 1 _ 1 1 

y ' dx 3(x + 1) x + 2 2(x + 3) 

Si se multiplican los dos miembros de la ecuacion anterior por y se obtiene 


dy = 2{x + 2)(x + 3) - 6(x + \)(x + 3) - 3(x + l)(x + 2) 

dx y ' 6(x + l)(x + 2)(x + 3) 

Al sustituir y por su valor dado resulta 


dy = (x + l) l/3 2;t 2 + 10* + 12 - 6x 2 - 24x - 18 - 3x 2 - 9x - 6 

dx (jc + 2)(x + 3) 1/2 6 0 + !)(•< + 2)(jc + 3) 


-7* 2 - 23x - 12 ^ 

6(x + l) 2/3 (x + 2) 2 (x + 3) 3 / 2 

El proceso ilustrado en el ejemplo 2 se denomina diferenciacion loga- 
ritmica, desarrollada en 1697 por el matematico suizo Johann Bernoulli 
(1667-1748). 

Del teorema 5.3.1 se obtiene el teorema siguiente para integracidn 
indefinida. 


5.3.2 Teorema 


J" ^du = In | u | + C 

De los teoremas 5.3.2 y 4.1.8, para cualquier numero racional n se tiene 

si n -1 
si n — — 1 


1 


u n du = 


u n + ] ^ 

+ C . 

rt + 1 

In |u] + C 


► EJEMPLO 3 


r 


+ 1 


dx 


Evalue 
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Solucion 

r 2 


dx = i^-dx 


x 3 + 1 3 x 3 + l" 

= iln|x 3 + 1 1 + C 


► EJEMPLO 4 


Calcule el valor exacto de 


r 


X 2 + 2 
x + 1 


dx 


y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solucion Como (jc 2 + 2)/(jc + 1) es una fraccidn impropia, se divide 
el numerador entre el denominador, obteniSndose 


jc 2 + 2 
jc + 1 

Por tanto, 

•2 


= jc - 1 + 


jc + 1 


/„ ^ ■ i - 1 * a )* 

= ^JC 2 - jc + 31d|jc + 1 | j 


= 2-2 + 3 In 3-3 In 1 
= 3 In 3 - 3 ■ 0 
= 3 In 3 

Debido a que 3 In 3 = In 3 3 , la respuesta puede escribirse como In 27. 
En la graficadora se obtiene 

NINT((jc 2 + 2)/(jc + 1X0,2) = 3.295836866 

lo cual es acorde con el valor de In 27. 


► EJEMPLO 5 Evalue 

/v* 


Solucion Sean 


u = Injc y du — -dx 
x 


Por tanto. 


/¥*-/■ 


du 


= + C 

2 

= \ (In jc) 2 + C 
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Se pospusieron las formulas para las integrates indefinidas de las funcio- 
nes tangente, cotangente, secante y cosecante hasta debido a que estan rela- 
cionadas con la funcidn lagaritmica natural. 

Una formula para la integral indefinida de la funcidn tangente se deduce 
como sigue: Puesto que 

(tan udu = f 
J J COS u 

sean 

v = cos u dv = -sen u du 
y al sustituirlas en la integral anterior se obtiene 

j tan u du = - 

= -In | v | + C 
= -In | cos u | + C 
= In | (cos w)” 1 | + C 
= In | sec u | + C 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


5.3,3 Teorema 


ton udu =■ In | seen | + C 




D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

J tan 3 xdx = ^ j tan 3x(3 dx) 

= | In | sec 3 jc | h- C 4 

El teorema que proporciona la integral indefinida de la funcion cotan- 
gente se demuestra en forma semejante a la demos tracion del teorema 5.3.3. 
Consulte el ejercicio 45. 


5.3*4 Teorema 


Jcot u du = In | sen u \ + C 


A fin de obtener la formula de j sec u du se multiplica el numerador y el 
denominador del integrando por sec u + tan u, obtentendose 


j sec u du = j 

-i 


sec «(sec u + tan u) 


du 


sec u + tan u 
(sec 2 u + sec u tan u) 


du 


sec u + tan u 
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Considere 

v — sec u 4 - tan u dv — (sec u tan u + sec 2 u) du 
Por tanto, se tiene 

sec u du — 

= In | v | + C 
= In | sec u + tan u | + C 

Asi, se ha demostrado el teorema siguiente. 




5*3.5 Teorema 



En la seccion 7.5 se obtendra una formula para la integral indefinida de 
la funci6n secante mediante un metodo que no depende del “truco” de multi- 
plicar el numerador y el denominador por sec u + tan u empleado en la de- 
mostracion del teorema 5.3.5. 

Una f6rmula para J esc u du puede deducirse al multiplicar el numerador 
y el denominador del integrando por esc u - cot u y proceder como se hizo en 
la demostracion del teorema 5.3.5. Otro procedimiento consiste en considerar 



y utilizar el teorema 5.3.5 e identidades trigonometricas. Se le pedira que 
demuestre esto en el ejercicio 45. La formula que se obtiene esta dada en el 
teorema siguiente. 



' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


= esc 2x dx 


= — J esc 2x(2 dx) 

= ilnlcsc2jc - cot2jc| + C 


► EJEMPLO 6 


Calcule el valor exacto de 


(esc 4x - cot 4 jc) dx 


y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 
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Solucion 

•k/6 


rnib 

-'tc/S 


(esc 4x - cot 4x ) dx 


/•Jt/o 

= 2 I (esc 4x - cot4x)(4dx) 

- i j^ln | esc 4x - cot 4x | - In | sen 4x | J 


nit 

n/% 


= ~ [(In | esc | k - cot 1 7t | - In | sen j n | ) - 

(In | esc \n - cot ^ n \ - In | sen \ k | )] 


In -L 

- f— L ) 

V3 

l V3; 

In 4= 


. V3 

2 ; 


-iK 3 -!"#] 


In ^ 

2 . 


(por el teorema 5.2.5) 


= i In 2 

4 


En la graficadora se obtiene 

NINT(csc 4x - cot4;c, 7r/8, ;r/6) = 0.1732867951 


lo cual es acorde con el valor de \ In 2. 

4 


EJERCICIOS 5.3 


En los ejercicios 1 a 8, utilice el teorema 5.3. 1 para 

calcular — . 
dx 

2. y = In |* 2 - 1 | 

4. y ss In | sec 2x \ 


1. 

V = In 

I* 3 + 1 

1 

3. 

V = In 

| cos 3 jc | 

5. 

y = In 

| tan 4x 

+ sec 4x 

6. 

y = In 

| cot 3 jc 

- esc 3 jc 

7, 

y = In 

3jc 



x 2 + 4 



n y = x 2 (x~\) 2 (x + 2) 


12. y 


x 5 (x + 2) 


13. y = 


jc 3 + 2x 

5 47~7\ 


vr 


14. y 

(x + 1) 2/3 

£« los ejercicios 15 a 32, evalue la integral indefinida. 


‘Jr* 


2x 


- dx 


8. y = sen(ln | 2jc h- 1 | ) 17. j 


3x 2 


5* 3 - 1 


dx 


dy 

En los ejercicios 9 a 14, obtenga ~ mediante diferenciacion 
logaritmica. 

9. y = xHx 1 - 1) 3 (* + l) 4 
10. y = (5x - 4)(a: 2 + 3)(3* 3 - 5) 


(* - 4 f 


, f_L_ 

J y In y 

•/ 

■I 


dy 


(cot 5x + esc 5 jc) dx 22. 
2-3 sen 2x 


cos 2x 


dx 


1 
J 

“•} 




18. 


20. 


2- x 2 

2x - 1 
x(x - 1) 

sen 3r 
cos 3 1 - 1 

cos 3* + 3 




dt 


dx 


sen 3* 

(tan 2x - sec 2*) dx 
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25. 

f 2 2 * j * 

26. [ \-fdy 

47. 


J jc 2 - 4 

J 3 + 2y 


27. 

f ln2 3 * dx 

28. f (2 + , " 2 x) dx 

48. 


J * 

J x(l - ln jc) 



r 


49. 

29. 

1 21n * + 1 dx 




J ^[(ln x) 2 + In x] 



30. 

f 3x s - 2x 3 + 5x 2 - 

2 ^ 



J x 3 + 1 



31. 

| tan (ln jc) ^ 

32. f C0 V V7 dt 

50. 


J X 

J V7 



En los ejercicios 33 a 44 , determine el valor exacto de la in- 
tegral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 


33. 


35. 


r 


“5 dx 

34. j 

1 7 * +1 ° 

. * dx 

36. J 

f 5 4z 3 - 1 

4 -x 2 ^ 

\ 2z-l 

2 ' + 3 ^ 

38. 

r 5 ** 4 


39. 


rn{2 rA 

r- ^ —dt 40. 

J 0 1 + 2 sen t J, 


jc 2 - 5 


1 


dx 


dz 


dx 


-jx( 1 + yfx) 


dx 


a - 1 
41 1 
41 1 


/r/6 

(tan 2x + sec 2x) dx 

tt/6 

(cot 3jc + esc 3 jc) dx 


kI 12 
4 


dx 


x In 2 x 


J " 4 

Inx 

2 X 


dx 


51. 


52. 


53. 


54. 


45. (a) Demuestre el teorema 5.3.4. (b) Demuestre el teorema 
5.3.6 multiplicando el numerador y el denominador del 
integrando por esc u - cot u. (c) Demuestre el teorema 
5.3.6 considerando 

J esc udu = J sec(w - ~ n) du 

y empleando el teorema 5.3.5 e identidades trigonom6- 
tricas. 

46. Demuestre que J esc u du - -In | esc u + cot u | + C 
en dos formas: (a) utilice el teorema 5.3.6; (b) multipli- 
que el numerador y el denominador del integrando por 
esc u + cot u. 


55. 


Si /(jc) as l/jt, determine el valor promedio de /en el in- 
tervale [1, 5]. 

Si f(x) = (x + 2)/(jc - 3), calcule el valor promedio de / 
en el intervalo [4, 6]. 

Utilice la ley de Boyle para la expansidn de un gas (con- 
suite el ejercicio 8 de la section 2.6) para determinar la 
presidn promedio con respecto al volumen cuando este se 
incrementa de 4 pie 3 a 8 pie 3 y la presidn es 2 000 lb/ pie 2 
cuando el volumen es de 4 pie 3 . 

Calcule el area de la regidn acotada por la curva 
y = xji lx 1 + 4), el eje x , el eje y y la recta jc = 4. 

Determine el area de la region limitada por la curva 
y ~ 2 j(x ~ 3), el eje jc y las rectas jc = 4 y jc - 5. 

Obtenga el volumen del solido de revolution generado 
cuando la region acotada por la curva y - 1 - 3/jc, el eje 
jc y la recta x = 1 se gira alrededor del eje jc. 

Calcule el volumen del sdlido de revolucidn generado 
cuando la regidn limitada por el eje jc, la curva 
y — 1 + 2/Vjc y las rectas jc = 1 y jc = 4 se gira al- 
rededor del eje jc. 

Una lmea de transmision eletrica, que consiste de dos ca- 
bles conductores paralelos de radio a unidades, conducen 
corrientes el^ctricas en sentidos opuestos. Si L es la medi- 
da del flujo de encadenamiento por unidad de longitud de 
la lmea de transmision y d unidades es la distancia entre 
los dos cables, donde d > la, entonces 



donde p$ es la constante de permeabilidad de los alam- 
bres e / es la coniente eldctrica constante. Demuestre que 



Demuestre que lim = 0 por medio de dos m^todos: 

JC 

(a) sea jc = j y utilice el resultado del ejercicio 59 de la 


{';■ 


f'x 

J, V7 


dt ^ 


seccidn 5.2. (b) Primero demuestre que 

| dt aplicando el teorema 4.6.1. Despues emplee el teo- 
rema de estriccion. 


En los ejercicios 47 a 55, proporcione el valor exacto del niime- 
ro a determinate, y desputs obtenga una aproximacidn de 
este numero con cinco cifras decimoles en la calculadora. 


56. Explique la diferencia entre el teorema 5.2.2 y el teorema 
5.3.1, y por qu6 se obtuvo el teorema 5.3.1 antes que el 
teorema 5.3.2. 
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5.4 FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


Como la.funcidn logaritmica natural es creciente en todo su dominio, enton- 
ces por el teorema de la funcion inversa (5.1.5), ella tiene una inversa que 
tambi6n es una funcidn creciente. La inversa de In se denomina funcion 
exponencial natural , denotada por exp, la cual se define formalmente a con- 
tinuacidn. 


5.4.1 Definicion de la funcion exponencial natural 


La ftinddn exponencial natural es la inversa de la funcidn logaritmica 
natural; por tanto, se define como 

exp(x) = y siysdlosi x = lny 


La notacidn exp(x) denota “el valor de la funcidn exponencial natu- 
ral en x 

El dominio de exp es el conjunto de todos los numeros reales y su contra- 
dominio es el conjunto de los numeros reales positivos debido a que estos 
conjuntos son, respectivamente, el contradominio y el dominio de In. 

Debido a que exp y In son inversas una de la otra, se tiene del teorema 5.1.4: 

ln(exp(x)) = x y exp(lnx) = x (1) 

Ahora esta preparado para definir a x , donde a es un niimero real positi- 
vo y x es un numero irracional. Para llegar a una definicion razonable, consis- 
tente con la definicion de exponente racional, se considera el caso a\ donde 
a > 0 y r es un numero racional. Como exp y In son inversas una de la otra, 
entonces 

a r = exp[ln(a r )] (2) 

Pero por el teorema 5.2.6, donde r es un numero racional, 

In a r = r In a (3) 

A1 sustituir de (3) en (2), se tiene 

a r = exp(rlna) 

Como el miembro derecho de esta ecuacidn tiene significado no sdlo cuando r 
es un numero racional, sino tambi^n cuando r es cualquier numero real, se 
emplea dicha ecuacion en la definicidn. 


5.4.2 Definicion de exponente real 


Si a es cualquier numero real positivo y x es cualquier numero real, 
entonces 

a x = exp(xlna) 

Ademds, si x > 0, entonces 0 X = 0. 


En la ecuacidn (3) se restringio r a los numeros racional es, pero ahora, 
debido a esta definicion, la ecuacion (3) tambiSn es v&lida si r es cualquier 
numero real. Este hecho se establece como el teorema siguiente. 
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5.4.3 Teorema 


Si a es cualquier ntimero real positivo y x es cualquier numero real, 
entonces 

In a * - x In a 

Demostracion De la definicion 5.4.2, 
a x = exp(;t In a) 

De modo que, de la definicidn 5.4.1, 

In a x — x In a m 

Aunque la definicion 5.4.2 nos indica lo que significa a x cuando x es un 
numero irracional, la definicion no proporciona un mdtodo para calcular una 
potencia irracional de un numero positivo. Para obtener un procedimiento de 
calculo, se indica el valor de la funcion exponencial en 1, y se le da una defini- 
cion formal. Este numero es uno de los mas importantes en matematicas. 


5.4.4 Definicion del numero e 


El ntimero e es cl valor de la funcidn exponencial en 1: 
e = exp 1 


La letra e fue elegida como el simbolo de este numero por el matematico 
y fisico suizo Leonhard Euler (1707-1 783). Casualmente, e es la primera letra 
de la palabra “exponente” y tambien del apellido Euler. 

El numero e es un numero trascendente ; es decir, es un numero que no 
puede expresarse como la raiz de cualquier polinimio con coeficientes enteros. 
El numero /res otro ejemplo de numero trascendente. La demostracion de que 
e es un numero trascendente fue presentada primero en 1 873 por el matematico 
francos Charles Hermite (1822-1901), y su valor puede expresarse con cual- 
quier grado de exactitud. En el capitulo 8 estudiara un metodo para aproximar 
el numero e. El valor de e con siete cifras decimales es 2.7182818. Asi, 

e « 2.7182818 

La importancia del numero e se hara evidente conforme usted estudie este capitulo. 


5.4.5 Teorema 


In = 1 

Demostracion Por la definicion 5.4.4, 
e - exp 1 
Por tanto, 

In e = ln(exp 1) 

Como la funcion logarftmica natural y la funcion exponencial natural son in- 
versas, se deduce que el miembro derecho de esta ecuacion es 1. De este modo, 


Ine = 1 
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Observe que el teorema 5.4.5 corresponde a la propiedad (6) de la seccidn 
5.2. Por tanto, el numero e es la base de los logaritmos naturales. Asi, se ha 
completado la demostracion de que la funcion In satisface las propiedades 
(2)— <6) de los logaritmos dadas en la section 5.2. 


5*4-6 Teorema 


Para todo valor de x , 
exp(x) = e x 

Demostracion Por la definition 5.4.2, con a = e y 
e x = exp(x In e) 

Pero de acuerdo con el teorema 5.4.5, In e = 1, y al sustituir en la ecuacion 
anterior se obtiene 

e x = exp(jc) ■ 

A partir de este momento se escribira e x en lugar de exp(x); por lo que de la 
definicidn 5.4.1 se tiene 

e* = y siysdlosi x - in y (4) 

Con e x en lugar de exp(x), ( 1) se transforma en 
In e* == x y ^ ln j = x 

Si se reemplaza exp(x In a) por e x ln a en la ecuacion de la definicidn 5.4.2, 
se tiene 

a* - e x * aa para todo a > 0 (5) 

Esta ecuacion puede emplearse para calcular a x , donde a > 0, si x es cual- 
quier numero real. Para valores de potencias de e utilice la tecla 0 de la 
calculadora. Por supuesto, muchas calculadoras proporcionan a x directamen- 
te. En el ejemplo siguiente se efectuan los calculos en las dos formas. 


r EJEMPLO 1 Obtenga en una calculadora el valor de 2^ con 
cinco dfgitos significativos aplicando primero la ecuacion (5). Apoye la res- 
puesta calculando el valor directamente. 


Solution Como a* - e xlna si a > 0, entonces 


2 V3 = ^V3ln2 

_ ^(1.73205X0.693147) 
_ ^1. 20057 

= 3.3220 


Al calcular directamente el valor de 2^, se obtiene 2^ = 3.3220, lo cual 
apoya la respuesta anterior. "4 


Puesto que 0 = ln 1 , se tiene de la proposicion (4) 
= 1 
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A continuation se establecer£n algunas propiedades de la funcion expo- 
nencial natural como teoremas. Observe que estas propiedades son consisten- 
tes con las propiedades de los exponentes estudiados en dlgebra. 


5*4.7 Teorema 


Si a y b son cualesquiera dos nOmeros reales, entonces 



Demostracion Sean A = e a y B ~ e b . Entonces, de la proposicidn (4), 
In A = a y In 5 = b (6) 

Del teorema 5.2.4, 

In AB - In A + In B 

A1 sustituir de (6) en esta ecuacion se obtiene 
\nAB = a + b 

Asi, 

e \n AB __ e a+b 

Como e [nx = jc, el miembro izquierdo de la ecuacion anterior es igual a AB\ 
de modo que 

AB = e a+b 

Si se reemplaza en esta ecuacion Ay B por sus valores, se obtiene 

■ gb — (*^+ b ■ 


5,4.8 Teorema 


Si ay h son cualesquiera dos numeros reales, entonces 
e a + e b = e a ~ b 

La demostracidn de este teorema es analoga a la demostracion del ante- 
rior, donde el teorema 5.2.4 se sustituye por el 5.2.5. 


5*4,9 Teorema 


St ay b son cualesquiera dos mimeros reaks, entonces 
{e a ) b = e ab 

Demostracion Si en la ecuacion x = e [nx se considera a jc como ( e a ) b , 
se tiene 

(, e a ) b = e in(ea)b 

A1 aplicar el teorema 5.4.3 al exponente del miembro derecho de esta ecuacion 
se obtiene 

( e a^b _ e b In e a 

Pero In e a = a, por tanto 
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Debido a que la funcidn exponencial natural es la in versa de la funcion 
logarftmica natural, por el teorema 5.1.7 es diferenciable. El teorema para la 
derivada de la funcidn exponencial natural se obtiene mediante diferencia- 
cion implicita. Sea 

y - e x 

Entonces, de la proposicion (4), 
x = \ny 

En ambos miembros de esta ecuacion se deriva implicitamente con res- 
pecto a x a fin de tener 

i 

y dx 

y 

A1 sustituir y por e x se obtiene 



El teorema siguiente se deduce de esta ecuacion y de la regia de la cadena. 


1 = 
dy _ 

dx 


5,4. 1 0 Teorema 


Si u es una funcidn diferenciable de x , entonces 
D/e 1 *) = e u D x u 

Observe que la derivada de la funcion definida por f(x) = ke x , donde k es 
una constante, es ella misma. La otra unica funcidn que tiene esta propiedad y 
que anted ormente se trato es la funcion constante cero; en realidad 6sta es un 
caso especial de f(x) = ke x cuando k — 0. Se puede probar que la funcidn 
mas general que es su propia derivada esta dada por/(x) = ke x . Refierase al 
ejercicio 59. 


^ EJEMPLO 2 Calcule dyjdx si 


y — e^ x2 

Solucion Del teorema 5.4.10, 



2e xlxl 

r3 


^ EJEMPLO 3 Obtenga dyjdx si 

y — e 2x+\nx 

Solucion Como e 2x+lnx = e 2x e ln x y e lnx _ x entonces 
y = xe 2x 


◄ 
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Por tanto, 

+ 2xe lx ' 4 

ax 

La f6rmula de integration indefinida dada en el teorema siguiente es una 
consecuencia del teorema 5.4.10. 


[ 5,4,1 1 Teorema 


j du — e M + C 



► EJEMPLO 4 Evalue 



Solucion Sean 


u — V* y du 


1 

2yx 


dx 


y 



FIGURA 1 


Por tanto, 



= 2 e u + C 
= 2e^ + C 


◄ 


Puesto que de (4) e x = y si y s61o si x = In y, la grdfica de y = e* es 
identica a la gr&fica de x = In y. Asi se puede obtener la gra- 
fica de y = e x , mostrada en la figura 1, al reflejar con respecto a la recta 
y = x la figura 5 de la section 5.2 e intercambiar los ejes jcyy. 

La grdfica de y = e x puede obtenerse sin hacer referencia a la grdfica 
de la funcion logarftmica natural. Puesto que el contradominio de la funcibn 
exponencial natural es el conjunto de los numeros reales positivos, se deduce 
que e x > 0 para todos los valores de x, Por tanto, la grafica estd completa- 


dy 

mente por arriba del eje x. Como ~~ = e x > 0 para toda jc, la funcion es 

dx 

(l 2 y 

creciente para toda jc. Debido a que — f - e x > 0 para toda x , la grdfica 

dx z 


concava hacia arriba en todos sus puntos. 

Tambien se tiene los dos limites siguientes: 


lim e x = +oo y lim e x = 0 

x->+«» JT— 

Las demostraciones de estos limites se dejan como ejercicios. Consulte 
los ejercicios 65 y 66. Para trazar algunos puntos especificos, utilice una 
calculadora a fin de determinar las potencias de e . 

Las funciones que tienen valores de la forma Ce kx , donde C y k son 
constantes, ocurren con frecuencia en varios campos. Algunas de las aplica- 
ciones se presentan en los ejercicios de esta seccidn y otras se tratan en la 
section 5.6. 
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Como x n , donde x > 0, se ha definido para cualquier numero real n , se 
puede probar ahora el teorema para la derivada de la funcidn potencia si el 
exponente es cualquier numero real. 


5.4.1 2 Teorema 


Si n es cualquier numero real y la funci6n/ cst£ definida por 
fix) = x n donde x > 0 
entonces 

fix) = nx n - x 



fix) = x^, X > 0 

FIGURA 2 


Demostracion De la definition 5.4.2, 
f(x) = e nlnx 

Asi, 

fix) = e nlnx D x (n In x) 

_ e n\n x( n] 




► EJEMPLO 5 Sea 

fix) = x'ft X > 0 

(a) Demuestre analiticamente que / es una funcion creciente. (b) Determine 
analiticamente la concavidad de la grdfica de / (c) Trace en rectangulos de 
inspeccion separados las graficas de f /' y /" y muestre que estas graficas 
apoyan los resultados de los incisos {a) y (£>). 


f'M = 


Solucion 


FIGURA 3 


(a) Del teorema 5.4. 12, si jc > 0, entonces 



L 


1 1 — -t- 1 1 f — : — i 1 


[-1,8] por [-1,5] 

f " W = V2(V2 - 1)^-2 


f{x) = f2x^~ l 

Como f\x) > 0 para toda x > 0, /es una funcion creciente. 

(b) A1 calcular/" aplicando otra vez el teorema 5.4. 12, se tiene 

fix) = V2(V2 - \)x^~ 2 

Ya que /"(jc) > 0 para toda jc > 0, la grafica de / es concava hacia amba 
en todos sus puntos. 

(c) Las figuras 2, 3 y 4 muestran las graficas de / f y f” trazadas en rectin- 

gulos de inspeccion convenientes. En la figura 3 se observa que fix) > 0 
para toda jc > 0, lo cual apoya el resultado del inciso (a). La figura 4 
apoya el resultado del inciso (b) porque /"(jc) > 0. La figura 2 apoya los 
incisos (a) y (b). *4 


FIGURA 4 
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Tabla 1 


h 

F(h) = (1 + h) llh 

1 

2 

0.5 

2.25 

0.05 

2.6533 

0.01 

2.7048 

0.001 

2.7169 

0.0001 

2.7181 


Tabla 2 


h 

F(h) = (1 + h) ]lh 

-0.5 

4 

-0.05 

2.7895 

-0.01 

2.7320 

-0.001 

2.7196 

-0.0001 

2.7184 


El numero e se ha definido como el valor de la funcidn exponencial na- 
tural en 1 ; esto es, e = exp 1 . Para llegar a otra definicion de e , considere la 
funcion logaritmica natural 


f(x) = lnx 

Se sabe que la derivada de / esta dada por /'( jc) = l/x; en consecuen- 
cia,/'(l) = 1. Sin embargo, al aplicar la definicion de derivada para calcular 
/'( 1), se tiene 


/'<D - 


a, 

Ax^O Ax 


= Hm ln(l + Ax) - ln(l) 
Ax 

= lim —In (l + Ax) 
Ax^O Ax 


Por tanto. 


lim — ln(l + Ax) = 1 
Ax^tO Ax 


Si se sustituye Ax por h, se obtiene de la ecuacidn anterior y del teorema 5.4.3 

limlnd + h) ilh = 1 (7) 

0 

Ahora, como la funcion exponencial natural y la funcion logaritmica na- 
tural son funciones inversas, se tiene 

lim (I + h) l l h = Hm exp[ln( 1 + h)^ h ] (8) 

h — >0 A— ► 0 

Debido a que la funcidn exponencial natural es continua y limln(l + h)^ h 

existe y es igual a 1, como se muestra en la ecuaci6n (7), se puede aplicar el 
teorema 1.9.1 al miembro derecho de (8) obteniendose 


lim(l + h)^ h = exp limln(l + h)^ h 
A->0 L /!-> o 


= exp 1 


En consecuencia, 

lim(l + h) llh = e (9) 

En ocasiones, la ecuacion (9) se da como la definicidn de e\ sin embar- 
go, para emplear esta ecuacidn como definicion es necesario demostrar que el 
limite existe. 

Considere la funcidn F defina por 

F(h) = (1 + h)' lh (10) 

y determine en la calculadora los valores de funcion para algunos valores de h 
cercanos a cero. Cuando h es positivo, los valores se muestran en la tabla 1; 
y cuando h es negativo, los valores se presentan en la tabla 2. 

Las dos tablas conducen a sospechar que, probablemente, lim(l + h) l ^ h 
es un numero que est£ entre 2.7181 y 2.7184. " 
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En el ejercicio 55 se le pedirl que demuestre que 
lim ( 1 + - I = e y lim 

Z-M-oo \ Z J 

En ese ejercicio tambien se le solicitard que apoye estos lfmites graficamente. 

En el ejercicio 56 se le indicara que trace la grafica de la funcion definida 
por (10) y que aproxime el valor de e a partir de la grafica. 

En la seccidn 2.8 se dijo que el movimiento armdnico simple continua 
indefinidamente, repitiendo un ciclo cada intervalo de longitud de un periodo. 
De este modo, en el ejemplo 7 de esa seccidn, un cuerpo suspendido de un re- 
sorte se mueve verticalmente hacia arriba y hacia abajo, y se tiene una osci- 
lacidn completa cada intervalo de 6 s. Sin embargo, en la practica la friccion 
hace que la amplitud del movimiento disminuya hasta que el cuerpo alcance 
finalmente el estado de reposo. fiste es el caso del movimiento armonico 
amortiguado, el cual puede describirse median te el producto de una funcion 
seno y una funcidn no constante denominada factor de amortiguamiento, 
que ocasiona la disminucidn de la amplitud. El movimiento armdnico amorti- 
guado juega un papel importante en el diseno de edificios, puentes y vehiculos. 
Por ejemplo, el propdsito de los amortiguadores es suavizar las oscilaciones 
ocacionadas a un automovil cuando 6ste se encuentra con un obstlculo en 
el camino. 

Un factor de amortiguamiento importante es una funcion exponencial 
cuyos valores se aproximan a cero conforme la variable independiente crece 
sin limite. El ejemplo siguiente ilustra el efecto de este factor. 



► EJEMPLO 6 

f(t) = e~^ 4 sen4 1 


La funcion /definida por 
t > 0 


es un modelo matemdtico que describe un movimiento armdnico amorti- 
guado. Considere 

F(t) *= - e - f i 4 y G(t) = e^ 4 


y realice lo siguiente: (a) muestre que F{t) < f(t ) < G(t ); (b) trace las gr&fi- 
cas de las tres funciones en el rectlngulo de inspeccion de [0, 2/r] por [-1, 1]; 
(c) demuestre que lim e "^ 4 sen 4 1 - 0. 

t — > + oo 



F{t) = -e' r '\/(f) = e~ tlA sen 4l, 
y G{t) = e~ tlA 


Solution 

(a) Como | sen 4/ | < 1 y e~^ 4 > 0 para toda t , entonces 

1/(0 1 ^ e~‘l* para todo t 

Asi, 

- e~ f l 4 < f(t) < e ~^ 4 para todo/ (11) 

Esto es, F{t) < /(/) < G(t). 

(b) La figura 5 muestra las graficas requeridas. Observe que la gr£fica de /estd 
entre las grlficas de F y G. 

(c) Debido a que lim ( -e ~^ 4 ) = 0 y lim e~^ 4 = 0, se concluye de (11) 

y del teorema de estriccidn que lim (e - ^ 4 sen4/) = 0. ^ 


FIGURA 5 
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EJERCICIOS 5.4 


En los ejercicios 1 a 4, obtenga en una calculadora el valor de 
a x para los valores dados de ay x aplicando primero la ecua- 
cion (5). Apoye la respuesta calculando el valor directamente. 

1. (a) a - 2, * = V2 (b) a = *J2, x = e 

2. (a) a ~ V2, x = >/2 (b) a = 5, jc = n 

3. (a) a - e, x - e (b) a ~ V3,jc = n 

4. (a) a =s n, x = e (b) a = n,x = n 

dy 

En los ejercicios 5 a 20, determine y apoye la respuesta 

dx 

trazando las graficas de la respuesta yde la derivada numerica 
en el mismo rectangulo de inspeccion. 


5. y = e 5x 
8. y = e* 2 - 3 

11. y - e x sen e x 

14. y = e‘ x 

16. y = In - 


= 


6. y 

9. y = e a 

12 - V = - 


15. y = 


7. y = e~ 3 * 2 
10. v = e 2sca 3x 

13. y = tan e^* 
e x - e~ x 


e A + e 


1 


17. y = x 5 e 3lnx 18. y = \n(e x + e x ) 

19. y = sece 2x + e 2secx 20. y = tane 3jr + e tanix 

dy 

En los ejercicios 21 a 24, calcule mediante diferenciacion 
impUcita. l " 


22. = InU 3 + 3 y) 

24. ye 2x + xe 2y = 1 


21. e x + e y = e x+y 
23. y 2 e 2x + xy 3 = 1 

En los ejercicios 25 a 32, evalue la integral indefinida y apoye 
la respuesta graficamente. 


2 , j 

|" e 2 Sx dx 

26. j 

\e 2x " dx 

37. j 

\' +e2X dx 
1 e x 

28. J 

|* e 3x e 2x dx 

29. J 

\ e3 \ dx 

1 (1 - 2e 3x ) 2 

30. J 

\x 1 e 2x 'dx 

J 

f e lx 

e dx 

3, j 

f dx 

\ e x +3 

1 1 + e x 


En los ejercicios 33 a 40, evalue la integral definida. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora . 

- e 2 


f, 

Jo 

- f 

J e 

37 . 

J P 


dx 


dx 


dx 


jc(ln x) 2 


-dx 


**r$ 

36. 

r ^ 





41. Trace las grdficas de y = In jc y y - e x en el mismo 
rectangulo de inspeccion. ^Para qu6 valores de x 
(a)lnjc = 0, (b) e x - l,(c)lnjc = 1 ? (d) ie x es cero al- 
guna vez? Describa el comportamiento de la grafica de 
y — e x con respecto al eje jc. 

42. Dibuje las graficas de las ecuaciones siguientes: 

(a)}' = e~ x \ (b)y = e\ x \ 

En los ejercicios 43 y 44, calcule el area exacta de la region 

descrita. 

43. La regidn limitada por la curva y = e x , los ejes coorde- 
nados y la recta jc = 2. 

44. La region limitada por la curva y = e x , y la recta que 
pasa por los puntos (0, 1 ) y ( 1 , e). 

45. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y - e~ x que es perpendicular a la recta 2x ~ y = 5. 

46. Obtenga una ecuacidn de la recta normal a la curva 
y = e 2x en el punto donde jc = In 2. 

47. Una particula se desplaza sobre una recta y a los t segun- 
dos su velocidad es v pies por segundo, donde v = e 3 - e 2t . 
Determine la distancia recoirida por la particula mientras 
v > 0 despu^s de que t = 0. 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta, donde s pies 
es la distancia dirigida de la particula desde el origen, v 
pies por segundo es su velocidad y a pies por segundo cua- 
drado es su aceleracidn, a los t segundos. Si a = e l + e\ 
v = 1 y s = 2 cuando t = 0. exprese v y s en terminos de t . 

49. Si p lb/pie 2 es la presidn atmosferica a una altura de h pies 
sobre el nivel del mar. entonces p - 21 16 c~° 00003 18/l . De- 
termine la tasa de variacidn (o derivada) del tiempo de la 
presidn atmosferica fuera de un avidn que se encuentra a 
una altura de 5 000 pie y se eleva a una tasa de 160 pie/s. 

50. A cierta altura el mandmetro de un avidn indica que la 
presidn atmosferica es de 1 500 lb/pie 2 . Aplique la formu- 
la del ejercicio 49 a fin de aproximar mediante diferen- 
ciales que tan alto debe subir el avidn de modo que la 
presidn sea de 1 480 lb /pie 2 . 

51. Si l pies es la longitud de una barra de acero cuando su 
temperatura es de / grados, entonces / = 60c 0 00001 r . Uti- 
lice diferenciales para determinar el incremento apro- 
ximado de / cuando t aumenta de 0 a 10. 

52. Un circuito electrico simple que no contiene condensado- 
res, tiene una resistencia de R ohms y una inductancia de L 
henrys, no tiene tensidn (o fuerza electromotriz) cuando la 
corriente es / 0 amperes. La coiriente disminuye lentamen- 
te de modo que a los t segundos la corriente es i amperes, 
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53. 


54. 


55. 

lim ^1 + -j = e y lim ^1 + ij = e 

(b) Utilice la calculadora para determinar los valores de 

1 + i cuando z = 10 000 y z = -10 000. 

Despuds obtenga una aproximacidn del numero e uti- 
lizando estos valores para calcular el valor promedio 
de (l.OOOl) 10000 y (O.9999r 1000 °. 

(c) Apoye los lfmites del inciso (a) trazando en el mismo 
rectangulo de inspection la recta y = e y la grafica de 
la funcidn definida por 


e i = Demuestre que la tasa de variation de la 

corriente es proporcional a la corriente. 

Una agenda de publicidad determind estadfs tic amen te 
que si un empresario de desayunos preparados aumenta su 
presupuesto para comerciales en televisidn por x miles 
de dolares, tendra un incremento en la ganancia total de 
25x 2 e~ 02x cientos de ddlares. ^Cu£l debe ser el incremen- 
to en el presupuesto para publicidad a fin de que el em- 
presario obtenga la maxima ganancia? 

Sea f(x) - x n ,x > 0. (a) Demuestre analiticamente que / 
es una funcidn creciente. (b) Determine analiticamente la 
concavidad de la grdfica de/. (c) Trace en rectdngulos de 
inspeccidn separados las graficas de/,/ f y/'\ y explique 
por qu6 estas grdficas apoyan los resultados de los incisos 
(a) y (b). 

(a) Considere h = - en la ecuacion (9) y demuestre que 


m - (i . i)' 

Observe que la recta es una asfntota horizontal de la 
grafica. 

56. Trace la grdfica de la funcion definida por 
fix) = (1 + X) Ux 

en el rectangulo de inspeccidn de [-0.5, 0.5] por [2, 3]. 
Por supuesto, la grdfica tiene un agujero en el eje y por- 
que/(0) no estd definido. Sin embargo, 

lim/(jc) = e 

jt— »o 

Aproxime el valor de e con cinco dfgitos significativos 
empleando esta grafica y los procedimientos de intersec- 
cion ( intersect ) o, rastreo (trace) y aumento ( zoom in) de 
la graficadora. 

En los ejercicios 57 y 58, la funcion fes un modelo matemdtico 
que describe un movimiento armonico amortiguado . En cada 
ejercicio haga lo siguiente : (a) muestre que F(t) < f(t) < 
G(t). (b) Trace las graficas de las tres funciones en el rectdn- 
gulo de inspeccion [0, 2k] por [-1, 1]. (c) demuestre que 
lim fit) = 0. 


57. fit) = e~^ 2 cos 4r, F(t) = -e~^ 2 \G(t) = e~^ 2 

58. /(f) = £" ,/8 sen 3 f; F{t) = -<r' /8 ; G( f) = e-' ls 

59. Demuestre que la funcion mas general igual a su derivada 
esta dada por fix) = ke x . Sugerencia: sea y = fix) y re- 

dy 

suelva la ecuacidn diferencial ~ = y. 

dx 

60. Demuestre que 

lim — = 0 

X—* + ' x g* 

Sugerencia: utilice el resultado del ejercicio 55 de la sec- 
cion 5.3. 

En los ejercicios 61 y 62, realice analiticamente lo siguiente: (a) 
obtenga los extremos relativos de f; (b) determine los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los que fes creciente; (d) determine los inter- 
vals en los que fes decreciente; (e) determine donde la grafica 
de fes concava hacia arriba; (f) determine ddnde la grafica de 
f es cdncava hacia abajo; (g) calcule la pendiente de la recta 
de inflexidn. Utilice la informacidn de los incisos (a) a (f) para 
dibujar la grdfica def En el ejercicio 62 emplee el resultado del 
ejercicio 60 para dibujar la grdfica. Apoye las respuestas en 
la graficadora. 

61. fix) = e~* 2 62 . fix) = xe~ x 

63. Para la funcion del ejemplo 6, lim fit ) = 0; sin embar- 
go, el eje t no es una asfntota horizontal de la grafica de/. 
^Por que no se cumple la definicion (3.7.4) de asfntota 
horizontal para esta funcion? 

64. Demuestre que la funcidn del ejemplo 5 es continua por la 
derecha en 0 mostrando que 

lim = 0 

X— ►0 + 

65. Demuestre que 

lim e x = +oo 

jr— m-oo 

mostrando que para cualquier N > 0 existe una M > 0 
tal que si j t > M entonces e x > N. 

66. Demuestre que 

lim e x = 0 

mostrando que para cualquier € > 0 existe una N < 0 
tal que six < N entonces e x < €. 

67. Se inicid el estudio de las funciones exponenciales y loga- 
rftmicas en la seccidn 5.2 con la definicidn de la funcion 
logaritmica natural, de modo que pudo definirse en esta 
seccion un exponente irracional. Este procedimiento pro- 
porciona una aplicacidn puramente matem£tica del 
Calculo. Describa paso a paso brevemente, como sea posi- 
ble, el proceso que condujo de la definicion (5.2.1) de 
funcidn logaritmica natural a la definicidn (5.4.2) de ex- 
ponte irracional. 
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5.5 OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 

En las tres secciones anteriores se estudiaron las funciones' exponential na- 
tural y logaritmica natural, las cuales tienen base e. Ahora se tratardn fun- 
ciones exponenciales y logarftmicas con otras bases. 

Recuerde de la definicion 5.4.2 que si a > 0, entonces 

a x = e x]na (1) 

La expresion del miembro izquierdo de esta ecuacidn se denomina funcidn 
exponencial de base a. 


5.5.1 Definicion de funcidn exponencial de base a 


Si a es cualquier ntimero real positive) y x es cualquier numero real, 
entonces la funcidn/ definida per 

/to = a* 

se denomina funcidn exponencial de base a. 


La funcidn exponencial de base a satisface las mismas propiedades que 
la funcion exponencial natural; 


D> EJEMPLO I LU STRATI VO 1 Si x y y son cualesquiera 
dos numeros reales y a es positivo, entonces de (1), 

a x a y = e x\na e y\na 
— e x In a+y In a 
= e (x+y)\na 

= a I+ y ◄ 

Del ejemplo ilustrativo 1 se tiene la propiedad 
a x a y = a x+y 

Tambidn se tienen las propiedades siguientes: 

a x + a> =■ a x ~ y 
(a x y = a xy 
{ab) x = a x b x 
a Q = 1 

Las demostraciones da estas propiedades se dejan como ejercicios (refie- 
rase a los-e^ereick».37 a 40)i 

A? fin de obtener la derivada de la funcidn exponencial de base a se con- 
siders a;* = e x llka y se apltaa la regia de la cadena. 

a z = e x\n a 

D£a x ) = e x ^ a D x {x In a) 

= e x ln fl (ln a) 

- a x \na 


Por tanto, se tiene el siguiente teorema. 
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5*5*2 Teorema 


Slats cualquier ntimero real positive y u es kina funcidn diferentiable 
de x, entonces 

DJtf*) = cPlaaDjU 


^ EJEMPLO I Calcule f\x) si 


fix) = 3* 2 


y 



y 



Solucion Del teorema 5.5.2 

/'(*) = 3-* 2 (ln 3)(2 jc) 

= 2(ln3);c3 * 2 ◄ 

A continuaci6n se discutira la grafica de 
fix) — a x a > 0 

A1 calcular las derivadas primera y segunda de f se obtiene 
f\x) = a x \n a fix) = a*(ln a) 2 

Recuerde que In a > 0 si a > ly que In a < OsiO < a < 1. Asf, cuando 
a > 1 ,fix) > 0 y /es una funefon creciente, y cuando 0 < a < 1 ,/'(*) < 0 
y / es una funcidn decreciente. Como fix) > 0 para toda x y toda a > 0, 
la gr£fica de / es c6ncava hacia arriba en todos su s puntos. Con esta infor- 
maci6n se dibuja la grdfica en la figura 1 cuando a > 1, y en la figura 2 
cuando 0 < a < 1. 

El siguiente teorema, que proporciona la formula de integration indefi- 
nida para la funcidn exponecial de base a , se deduce del teorema 5.5.2. 


5*5,3 Teorema 


i - T ' v ' ■ MV! 1 

Si«cs(jua!quj«r i^erowl:pes<M*Sfareni^ *ntonces 



► &BMPLD2 Evalue 

J 4W*dx 


Soluci 6 n Como vTo 3jc = 10 3 ^ 2 , se,?plica el teorema 5 . 5.3 con 
u = | x . Entonces se tiene 


J Jitf*dx = J 10 3 ^ 2 dx 

= |Jl 0 3 ^ 2 (| dx) 
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10 3jt/2 

In 10 


+ C 


2V10 37 

3 In 10 


+ C 


◄ 


y 



FIGURA3 


► EJEMPLO 3 (a) Dibuje las gr£ficas de y = 2 X y y = 2~ x en 

el mismo sistema de ejes. (b) Calcule el drea exacta de la region limitada por 
estas dos grlficas y la recta x = 2. (c) Apoye la respuesta del inciso (b) me- 
diante el cAlculo de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 


Solucion 

(a) Las grdficas requeridas se muestran en la figura 3. La regi6n esta som- 
breada en la figura. 

(b) Si A unidades cuadradas es el drea deseada, entonces 


n 

A = lim Y [2 w i - 2~ Wi ]AjX 

N-o £ 


= f ( 2x - 2~ x ) dx 

Jo 

= 2L + £lf 

In 2 In 2J 0 


In 2 + In 2 In 2 
9 

4 In 2 


1 

In 2 


(c) En la graficadora se obtiene 


NINT(2* - 2~ x , 0, 2) = 3.2461 


Este resultado es acorde con la respuesta del inciso (b) debido a que, con 
cinco dfgitos significativos, 9/(4 In 2) = 3.2461. 4 


Ahora se puede definir la funcidn logaiitmica de base a , denotada por 
log a , donde a es cualquier ntimero real positivo diferente de 1. 


5.5.4 Definicion de funcion logaritmica de base a 


Si a es cualquier nuraero real positivo diferente de 1. la funcidn lo- 
garftmica de base a es la inversa de la funci6n exponencial de base 
a ; esto es, 

y = log a Jc si y s6Io si a y = x (2) 


Esta definici6n es la misma que la presentada en Algebra; sin embargo, (2) 
tiene significado para cualquier ritimero real y porque a y se ha defmido preci- 
samente para cualquier numero real como exponente. Si a = e, se tiene la fun- 
cidn logaritmica de base e , la cual es la funci6n logaritmica natural. 

El simbolo log a x se lee como “el logaritmo de x de base a”. 

Debido a que las grdficas de una funci6n y su inversa son reflexiones 
una de la otra con respecto a la recta y = x, se obtiene la grdfica de y = \og a x 
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y 



a partir de la gr£fica de y = a x . La figura 4 muestra las dos gr£ficas si a > 1 , 
mientras que la figura 5 muestra las grdficas si 0 < a < 1 . 

La funciOn logaritmica de base a cumple las mismas leyes que la funcion 
logarftmica natural. Estas leyes son: 

log a 0;y) = \og a x + \og a y 

log a (x + y) = bgfl* “ log^y 

1 log a • 1 = 0 •- 

\og a * y = yl°gax 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicios (refitiase 
a los ejercicios 41a 44). 

A continuation se deduce una relation entre los logaritmos cte base a y 
los logaritmos naturales. Sea 

y ~ log ** 

Entonces 


a y = 

X 

In a y = 

In x 

y In a = 

In x 


In x 

y = 

In a 


A1 sustituir y por log a x en la ecuacfon anterior se obtiene 

loga* = ^ (3) 

in a 

La mayoria de las calculadoras no tiene la tecla [ log a De modo que (3) es 
una formula conveniente para calcular valores de log a x en la calculadora. 

La ecuacfon (3) se emplea en ocasiones como la definition de la funciOn 
logaritmica de base a , Como la funciOn logaritmica natural es continua en toda 
x > 0, se deduce de (3) que la funcion logaritmica de base a es continua en 
todax > 0. 

Si en (3) se considera x = e, se obtiene 


log a <? = 


In e 
In a 


tog** = 


1 

In a 


(4) 


A continuation se determinar& la derivada de la funciOn logaritmica de 
base a diferenciando los dos miembros de (3) con respecto a x. 

D x (\og a x) = -±- Z>,(ln x) 

In a 

D x (log a x) = 7 ~~ ’ ~ (5) 

In a x 

A1 sustituir de (4) en esta ecuaciOn se tiene 
DA log**) = ^ 


Si se aplica la regia de la cadena a esta formula y a (5) se obtiene el teorema 
siguiente. 
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5.5.5 Teorema 


Sines una funcidn diferenciabte de entonces 
^(iog a «) = 1 ^±-d jU 

~ D * (X °^ U)= (hTaja- D * U 
Si en este teorema se considera a = e, se tiene 
ZJ.Clofou) = X ^-D x u 
<=> Z),(lnM) = -D x w 

M 

el cual es el teorema 5.5.2 para la derivada de la funcion logarftmica natural. 


► EJEMPLO 4 


uaicuie 


dx 


y = logio 


jc + 1 
c 2 + 1 


Solution A1 emplear una propiedad de logaritmos, se tiene 
y = logiot* + 1) “ logio(^ 2 + 0 


Del teorema 5.5.5 


dy logio £ _ lQ gio g . ~ 
dx x + 1 x 2 + 1 


= logio e[ 


x + 1 


2a: 

2 + l 


logio g(l - 2x - x 2 ) 

(X + l)(jt 2 + 1) 


◄ 


A fin de evaluar integrates que contiene logaritmos de base a , primero se 
aplica la fdrmula (3)vpara cambiar a logaritmos naturales. 


► EJEMPLO S Evalue 

f >5^* = ^ f k** 

J x In 10 J x 

Solution La integral de la derecha se evalua como en el ejemplo 5 de la 
seccion 5.3, y se obtiene 

f logio * j _ 1 (In x) 2 i 

I ~ In 10 ~~r~ + 0 


(in -r) 2 
2 In 10 


+ C 


◄ 


El teorema 5.4.12 permite diferenciar una variable elevada a un exponen- 
te constante. En esta seccion se estudio como calcular la derivada de una 
constante elevada a un exponente variable. Ahora se considerara la derivada de 
una funcion cuyo valor es una variable elevada a un exponente variable. 



5.5 OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 453 


► EJEMPLO 6 Si y - x x , donde x > 0, calcule ~ . 

ax 

Solucion De la definici6n 5.4.2, si x > 0, x x = e x{nx . Por tanto, 

y ZHS ^ 

^ = e xXnx D x (x lnx) 

= e*' nx [x- i + lnxj 

= x*(l + lnx) ◄ 



La derivada de una variable elevada a un exponente variable tambidn 
puede calcularse mediante diferenciacion logantmica, como se muestra en el 
ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 7 Calcule la derivada del ejemplo 6 mediante deri- 
vaci6n logantmica. 

Solucion Se tiene 

y = x x 


y\ = * x 

FIGURA 6 



A1 tomar el logaritmo en los dos miembros de esta ecuacion se obtiene 

In y = lnx x 
lny = xlnx 

Si se derivan ambos miembros de la ecuacidn anterior con respecto a x 
se tiene 


y 


dy 

dx 

dy 

dx 


= x • i + In x 
x 

= y( 1 + In x) 


= x x (l + In x) 


◄ 


y 2 = NDER(y,,x) ^ EJEMPLO 8 Sea 

FIGURA 7 /(*) _ X x x > o 



y 3 = NDER (y 2 , x) 


Trace las graficas de /, NDERO*, x) y NDER2(x x , x) en rectdngulos de inspec- 
ci6n convenientes. A partir de las grdficas, estime los extremos relativos de /, 
los valores de x donde ocurren los extremos relativos, donde es crecien- 
te /, donde es decreciente /, donde es concava hacia arriba la grafica de / y 
donde lo es hacia abajo, y sus puntos de inflexidn. Confirme las estimaciones 
analiticamente. 

Solucion En la graficadora, considere 

y\ = x x y 2 = NDER(yj,x) y 3 = NDER(y 2 ,x) 

A1 trazar las grdficas de y lt y 2 y J 3 en el rectdngulo de inspection de [-1, 5] 
por [-1, 3], se obtienen las figuras 6, 7 y 8, las cuales muestran las graficas de 
/, /' y /", respectivamente. De la figura 7, con los procedimientos rafz (root) o 


FIGURA 8 
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rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, se estima que la grafica 
de/' intersecta al eje * en el punto donde x - 0.368. Como/'(*) < 0 cuando 
0 < x < 0.368, y f'(x) > 0 cuando x > 0.368, se estima que/ es decrecien- 
te cuando 0 < x < 0.368, y es creciente cuando x > 0.368; adem&s, / tiene 
un valor minimo relativo en 0.368. De la figura 8, /"( x) > 0 para toda * > 0. 
Por tanto, la grafica de/es concava hacia arriba en todos sus puntos. 

A continuacion se confirmaran analiticamente estos resultados. Del 
ejemplo 6, 

fix) = **(1 + In x) 

De modo que, 

f"(x) = D x (x x )( 1 + In*) + x x D x ( 1 + In*) 

= + In jc)]( 1 + lnx) + 

= **(1 + inx) 2 + x x ~ l 
Al considerar/'(*) = 0, se obtiene 

1 + In * = 0 
In* = -1 
* = e - 1 

Con tres digitos significativos, e~ l ~ 0.368. La expresidn para/'(*) es negati- 
va cuando 0 < * < e~ l y positiva cuando* > e~ l , y la expresion para/"(*) 
es positiva para toda * > 0. Estos hechos confirman las estimaciones efec- 
tuadas graficamente. La grafica de la figura 6 tambi6n es acorde con los 
resultados. 4 


EJERCICIOS 5.5 

En los ejercicios I a 20, calcule la derivada de la funcion. 

1. f(x) = 3 5x 

2. fix) = 6 ~ 3x 

3. fit) = 4 3 ' 2 

4. gix) = 10 x2 - 2x 

S. fix) = 4 sen 2x 

6. fiz) = 2 csc3z 

7. gix) = 2 5x 3 4x2 

8. fix) = ix 3 + 3)2~ lx 

9. hix) - 10810 * 

X 

10. fit) = log,o/-j- 

11. /(*) = -y/log a * 

12. g(w) - tan 2 3w 

13. f(t) ~ sec3' 2 

14. /(*) = x lttX \x > 0 

o 

A 

* 

H 

II 

2 

16. /(*) = x x2 \x > 0 

17. g(z) = z cosz ;z > 0 

18. /(*) = * eX ;* > 0 

19. h(x ) = (sen x) Vmx ; sen* 

> 0 

20. g(t) - (cos ff\ cos t > 0 


En los ejercicios 21 a 30, evalue la integral indefinida. 

21. J3 2x dx 

22. J a nx dx 

23. J a l e l dt 

24. j5 x4+2x i2x 3 + 1 )dx 


25. jx 2 l0 x *dx 

26. Ja< toz (lnz + 1 )dz 

27. j e*2 ef 3 e> dy 

28 J 4 ln 0/*> d 

29. | 1083 ^ dx 

30. J 0083 * )2 dx 

En los ejercicios 31 a 34, obtenga el valor del logaritmo con 
cinco digitos significativos en una calculadora. 

31. (a) log, € 

(b) log 3 7 

32. (a) log 6 10 

(b) log 2 361 

33. (a) log 2 10 

(b) log l0 <? 

34. (a) log 3 2 

(b) l 0g4 4728 

En los ejercicios 35 y 36, dado que log I0 e = 0.4343, utilice 
diferenciales para obtener una aproximacion del valor del 
logaritmo con tres digitos significativos; apoye la respuesta 
obteniendo el valor en una calculadora. 

35. log l0 997 

36. log 10 1-015 


En los ejercicios 37 a 40, demuestre la propiedad si ay b son 
cualesquiera dos numeros reales positivos, en tanto que x y y 
son numeros reales . 
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37. a x + a y = a*~> 38. (a*)* = a x y 

39. (ab) x = a x b x 40. a 0 = 1 

En los ejercicios 41 a 44, demuestre la propiedad si a y b son 
cualesquiera dos numeros reales positivos diferentes de 1, 
en tanto que xyy son numeros reales. 

41. \og a ixy) = log fl * + log fl y 

42. log a U + y) = log a x - log a y 

43. log fl 1= 0 44. log a x y = y \og a x 

45. Una compafua ha aprendido que cuando inicia una campa- 
na de ventas, el numero de ventas por dfa se incrementa. Sin 
embargo, el numero de ventas extras diarias disminuye 
conforme el impacto de la campana disminuye. Para una 
campana especffica la compafua ha determinado que si 
hay S(r) ventas extras diarias como resultado de la campa- 
na y han transcunido t dias desde que la campana termind, 
entonces S(t) = 1000(3 ~^ 2 ). Calcule la tasa a la cual las 
ventas extras diarias decrecen cuando (a) t = 4, y 
(b) t = 10. 

46. Una compafua estima que en t anos el numero de sus em~ 
pleados sera jV(r), donde N(t) = 1 000(0.8)^ 2 . (a) ^Cuantos 
empleados espera tener la companfa en 4 anos? (b) lA qud 
tasa se espera que el numero de empleados est 6 variando 
en 4 anos? 

47. Una partfcula se desplaza a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuacion de movimiento s - A * 2 kt + B • 2~~ kt , 
donde A, B y k son constantes y s pies es la distancia di- 
rigida de la partfcula desde el origen a los t segundos. 
Demuestre que si a pies por segundo cuadrado es la acele- 
racidn a los t segundos, entonces a es proporcional a s. 
^Por qud el movimiento no es armdnico simple? 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuacion de movimiento s = r 1 ^, donde s pies es la 
distancia dirigida de la partfcula desde el origen a los t 
segundos. Calcule la velocidad y la aceleracidn a los 2 s. 

49. Un cuadro abstracto, importante histdricamente, fue com- 
prado en 1934 por $200, y su valor se ha duplicado cada 10 
anos a partir de su compra. Si y dolares es el valor del cua- 
dro t anos de spues de su compra, (a) defina y en tdrminos 
de r. (b) ^Cu&l fue el valor del cuadro en 1994? (c) Determi- 
ne la tasa a la cual el valor del cuadro estuvo incrementin- 
dose en 1994. 

En los ejercicios 50 a 52, dibuje la grafica de la ecuacion. 

50. (a) y = 3* (b) y = log 3 x 

51. (a) y = 2 X (b) y = log 2 jc 

52. (a) y = 2~ x (b) y = log 1/3 x 

En los ejercicios 53 a 56, apoye la respuesta al calcular la inte- 
gral dejinida empleando NINT en la graficadora. 

53. Calcule el drea exacta de la regidn limitada por la grlfica 
dey = 5* y las rectas x = 1 y y = 1. 

54. Obtenga el 4rea exacta de la region acotada por las grlfi- 
casdey = e x y y - 2 X . y la recta jc = 2. 

55. Determine el volumen exacto del s61ido generado al girar 
la region del ejercicio 53 alrededor del eje jr. 


56. Calcule el volumen exacto del sdlido generado al girar la 
regi6n del ejercicio 54 alrededor del eje jc. 

57. Calcule con cinco dfgitos significativos'el 3rea de la re- 
gi6n limitada por las grificas de y = log 10 JC,y = lnxyla 
recta x = 3. 

58. Obtenga con cinco dfgitos significativos el volumen del 
solido generado al girar la regidn del ejercicio 57 alre- 
dedor del eje jc. 

En los ejercicios 59 y 60, haga lo siguiente: (a) trace las grdfi- 
cas de f NDER(/(jc), jc) y NDER2(/(jc), jc) en rectdngulos de 
inspeccion convenientes. A partir de las graficas , estime (b) los 
extremos relativos de f (c) donde es creciente f (d) donde es 
decrecientef (e) donde la grdfica de f es concava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo, y (f) los puntos de inflexion, (g) 
Confirme analiticamente las estimaciones. 

59. fix) = x lax 60. fix) = x rx 

61. En la seccidn 5.4, las funciones del ejemplo 6 y de los 
ejercicios 57 y 58 son modelos matemiticos que descri- 
ben movimiento armonico amortiguado, donde la amplitud 
decrece hasta cero conforme el tiempo se incrementa. Si 
la ampltud aumenta sin lfmite conforme el tiempo crece, se 
tiene un movimiento armdnico ilimitado y ocurre la re- 
sonancia. La funcidn definida por 

/(r) = 2 l cos 4 1 t > 0 

es un modelo matem£tico que describe el fendmeno de re- 
sonancia. (a) Considere 

F(t) = -2 / y G(r) = V 

y trace las grlflcas de/, F y G en el rectAngulo de inspec- 
cidn de [0, 7t) por [-10, 10]. (b) A partir de las graficas del 
inciso (a), observe que 

Fit) <L fit ) ^ Git) 

Confirme analiticamente esta desigualdad continua. 
(c) Describa el comportamiento de/(r) conforme t crece sin 
lfmite. 

62. Realice el ejercicio 61 considerando ahora que fit) = 
3^ 3 sen 8 r, Fit) = -3^ 3 y G(r) = 3^ 3 . En el inciso (a) trace 
las grificas en el rectingulo de inspeccidn de [0, 2 k] por 
[- 10 , 10 ]. 

63. Sea/(jc) = ^ {a x + a~ x ). Demuestre que 

fib + c) + fib - c) = 2 mm 

64. Explique por que, conociendo los valores de log 10 2 
y l°£io 3, se puede obtener, sin emplear una calculadora, 
log 10 4, log jo 5, logj 0 6, log 10 8, log l0 9, pero no log 10 7. 

65. La unica solucion de la ecuacidn 

log 10 -^ = lnjc 

es jc = 1. Explique por que dsta es una solucidn y por que 
no existen otras. 

66. Describa las caracterfsticas comunes de las graficas de 
y — log 10 xyy - In jc. Tambidn describa sus diferencias. 

67. Sea/(jc) = log* 5. (a) Trace la grdfica de/en un rect&igulo 
de inspeccidn conveniente. Sugerencia: primero aplique la 
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ecuacidn (3) de esta seccidn. Describa la grdfica y en su 
descripcidn incluya; (i) donde parece que / es creciente, 
donde parece que / es decreciente, y los extremos relati- 
ves de /; (il) donde parece que la grdfica de / es c6ncava 
hacia arriba, donde lo es hacia abajo, y los puntos de in- 
flexidn de f (b) Trace la grdfica de /' en un rectdngulo de 
inspeccion adecuado. A partir de esta grafica determine 
donde / es creciente, donde / es decreciente y los extremos 


relativos de f ^Son estas conclusiones consistentes con 
las obtenidas en el inciso (a)? (c) Trace la gr£fica de /" en 
un rectangulo de inspeccidn convenience. A partir de esta 
grdfica determine donde la grdfica de / es c6ncava hacia 
arriba, donde lo es hacia abajo y los puntos de inflexidn 
de /. ^Son estas conclusiones consistentes con las obteni- 
das en el inciso (a)? (d) Confirme analiticamente sus con- 
clusiones. 


5.6 APLICACIONES DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 


Los modelos matemdticos que implican ecuaciones diferenciales cuyas solu- 
ciones contienen potencias de e , ocurren en muchos campos tales como qui- 
mica, ffsica, biologia, sicologia, sociologia, administracidn y economia. 

Esta seccidn se inicia con el estudio de modelos que implican crecimien- 
to y decrecimiento, los cuales se obtienen cuando la tasa de variacidn (deri- 
vada) de una cantidad con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad 
presente en un instante dado. Por ejemplo, la tasa de crecimiento de la pobla- 
cidn de una comunidad puede ser proporcional a la poblacion real en cualquier 
instante dado. En biologfa, bajo ciertas circunstancias, la tasa de crecimiento de 
un cultivo de bacterias es proporcional a la cantidad de bacterias presentes en 
cualquier momento especifico. En una reaccidn quimica, la tasa (velocidad) de 
reaccidn con frecuencia es proporcional a la cantidad de sustancia presente; 
por ejemplo, los quimicos saben, a partir de experimentos, que la tasa de de- 
crecimiento (decaimiento o desintegracidn) del radio es proporcional a la 
cantidad de radio presente en un instante dado. Una aplicacidn en finanzas se 
tiene cuando el interns se compone continuamente. 

En tales casos, si el tiempo se representa mediante t unidades, y si y uni- 
dades representa la cantidad presente en cualquier momento, entonces 



donde k es una constante y y > 0 para toda t > 0. Si y crece conforme t se in- 
crementa, entonces k > 0 y se tiene la ley de crecimiento natural. Si y decre- 
ce cuando t aumenta, entonces k < 0, y se tiene la ley de decrecimiento natural. 

Si por definicidn y es un numero entero positivo (por ejemplo, si y es la 
poblacidn de cierta comunidad), se supondrd que y puede ser cualquier numero 
real positivo a fin de que y sea una funcidn continua de t. 

Suponga que se tiene un modelo matematico que implica la ley de cre- 
cimiento o decrecimiento natural y la condicidn inicial y = y Q cuando t = 0. 
Entonces la ecuacion diferencial que representa este modelo es 



Al separar las variables se obtiene 
^ =kdt 

y 

Si se integran ambos miembros de esta ecuacion se tiene 
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\y\ = e c • e kt 

A1 considerar e c - C se tiene \y \ = Ce kt , y como y es poskivo se pueden 
omitir las barras de valor absoluto, obteni£ndose 

y = Ce kt 

debido a que y = y Q cuando t - 0, se tiene C = y Q . De modo que 

y = y 0 e kt 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 


m 



5*6*1 Teorema 


Suponga que yes una fimddneontjnuade/ cony > 0 para toda f s 0. 
Ademis, suponga que 



donde it es una constants y y = v Q cuando t — 0. Enlonces 



Considere el enunciado de este teorema con la notation funcional. Con 
y = /(/) y/(0) = B y B > 0 (esto es y Q = B ), el teorema establece que si 

f\t) = kf(t) t > 0 (1) 

entonces 

f{t) = Be kl t > 0 (2) 

Si k > 0, entonces (1) es la ley de crecimiento natural y (2) define una fun- 
cion que tiene crecimiento exponenciaL Con k > 0 se tiene 


FIGURA 1 


fit) 



lim f(t) = B lim e kt 
/->+<» r-»+«> 

= +oo 

Asi,/(/) crece sin limite conforme t aumenta sin lfmite. La grafica de (2) cuan- 
do it > 0 se presenta en la figura 1. 

Si k < 0, entonces (1) es la ley de decrecimiento natural y (2) define una 
funcion que tiene decrecimiento exponenciaL De (2), con k < 0, se tiene 

lim f(t ) = B lim e kt 

/-» + eo r-4 + eo 

= 0 

y /(/) se aproxima a cero a travds de valores positivos. La figura 2 muestra la 
grafica de (2) cuando k < 0. 


FIGURA 2 


r EJEMPLO 1 En cierto cultivo, la tasa de crecimiento de bacte- 
rias es proporcional a la cantidad presente, fnicialmente, se tenian 1 000 bac- 
terias y la cantidad se duplicd en 12 min. (a) Si y bacterias estan presentes a los 
t minutos, exprese y como una funcion de t. (b) En una graficadora, estime con 
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Table 1 


r 

0 

12 

T 

y 

1000 

2000 

10 000 


precisidn de minutos, el tiempo que deberd trancurrir para que se tengan 
10 000 bacterias. (c) Confirme analiticamente la estimacion del inciso (b). 

Solucion La tabla 1 muestra las condiciones de frontera,donde y bacterias 
est£n presentes a los t minutos. Observe que T minutos serdn necesarios para 
que se tengan 10 000 bacterias en el cultivo. 

(a) El modelo matematico consiste en la ecuacion diferencial 



donde k es una constante y y = 1 000 cuanto t = 0. Del teorema 5.6.1, 
y = 1 000e*' (3) 


Como y = 2 000 cuando t = 12, de (3) se obtiene 

e m = 2 (4) 

A partir de (3) se tiene 
y = 1000(e 12 *)' /12 


A1 sustituir de (4) en la ecuacidn anterior se obtiene 



[0, 100] por [0, 20 000] 
y = 1 000 * 2 tln y y = 10 000 

FIGURA 3 


y = 1000 • 2 'I 12 


(5) 


(b) La figura 3 muestra las grdficas de la ecuacidn (5) y la recta y = 10 000 
trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [0, 100] por [0, 20 000]. 
Utilizando los procedimientos interseccidn (intersec), o rastreo (trace), 
y aumento (zoom in) de la graficadora, se determina que la grdfica y la 
recta se intersectan en el punto donde t = 39.9. De este modo, se estima 
que son necesarios 40 minutos para que se tengan 10 000 baterias en el 
cultivo. 

(c) A fin de confirmar analiticamente la estimacidn, en (5) se sustituye t por 
T y y por 10 000, obteni&idose 


10 000 = 1 000 • 2 Tln 
2 t I 12 = 10 

In (2 7712 ) = In 10 

X • in 2 = In 10 
12 

T = 12 In 10 
In 2 

T = 39.9 


lo cual confirma la estimacidn del inciso (b). 

Conclusion: En 40 minutos se tendran 10 000 bacterias en el cultivo. ^ 


Tabla 2 


t 

0 

30 

60 

y 

50 000 

75 000 

>W> 


r EJEMPLO 2 La tasa de crecimiento de la poblacidn de cier- 
ta comunidad es proporcional a la poblacidn. En 1950 la poblacion fue de 
50 000 y en 1980 fue de 75 000. (a) Si y es la poblacidn t aiios a partir de 1950, 
exprese y como una funcidn de t. (b) Estime en la graficadora la pobla- 
cidn que habr£ en el ano 2010. (c) Confirme analiticamente la estimacidn del 
inciso (b). 

Solucion La tabla 2 proporciona las condiciones iniciales donde y ^ es la 
poblacion esperada para el ano 2010. 
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(a) El modelo matematico esti representado por la ecuacion diferencial 



donde k es una constante y y = 50 000 cuando t = 0. Del teorema 5.6. 1 
se tiene 

y = 50 000e*' (6) 


Como y ~ 75 000 cuando t = 30, de (6) se obtiene 

75 000 = 50 000e 3 °* (7) 

e 30k = L5 


A partir de (6) se tiene 
y = 50 000 (e 30 *)'/ 30 


Si se sustituye de (7) en esta ecuacidn, se obtiene 



y = 50 000(1.5) r/3 ° 

FIGURA 4 


y = 50 000(1.5)' /3 ° (8) 

(b) La gr&fica de la ecuacion (8) esta trazada en el rectangulo de inspeccidn de 
[0, 70] por [0, 150 000] y se muestra en la figura 4. Se emplea el aumen- 
to ( zoom in) para determinar que el valor de y es 112 500 cuando t = 60. 

(c) A1 sustituir 60 por t y y w por y en (8) se obtiene 

y w = 50 000(1.5) 2 
= 112 500 

lo cual confirma la estimacidn del inciso (b). 

Conclusion: La poblacion en el ano 2010 sera de 1 12 500. A 

En el ejemplo anterior, como la poblacion crece con el tiempo se tiene un 
caso de crecimiento exponencial. Si una poblacion decrece al transcurrir el 
tiempo, lo cual puede ocurrir si la tasa de mortalidad es mayor que la tasa de 
natalidad, entonces se tiene el caso de decrecimiento exponencial (refierase al 
ejercicio 4). El ejemplo siguiente proporciona otra situacion que implica de- 
crecimiento exponencial. En los problemas que tratan acerca de este tipo de 
decrecimiento, la semivida (o vida media) de una sustancia es el tiempo 
necesario para que la cantidad de sustancia se reduzca a la mitad. 


Tabla 3 


X 

0 

1690 

1000 

y 

20 

10 

y\ ooo 


W EJEMPLO 3 La tasa de decrecimiento (rapidez de desintegra- 
cion) del radio es proporcional a la cantidad presente en cualquier momento. 
La semivida del radio es de 1 690 anos y se tienen actualmente 20 mg de este 
elemento quimico. (a) Si se tendran y miligramos de radio dentro de t anos a 
partir de ahora, exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la graficadora 
la cantidad de radio que se tendra dentro de 1 000 anos a partir de ahora. 
(c) Confirme analiticamente la estimacidn del inciso (b). 

Solucion Las condiciones de frontera se presentan en la tabla 3, donde 
y x qqjj miligramos de radio se tendran dentro de 1 000 a partir de ahora. 

(a) El modelo matematico consiste en la ecuacidn diferencial 
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donde k es una constante y y = 20 cuando t = 0. Del teorema 5.6.1 se 
tiene 

y = 20e k ' - (9) 

Como> = 10 cuando / = 1690, de (9) se obtiene 
10 = 20e 1690t 

<? 1690t = | (10) 
A partir de (9) se tiene 
y = 20 (> 1690 *)'/ 1690 


A1 sustituir de (10) en la ecuacidn anterior se obtiene 


y = 



( 11 ) 



'■“(ir 


F1GURA5 


(b) La figura 5 muestra la grdfica de (1 1) trazada en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [0, 4 000] por [0, 25]. A1 aplicar los procesos rastreo (trace) y 
aumento (zoom in) de la graficadora se determina que y = 13.27 cuan- 
do /= 1 000. 

(c) A partir de la ecuacidn (11), considerando y = y 10 oo y t = 1000, se 
tiene 


y i ooo 


( i \ 1000/1690 

20 U) 


= 13.27 


lo cual confmna la estimacidn del inciso (b). 

Conclusion: Dentro de mil anos, a partir de ahora, se tendrdn 13.27 mg de 

radio. ^ 


Observe que la ecuacion (1 1) en la solucion del ejemplo 3 es un caso especial 
de la siguiente situacion m&s general: Si la semivida de una sustancia es de h anos 
y y 0 unidades de la sustancia estan presentes ahora, entonces dentro de / anos se 
tendran y unidades de sustancia, donde 

Se le pedird que demuestre esto en el ejercicio 34. 


► EJEMPLO 4 Un deposito contiene 100 millones de litros de 
agua fluorada para el suministro de una ciudad, y el agua contiene 700 kg 
de cierto fluoruro. A fin de disminuir la cantidad del fluoruro, se introduce 
agua pura al deposito a una tasa de 3 millones de litros por dia. La mezcla 
de agua y fluoruro se mantiene uniforme, y sale del depdsito a una tasa igual a 
la que entra. ^Cuantos kilogramos del fluoruro contiene el deposito 60 dias 
despu^s de que comenzo a fluir agua pura al depdsito? 

Solucion Sean t dias el tiempo que transcurre desde que comenzo a fluir 
agua pura al deposito. Sean x kilogramos la cantidad del fluoruro en el depd- 
sito a los t dias. 
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Como se tienen 100 millones de litros de agua en el deposito en cualquier 
instante, a los t dlas la cantidad de fluoruro por milldn de litros es jc/ 100 ki- 
logramos. Del deposito salen tres millones de litros por dla de agua fluorada; 
de modo que el deposito pierde 3 (jc/ 100) kilogramos del fluoruro por dia. 

Como — es la tasa de variation de x con respecto a t, y x decrece confor- 
dt 

meat aumenta, entonces se tiene la ecuacion diferencial 


Tabla4 


t 

0 

60 

X 

700 

*60 


dx = 3x 
dt 100 

Esta ecuacion es de la forma ~ = kx, donde k - -0.03. Las condiciones 

dt 

iniciales dadas se muestran en la tabla 4, donde kilogramos es la cantidad 
del fluoruro en el deposito despu^s de 60 dfas. Cuando t = 0, x = 700; de 
modo que, por el teorema 5.6.1, se tiene 

x = 700 e -0 03 ' 


A1 considerar t = 60 y x = ^ en esta ecuacion, se obtiene 


60 


700e' 18 

115.71 


Conclusion: El deposito contiene 1 16 kg del fluoruro 60 dfas despues de 

introducir agua pura al depdsito. M 


El Calculo a menudo es util para los economistas en la evaluacion de 
ciertas decisiones sobre cuestiones financieras. Sin embargo, para aplicar el 
Calculo debe tratarse con funciones continuas. Considere, por ejemplo, la 
siguiente fdrmula, la cual proporciona A, el monto de una inversion a los 
t anos, si P dolares se invierten a una tasa anual de lOOi %, compuesto m veces 
al ano: 



Imagine una situacidn en la cual el interes se compone continuamente; 
esto es, considere la f6rmula (12), donde se permite que el numero de perio- 
dos de interes por ano aumente sin limite. Entonces tomando el limite en la 
formula (12) se tiene 

A = P lim (l 4 - i-) mt 
m — »+°° V m J 


el cual puede escribirse como 


A = P lim 

«p->+“ 



( 13 ) 


Para calcular este limite mediante el teorema 1.9.1, primero debe determi- 
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existe. Considerando h = i/m se dene que m/i = 1 jh\ y como m—>+ oo 
es equivalente a /i^0 + , entonces 

lim (l + — 

m— > + «> \ Tfl 

= e 

En consecuencia, por teorema 1.9.1 se tiene 



) ^ = lim (1 + h) ljh 


= e 


it 


y asi, (13) se transformaen 

A = Pe il (14) 

Si se considera que t varfa en el conjunto de los numeros reales no negativos, se 
observa que (14) expresa a A como una funcion continua de l. 

Otra forma de mirar la misma situacidn consiste en considerar una inver- 
si6n de P ddlares que se incrementa a una tasa proporcional a su monto. £sta 
es la ley de crecimiento natural. Entonces, si A ddlares es el monto a los 
t anos, entonces 


donde k es una constante y A = Fcuando/ = 0. Por el teorema 5.6.1, se tiene 
A = Pe kt 

A1 comparar esta ecuacidn con (14) se observa que son las mismas si 
k = i. Asi, si una inversidn crece a una tasa proporcional a su monto, se dice 
que el interns es compuesto continuamente, y la tasa de interns anual es la 
constante de proporcionalidad. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si P ddlares se invierten a 

una tasa del 8% anual compuesto continuamente, y A es el monto de la inver- 
sion a los t anos, entonces 

= 0.084 
dt 


y 

A = Pe om ◄ 

Si en (14) se toma P = 1, i = 1 y t - 1, se obtiene A = e, lo cual da 
una justificacibn de la interpretacidn que los economistas hacen del numero 
e como el rddito uiia inversibn de $1 por un ano a una tasa de interns del 
100% compuesto continuamente. 

En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de tasa efectiva de inte- 
rns anual , la cual es la tasa que proporciona la misma cantidad de interns 
compuesto una vez al ano. 


► EJEMPLO 5 Un banco anuncia que la tasa de inter6s en cuen- 
tas de ahorro se calcula al 4% anual compuesto diariamente. Si se depositan 
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TablaS 


t 

0 

40 

100 

y 

120 

60 

^100 


$1000 en una cuenta de ahorro en el banco, calcule (a) el monto aproximado 
al final de un ano considerando la tasa de interns de 4% compuesto conti- 
nuamente, y (b) el monto exacto al cabo de un ano considerando una tasa 
de interns anual de 4% compuesto 365 veces al ano. (c) Obtenga la tasa efecti- 
va de interns anual. 

Soluci6n 

(a) Sean A ddlares el monto al final de 1 ano. De (14) con P = 1 000, 
i = 0.04 y t = l.setiene 

A = 1 OOOe 004 
= 1040.81 

Conclusion: $1 040,81 es un monto aproximado del depdsito al t6r- 

mino de 1 ano 

(b) De (12) con P = 1 000, i = 0.04, m = 365 y t = 1, y si A 365 ddlares 
es el monto, entonces 

= 1 040.81 

Conclusidn: El monto exacto del depdsito al final de 1 aflo es 

$1 040.81%. 

(c) Sea j la tasa efectiva de interns anual. Por tanto, 

1000(1 + j) = 1040.81 
1 + j = 1.04081 
j = 0.04081 

Conclusion: La tasa efectiva de interns anual es 4.081 %. ^ 

Una aplicacion de la funcidn exponencial natural en fisica es proporcio- 
nada por la ley de enfriamiento de Newton , la cual establece que la tasa a la 
cual un cuerpo cambia de temperatura es proporcional a la diferencia entre 
su temperatura y la del medio ambiente. 


► EJEMPLO 6 Si un cuerpo rodeado de aire a 35° de tempera- 
tura se enfria de 120° a 60° en 40 min, utilice la ley de enfriamiento de 
Newton para determinar la temperatura del cuerpo despu6s de 100 min. 

Solution Sean t minutos el tiempo que ha transcurrido desde que el cuer- 
po comenzd a enfriarse, y y grados la temperatura del cuerpo a los t mi- 
nutos. La tabla 5 muestra las condiciones de frontera, donde y 100 grados es la 
temperatura del cuerpo despu^s de 100 min. 

A partir de la ley de enfriamiento de Newton, se tiene 

f - 35 > 

donde k es una constante y y > 35 para toda t ^ 0. Al sustituir u por 
y - 35 y du/dt por dy/dt , esta ecuacidn se transforma en 
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Cuando t = 0, y = 120 y w = 85. De modo que por el teorema 5.6.1, la so- 
lucidn de esta ecuacidn diferencial es 

u = 85 e kt 

Si se reemplaza u por y - 35, se obtiene 
y - 35 = 85e*' 

y = S5e kt + 35 (15) 

Como y = 60 cuando t = 40, se tiene 
60 =* Me 40 * + 35 

e*° k = ^ (16) 

De (15), 

y = 85 ( e 40*)</40 + 35 
A1 sustituir de (16) en esta ecuacidn se obtiene 
/ 5 VM 0 

”- s in) * 3! 

Debido a que y = y m cuando t = 100, de la ecuacidn anterior resulta 

>,oo = 85(^) 5/2 + 35 
= 38.99 

Conclusion: La temperatura del cuerpo despu 6 s de 100 min es 39°. 4 


Suponga ahora que una cantidad crece a una tasa proporcional a la dife- 
rencia entre un numero positivo fijo A y su magnitud. Entonces, si se represen- 
ta el tiempo por t unidades y y unidades es la magnitud de la cantidad presente 
en cualquier tiempo, entonces 

^ =k(A- y) (17) 

donde k es una constante positiva y y < A para toda t > 0, A1 reemplazar w 
por A - yy dufdt por - dyjdt , esta ecuaci 6 n se transforma en 



Si u = B (esto es, y = A - B) cuando t = 0, entonces por el teorema 5.6. 1 la 
solucidn de esta ecuacidn es 

u = Be~ kt 

A1 sustituir w por A - y se obtiene 

A - y = Be~ kt 

y = A - Be~ kt 

Si en esta ecuaci 6 n se considera y = /(f), se tiene 
fit) - A - Be~ kt 


( 18 ) 
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donde A, fi y k son constantes positivas. Esta ecuacidn describe el crecimien- 
to limitado. 

A1 considerar el If mite de /(/) se tiene 
lim /(/) = lim (A - Be~ kt ) 

t-* + oo t- M-OO 

= A - B lim e~ ki 
/-»+« 

= A - B * 0 
= A 



f(t) = A - Be~ kt 

FIGURA 6 


y f(t) se aproxima a A a trav6s de valores menores que A. Por tanto, la recta 
horizontal ubicada a A unidades sobre el eje t es una asmtota horizontal de la 
grdfica de /. Tambi6n observe que 

/( 0) = A - Be~ k '° 

= A - B 

A partir de esta information se obtiene la grafica de / mostrada en la figu- 
ra 6. Esta grdfica se denomina en ocasiones curva de aprendizaje. El nombre 
es apropiado cuando fit) representa la aptitud con la que una persona realiza 
una tarea. Conforme la experiencia de una persona aumenta, la aptitud se 
incrementa rdpidamente al principio y despues disminuye debido a que la 
experiencia adicional tiene poco efecto sobre la habilidad con la cual se efec- 
tua la tarea. 


Tabla 6 


t 

0 

10 

30 

60 

y 

20 

50 

^30 



W EJEMPLO 7 Un empleado nuevo realiza un trabajo con mayor 
eficiencia cada dia, de tal modo que si producen y unidades por dia despu6s 
de t dias en el trabajo, entonces 

J = *(80 - y) (19) 

donde k es una constante positiva y y < 80 para toda / > 0. El empleado 
produce 20 unidades el primer dfa de trabajo y 50 unidades por dia despues de 
10 dias de estar en el trabajo. (a) Exprese y como una funcion de t. (b) ^Cudntas 
unidades por dia se espera que eventualmente produzca el empleado? (c) Trace 
la grafica de la funcidn del inciso (a) y la asintota horizontal de la grdfica. 
(d) ^Cu£ntas unidades producird el empleado despu£s de estar 30 dias en el traba- 
jo? (e) Muestre que despues de estar 60 dias en el trabajo, el empleado produ- 
cird exactamente 1 unidad menos que el potencial total. 

Solution La ecuacidn diferencial (19) es la misma que (17) con A = 80. 
La tabla 6 muestra las condiciones de frontera donde y 30 unidades y y^ unida- 
des son producidas por dia despu6s de que el empleado est£ 30 y 60 dias en el 
trabajo, respectivamente. 

(a) La solucion general de (19) es de la misma forma de (18) con A = 80: 

y = 80 - Be~ kt (20) 

Como y = 20 cuando / = 0,>de (20) se obtiene 

20 = 80 - Be 0 
B = 60 

Al reemplazar B por 60 en (20) resulta 
y = 80 - 60e~ kt 


( 21 ) 
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De esta ecuacidn, con y = 50 cuando t = 10, se tiene 

50 = 80 - 60e -10 * 
e~ m = 0.5 


Si se sustituye este valor de e 10 * en (21), se tiene 
' y = 80 - 60(e- l6k )' ll ° . 

y = 80 - 60(0.5) ,/10 . (22) 

(b) El limite de (22) cuando t-*+ oo es 


lim [80 - 60(0. 5)' /10 ] = 80 - 60 lim — L- 

/-» + oo l-4+oo 2 / / 10 

= 80 - 60 * 0 
= 80 



y - 80 


Conclusion: Se espera que el empleado product eventualmente 80 

unidades por dfa. 

(c) La flgura 7 muestra la griiflca de (22) y su asfntota horizontal, la recta 
* y = *80, trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [ 0, 50] por [0, 90], 

(d) Como y — y 30 cuanto t = 30, de (22) se obtiene 

y x = 80 - 60(0.5) 3 
= 72.5 

Conclusion: El empleado producird 72 unidades por dfa despu6s de 

estar 30 dfas en el trabajo. 

(e) De (22), con y = cuando t = 60, se tiene 

y&) ~ 80 - 60(0.5) 6 
= 79.06 


FIGURA 7 


Conclusion: Despu6s de estar 60 dfas en el trabajo, el empleado pro- 
ducira 79 unidades por dfa, justo 1 menos que el potencial total. ^ 


En la seccidn 7.4 se tratara otro tipo de crecimiento limitado, el cual 
proporcionard un rtiodelo matemdtico del crecimiento de una poblacidn que 
tiene en cuenta los factores ambientales. 

Una funcion importante en estadfstica, llamada funcidn normal estan- 
darizada de densidad de probabilidad esta definida por 



FIGURA 8 


m = 


1 e -xV 2 

■m 


La grafica de N es la curva en forma de campana, conocida en estadfstica. La 
flgura 8 muestra esta grafica trazada en el rect&ngulo de inspeccidn de [-3, 3] 
por [-2, 2]. Observe que conforme x crece o decrece sin lfmite, A^(jc) se apro- 
xima rapidamente a cero. 

La probabilidad de que una eleccion aleatoria de x est 6 en el intervalo 
cerrado [ a , b] se denota por P([a , ^]), y est& dada por 


P([a, b}) 



e x2 l 2 dx 


(23) 


Esta integral definida es la medida del area de la regidn limitada superiormen- 
te por la curva y = N(x), inferiormente -por el eje jc, y lateralmente por las 
rectas x = a y x = b. La integral definida no puede evaluarse mediante el 
segundo teorema fundamental del C£lculo debido a que se ha demostrado que 
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y 



FIGURA 9 





FIGURA 10 


una antiderivada del integrando no puede expresarse en tdrminos de funciones 
elementales. Sin embargo, se puede calcular un valor aproximado por medio 
de NINT en la graficadora. 


r EJEMPLO 8 Para la funcidn normal estandarizada de densidad 
de probabilidad, calcule la probabilidad de que una election aleatoria de x 
este en el intervalo [0, 2], 

Solution La probabilidad de que una eleccidn aleatoria de x estd en el 
intervalo [0, 2] es P([0, 2]), y de (23) se tiene 

En la graficadora se obtiene NINT(W(jc), 0, 2) = 0.47725. Asf, 

P([0, 2]) = 0.47725 ◄ 

Refidrase a la figura 9. La region sombreada del primer cuadrante estd 

limitada por la grdfica de la funcion normal estandarizada de densidad de 

probabilidad, los ejes coordenados y la recta x - f, donde t > 0, Si A(t) 

unidades cuadradas es el drea de esta regidn, puede demostrarse, aunque es di- 

ficil hacerlo, que lim A(t) = 0.5. De modo que el valor exacto de P([ 0, 2]), 

/->+« 

el cual es la medida del drea de la regidn sombreada de la figura 10, debe ser 
menor que 0.5. Este hecho es acorde con el resultado del ejemplo 8. 


EJERCICIOS 5.6 


1 . La tasa de crecimiento natural de la poblacidn de cierta ciudad 
es proportional a la poblacidn. En 1955 la poblacidn 
fue de 40 000, y en 1995 fue de 60 000. (a) Si y es el numero 
de individuos de la poblacidn t anos a partir de 1955, expre- 
se y como una funcidh de t. (b) Estime en la graficadora 
cual serd la poblacidn para el ano 2001. (c) Estime en la gra- 
ficadora en qu6 ano la poblacidn serd de 80 000. (d) Confir- 
me analfticamente las estimaciones de los incisos (b) y (c). 

2. Un cultivo de bacterias crece a una tasa proporcional al 
numero de bacterias presentes. Se tienen 1000 bacterias 
presentes ahora y el numero se duplicara en 30 min. (a) Siy 
bacterias estdn presentes a los t minutos a partir de ahora, 
exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la grafi- 
cadora cudntas bacterias se tendran dentro de 2 horas. 
(c) Estime en la graficadora dentro de cudnto tiempo se 
tendrdn 50 000 bacterias. (d) Confirme analfticamente las 
estimaciones de los incisos (b) y (c). 

3. Cuando a un circuito eldctrico simple, el cual no contiene 
capacitores pero sf capacitancia y resistencia, se le elimina 
la fuerza electromotriz, la tasa de decrecimiento de la co- 
rriente es proporcional a la corriente. La corriente es 
i amperes a los t segundos despuds de la interruption de la 
fuerza electromotriz, i = 40 cuando / = 0, y la corrien- 
te diminuye 15 amperes en 0.01 s. (a) Exprese i como una 
funcidn de t. (b) Estime en la graficadora la corriente en 
0.02 s. (c) Confirme analfticamente la estimacion del in- 
ciso (b). 


4. La poblacidn de una ciudad decrece a una tasa proporcio- 
nal a su tamano. En 1980 la poblacion fue de 50 000 y en 
1990 fue de 44 000. (a) Si y es la poblaci6n t anos a partir 
de 1980, exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la 
graficadora cu£l serd la poblacidn en el ano 2000. (c) Con- 
firme analfticamente la estimacidn del inciso (b). 

En los ejercicios 5 a 26, defina precisamente todas las varia- 
bles como numeros. Utilice la variable t para representor el 
tiempo y defina las otras variables en tirminos de t. No olvide 
escribir una conclusion. 

5. Despuds de que se suspendid la publicidad de cierta pelfcu- 
la el primer dfa de exhibicidn, la asistencia decrecid a una 
tasa proporcional a su tamaflo. Si la asistencia del primer 
dfa de exhibicidn fue de 5 000 espectadores y la asisten- 
cia del tercer dfa file de 2 000, ^cudl es la asistencia esperada 
para el sexto dfa? 

6. La poblacidn de cierta ciudad se duplico de 1900 a 1960. 
Si la tasa de crecimiento natural de la poblacidn es propor- 
cional a la poblacidn en cualquier tiempo y la poblacidn en 
1960 file de 60 000, estime la poblacidn para el aflo 2010. 

7. Suponga que el valor de cierta coleccidn de antigiiedades 
se incrementa con el tiempo y que la tasa a la que se in- 
crementa es proporcional a su valor en cualquier instante. 
Si hace 10 anos el valor de la coleccidn fue de $25 000 y 
su valor actual es de $35 000, ^dentro de cudntos anos su 
valor esperado seri de $50 000? 
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8. A1 ano de usar un automovil, su tasa de depreciacidn en 
cualquier momento es proporcional a su valor en ese tiem- 
po. Si un automdvil se compr6 el 1 de marzo de 1993, y 
sus valores el 1 de marzo de 1994 y de 1995 fueron $7 000 
y $5 800, respectivamente, ^cudl es el valor esperado para 
el 1 de marzo de 1999? 

9 . En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimien- 
to es proporcional al numero de bacterias presentes, el nu- 
mero se triplica en 1 hora. Si al final de 4 horas se tienen 
10 millones de bacterias, ^cuSntas bacterias se tuvieron 
inicialmente? 

10 . Si la semivida del radio es de 1960 anos, ^que porcentaje 
de la cantidad actual quedarf despuds de (a) 100 anos, y 

(b) 1000 anos? 

11 . El 30% de una sustancia radiactiva se desintegra en 
15 anos. Determine la semivida de la sustancia. 

12 . En inviemo, la tasa de mortalidad de cierta especie de fau- 
na salvaje de una regidn geografica particular, es propor- 
cional al numero de animales de dicha especie presentes en 
cualquier momento. El 2 1 de diciembre, el primer dia de 
inviemo, habia 2 400 ejemplares de la especie presentes; 
30 dias despuds, 2 000 animales de la especie estuvieron 
presentes. <,Cu£ntos ejemplares de la citada especie se es- 
pera que sobrevivan al inviemo? Esto es, ^cu&itos anima- 
les de dicha especie se espera que vivan el 21 de marzo, 
primer dia de primavera? 

13 . Se efectua un depdsito de $5 000 en una cuenta de ahorro 
en un banco que anuncia que el interns en este tipo de cuenta 
se calcula a una tasa anual del 5% compuesto diariamente. 
Calcule (a) un monto aproximado al final de 1 ano tomando 
la tasa de interes como 5% compuesto continuamente, 
y (b) el monto exacto al termino de 1 ano considerando 
una tasa de interes del 5% compuesto 365 veces al ano. 

(c) ^Cudl es la tasa efectiva de interds anual? 

14 . Realice el ejercicio 13 si el banco anuncia que el interns 
se calcula a una tasa del 6% compuesto diariamente, y 
(a) tome la tasa como 6% compuesto continuamente, 
y (b) considere una tasa de interes anual del 6% com- 
puesto 365 veces al ano. 

15. Si una cantidad de dinero invertida se duplica en 10 anos a 
un interns compuesto continuamente, <cudnto tiempo tar- 
darf en triplicarse la suma inicial? 

16. Si el poder de compra de un ddlar disminuye a una tasa de 
10% anualmente, compuesto continuamente, ^cudnto tiem- 
po serf necesario para que el poder de compra sea de $0.50? 

17 . En cierta reaccidn qui'mica, la tasa (velocidad) de conver- 
sion de una sustancia es proporcional a la cantidad de la 
sustancia que aun no se transforma en ese instante. Despuds 
de 10 min, un tercio de la cantidad original de la sustancia 
se ha convertido y 20 g se convierte despuds de 15 min. 
^Cudl era la cantidad original de la sustancia? 

18 . Un tanque contiene 200 litros de salmuera en la cual hay 
3 kg de sal por litro. Se desea diluir esta solucidn agregan- 
do salmuera que contiene 1 kg de sal por litro, la cual fluye 
hacia el tanque a una tasa de 4 L/min y la mezcla, que se 


mantiene uniforme mediante agitacidn, sale a la misma 
tasa. ^Cu&ido tendrf el tanque 1 .5 kg de sal por litro? 

19 . Se tienen 100 litros (L) de salmuera en un tanque la 
cual contiene 70 kg de sal disuelta. Se agrega agua dulce 
a una tasa de 3 L/min, y la mezcla, que se mantiene unifor- 
me revolviendola, sale del tanque a la misma tasa. <,Cu£n- 
tos kilogramos de sal se tienen en el tanque despuds de 
una hora? 

20 . El azucar se disuelve en el agua a una tasa proporcional a 
la cantidad insoluta. Si se ternan 50 kg de azucar presentes 
inicialmente y despuds de 5 horas dsta se redujo a 20 kg, 
^cuanto tiempo deberf pasar para que el 90% del azucar 
se disuelva? 

21 . El profesor Willard Libby, de la Universidad de California 
de Los Angeles, file distinguido con el premio Nobel en 
qrnmica por el descubrimiento de un metodo para deter- 
minar la fecha de muerte de un ser viviente. El profesor 
Libby emple6 el hecho de que el tejido de un organismo 
vivo estd compuesto de dos tipos de carbono: el carbono 
14 (denotado por I4 C) radiactivo y el carbono 12 ( l2 C) es- 
table, de modo que la razdn de la cantidad de 14 C a la can- 
tidad de I2 C es aproximadamente constante. Cuando el 
organismo muere la ley de decree imiento natural se aplica 
al l4 C. Si se determina que la cantidad de 14 C en un trozo de 
carbdn vegetal es s61o el 45% de su cantidad original y que 
la semivida del ,4 C es de 5 730 anos, ^hace cu£nto tiempo 
murid el drbol de donde proviene el trozo de carbdn vegetal? 

22 . Refidrase al ejercicio 21. Suponga que despuds de encon- 
trar un fdsil, un arquedlogo determina que la cantidad de 
14 C presente en el fdsil es 25% de su cantidad original. 
Empleando el hecho de que la semivida del I4 C es de 
5 730 anos, ^cudl es la edad del fdsil? 

23. En las mismas condiciones del ejemplo 6, ^despuds de 
cu£ntos minutos la temperatura del cuerpo serf de 45°? 

24 . Una olla con agua estuvo hirviendo a 100° y se dej6 enfriar 
al aire fibre a una temperatura de 0°. Despuds de 20 min la 
temperatura del agua file de 90°. (a) ^Despuds de cu£ntos 
minutos la temperatura del agua serf de 80°? (b) ^Cudl 
serf la temperatura del agua despuds de 1 hora? Utilice la 
ley de enffiamiento de Newton. 

25 . Si se lleva un termdmetro de una habitacidn en la cual la 
temperatura es de 75° hacia el exterior donde la tempe- 
ratura es de 35° y la lectura en el termdmetro es 65° 
despues de 30 5, (a) i,cudnto tiempo despuds la lectura en el 
termdmetro serf de 50°? (b) <,Cudl serf la lectura en 
el termdmetro despuds de 3 minutos? Utilice la ley de 
enfriamiento de Newton. 

26 . Un cuerpo rodeado de aire a una temperatura de 0° se en- 
fna de 200° a 100° en 40 minutos, ^cudntos minutos nrfs 
ser£n necesarios para que el cuerpo alcance una tempera- 
tura de 50°? Utilice la ley de enfriamiento de Newton. 

27. Un estudiante tiene 3 horas para preparar apresuradamen- 
te un examen y durante este tiempo desea memorizar un 
conjunto de 60 hechos. De acuerdo con la sicologfa, la tasa 
a la que una persona puede memorizar un conjunto de he- 
chos es proporcional al numero de hechos que quedan por 
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memorizar. De este modo, si el estudiante memoriza y 
hechos en t minutos, entonces 

± = y) 

donde k es una constante positiva y y < 60 para toda 
t > 0. Suponga que cero hechos se memorizan inicial- 
mente. Adem4s, suponga que el estudiante memoriza 15 
hechos en los primeros 20 min. (a) Exprese y como una 
funcion de t. (b) Trace la gr&fica de la funcidn del inciso (a) 
y la asfntota horizontal de la grdfica. ^Cu&itos hechos 
memorizara el estudiante en (c) 1 hora, y (d) 3 horas? 

28. Un nuevo obrero en una linea de ensamble puede realizar 
una tarea particular de tal manera que si y unidades son 
terminadas en un dfa despues de t dfas en la linea de en- 
samble, entonces 

^ = *(90 - y) 
at 


30. Para la funcion normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dfgitos significativos, la 
probabilidad de que una eleccibn aleatoria de x este en el 
intervalo [-3, 3]. 

31. La funcidn error, denotada por erf, esta definida por 

erf(jc) - ~ f e~* 2 dt 

^ Jo 

Calcule un valor aproximado de erf(l) con cinco digitos 
significativos. 

32. Para la funcion error definida en el ejercicio 31, calcule un 
valor aproximado de erf (3) con cinco digitos significativos. 

33. En biologfa, la ecuacion que en ocasiones se emplea para 
describir el crecimiento restringido de una poblacion es la 
ecuacion de crecimiento de Gompertz: 


donde k es una constante positiva y y < 90 para toda 
t > 0. El dfa en que el obrero comenzo se terminaron 60 
unidades y al quinto dfa el obrero termino 75 unidades. 
(a) Exprese y como una funcion de t. (b) ^Cu&itas unidades 
por dfa se espera que eventualmente termine el obrero. (c) 
Trace la grdfica de la funcion del inciso (a) y la asfntota 
horizontal de la grdfica. (d) ^Cuantas unidades temri- 
nard el obrero el noveno dfa? (e) Demuestre que el traba- 
jador producird casi a su potencial total despuds de 
los 30 dfas. 

29. Para la funcidn normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dfgitos significativos, la 
probabilidad de que una election aleatoria de x este en el 
intervalo [0, 1]. 


donde ay k son constantes positivas. Determine la solu- 
tion general de esta ecuacibn diferencial. 

34. Si la semivida de una sustancia que tiene decrecimiento 
exponencial es h anos y y 0 unidades de la sustancia estbn 
presentes ahora, entonces si y unidades estar£n presentes 
en t anos, demuestre que 



35. Sean / una funcidn que describe crecimiento exponencial 
y g una funcion que describe crecimientojimitado. ^En qu6 
difieren las grdficas de estas dos'funciones? ^Son semejan- 
tes las gr^ficas en algun aspecto? ^Por que la grafica de g es 
llamada en ocasiones curva de aprendizaje? 


5.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


Aunque se introdujeron las funciones trigonom6tricas inversas en el curso de 
trigonometria o de matemdticas previas al Cdlculo, se revisardn brevemente 
en esta seccion. Se centrarl la atencion en las funciones seno inversa, coseno 
inversa, tangente inversa y secante inversa porque dstas son las mds importan- 
tes en Cdlculo. 

Recuerde de la seccion 5.1 que una funcidn debe ser uno a uno para que 
tenga una inversa. Como las seis funciones trigonometricas son periddicas y, 
por tanto, no son uno a uno, ninguna de ellas tiene inversa. Sin embargo, se 
pueden restringir los dominios de estas funciones de modo que tengan una 
inversa. 

Se comenzard con la funcidn seno cuya grdfica se muestra en la figu- 
ra 1. Observe en la figura que la funcidn seno es creciente en el intervalo 
[-^7T, ±;r], y en consecuencia, por el teorema 5.1.5 asf como por el criterio 
de la recta horizontal, la funcidn F para la cual 


F(x) = senjt y -~7t <> x < 


( 1 ) 
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y - 


sen x 


FIGURA 1 



tiene inversa. La grafica de F se presenta en la figura 2; su dominio es 
[- 1 n, 1 7 r] y su contradominio es [-1, 1]. La inversa de esta funcion se de- 
nomina funcion seno inversa. 


5,7.1 Definition de la funcion seno inversa 


La funcion sene inversa, denotada por sen -1 , esti definida por 
y - sen^ 1 x si y sdlo si x = seny y -iff < y <> ^ ff 


F(x) = sen * - 1 /r < je < in 

FIGURA 2 


El dominio de sen 1 es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [- i /r, iff]. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) seir ' 72 = (b) sen_, (~i) m ~J* 4 

Por supuesto, en la calculadora pueden obtenerse aproximaciones de 
los valores de la funcion seno inversa utilizando la tecla Isen 1 ! o la combi- 
nation de teclas | inv 1 y ] sen 1 , o fend I y Isen 1 . 

En (1) el dominio de F esta restringido al intervalo cerrado [-1 ff, i k] 
de modo que la funcion sea mondtona en su dominio a fin de que tenga una 
funcidn inversa. Sin embargo, la funcidn seno tiene periodo 2 n y es creciente 
en otros intervalos, por ejemplo, [- 1 ff, - 1 ff] y [ | /r, |ff]. Tambien, la fun- 
cidn es decreciente en ciertos intervalos cerrados; en particular, en los interva- 
los [- 1 ff, - in] y [~n y - ff] . Cualquiera de estos intervalos podrfa haberse 
elegido para el dominio de F de la ecuacion (1). No obstante, se acostum- 
bra elegir el intervalo [- i n, i n] porque es el intervalo mas grande que con- 
vene el numero 0 en el cual la funci6n es monotona, 

El uso del simbolo -1 para representar la funcion seno inversa hace 
necesario denotar el reciproco de sen x mediante (sen x)~ l a fin de evitar con- 
fusiones. Una convention similar se aplica cuando se utiliza cualquier expo- 
nente negativo con una funcion trigonometrica, por ejemplo, 

— - — = (tanx) -1 — ~ — = (cos x)" 2 

tan x cos 2 x 

y asf sucesivamente. 

El termino arco seno se utiliza en ocasiones en lugar de funcion seno in- 
versa y la notacion arc sen x se emplea en vez de sen -1 x. Probablemente esta 
notacion proviene del hecho de que si t = arc sen w, entonces sen t = w, y / 
unidades es la longitud del arco de la circunferencia unitaria para el cual el 
seno es u. En este texto, en la notacion para las funciones trigonometricas in- 
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y - sen 1 x 

FIGURA3 


versas se emplear£ el simbolo -1 en lugar de la palabra arc . Esta convencidn 
es consistente con la notacion general para las funciones inversas. 

Se puede dibujar la grafica de la funcidn seno inversa localizando algu- 
nos puntos a partir de los valores de sen -1 x tales como los presentados en la 
tabla 1. La grdfica se muestra en la figura 3. 

> * Tabla 1 


X 

-1 

_V3 

1 

0 

l 

V3 

1 



2 

2 


2 

2 


sen" 1 x 

-in 

2 

- 1 * 


0 

i- 

1 " 

in 

2 


De la definition 5.7.1, se tiene 

sen(sen*' 1 x) = jc parajcen [-1, 1] 
sen _1 (seny) = y para y en [- ^ /r, \ri\ 

Observe que sen^sen y) * y si y no estd en el intervalo [-~/r, \ it\. Por 
ejemplo, 


sen l (sen |;r) = sen -1 -L 
v2 


y 


sen Hsen Ik) = sen 



► EJEMPLO 1 Calcule (a) cos[sen *(-“ )]; (b) sen l (cos \ k). 

Solution Como el contradominio de la funcion seno inversa es 
[- \ K, \ /r], entonces sen'*(- \ ) = - \ K. 

(a) cos[sen -1 (“|) = cos(-gTT) (b) sen _1 (cos |/r) = sen _1 (-^) 

= # = -\k 4 

2 6 

Ahora se obtendri la fdrmula para la derivada de la funci6n seno inversa 
aplicando el teorema 5.1.7, el cual establece que la derivada de una funci6n 
mondtona y continua, y la derivada de su inversa son reciprocas una de la 
otra. Sea 

y = sen -1 x 

lo cual es equivalente a 

jc = sen y y y est4 en [- \ K, ~ k] 

A1 diferenciar los dos miembros de esta ecuaci6n con respecto a y resulta 


— = cosy y y estden [-\k, \k] (2) 

ny 

De la identidad sen 2 y + cos 2 y = 1, y sustituyendo sen y por jc, se obtiene 
cos 2 y = 1 - jc 2 

Sa y V \ \ ^ y to TOgvfla w r &e tn qro 

rosjy ss Jj s j l#} 
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NDER (sen 1 jc, jc) 

FIGURA 4 



FIGURA 5 


A1 sustituir de esta ecuacibn en (2) se obtiene 


£ = 
dy 

Como 4- es el reciproco de ~ > entonces 
dx dy 

D x ( sen' 1 jc) = -~=~ (3) 

VI - x l 

Este resultado se apoya graficamente al trazar las graficas de 


y = - j . * y NDER(sen 1 jc, jc) 

VI - jc 2 

en el mismo rectdngulo de inspeccibn, observando que son identicas. Con- 
suite lafigura4. 

Ahora se investigara la interpretation geometrica de la ecuacibn (3). 
Refierase a la figura 5, la cual muestra la grdfica de la funcibn seno inversa 
y segmentos de algunas rectas tangentes. Observe que cuando -1 < jc < 1, 
el cual es el dominio de D x (sen -1 jc), la pendiente de la recta tangente es po- 
sitiva. Ademds, cuando jc— >-l + o jc— >1~, la pendiente de la recta tangente 
crece sin limite. Esta informacibn apoya grdficamente los lfmites 


lim 




lim 




+ 00 


De (3) y de la regia de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


5.7.2 Teorema 


Si u es una funcibn diferenciable de x t entonces 

DJscn' b) = - -D x u 

VI - « 


W EJEMPLO 2 

/(jc) = sen -1 jc 2 

Solution Del teorema 5.7.2, 


calcuie / (jc) i 


fix) = 


Vi -(* 2 ) 2 


(2jc) 


2jc 


◄ 


A fin de obtener la funcion coseno inversa, se procede como se hizo con 
la funcibn seno inversa. Se restringe el dominio del coseno al intervalo en el 
cual la funcibn sea monotona. Se elige el intervalo [0, 7t] en el que el coseno 
es decreciente, como se muestra en la grdfica del coseno de la figura 6. Asf, se 
considera la funcibn G definida por 


G(jc) = cos jc y 0 < jc < n 
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y ~ cosx 

FIGURA6 



El dominio de G es el intervalo cerrado [0, n\ y su contradominio es el inter- 
valo cerrado [-1, 1]. La grafica de G se presenta en la figura 7. Como G es 
continua y decreciente en su dominio, entonces tiene una inversa, la cual se 
definir£ a continuation. 


5-7.3 Definition de la funcion coseno inversa 


La funcidn coseno inversa, denotada per cos" 1 , estd definida por 

y ~ cos" 1 x si y sOlo st jc = cos y y 0 ^ y ^ n 


El dominio de cos 1 es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [0, n]. 


y 



FIGURA 8 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


(a) cos-' -L = I* 


Cl cos-'(--^) = f* 


◄ 


La grafica de la funciOn coseno inversa se muestra en la figura 8. 
De la definition 5.7.3, se tiene 

cos(cos -1 x) = x para;ten[-l, 1] 
cos -1 (cosy) = y parayen[0, 7t] 


Observe que de nuevo existe una restriction sobre y a fin de tener la igual- 
dad cos -1 (cos y ) = y. Por ejemplo, como | ;resta en [0, tt], entonces 

cos -1 (cos ~ tt) = | n 
Sin embargo, 


cos Kcos |;r) 



y 


cos -1 (cos \lt) = cos 1 





► EJEMPLO 3 


Demuestre que 
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Solucion Suponga que jc est£ en [-1, 1] y que 

t = cos( \n - sen -1 x ) - (5) 

A1 aplicar la fdrmula de reduccidn cos( - v) = sen v, con v = sen' 1 x en 
el miembro derecho de (5), se tiene 

/ = sen(sen -1 x) 

Como sen (sen -1 jc) = jc, entonces 
t - x 

Si se sustituye t por x en (5) resulta 


x = cos ( - sen 1 jc) (6) 

Como - 1 n < sen -1 jc < ^ n, al sumar - ± *r a cada miembro se tiene 

-it < - + sen -1 jc < 0 

Al multiplicar cada miembro de esta desigualdad por -1 e invertir los signos 
de desigualdad se obtiene 



NDER (cos " 1 jc, jc) 

FIGURA 9 


0 < - sen -1 jc < n 

De esta desigualdad, de (6) y de la definicidn 5.7.3, resulta 

cos -1 jc = i n - sen -1 jc para | jc | <1 

lo cual es (4). M 

Observe en la solucidn del ejemplo 3 que la identidad depende de que la 
eleccidn del contradominio de la funcidn coseno in versa sea [0, n}. 

A fin de obtener la fdrmula para la derivada de la funcidn coseno in versa 
se utiliza (4), la cual ya se demostrd. Al diferenciar con respecto a jc, se tiene 

D x (cos~ [ jc) = D x ( i n - sen -1 jc) 




donde jc esta en (- 1 , 1 ). 

Como se hizo con la derivada de la funcidn seno in versa, la ecuacidn (7) 
se apoya al trazar las gr£ficas de 


y ~ - 1— - y NDER(cos 1 jc, jc) 

VI - x 2 

en el mismo rect&ngulo de inspeccion, y observando que son id^nticas. Con- 
suite la figura 9. 

Tambten, como se hizo anteriormente, refterase a la figura 10 para la in- 
terpretation geomOtrica de la ecuacidn (7). La figura, que muestra la grdfica de 
la funciOn coseno inversa y segmentos de algunas rectas tangentes, apoya el 
hecho de que D x (cos -1 jc) < 0 cuando -1 < jc < 1 y que 


lim , 

~*‘ 1+ Vl - x- 


y 


lim . , . = -oo 


FIGURA 10 


El teorema siguiente se obtiene de (7) y de la regia de la cadena. 




5.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 475 


| 5.7.4 Teorema 


Si u es una fimcidn diferenciable de x , entonces 

D/cos 1 u) = , .* —D x u 

VI - w 

- 


► EJEMPLO 4 Calcule ~~ si 

dx 

y - cos' 1 e 2x 



FIGURA 11 


Solucion Del teorema 5.7.4, se tiene 


dy 1 

^ ~ - ( e 2 *) 2 


(e 2x )(2) 


-2e lx 

Vl - e 4 * 


◄ 


A continuation se obtendra la funcion tangente inversa. Observe en la 
grdfica de la figura 11 que la funcion tangente es continua y creciente en 
el intervalo abierto \k). Ahora se restringe la funcion tangente a este 

intervalo y se considera la funcion H definida por 


y 



H(x) = tan jc y 

El dominio de H es el intervalo (- ~7T, ^n) y su contradominio es el conjunto 
R de los numeros reales. Refitiase a la figura 12, la cual presenta la gr£fica 
de H. Esta funci6n tiene una inversa llamada funcion tangente inversa. 


5.7.5 Definition de la funcion tangente inversa 


La funcidn tangente inversa, denotada por tan \ esti definida por 
y = tan" 1 x si y s6lo si x =* tan y y < y < 

El dominio de tan" 1 es el conjunto R de los numeros reales y su contra- 
dominio es el intervalo abierto (- 1 n, | n). 


FIGURA 12 

y 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) taiT 1 V3 = | k (b) tan -1 j = -ijr (c) tan* 1 0 = 0 4 

La figura 13 muestra la grdfica de la funcibn tangente inversa. De la de- 
finicion 7.5.5 se tiene 

tan(tan _1 x) = x para x en (- 00 , + 00 ) 

tan" 1 (tan y) = y para y en (- ^ tt, \ n) 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 


FIGURA 13 


tan *(tan ±tc) = y tan ! [tan (-l;r)] = -~n 
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y 

* i 



FIGURA 14 


Sin embargo, 


tan" 


*(tan |/r) = tan l (-l) y tan ! (tan | it) 


tan 1 1 

\n 


◄ 


► EJEMPLO 5 Calcule el valor exacto de 
sec[tan -1 (-3)] 

Solucion Este problema se resolver^ interpretando tan -1 (-3) como un 
angulo. Sea 

6 = tan ] (-3) 


Como el contradominio de la funcidn tangente inversa es (- 3 it), y tan Q 
es negativa, entonces - < 6 < 0. Asi, 

tan 6 = -3 y - i ;r < 0 < 0 

X 2 

La figura 14 presenta un dngulo 0 que satisface estas condiciones. Observe 
que el punto P selecciona do en el lado terminal de 0es (1, -3). Del teorema 
de Pit£goras r es igual a ^/l 2 + (~3) 2 = v lO . Por tanto, sec 6 = VlO . En 
consecuencia, 

sec [tan -1 (-3)] = v' l O A 

A fin de obtener la formula de la derivada de la funcion tangente inversa 
se aplica otra vez el teorema 5.1.7. Si 

y = tan -1 x 


entonces 


x = tany y y esta en (- 1 /r, ~ it) 

A1 diferenciar los dos miembros de esta ecuacidn con respecto a x se obtiene 

j 

3 ^ = sec 2 y y y est£ en \k) ( 8 ) 

De la identidad sec 2 y = 1 + tan 2 y, y sustituyendo tan y por x, se tiene 
sec 2 y = 1 + x 2 

Si se reemplaza de esta ecuacion en (8) resulta 

¥ = i + * 2 

dy 

De modo que, por el teorema 5. 1 .7, 


Dj:(tan _1 x) = —L-r (9) 

1 + x l 

El dominio de la derivada de la funcidn tangente inversa es el conjunto R 
de los ntimeros reales. 

En el ejercicio 58, se le pedird que apoye grdflcamente la ecuacidn (9) y 
que proporcione una interpretacidn geom&rica de la ecuaci6n, como se hizo 
con las ecuaciones (3) y (7) para las derivadas de sen -1 x y cos” 1 x. 

De (9) y de la regia de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 
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1 5.7,6 Teorema 


Si w es una funcidn difereneiable de x , entonces 
D x (tan 1 it) = - ^ u 2 

- 


^ EJEMPLO 6 Calcule/'(jc) si 

/(*) = tan" 1 ~~r 
jc + 1 

Sollicion Del teorema 5.7.6, se tiene 


fix) = 


1 


1 + 


(x + l) 2 
-1 


(X + 1 )^ 


(JC + l) 2 + 1 


X 2 + 2x + 2 


y 



Antes de definir la funcidn secante inversa, se dirigir3 la atencidn sobre 
el hecho de que cos x > 0 en el contradominio \ 7t] de sen" 1 x, lo cual 

fue significativo en la obtencion de la fdrmula (3) para la derivada de sen -1 x . 
Ademds, observe que sen x > 0 en el contradominio [0, n\ de cos" 1 x , y que 
sec x > 0 en el contradominio (-f ;r, \it) de tan -1 jc. De modo que el valor 
de tan jc sera no negativo en el contradominio de la funcidn secante inversa, se 
elige ese contradominio de modo que estd en los cuadrantes primero y tercero, 
lo cual aportard ventajas cuando se obtenga la formula de la derivada de la 
funcion secante inversa. Se veran otras ventajas de estas relaciones cuando se 
apliquen las funciones trigonomdtricas inversas en ciertos c^lculos, en particu- 
lar en la seccidn 7.3, concemientes a una tdcnica de integracidn que implica 
sustituciones trigonometricas. 

Refidrase a la figura 15, la cual muestra la gr£fica de la funcidn secante, 
y observe que la secante es creciente en el intervalo [0, -;r) y es decre- 
ciente en el intervalo [tt, | k). Mas aun, si jc e [0, 1/r) U [;r, ~7t), entonces 
sec jc e (-oo, -1] U [1, +oo). Asf, se tiene la definicidn siguiente. 


FIGURA 15 


y 



FIGURA 16 


5.7.7 Definition de la funcion secante inversa 


La fiincidn secante Inversa, denotada por sec esti definida per 


y - sec" 1 x si y sdlo si x - sec y y 


0 ^ y < ^ 

K ^ y < |tc 


six £ 1 
six S -1 


El dominio de sec 1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El contradominio de sec 1 
es [0, \n) U [; n , | n). 

. EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

(a) sec“ l (V2) - \n (b) sec _1 (-V2) - \k M 


Consulte la figura 16, la cual presenta la grdfica de la funcidn secante 
inversa. 
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De la definicidn 5.7.7, se tiene 

sec (sec -1 x) = x para jc en (-oo, ~1)] U [l,+oo) 
sec -1 (secy) = y parayen[0, ±n) U [ n , § ri) 

! EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

sec -1 (sec |/r) = y sec _1 (sec \n) = 

Sin embargo, 

sec -1 (sec y sec" 1 (sec 1 7r) = \k A 

A fin de obtener la fdrmula para la derivada de la funcidn secante in- 
versa, sea 

y = sec” 1 x y | x | > 1 
Entonces 

x = sec y y y estd en [0, ~ 7t) U [n, | n) (10) 

A1 diferenciar los dos miembros de (10) con respecto a y se obtiene 

j 

^ = sec y tan y y y est£ en [0, ~ n) U [ n ; | n) (11) 

A partir de la identidad tan 2 y = sec 2 y - 1, con secy = x, se tiene 
tan 2 y = x 2 - 1 

Como y est£ en [0, 1 n) U [ n ; | /r), entonces tan y es no negativo. Asi, 

tan y = V* 2 - 1 si y estd en [0, | tt) U [tt, | ;r) 

Si se sustituye de (10) y de esta ecuacidn en (1 1) resulta 

dy 

De este modo, por el teorema 5.1.7, 

ZX^sec- 1 x) = ‘ ( 12 ) 

x^x 2 - 1 

donde \x\ > 1. De (12) y de la regia de la cadena se obtiene el siguiente 
teorema. 


1 5-7.8 Teorema 1 

Si u es una funcidn diferenciable de*, entonces 

D^(sec-* h) = * D x u 

MV« " 1 

f * 

, 4 


^ EJEMPLO 7 Calcule /'( jc) si 

fix) = X sec -1 i 
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Solucion 



4 


Refi£rase al ejemplo 3 en el cual se demostr6 la identidad (4) que rela- 
ciona a cos -1 y sen” 1 . Esta identidad puede emplearse para definir la funcidn 
coseno inversa, y a partir de esta defmicidn se puede determinar que el con- 
tradominio de cos” 1 es [0, n]. Este tipo de procedimiento se empleard en la 
discusion de las dos funciones trigonom6tricas restantes. 


5.7.9 Definition de la funcion cotangenfre inversa 


La fuad6n cotangente Inversa, denotada por cot" 1 , esti defimda por 
cot -1 x - | K ~ UiT 1 x doude x es cualquier ntimero real 

De la definicidn, el dominio de cot _1 es el conjunto R de los numeros rea- 
les. Para determinar el contradominio de cot” 1 , se escribe la ecuacion de la 
definicidn como 

tan -1 x = \k - cot” 1 x (13) 

Como 


y 



-\n < tan -1 x < \k 

al sustituir de (13) en esta desigualdad se obtiene 
- - cot” 1 x < \n 

Si se resta I n de cada miembro se tiene 

2 

-n < -cot” 1 x < 0 

Ahora se multiplica cada miembro por -1 e invirtiendo el sentido de los signos 
de desigualdad se obtiene 

0 < cot” 1 * < K 

Por tanto, el contradominio de la funcidn cotangente inversa es el inter- 
valo abierto (0, n). Su grafica se muestra en la figura 17. 


FIGURA 17 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

(a) tan -1 1 = (b) tan _1 (-l) = -\n 

(c) cot -1 1 = ~7t - tan -1 1 (d) cot'^-l) = \n - tan'^-l) 

= \n - \n = \n - (~\n) 

= > = 3* 4 

Con objeto de deducir la fbrmula para la derivada de cot" 1 x, se derivan 
los dos miembros de la ecuacibn de la definicibn 5.7.9: 

D^cot' 1 x) - D x ( x -n - tan" 1 x) 

= 1 
1 + x 2 

El teorema siguiente se deduce a partir de esta fdrmula y de la regia de la cadena. 


5,7.10 Teorema 


Si u es una funcibn diferencmbie de x, entonces 

Oj(cor l u) = 


y 



Ahora se defmird la funcidn cosecante inversa en t&minos de la funci6n 
secante inversa. 


5,7,1 1 Definition la funcidn cosecante inversa 


La fuscl^n tosecante ijveroa, denotada por esc -1 , esi& defini- 
esc"* x =* - se c~ l x para \x\ £ I 


De la defmicidn, el dominio de esc -1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El con- 
tradominio de esc' 1 puede obtenerse de manera semejante a la empleada para 
determinar el contradominio de cot -1 . El contradominio de esc -1 es 
(-/r, -~7t] U (0, i n], y se le pedira que demuestre esto en el ejercicio 57. La 
grdfica de esc" 1 se muestra en la figura 18. 


y — esc ' x 


FIGURA 18 


l> EJEMPIO ILUSTRATIVO 8 

(a) sec -1 2 = \it (b) sec _1 (-2) = \n 

(c) esc -1 2 = ~7t - sec' 1 2 (d) csc _1 (-2) = - sec~ l (-2) 


4 


De la definition 5.7.1 1 , «e tiene 

esc" 1 x = ~ n - sec -1 x para | x | > 1 
A1 diferenciar con respecto a x*se obtiene 


D x (csc 1 x) 


1 

W* 2 - 1 
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donde x > 1 . A partir de esta formula y de la regia de la cadena se tiene el 
teorema siguiente. 



FIGURA 19 


5-7. 1 2 Teorema 


Si u es una ftmcibn diferenciable dt: r, cntooces 

D^csc-’ u) y l^ <' D x u 

«v« - I 


Esta seccibn se concluye con un ejemplo que muestra una aplicacibn de 
las funciones trigonombtricas inversas. En el ejemplo, un observador mira un 
cuadro colocado en una pared. Consulte la figura 19. Cuando el observador 
esta alejado de la pared, el dngulo subtendido por el cuadro en los ojos del 
observador es pequeno. Conforme el observador se acerca a la pared, el bngu- 
lo crece hasta alcanzar un valor mbximo. Despuds, conforme el observador 
se acerca aun mds a la pared, el dngulo disminuye. Cuando el dngulo es un 
mdximo, se dice que el observador tiene la “mejor vista” del cuadro. 


W EJEMPLO 8 Un cuadro de 7 pie de altura se coloca en una pa- 
red con su base a 9 pie sobre el nivel de los ojos de un observador. (a) Estime, 
con aproximacibn de pies, en la grafkadora, qub tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la “mejor vista” del cuadro. (b) Confirme analfti- 
camente la estimacibn del inciso (a). 

Solution 

(a) Refierase a la figura 19. Sean x pies la distancia del observador desde la 
pared, 9 la medida en radianes del bngulo subtendido en los ojos del 
observador por el cuadro, a la medida del bngulo subtendido en los ojos 
del observador por la porcibn de la pared que se encuentra entre el ni- 
vel de sus ojos y la base del cuadro, y /? = a + 6. De la figura, se tiene 


C0S ^ = 16 y cot a ~ f 

ComoO < fl < y 0<a< ±.fl,entonces 

P = cot' 1 ^ y a = cor 1 | 

A1 sustituir estos valores de ft y or en la ecuacibn 8 = p - a se tiene 


0 = cot -1 ^2 - cot' 1 £ X > 0 
16 9 


(14} 


A fin de trazar la grdfica de esta ecuacibn en la graficadora, primero se 
expresa el miembro derecho de la ecuacibn en tbrminos de tan -1 porque 
no existe tecla para cot -41 en la graficadora. A1 aplicar la definicibn 5.7.9, 
se tiene 


<? = ? - 


tan“ ! — - f — - tan -1 - 
16 \2 9) 


8 = tan -1 £ 
9 


tan 


l JL 

16 
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[0, 20] por [0, 0.4] 


e = tan 1 | - tan 1 ^ 


FIGURA 20 


La figura 20 muestra la gr&fica de esta ecuacidn trazada en el rectangulo 
de inspection de [0, 20] por [0, 0.4]. En la graficadora se estima que el 
valor maximo de 6 ocurre cuando x — 12. 

(b) Se desea determinar analiticamente el valor de x que har^ a 0 un m^xi- 
mo absoluto. Como x est& en el intervalo (0, +oo), el valor m&ximo ab- 
soluto de 0 ser& un valor extremo relativo. 

A1 diferenciar los dos miembros de la ecuacidn 14 con respecto a * 
se obtiene 

J_ 1 

d0 _ 16 , 9 

1+ (fV 


16 

16 2 + x 2 


Si se considera 


= Osetiene 


9(16 2 + x 2 ).- 16(9 2 + x 2 ) = 0 
-lx 2 + 9 • 16(16 - 9) = 0 

x 2 = 9 • 16 

^ •= ±12 

Se rechaza el valor -12 porque no esta en el intervalo (0, + oo). La tabla 
2 muestra los resultados de aplicar el criterio de la primera derivada. Como 
el valor maximo relativo de 0es un valor m&ximo absoluto, entonces se 
ha confirmado analiticamente la estimacidn del inciso (a). 

Conclusion: El observador debe estar parado a 12 pie de la pared a 

fin de que tenga la “mejor vista”. 


Conclusion 

ax 


0 < x < \2 
x = 12 
1*2 < x < +c 


6 es creciente 

dtiene un valor miximo relativo 
0 es decreciente 


EJERCICIOS 5.7 


En los ejercicios l a 6, determine el valor defuncion exacto. 


.1. (a) sen' 1 - 
(c) cos" 1 \ 

2. (a) sen -1 ^ 


3. (a) tan 


4. (a) cot 


(c) esc 1 - 


(b) sen *(-i) 
(d) cos- l (-i) 

(b) sen 

(d) cos- l (-f 


(b) tan _l (- V3) 


-H) 


(b) coc'(-S) 


-H) 


5. (a) sen 1 1 (b) sen 1 (-1) (c) esc 1 1 

(d) csc _1 (-l) (e) sen -1 0 

6. (a) cos' 1 1 (b) cos _l (-l) (c) sec' 1 1 

(d) sec'^-l) (e) cos' 1 0 

7. Dada x = sen' 1 i, determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) cos jc; (b) tan jc; (c) cot jc; 
(d) sec jc; (e) esc jc. 

8. Dada jc = cos' 1 determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen jc; (b) tan jc; (c) cot jc; 
(d) sec jc; (e) esc jc. 

9. Realice el ejercicio 7 si jc = sen“'(- -). 

10. Realice el ejercicio 8 si jc = cos _1 (- 1). 

11. Dada y - tan _1 (-2), determine el valor exacto de cada 
una de las siguientes expresiones: (a) sen y; (b) cos y; 
(c) cot y, (d) sec y\ (e) esc y . 
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12. Dada t = sec _, ( -3' determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen r; (b) cos f; (c) tan r; 
(d) cot f; (e) esc t. 

En los ejercicios 13 a 24, determine el valor exacto de la expre- 
sion indicada. 

13. (a) sen _1 (sen Ik) (b) sen _1 [sen(-i;r)] 

(c) sen'^sen |tt) (d) sen” l (sen l±7t) 

0 o 

14. (a) sen _1 (sen Ijt) (b) sen _1 [sen(- !«)] 

(c) sen _1 (sen | it) (d) sen _1 (sen Ik) 

15. (a) co$ _1 (cos ~k) (b) cos -1 [cos(- 1 k)] 

(c) cos _1 (cos | k) (d) cos _1 (cos ~ n) 

16. (a) cos' 1 (cos I n ) (b) cos _1 [cos(-i n)\ 

(c) cos' l (cos Ik) (d) cos _I (cos | k) 

17. (a) tan -1 (tan Ijt) (b) tan _1 [tan(-lff)] 

(c) tan -1 (tan Ik) (d) tan -1 [tan (-iff) 

o 3 

18. (a) tan”*(tan Iff) (b) tan" 1 [tan(- 1 k)] 

3 6 

(c) tan -1 (tan iff) (d) tan -1 [tan (- 2 ff)] 

3 o 

19. (a) sec _, (sec Ik) (b) . sec” l [sec(-I^)] 

(c) sec _l (sec |/r) (d) sec" 1 [sec( 

20. (a) sec _1 (sec Ik) (b) sec^lsecf-iff)] 

(c) sec'^sec Ik) (d) sec'^sec | k) 

21. (a) tantsen” 1 I V3] (b) senftan" 1 I V3] 

22. (a) costtanT^-B)] (b) tan[sec _1 (“3)] 

23. (a) cosfsen"^- 1 )] (b) sen[cos -, (- ^ )] 

24. <a) tan[cot -, (-l)] (b) cotttaiT^-l)] 

En los ejercicios 25 a 30, dibuje la grafica de funcion . Apoye la 
grafica en la graficadora. 

25. fix) = 2 sen” 1 x 26. g(jc) = sen” 1 2x 

27. g(jc) = tan” 1 Ijc 28. /( x) = 1 tan" 1 jc 

29. h{x) = 1 cos” 1 3 jc 30. h(x) = 3 cos” 1 I x 

31. (a) Dibuje la griifica de/(jc) = se^sen" 1 jc), y apoye la gr&- 
fica en la graficadora. Establezca el dominio y el contrado- 
minio de /. (b) Dibuje la gr&fica de g(x) = sen'^senjc), y 


39. (a) fix) - cos ! (sen jc) 

(b) h{x) = 4 sen" 1 Ijc + x^4 - x 2 

40. (a) h(x) = tan" 1 

l - jc z 

(b) g(jc) = sec” 1 V* 2 + 4 

41. (a) f{x) = * tan” 1 jc - In yjl - x 2 
(b) g(jc) = sec” 1 (26 3jt ) 

42. (a) fix) — x sen' 1 jc + jc cos” 1 jc 
(b) /(f) = esc" 1 4t 

43. Un cuerpo esta suspendido de un resorte y vibra verti- 

calmente de acuerdo con la ecuacion ,, 

y = 2sen4ff(r + I) 

donde y centimetres es la distancia dirigida del cuerpo des- 
de su posicidn central t segundos despu£s de iniciado el mo- 
vimiento y el sentido positivo se considera hacia arriba. (a) 
Resuelva la ecuacion para t. (b) .Utilice la ecuacion del inciso 
(a) para determinar los ties valoies positivos mas pequenos 
para los cuales el cuerpo esta 1 cm sobre su posicidn central. 



44. Una corriente altema de 60 ciclos esta descrita por la ecua- 
ci6n x — 20 sen 120ff (f - J^), donde x amperes es la 
corriente a los t segundos. (a) Resuelva la ecuacidn para 

f. (b) Utilice la ecuacion del inciso (a) para determinar los 1 
tres valores positivos mis pequenos para los cuales la co- 
rriente es de 10 amperes. 

45. Obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
la grafica de la ecuacion y - sec _1 (2jc + 1) en el punto 

(i, i*). 

46. En el ejemplo 8, demuestre que otra ecuacion que define a 
0en tfrminos dejc es 


apoye la grdfica en la graficadora. Establezca el dominio q = tan -i 7* 

y contradominio de g. x 2 + 144 


32. Realice el ejercicio 31 si/(jc) = cos(cos ^*) y 
g(jc) = cos” 1 (cos jc). 

En los ejercicios 33 a 42, calcule la derivada de la funcion. 

33. (a) fix) = sen” 1 1 x (b) g(jc) = tan” 1 2jc 


Utilice esta ecuacidn para determinar que tan lejos de la 
pared debe estar ubicado el observador para que tenga 
la “mejor vista” del cuadro. 

47. Un anuncio de 3 pie de altura esta colocado en una pared 
con su base a 2 pie arriba del nivel de los ojos de una mujer 


34. (a) fix) = cos 1 3 jc (b) g(jc) = sec" 1 2jc 

35. (a) Fix) = 2 cos” 1 V* 

(b) git) - sec” 1 5f + esc” 1 5r 

36. (a) g(jc) - I sen” 1 e x 

(b) fiy) - tan” 1 y 2 + cot” 1 y 2 

37. (a) /(jc) = sen" 1 -fl - x 2 (b) G(x) = cof 1 - 

JC 

38. (a) /(tv) = 2 tan’ 1 1 (b) F(x) = xcos''x 


que intenta leerlo. (a) Estime en la graficadora, con aproxi- 
macidn de centesimos de pies, que tan retirada de la pared 
debe estar la mujer a fin de .que tenga la “mejor vista” del 
anuncio; es decir, de modo que el angulo subtendido por 
el anuncio en sus ojos sea un maximo. (b) Confirme anali- 
ticamente la estimacidn del inciso (a). 

48. El ejemplo 8 y el ejercicio 47 son casos particulares de la 
situacion mas general: un objeto (por ejemplo, un cuadro 
o un anuncio) de a pies de altura e$td colocado en una pared 
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con su base a b pies sobre el nivel de los ojos de un ob- 
servador. Demuestre que el observador obtiene la “mejor 
vista” del objeto cuando la distancia del observador desde 
la paredes fb(a +~b) pies. 

En los ejercicios 49 a 55, defina las variables precisamente 
como numeros de unidades de medic ion. Utilice el simbolo t 
para representar el tiempo y defina las otras variables en ter- 
minos de t. No olvide escribir una conclusidn. 

49. Un cuadro de 40 cm de altura esti colocado en una pared 
con su base a 30 cm del nivel de los ojos de un observador. 
Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
40 cm/s, ^qud tan rapido cambia la medida del angulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador cuan- 
do este se encuentra a 1 m de la pared? 

50. En un muelle, un hombre tira mediante una cuerda de un 
bote a una tasa de 2 pie/s. Las manos del hombre estln 
20 pie arriba del nivel del pun to donde la cuerda esti atada 
al bote. ^Qud tan rdpido cambia la medida del Ingulo de 
depresion de la cuerda cuando hay 52 pie de cuerda suelta? 

51. Un faro se localiza a 3 km de la playa recta. Si gira a 2 r pm 
(revoluciones por minuto), calcule la rapidez de su rayo 
luminoso a lo largo de la playa cuando el rayo se halla a 
2 km del punto de la playa m£s cercano al faro. 





52. Una escalera de 25 pie de longitud se recarga sobre una 
pared vertical. Si la base de la escalera se jala horizon- 
talmente alejandola de la pared de modo que su parte 
superior se deslice hacia abajo a 3 pie / s, ^que tan rdpido esta 
cambiando la medida del Ingulo formado por la escalera 
y el suelo cuando la base de la escalera est£ a 15 pie de 
la pared? 

53. Una mujer camina a una tasa de 5 pie/s a lo largo de un 
diametro de un patio circular. Una luz, ubicada en el extre- 



mo de un diametro perpendicular al de su trayectoria pro- 
yecta su sombra sobre la pared circular. ^Que tan rdpido 
se mueve la sombra a lo largo de la pared cuando la distan- 
cia de la mujer al centro del patio es de I r, donde r pie es 
el radio del patio? 

54. En el ejercicio 53, ^qud tan retirada est£ la mujer del cen- 
tro del patio cuando la rapidez de su sombra a lo largo de la 
pared es de 9 pie/s? 

55. Una cuerda se ata a un cuerpo y se pasa por un gancho que 
se encuentra a 8 pie sobre el suelo. La cuerda es tirada so- 
bre el gancho a una tasa de | pie/s y arrastra el cuerpo por 
el suelo. Si la longitud de la cuerda entre el cuerpo y el gan- 
cho es x pies cuando la medida en radianes del dngulo 
formado por la cuerda y el suelo es 9, determine la tasa de 
variacidn (derivada) de 9 con respecto a x. 

56. Demuestre en dos formas que si x > 0, entonces 

tan -1 x + tan -1 — = - it 
x 2 

(a) utilice la definicidn 5.7.9; (b) demuestre que tan' 1 x y 
tan' 1 1/x difieren por una constante y despues determine 
la constante. 

57. Demuestre que el contradominio de la funcidn cosecante 
in versa es (-Tt, -\it\ U (0, ~?c]. 

58. Confirme la ecuacion 

D^(tan“' x) = — Ly 
l + x L 

en la graficadora. Tambien d6 una interpretacidn geomd- 
trica de esta ecuacidn como se hizo con las ecuaciones (3) 
y (7). 

59. Sea 

f(x) = tan' 1 — - cot' 1 x 
x 

(a) Demuestre que/'U) = 0 para toda x en el dominio de 
f (b) Demuestre que no existe constante C para la cual 
f(x) = C para toda x en el dominio de /. (c) ^.Por que el in- 
ciso (b) no contradice el teorema 4, 1 .2? 

En los ejercicios 60 a 62, una expresidn algebraica en la varia- 
ble x se representa como una expresidn trigonometrica en la 
variable 9 mediante una sustitucion que implica una funcion 
trigonometrica inversa. Este tipo de sustitucion se requerira en 
la seccidn 7.3. 

60. Demuestre que la sustitucion 9 ~ sen _1 ( |x) en la expre- 
sidn V 9 - Jt 2 conduce a 3 cos 9, y explique como se 
emplea el dominio de 9 . 

61. Demuestre que la sustitucion 9 = tan rl ( lx) en la expre- 
sidn V* 2 + 4 conduce a 2 sec 9, y explique cdmo se uti- 
liza el dominio de 9. 

62. Demuestre que la sustitucion 9 = sec'^ i x) en la expre- 
sidn 4x 2 - 25 conduce a 5 tan 9, y explique cdmo se 
emplea el dominio de 9. 
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5.8 INTEGRALES QUE PRODUCEN FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


A partir de las formulas de las derivadas de las funciones trigonometricas 
inversas se obtienen algunas formulas de integration indefinida. El teorema 
siguiente proporciona tres de estas formulas. 





La demostracion de cada formula es inmediata considerando la derivada 
del miembro derecho. El teorema siguiente proporciona algunas formulas 
m&s generales. 


5.8.2 Teorema 


sen 1 - + C donde a > 0 (4) 

a 

A tan' 1 - + C donde a * 0 (5) 

a a 

Asec“ ! - + C donde a > 0 (6) 

a a 



Demostracion Estas formulas pueden demostrarse al calcular la derivada 
de los miembros derechos y obtener los integrandos. Se demostrara la for- 
mula (4). 



Las demos traciones de (5) y (6) se dejan como ejercicios (consul te los ejer- 
cicios 32 y 33). _ ■ 


Las formulas del teorema 5.8.2 tambien pueden demostrarse realizando 
un cambio de variable conveniente y despues aplicando el teorema 5.8.1 
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(refterase a los ejercicios 34 a 36). Observe que las f6rmulas del teorema 
5.8.2 contienen a las del teorema 5.8.1 considerando a = 1 . 


► EJEMPLO I Evalue 


f dx 

J V4 - 9* 2 

Solucion 

f dx 

J -V 4 - 9* 2 


1 f d(3x) 

3 J V 4 - (3*) 2 


◄ 


En los tres ejemplos siguientes se completa el cuadrado de una expresion 
cuadratica a fin de escribir el integrando de modo que sea posible aplicar el 
teorema 5.8.2. 


1 


EJEMPLO 2 

dx 


Evalue 


3x 2 - 2x + 5 
y apoye la respue sta graficamente 

Solucion 

f dx = r 

J 3x 2 - 2x + 5 J 


dx 


3(x 2 - lx) +5 


A fin de completar el cuadrado de x 2 


|jc se suma y como i esta 
multiplicado por 3, en realidad se suma \ en el denominator, de modo que 
tambi6n se restara | del denominador. Por tanto, se tiene 


f ^ = r 

J 3x 2 - 2x + 5 J 
= 1 


dx 


3(x 2 


\ x + I) + 5 


dx 


3(x 


*/ 


o 2 + 


dx 


(X - 

3 

Vl4 


1)2 + 11 
3 } 9 




+ c 


= tan -1 ( 5^1) + c 

Esta respuesta se apoya graficamente al trazar las graficas de 

—= — y NDER| 

3x 2 - 2x + 5 } WI4 VI4 J 


y = 
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FIGURA1 


en el rectdngulo de inspeccidn de [-5, 5] por [0, 0.5], como se muestra en la 
figura 1. El hecho de que las grdficas coincidan apoya la respuesta. ^ 


► EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar 
con seis dfgitos significativos el valor de 

f 1 (2x + l)dx 
J 0 X 2 + 2x + 5 

Confirme analfticamente la respuesta. 

Solucion En la graficadora se calcula 

NINT ( - r 2x - - — ,0,1) = 1.27438 
lx 2 + 2x + 5 / 


Para confirmar analfticamente la respuesta, es necesario evaluar la integral 
definida. Pero primero se evaluard la integral indefinida. 

Debido a que d(x 2 + 2x + 5) = ( 2x + 2 )dx, se escribe el numerador 
como (2x + 2 )dx + 5dx y se expresa la integral original como la suma de 
dos integrales. 


f (2x + l)dx 
jx 2 + 2x + 5 


(jZx + Wc + 5 f 
J X 2 + 2x + 5 J x 


In x 2 + 2x + 5 + 5 


f 


dx 

+ 2x + 5 
dx 

(x + l) 2 + 4 


= InC* 2 + 2x + 5) + -tan-' + C 

2 2 

Nota: \x 2 + 2x + 5 | = x 2 + 2x + 5porquex 2 + 2x + 5 > Oparatodax. 

f Qx±J)dx_ _ ln(x 2 + 2x + 5) + |tan-' 

J 0 x 2 + 2x + 5 2 2 Jo 

= In 8 + | tan -1 1 - (In 5 + § tan -1 \ ) 

= 1.27438 

lo cual confirma la respuesta. A 


► EJEMPLO 4 

ft- -n 


Calcule el valor exacto de 


f 


6 dx 


(2 - x)Vx 2 - 4x + 3 
Solucion Primero se evaluard la integral indefinida. 


f 6 dx = f 

J (2 - xW * 2 - 4x + 3 J - 


6 dx 


(x - 2)4(x 2 - 4x + 4) - 1 


= -6 




r 2 - 
dx 


2)4(x - 2) 2 - 1 
= -6 sec" 1 (x - 2) + C 
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Por tanto, 

■2- y[2 


6 dx 


2-V2 


(2 - *)V* 2 - 4* + 3 


= -6 sec l (* - 2) 


= -6[sec l (-V2) - sec 1 (~2)] 

= - 6 (^“ !*) 

= i* 



i 


i + 

FIGURA 2 


► EJEMPLO 5 Calcule el area exacta de la region del primer 
cuadrante limitada por la curva 


y = 


1 + X 2 

el eje x , el eje y y la recta x - 1 . 

Soluciotl La figura 2 muestra la regidn y un elemento rectangular de 
drea. Si A unidades cuadradas es el drea de la region, entonces 


A = Hm Y — - — -A; x 

lUS-o tx 1 + 


dx 


— tan" 


1 + x 2 


J o 


= tan 1 1 - tan 1 0 

= in - 0 

= j/r 


EJERCICIOS 5.8 


En los ejercicios 1 a 16, evalue la integral indefinida. Apoye la 
respuesta graficamente o mostrando que la derivada de la res- 
puesta es el integrando. 



dx 

41 - 4jt 2 

dx 

9x 2 + 16 
dx 

4x^x 2 - 16 


Vi 6 - 9 7 


rdr 


1 + e 2 


- dx 


dx 

(1 + JC)V* 


- J 

1 JC 2 + 25 

4 - J 

r * 

1 v 1 - 16< 2 

6. j 

f . x ± x 


8. j 

f 

^ Wl6u 2 - 9 

10. j 

| sen jc 

V 2 - cos 2 jc 

n.j 

f ds 

y/2s - s 2 


/ 

1, f 

16. J 


dx 

X 2 - jc + 2 

Vl5 + 2 jc - jc 2 
2 dr 

« - 3)Vr 


14. 


I 


dx 


a/3 jc - 


- 2 


6f + 5 


£>i los ejercicios 17 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida, Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


18. J' 

20 . 

Jo 

21 . f-A_ ' a. r. 

J. '• * <•’ J. 1 


17. f J-± 

Jo 1 + 

*L 


-dx 


dt 


dx 


x 2 - 4x + 13 


4 v-t 2 - 6f - 5 
1 


a/ 12 - x 4 


djc 


+ 9 tan 2 x 


djc 
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23. 


r * 24. f 

J, JT[1 + (In JT) 2 ] L 


dx_ 

1/V2 x^Ax 2 ' 


1 


En los ejercicios 25 a 28, emplee NINT en la graficadora para 
aproximar, con seis dig it os significativos, el valor de la inte- 
gral definida. Confirme analiticamente la respuesta. 


2s - 1 ! 
27. 

Jo 


_l V8 - 2x 
3 


7 dx 26. 


2jc 3 
lx 2 - 4x + 3 


dx 28. 


r 


2 + x 


^4 - 2x - x 2 


dx 


X 2 + X + 1 


-dx 


(a) Resuelva (8) para v con la finalidad de obtener 
v = ±k^la 2 '- s 2 . Nota: tome a 2 k 2 como la constante 
arbitraria de integracidn, y jusdfique esta eleccidn. (b) A1 
considerar v - dsjdt en la solucidn del inciso (a) se ob- 
tiene la ecuacidn diferencial 

^ = ±*Vo 2 - f 2 (9) 

dt 

A1 tomar t = 0 en el instate cuando v « 0 (y en conse- 
cuencia s = a), resuelva (9) para obtener 

s = a cos kt (10) 


29. Determine el £rea exacta de la region acotada por la curva 
y = 8/0c 2 - 4), el eje x, el eje y y la recta x = 2. 

30. Calcule el £rea exacta de la regidn limitada por la curvas 
x 2 = 4ayyy = 8o 3 /(jc 2 + 4a 2 ). 

31. Determine el £rea exacta de la regidn acotada por la 
curva y = 1 / ^5 - 4x - x 2 , el eje x, el eje y y las rectas 
x = -- y x = — - . 

En los ejercicios 32 y 33, demuestre la formula mostrando que 

la derivada del miembro derecho es igual al integrando. 


32. 


33. 


h 

J; 


. du 


du 


«Vm 2 - a 2 


I tan- 1 " + C 
a a 

= I sec' 1 “ + C 
a a 


si a > 0 


En los ejercicios 34 a 36, demuestre la formula indicada del 
teorema 5.8.2 efectuando un cambio de variable adecuado y 
despues aplicando el teorema 5.8.1. 

34. Fdrmula (4) 35. Fdrmula (5) 36. Fdrmula (6) 


(c) Muestre que el m&ximo valor para | s | es a. El ntimero 
a se denomina amplitud del movimiento. (d) La partfcula 
oscilara entre los puntos donde s = a y s = -a. Si 7 
segundos es el tiempo empleado para que la partfcula vaya 
de a a -a y regrese, demuestre que T = 2k/ k.E\ numero 
T recibe el nombre de periodo del movimiento. 

38. Una partfcula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuacidn de movimiento s = 5—10 sen 2 2t y donde s cen- 
tfmetros es la distancia dirigida de la partfcula desde el 
origen a los t segundos, (a) Utilice el resultado del inciso 
(b) del ejercicio 37 para verificar que el movimiento es 
armdnico simple, (b) Verifique que el movimiento es ar- 
mdnico simple mostrando que la ecuacidn diferencial (7) 
se satisface. (c) Determine la amplitud y el periodo de este 
movimiento. 

En los ejercicios 39 a 41, demuestre que el valor exacto de la 
integral definida es n. Despuis aproxime 7C, con nueve digitos 
significativos, aplicando NINT a la integral definida en la gra- 
ficadora. 


37. En la seccidn 2.8 se establecid que una partfcula que se 
desplaza sobre una recta tiene movimiento armonico simple 
si la medida de su aceleracion siempre es proporcional a 
la medida de su desplazamiento desde un punto fijo de la 
recta, y su aceleracion y su desplazamiento tienen sentidos 
opuestos. Por tanto, si a los t segundos, s centfmetros es la 
distancia dirigida de la partfcula desde el origen y v centf- 
metros por segundo es la velocidad de la partfcula, enton- 
ces una ecuacidn diferencial para el movimiento armdnico 
simple es 


£ = -* 2 * (7) 

dt 

donde k 2 es la constante de proporcionalidad y el signo 
menos indica que la aceleracidn tiene sentido opuesto al 

del desplazamiento. Como ^ ^ se deduce 

dt ds dt 

que ^ = v^.De modo que (7) puede escribirse como 
dt ds 


= -kh 

ds 


39. 

Jo 


0.5 


'0 Vl - X : 


~ dx 


41. f _1 L=dx 
Jyf 2 X'lx 2 - l 


40. 


I 


4 

1 + Jt 2 


dx 


42. Demuestre las formulas (a), (b) y (c) mostrando que la 
derivada del miembro derecho es igual al integrando. Des- 
pu6s explique por qu6 la fdrmula es equivalente a la 
fdrmula correspondiente del teorema 5.8.1. 


(a) 


(b) 


(c) 


= -cos 1 u + C 


f du 

= -cor 1 U + c 

f du 

J u^u 2 - 1 


-esc 1 u + C 


( 8 ) 
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5.9 FUNCIONES HIPERBOLICAS 

Ciertas combinaciones de e x y e~ x aparecen con frecuencia en algunas aplica- 
ciones de matematicas, especialmente en ingenieria y ffsica. Estas combinacio- 
nes se denominan funciones hiperbdlicas , de las cuales las dos mis importantes 
son el seno hiperbolico y el coseno hiperbolico . A1 final de esta secci6n se de- 
muestra que los valores de estas funciones est&n relacionados con las coordena- 
das de los puntos de una hip^rbola equiMtera de manera semejante a la forma en 
que los valores de las funciones trigonometricas correspondientes est£n rela- 
cionados con las coordenadas de los puntos de una circunferencia. 


5.9.1 Definition de las funciones seno hiperbolico 
y coseno hiperbolico 


La foncidn seno hiperbhttco, denotada por senh, y la funcidn coseno 
hiperbolico, denotada por cosh, esifat definidas como sigue: 

_ m-JC 

senh* = " - — — cosh* ~ ^ - ■ 

doiide x es cualquier ntimero teal. 


De la definicidn, el dominio de cada una de estas funciones es el conjunto 
R de los numeros reales. El contradominio de senh tambi^n es el conjunto R. 
Sin embargo, el contradominio de cosh es el conjunto de numeros del inter- 
val [1, + oo). Como 

senh (-*) = - — ~ — cosh (-x) 

_ e x — e~ x 
2 

= -senh* 

el seno hiperb61ico es una funci6n impar y el coseno hiperb61ico es una fun- 
ci6n par. 

Las f6rmulas de las derivadas de las funciones seno hiperb61ico y el co- 
seno hiperbolico se obtienen mediante la aplicaci6n de la definici6n 5.9.1 y 
diferenciando las expresiones resultantes que contienen funciones exponen- 
ciales. Asi, 

D x { senh x) = j D x (cosh *) = D x ( e —.. ±e x . ) 

_ e~ x + e x _ e x — e~ x 

2 t - 2 
= cosh* = senh* 

De estas formulas y de la regia de la cadena se tiene el teorema siguiente. 


_ e x + e x 
2 

= cosh* 


5.9.2 Teorema 


Si w es una funcidn di fere nci able de ententes 

D x (senh u ) = cosh u D x u 
D x (cosh «) ft senh u D x u 
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Como D x (senh *) > 0 para toda x , la funcion seno hiperbolico es cre- 
ciente en su dominio completo. Con esta information, el conocimiento de que 
es una funcidn impar y algunos valores obtenidos con la calcirtadora, se tie- 
ne la grafica de la funcion seno hiperbolico, la cual se muestra en la figura 1 . 

La funcidn coseno hiperbdlico es decreciente en el intervalo (- 00 , 0] 
porque D x ( cosh x) < 0 si x < 0, y es creciente en el intervalo [0, + 00 ,) por- 
que jD^cosh x) > 0 si jc > 0. Ademas, el coseno hiperbolico es una funcion 
par. Con estos hechos y algunos valores de cosh jc, obtenidos con una calcu- 
ladora, se tiene la grafica de la funcion coseno hiperbolico, la cual se presenta 
en la figura 2. 

Las otras cuatro funciones hiperbdlicas se definen en terminos del seno 
hiperbolico y del coseno hiperbolico. Observe que cada una satisface una 
identidad analoga a la que satisfacen las funciones trigonometricas corres- 
pondientes. 


FIGURA 1 

y 



5.9.3 Definicion de las otras cuatro funciones 
hiperbolico s 


Las funciones tangente hiperboHca, cotangente hiperboliea, secante 
hiperbdlka y cosecante hiperbtika, denotadas respectivamente por 
tanh, coth, sech y csch, estin defmidas como sigue: 


tanh* = 

senh * 

coth* = 

cosh * 

cosh * 

senh * 

sech* = 

1 

csch* = 

1 

cosh * 

senh * 


FIGURA 2 

y 

t y = 1 



y='-i 


y = tanh x 

FIGURA 3 



y — coth* 


Las funciones hiperbolicas de esta definition pueden expresarse en tti- 
minos de e x y e~ x aplicando la definicion 5.9.1: 


tanh jc = 


coth x = 


e* + e~ 


e* + e 


sech * = 


e* + e~ 


csch jc = 


La grafica de la tangente hiperboliea se muestra en la figura 3. Su domi- 
nio es el conjunto R de los numeros reales y su contradominio es el intervalo 
abierto (-1, 1). La figura 4 presenta la grafica de la cotangente hiperbo- 
lica cuyo dominio es (- 00 , 0) U (0, + 00 ) y cuyo contradominio es 
(- 00 ,- 1 ) U (1, + 00 ). Observe de las figuras 1 a 4, que ninguna de estas funcio- 
nes es periodica, mientras que las funciones trigonometricas correspondien- 
tes son periodicas. 

Las identidades que son satisfechas por las funciones hiperbolicas son 
semejantes a las que relacionan funciones trigonometricas. Cuatro de las iden- 
tidades fundamentals se dan en la defmicidn 5.9.3. Las otras cuatro identi- 
dades fundamentals son las siguientes: 


tanh* - 
cosh 2 * - senh 2 * - 


1 

coth * 
1 


1 - tanh 2 jc = sech 2 * 

1 - coth 2 * = -csch 2 * 


FIGURA 4 
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La primera de estas identidades se deduce inmediatamente de las defini- 
ciones de tanh x y coth x. Las otras tres pueden demostrarse aplicando las 
fdrmulas para las funciones en terminos e x y e~ x . Por ejemplo, 

cosh 2 * - senh 2 * = 

= + c -2x — e 2x + 2e° - c _2x ) 

= 1 

Otras identidades pueden demostrarse a partir de las ocho identidades 
fundamentals. 

Las dos relaciones siguientes pueden obtenerse de la definition 5.9.1 : 

cosh* + senhx - e* 
cosh x - senh x = e~ x 


Estas relaciones son utiles para demostrar las siguientes identidades: 

senh(jt + y) = senh x coshy + cosh x senh y 
cosh(x + y) = cosh x coshy + senh x senh y 

Si se sustituye y por x en estas dos identidades, se tiene 


senh 2x = 2 senh x cosh x 
cosh2x - co$h 2 x + senh 2 * 


A fin de obtener la derivada de la tangente hiperbdlica, se aplican algunas 
de las identidades: 

_ cosh 2 x - senh 2 x 
cosh 2 x 

1 

cosh 2 x 
= sech 2 x 

Las fdrmulas de las derivadas de las tres funciones hiperbdlicas restan- 
tes son: D^coth x) = -csch 2 x; D^sech x) = -sech x tanh x; D x { csch x) = 
-csch x coth x. Las demostraciones de estas fdrmulas se dejan como ejer- 
cicios (refitiase a los ejercicios 1 1 y 12). 

A partir de estas formulas y de la regia de la cadena se obtiene el teore- 
ma siguiente. 


5.9.4 Teorema 


Si u es una funcidn diferenciable de x, entonces 

D x (tanh u) = sech 2 u D x u 
D x (coth u) =s -csch 2 u D x u 
D x (sech u) = -sech u tanh u D x u 
D x (csch «) = -csch u coth u D x u 



5.9 FUNCIONES HIPERBdUCAS 493 


Observe que las f6rmulas de las derivadas del seno, coseno y tangente hi- 
perbolicos tienen signo m£s, mientras que la cotangente, secante y cosecante 
hiperbolicas tienen signo menos. Aparte de esto, las formulas son semejan- 
tes a las formulas correspondientes de las derivadas de las funciones trigo- 
nometricas. 


W EJEMPLO I Calcule f\x) y simpliffquela mediante identida- 
des de funciones hiperbolicas si 


fix) = 

^ In tanh x 


Solucion 




fix) = 

1 

1 

■ D^tanhjc) 

2 * 

tanh x 


1 

1 

♦ sech 2 jc 


2 

tanh x 


1 

cosh x 

1 


2 

senh x 

cosh 2 x 



1 



2 senh x cosh jc 



1 



senh 2 jc 


— 

csch 2 jc 



Las formulas de integration indefinida del teorema siguiente se deducen 
a partir de las formulas correspondientes de diferenciacidn de los teoremas 
5.9.2 y 5.9.4. 


5*9.5 Teorema 


1 

/ 


senh udu — 
J* cosh udu = 
J" sech 2 udu — 
j csch 2 udu — 
sech u tanh u du — 


cosh u + C 
senh u + C 
tanha + C 
-coth u + C 
-sech u + C 


.7 ,* 

csch u coth udu = -csch u + C 


Las tecnicas aplicadas para integrar funciones hiperbolicas son semej an- 
tes a las empleadas para integrar funciones trigonom6tricas. Los dos ejemplos 
siguientes ilustran el procedimiento. 
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y 



y = a cosh - a > 0 

a 


FIGURA5 


La grifica de la funcion definida por 

f(x) = a cosh— a > 0 

a 

se muestra en la flgura 5. El punto mis bajo se encuentra en (0, a ), la funcidn 
/ es decreciente cuando x < 0 y es creciente cuando x > 0, y la grifica es 
concava hacia arriba en todo punto. Se le pedira que confirme analiticamen- 
te estas propiedades en el ejercicio 61. Esta grafica recibe el nombre de 
catenaria, una curva formada por un cable flexible de densidad uniforme que 
cuelga libremente de dos puntos bajo su propio peso. Algunos cables de puen- 
tes colgantes, algunos suspendidos de postes telefdnicos y algunos otros con 
corriente elSctrica para los tranvias y trolebuses, penden en esta forma. 

En la grdfica del seno hiperbdlico mostrada en la figura 1, observe que 
cualquier recta horizontal intersecta a la grifica en a lo mis un punto. Por 
tanto, el seno hiperbdlico es uno a uno. Ademas, el seno hiperbolico es conti- 
nuo y creciente en su dominio, lo cual se le pedira que demuestre en el ejercicio 
62. Asi, esta funcion tiene una inversa la cual se definira a continuacion. 
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FIGURA 6 


5*9,6 Definition de la funcion seno hiperbolico inverso 


La funrftin seno hiperbdlico inversa, denotada por senh 1 1 estji de- ! 
finida co mo sigue: 

y = senh -1 x si y s61o si x - senh y 
donde v es cualquier niimero real, 

Tanto el dominio como el contradominio de senh -1 son el conjunto R de 
los numeros reales. La grdfica de esta funcion se presenta en la figura 6. De la 
definition, 

senh(senh -1 jc) = x y senh -1 (senh y) = y 

En la figura 2 observe que una recta horizontal, y = k donde k > 1, 
intersecta la gr£fica del coseno hiperbolico en dos puntos. Por lo que cosh no 
es una funcion uno a uno y, en consecuencia, no tiene una funcion inversa. En 
la misma forma en que se obtuvieron las funciones trigonomtiricas inversas, 
se restringird el dominio de cosh y se definird una nueva funcion como sigue: 

F(x) — cosh x x > 0 


y 



FIGURA 7 

y 



El dominio de esta funcion es el intervalo [0, +oo) y su contradominio es el 
intervalo [1, + oo). La figura 7 muestra la grdfica de F. Como F es continua 
y creciente en su dominio, entonces tiene una inversa, denominada funcion 
coseno hiperbolico inversa. 


5.9.7 Definition de la funcion coseno hiperbolico inverso 


La fimdtfn coseno hiperbolico inversa, denotada por cosh" 1 , estd de- 
finida como Sigue: 

y = cosh -1 Jr si y sdlo si x « cosh y y y s 0 

El dominio de cosh -1 es el intervalo [1, +oo) y su contradominio es 
[0, +oo). La grdfica de cosh -1 se muestra en la figura 8. De la definicidn 5.9.7, 

cosh(cosh -1 x) = x si x > 1 

y 

cosh - 1 (cosh y) = y sly > 0 

Como con el seno hiperbdlico, cualquier recta horizontal intersecta las 
graficas de las funciones tangente y cotangente hiperbolicas a lo mds en un 
punto. Esto se puede observar en la figura 3 para la tangente hiperbdlica y en la 
figura 4 para la cotangente hiperbdlica. Por tanto, estas dos funciones son uno 
a uno y tienen una inversa. 


5.9.8 Definition de las funciones tangente 
y cotangente hiperbolicas inversas 


Las ftiuckuies tangente hiperbdlka inversa y cotangente Kuper- 
bdlka Inversa, denotadas respectivamente por tariff 1 y cotiT 1 , estdn 
definidas como sigue: 

y = tanh -1 jr si y sdlo si jt - tanh y 
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y = tanh 1 x 

FIGURA 9 


y 



y = coth -1 x 

FIGURA 10 


donde y es cualquier ndmero real; 

y - coth“* x si y sdlo si x = coih y 
dondey e (- 00 , 0) U (0* +oo). 

El dominio de la funcidn tangente hiperbdlica inversa es el intervalo 
abierto (-1, 1) y su contradominio es el conjunto R de los numeros reales. La 
gr&fica de tanh -1 se presenta en la figura 9. 

El dominio de la funcidn cotangente hiperbolica inversa es 
(-oo, -1) U (1, + oo) y su contradominio es (-oo, 0) U (0, +oo). La figura 10 
muestra la grdfica de coth -1 . 

No se tratardn las funciones secante hiperbdlica inversa y cosecante 
hiper bdlica inversa debido a que rara vez se emplean. 

Las funciones hiperbolicas inversas se pueden expresar en terminos de 
logaritmos naturales. Esto no debe causar sorpresa porque las funciones hiper- 
bdlicas se defmieron en terminos de la funcidn exponencial natural, la inversa 
de la funcidn logantmica natural, Las siguientes son las expresiones para las 
cuatro funciones hiperbolicas inversas que se han tratado. 


senh' 1 x = 

ln(x + V* 2 + 1) x es un numero real 

(i) 

cosh" 1 x = 

\n(x + Jx 2 - 1) x 1 

(2) 

tanh" 1 x - 

w<> 

(3) 

coth" 1 x = 

K:; w»* 

(4) 


Se demostrar& la fdrmula (1); las demostraciones de las otras tres f6r- 
mulas son semej antes. A fin de demostrar ( 1 ), considere 

y = senh -1 x 

De la definicidn 5.9.6, x = senh y. Si se aplica la definicidn 5.9.1 a senh y, 
se obtiene 

e-y 

2 

2 * = ey - \ 

de donde se deduce 

e 2 > - 2xey - 1=0 


A1 resolver esta ecuacidn para e y mediante la fdrmula cuadratica. se obtiene 

e y = lx ± -n/4j[ 2 + 4 
2 

e y = x± V* 2 + i 

Se puede desec har el si gno men os en esta ecuacion debido a que e y > 0 para 
toda y y x - V x 2 + 1 < 0, para toda x. Por tanto, 

y = ln(;c + • \lx 2 + 1) 

y como y = senh -1 x , se ha demostrado (l). 
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r EJEMPLO A Exprese cada una de las siguientes expresiones 
en t^rminos de un logaritmo natural: (a) senh -1 2; (b) tanh“ l (7|). 

Solucien 

(a) De (1), (b) De (3), 


senh 1 2 = ln(2 + 45 ) 


tanh _1 (-|) = i In | 

1 5 

- >3 -2 
= - In 3 4 


A continuaci6n se aplicara la ecuac' ' (1) para calcular la derivada de la 
funci6n seno hiperbolico inversa. 

D x (senh -1 x) = D x ln(x + V* 2 + I , 


x + V x 2 + 1 

yl x 2 + 1 + jc 
ylx 2 + 1 (jc + a/* 2 + l) 

1 

Las f6rmulas de las derivadas para las otras tres funciones hiperb61icas in- 
versas se determinan de manera semejante a las formulas (2), (3) y (4). La ob- 
tenci6n de sus derivadas se dejan como ejercicios (refierase los ejercicios 37 a 39). 
A partir de estas f6rmulas y de la regia de la cadena, se tiene el teorema siguiente. 


I 5,9.9 Teorema I 

Si u es una funcidn diferenciable de x, entonces 


D x (senh -1 u) = * .. P M u 

-Jir + 1 

(5) 

D x (co$b~ l u) ~ -j===^D x u u > 1 

(6) 

£> T (tanh" l w) = - — ^—^-D x u jw| < \ 

(7) 

D x (coth -1 u) = - D x u u| > I 

l - Vi L 

(8) 


► EJEMPLO 5 Calcule si 

dx 


y = tanh l (cos lx) 

Solucion De (7), 


dy 

dx 


1 

1 - cos 2 2x 
- 2 sen 2x 
sen 2 2x 


(-2 sen 2jc) 





498 CAPrrULO 5 fUNCjONES LOGARiTMICAS, EXPONE NCI ALES, TR1GONOMETRICAS INVERSAS. 


-2 

sen 2x 

= -2 esc 2 jc ' 4 


La aplicaci6n principal de las funciones hiperbolicas inversas estd re- 
lacionada con la integration, donde se emplean las formulas del teorema 
siguiente. 


5.9.10 Teorema 


1 

/ 


du 


yju 1 + a 2 


- senh" 1 - + C 
a 


= ln(« + a/k 2 4- a 2 ) + C si a > 0 


( 9 ) 


du 


— - cosh 1 “ + C 
r z a 


1 : 


du _ 


- ln(« + - a 2 ) + C siu> a > 0 ( 10 ) 

- tanh" 1 - + C si \u\ < a 
a a 

itanlr 1 - + C si | u [ > a 


= -Li n *±J* 

2 a a - u 


+ Csi«?*<zya*0 ( 11 ) 


Las formulas de este teorema pueden demostrarse mediante el c£lculo de 
la derivada del miembro derecho y observando que se obtiene el integrando. 
Se mostrard el procedimiento al probar la frirmula (9). 

Demosfrracion de (9) 



A fin de obtener la representacirin en ttiminos de logaritmos naturales, 
se utiliza la formula (1), obtenitiidose 



= ln(w + M f u 2 + a 2 ) - In a 
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Por tanto 

senlf 1 — + C = ln(« + V« 2 + a 2 ) - In a + C 
a 

= ln(« + V« 2 + a 1 ) + Q 


donde C\ — C - In a, u 

En el capftulo 7 se estudiar£n otras tecnicas para evaluar las integrales 
del teorema 5.9.10. Las fdrmulas del teorema proporcionan representacio- 
nes altemativas de la integral en cuestion. Cuando se evalua una integral en la 
que ocurre una de esas formas, la representacion hiperbdlica inversa puede 
ser mas facil de emplear y en ocasiones es menos engorrosa de escribir. 


► EJEMPLO 6 Evalue 

[ & 

J V* 2 - 6x + 13 

y escriba la respuesta en t6rminos de un logaritmo natural. 
Solution Se aplicara (9) despu^s de completar el cuadrado. 


1 


dx 


\/jc 2 - 6x + 13 




dx 

6x + 9) + 4 


=1 

j V(* - 3) 2 + 4 
= \n(x - 3 + V x 2 - 6x + 13) + C 


dx 


4 


► EJEMPLO 7 


Calcule el valor exacto de 


r 10 

[ , * 

J 6 V x 2 ~ 25 

en t£rminos de funciones hiperbolicas inversas y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 


Solution De la fdrmula (10), 


I 


10 


dx 


V * 2 


25 


= cosh-' f] 


= cosh 1 2 - cosh 1 1.2 


En la graficadora se obtiene 

NINTl ■ - 1 6, 10| = 0.6945953932 

\^x^25 ) 

Con el mismo numero de digitos significativos, 
cosh -1 2 - cosh" 1 1.2 = 0.6945953932 


lo cual apoya la respuesta. 


◄ 
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y 



y 



Como se prometib, se concluye esta seccibn demostrando que los valores 
de funcibn de senh y cosh tienen la misma relacibn con la hipbrbola unitaria 
x 2 - y 2 = 1 que el seno y el coseno con la circunferencia unitaria x 2 + 
y 2 = 1. Este hecho justifica el nombre de funciones seno y coseno hiperbbli- 
cos, exactamente como el seno y el coseno reeiben el nombre de funciones 
circulares. 

Recuerde de sus cursos de matemdticas previas al Calculo o de trigono- 
metrfa ( o consulte la seccibn A.9 del apbndice) que si / es la medida en radia- 
nes del dngulo formado por el eje * y el segmento de recta desde el origen 
hasta el punto P (x, y) de la circunferencia unitaria, entonces 

sen t = y y cos t - x 

Refibrasealafigura 1 1. Ahoraconsiderelafigura 12donde/escualquiernumero 
real. El punto P (cosh /, senh /) esta sobre la hiperbola unitaria porque 

cosh 2 / - senh 2 t = 1 

Observe que como cosh t nunca es menor que 1 , todos los puntos (cosh /, senh /) 
estdn sobre la rama derecha de la hipbrbola. 

Ahora se mostrari cbmo estan relacionadas las dreas de las regiones som- 
breadas de las figuras 11 y 12. Como el area de un sector circular de radio r 
unidades y angulo central de t radianes, esta dada por \r 2 t unidades cuadra- 
das, el drea del sector circular de la figura 1 1 es ~ t unidades cuadradas, pues- 
to que r - 1 . El sector AOP de la figura 12 es la regibn limitada por el eje jc, 
la recta OP y el arco AP de la hipbrbola unitaria. Si A[ unidades cuadradas es 
el area del sector AOP , A 2 unidades cuadradas es el drea de la regibn OBP y 
A 3 unidades cuadradas es el drea de la regibn ABP , entonces 

A x =A 2 - A 3 (12) 

de la fbrmula para determinar el area de un tridngulo se tiene 

A 2 = ~ cosh t senh t (13) 

El area A 3 se obtiene mediante integracibn: 


FIGURA 12 


A 3 = 


r 

senh u 

Jo 

r 

senh 2 u 

Jo 

if 


d ( cosh u) 


du 


\ senh 2 u 

4 


(cosh2u - 1 )du 

Por tanto, 

A 3 = \ cosh t senh t - 


Al sustituir de esta ecuacion y ( 13) en (12), se tiene 
Aj = i cosh /senh / - cosh /senh / - \t) 
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Asi, la medida del area del sector circular AOP de la figura 1 1 y la medi- 
da del £rea del sector AOP de la figura 12 es, en cada caso, un medio del valor 
del par£metro asociado con el punto P. Para la circunferencia unitaria, el 
parametro t es la medida en radianes del dngulo AOP. El par&metro t para la 
hipSrbola no es interpretado como la medida de un angulo; sin embargo, el 
termino radian hiperbolico se emplea en ocasiones para referirse a t. 


I EJERCICIOS 5.9 


En los ejercicios I a 6, (i) determine el valor de funcidn exacto, 
y (ii) si el valor exacto no es un numero racional, exprese el 
valor con cuatro digitos significativos. 

1. (a) senhO (b) coshO (c) senh 1 (d) senh(-l) 

2. (a) tanhO (b) sech 0 (c) cosh 1 (d) cosh(-l) 

3. (a) tanh2 (b) tanh(~2) (c) cosh(ln2) (d) cosh(ln0.5) 

4. (a) coth(0.5) (b) coth(-0.5) (c) senh(ln2) 

(d) senh(lnO.S) 

5. (a) sech2 (b) sech(-2) (c) coth(-l) (d) csch(lnl.5> 

6. (a) csch2 (b) csch(-2) (c) tanh 1 (d) sech(ln 1.5) 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre la identidad . 

7 ♦ (a) 1 - tanh 2 x - sech 2 * 

(b) senh(* + y) = senh x coshy + cosh x senh y 

8. (a) 1 - coth 2 * = -csch 2 * 

(b) csch(* + y) = cosh x cosh y + senh x senh y 


1 + tanh * 
1 - tanh x 


10. tanh(ln x) = 


11. Demuestre: £> x (coth *) = -csch 2 *. 

12. Demuestre: (a) D^sech x) = -sech x tanh *; 

(b) D x (cschjc) = -csch* coth*. 

En los ejercicios 13 a 18, calcule la derivada de la funcion . 


13. (a) /(*) = senh x 2 (b) f(w) = sech 2 4 w 

14. (a) /(*) = tanh 3 V* (b) g(t) = cosh t 3 

15. (a) h(x) - coth - (b) #(*) = ln(tanh jc) 

x 

16. (a) f(y) = coth(lny) (b) h(x) = e x cosh x 

17. (a) f{x) = tan -1 (senh 2x) (b) = (cosh*)* 


18. (a) g(x) = sen '(tanh* 2 ) (b) /(*) 


h *,* > 0 


En los ejercicios 19 a 24, evalue la integral indefinida. 


senh 4 * cosh * dx 


*cosh* 2 senh* 2 dx 


x 2 csch 2 * 3 dx 


coth 2 3* dx 


tanh 2* ln(cosh 2*) dx 24. sech 2 * tanh 2 * dx 


25. Demuestre: (a) J tanh udu — In cosh u + C; 

(b) j csch udu — In | tanh | u \ + C. 

26. Demuestre: (a) j coth udu = In | senh u \ + C; 
(b) J sech udu = 2 tan -1 e u + C. 


En los ejercicios 27 a 32, evalue con cuatro digitos significativos 
el valor de la integral definida y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 


27. 


J Mn3 
0 


sech 2 t dt 


28. 


In 2 

tanh z dz 

0 




En los ejercicios 33 a 36, determine el valor de funcidn exacto. 

33. (a) cosh -1 1 (b) tanh -1 1 

34. (a) senh -1 l (b) coth -1 2 

35. (a) senh -1 ± (b) coth -1 (-2) 

36. (a) cosh -1 2 (b) tanh -1 (-^) 

En los ejercicios 37 a 39, demuestre la formula. 

37. Formula (6) 38. Formula (7) 39. Fbrmula (8) 

En los ejercicios 40 a 48, calcule la derivada de la funcidn. 

40. (a) /(*) = cosh -1 1* (b) F(x ) = tanh -1 * 3 

41. (a) g(*) = senh -1 4* (b) G(x) = coth -1 * 2 

42. (a) h(w ) = coth -1 (3w + 1) 

(b) /(*) = * 2 senh -1 * 2 

43. (a) /(*) = cosh -1 (tan*) 

(b) #(*) = tanh -1 (cos *) 

44. (a) g(*) = tanh -1 (sen 3*) 

(b) F(*) = coth -1 (3 sen*) 

45. (a) /(z) - (coth -1 z 2 ) 3 (b) g(x) = tanh -1 (sen e x ) 

46. (a) /(/) = senh -1 e 2t (b) h(x) = cosh -1 (In*) 

47. G(x) = x senh -1 * - Vl + x 2 

48. H(x) - In 4\ - x 2 - *tanh -1 * 


En los ejercicios 49 a 54, exprese la integral indefinida en ter - 
minos de una funcidn hiperbolica inversa y como un logarit- 
mo natural 
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53 . f d ‘ 

54 . j 

j dw 

J 4*T' - e' 

' V5 - e~ 2w 

En los ejercicios 55 a 60, obtenga el valor exacto de la integral 
definida en terminos de funciones hiperbolicas inversas y apo- 
ye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

r 5 


r - 3 

se I * 

56. J 

& 

J 3 V* 2 - 4 

L i-^ 2 

r 1/2 


r 2 

57. ^ 

58. J 

dx 

" J-./2 

_2 Vl6 + X 2 

r 3 


r 2 

59. ^ 

- 60. 



' 2 ^9x 2 - 12* - 5 * J, V * 2 + 2x 


61. La figura 5 muestra la grafica de la catenaria deflnida por 

f(x) = a cosh — a > 0 
a 

Conflrme analfticamente que el punto m&s bajo esta en 
(0, a), la funcion/es decreciente cuando* < 0 y crecien- 
te cuando x > 0, y que la grdfica es cdncava hacia arriba 
en todo punto, 

62. Demuestre que la funcidn seno hiperbolico es continua y 
creciente en su dominio. 

63. Calcule el area de la region limitada por la catenaria 

y - 6 cosh ~ 

6 

el eje *, el eje y y la recta * = 6 In 6. 

64. Calcule el volumen del solido de revolucion generado si 
la region del ejercicio 63 se gira alrededor del eje *, 

65. Una partfcula se mueve sobre una recta de acuerdo con la 
ecuacion de movimiento 

s = e~^ 2 (3 senh t + 4 cosh /) 

donde s centimetres es la distancia dirigida de la paitfcu- 
la desde el origen a los / segundos. Si v centimetres por 
segundo y a centimetres por segundo por segundo son la 
velocidad y la aceleracion, respectivamente, de la partfcu- 
la a los t segundos, (a) exprese v y a como funciones de t. 
(b) Demuestre que a es la suma de dos numeros, uno de los 
cuales es proporcional a 5 y el otro es proporcional a v. 

66. Una curva pasa por el punto (0, a ), a > 0, y la pendiente 

en cualquier punto es *Jy 2 /a 2 - 1 . Demuestre que la 
curva es una catenaria. 

67. Una mujer con paracaidas salta desde un ayi6n y, cuando 
su paracaidas se abre, su velocidad es de 200 pie/s. Si v 
pies por segundo es su velocidad a los t segundos despues 
de que se abrid el paracaidas, entonces 

324 . rfv = 324 _ v 2 
g dr 



68. La region limitada por la curva 

y = (16 - JC 2 )' 1 ' 2 

el eje x y las rectas x = -2 y x = 3 se gira alrededor del 
eje x. (a) Muestre que la medida exacta del volumen 
del sdlido generado es 

^[tanh -1 (|) - tanh^f-i)] 

(b) Utilice una calculadora para aproximar el volumen con 
cuatro dfgitos significativos. 

69. La bodega mostrada en la figura adjunta tiene 100 pie de 
longitud y 40 pie de ancho, donde x y y se miden en pies. 
Una seccion transversal del tejado tiene la forma de la 
region limitada superiormente por la catenaria invertida 
cuya ecuacion es 

y- 31 - 20cosh (^) 

Determine el numero de pies cubicos del espacio para 
ilmacenamiento de la bodega. 



70. Suponga que una partfcula se mueve sobre una recta de 
modo que s metros es la distancia dirigida de la partfcu- 
la desde el origen a los t segundos. Explique por qu6 el 
movimiento es armdnico simple si la ecuacidn de mo- 
vimiento es 

s = A sen kt + B cos kt 


donde g es la aceleracion constante debida a la gravedad. 
Resuelva esta ecuacidn diferencial a fin de obtener 


*¥) 


pero no es armonico si 

s = A senh kt + B cosh kt 

donde A, By k son constantes. 


t 
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REVISION DEL CAPITULO 5 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 5 


1. Defina funcion uno a uno y establezca un criterio geomd- 
trico para determinar si una funcidn es uno a uno. Invente 
un ejemplo que ilustre la respue sta. 

2. Enuncie un teorema que proporciona un criterio que en 
ocasiones pueda aplicarse para demostrar analfticamente 
que una funcidn es uno a uno. Invente un ejemplo y muestre 
cdmo se aplica el criterio. 

3. Defina la inversa de una funcion. Invente un ejemplo de 
una funcion algebraica y su inversa. 

4. Enuncie un teorema que pueda emplearse para determinar 
analfticamente si dos funciones son inversas una de la otra. 
Aplique el teorema a las funciones de la respuesta de la 
sugerencia 3. 

5. Si se sabe que una funcion / tiene una inversa, ^cdmo pue- 
de obtenerse, en ocasiones, f~ l (x) a partir de fix)? iPor 
qud no siempre es posible determinar f~\x) a partir de 
fix)? Invente dos ejemplos de una funcidn / que tenga 
una inversa f~ x \ una donde pueda determinar f~ x (x ) a par- 
tir de fix ) y otra donde no pueda. 

6. Enuncie una propiedad geomdtrica satisfecha por las gr£- 
ficas de una funcidn y su inversa. ^Cdmo se puede dibujar 
la grifica de la inversa de una funcidn a partir de la gr&fica 
de la funcidn? ^Cdmo puede trazar en el mismo rectAngu- 
lo de inspeccidn las grdficas de una funcidn y su inversa si 
se conoce f{x) pero no f~\x)? 

7. Enuncie un teorema que relacione las derivadas de una 
funcion y de su inversa. Invente un ejemplo que ilustre el 
teorema. 

8. Defina la funcidn lagaritmica e indique su dominio y su 
contradominio. 

9. Enuncie los teoremas concemientes a la funcidn logarit- 
mica natural que corresponden a las propiedades de los 
logaritmos estudiadas en los cursos de ilgebra. 

10. Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grdfica de 
la funcidn logarftmica natural. 

11. iQue se entiende por diferenciacion logarftmica ? In- 
vente un ejemplo donde se emplee diferenciacion lo- 
garitmica. 

12. Establezca la fdrmula que proporciona j u n du para cual- 
quier numero racional n. 

13. Enuncie cuatro teoremas que impliquen integrales inde- 
finidas de funciones trigonomdtricas que tengan como resul- 
tado una funcidn logarftmica natural. 

14. Defina la funcion exponencial natural y determine su do- 
minio y su contradominio, 

15. Defina lo que significa a x si a es cualquier numero real po- 
sitivo y x es cualquier numero real. Invente un ejemplo en 
el que se aplique la definicidn donde x es irracional. 


16. Defina el numero e. Muestre que e se emplea para calcu- 
lar un valor aproximado en el ejemplo de la suge- 
rencia 15. 

17. ^Cudl es la derivada de la funcidn exponencial natural 
exp? i,Cual es la integral indefmida de exp? ^Cudl es la 
funcidn m£s general cuya derivada es ella misma? ^Por 
qud es dsta la unica funcidn que tiene estas propiedades? 

18. Describa en palabras rinicamente (sin figuras) la grdfica de 
la funcidn exponencial natural. 

19. Exprese el numero e como un lfmite. ^Puede emplearse este 
lfmite para definir el ntimero e ? Dd una razdn para su 
respuesta. 

20. Enuncie los teoremas concemientes a la funcidn exponen- 
cial que corresponden a las propiedades de los exponentes 
estudiadas en los cursos de Algebra. 

21. Defina la funcidn logarftmica de base a y determine su 
dominio y su contradominio. 

22. ^.Cudles son las fdrmulas para la derivada y la integral 
indefmida de a x ? Invente un ejemplo que muestre el 
cdlculo de/'(*) si/(jt) = a g(x) , donde a > Oyg(;c)esuna 
funcidn trascendente. Invente un ejemplo que muestre el 
cilculo de f fix) dx si f(x) — a h{x) h'(x) donde a > 0, y h 
es una funcidn trascendente. 

23. Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grifica de 
la funcidn exponencial de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
0 < a < 1. 

24. Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grdfica de 
la funcidn logaritmica de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
0 < a < 1. 

25. Escriba una ecuacidn que relacione log a x y In x. Establezca 
dos fdrmulas para la derivada de log^ x, una que impli- 
que log a e y la otra que contenga In a . Invente un ejem- 
plo que muestre el calculo de f\x) si fix) - log a g(x), 
donde g es una funcidn trascendente. 

26. Describa cdmo se calcula la derivada de una funcidn cuyo 
valor es una variable elevada a una potencia variable. In- 
vente un ejemplo que muestre el calculo de f\x) si 
fix) - g(x) AW donde g es una funcidn polinomial y h es 
una funcidn trascendente. 

27. ^Cudles son las leyes de crecimiento natural y de decreci- 
miento natural ? En su respuesta incluya la ecuacidn dife- 
rencial que proporciona estas leyes. 

28. Proporcione un ejemplo de la ley de crecimiento natural en 
biologfa y en economfa. 

29. Dd un ejemplo de la ley de decrecimiento natural en qufmi- 
ca y en finanzas o administracidn. 

30. iQu6 es la semivida ivida media) de una sustancia? Pro- 
porcione un ejemplo. 
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31. Defina una funcfon que describa crecimlento exponencial 
y una que describa decree imiento exponencial. 

32. Defina una funcfon que describa crecimiento limita - 
do. De un ejemplo de crecimiento limitado en finanzas o 
administration. 

33. iQu€ es la ley de enfriamiento de Newton? Invente un 
ejemplo que muestre como se aplica la ley de enfriamien- 
to de Newton. 

34. iQu€ es la funcion normal estandarizada de densidad de 
probabilidad ? <,Como se calcula la probabilidad de que una 
election aleatoria de la variable independiente est6 en el 
intervalo cerrado [ a , b ]? 

35. Defina la funcfon seno inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

36. Defina la funcion coseno inversa , determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

37. Establezca una identidad que relacione a las funciones 
seno inversa y coseno inversa. 

38. Defina la funcion tangente inversa, determine su dominio, 
su contradominio y dibuje su grafica. 

39. Defina la funcion cotangente inversa en forminos de la 
funcion tangente inversa mediante una identidad similar a 
la de la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio 
y contradominio de la funcion cotangente inversa. 

40. Defina la funcion secante inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

41. Defina la funcion cosecante inversa en terminos de la fun- 
cfon secante inversa mediante una identidad similar a la de 
la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio y 
contradominio de la funcion cosecante inversa. 

42. Establezca las formulas que proporcionan las derivadas de 
las funciones seno inversa y coseno inversa. ^Como esfon 
relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

43. Establezca las formulas que proporcionan las derivadas de las 
funciones tangente inversa y cotangente inversa. ^Como es- 
tan relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


44. Establezca las formulas que proporcionan las derivadas 
de las funciones secante inversa y cosecante inversa. ^Cfomo 
estan relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

45. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funcfon seno inversa. 

46. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funefon tangente inversa. 

47. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funcion secante inversa. 

48. Defina las funciones seno hiperbolico y coseno hiperboli- 
co y establezca el dominio y contradominio de cada una. 
Dibuje sus graficas. 

49. Defina las funciones tangente hiperbdlica , cotangente 
hiperbdlica, secante hiperbolica y cosecante hiperbolica 
en terminos de las funciones seno hipertfolico y coseno 
hipertfolico, y determine el dominio y contradominio de 
cada una. 

50. Escriba las formulas de las derivadas de cada una de las 
seis funciones hipertfolicas y las formulas correspondien- 
tes de las integrales indefinidas. 

51. i,Qu6 es una catenaria y cu&l es su ecuacfon? 

52. Defina las funciones seno hiperbolico inversa, coseno 
hiperbolico inversa, tangente hiperbdlica inversa y cotangen- 
te hiperbdlica inversa y establezca el dominio y contrado- 
minio de cada una. Dibuje sus gfoficas. 

53. Exprese las cuatro funciones hipertfolicas inversas me- 
cionadas en la sugerencia 52 en forminos de logaritmos 
naturales. 

54. Escriba las formulas de las derivadas de las cuatro fun- 
ciones hipertfolicas inversas, mencionadas en la suge- 
rencia 52. 

55. i,Como se utilizan las funciones hipertfolicas inversas, en 
ocasiones, para disminuir los calculos en la integraefon? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 5 


En los ejercicios 1 a 6, determine si la funcion tiene una inver- 
sa. Si la inversa existe, haga lo siguiente: (a) determined y 
establezca su dominio y contradominio; (b) trace las grdficas 
de la funcion y de su inversa en el misrfio rectangulo de inspec- 
cion. Si la funcion no tiene inversa, apoye este hecho grafi- 
camente verificando que una recta horizontal intersecta la 
grafica de la funcion en mas de un punto. 

1. fix ) = X 3 - 4 2. fix) = 2^-1 

3, fix) = 9 - x 2 4 . fix) = - x 2 

5 . fix) = 6 . fix) = 1 2* - 3 1 

En los ejercicios 7 y 8, (a) demuestre que la funcion f tiene 
una inversa , (b) obtenga f~ l (x), y (c) verifique las ecuaciones 
del teorema 5.1 A parafy / -1 . 


7. fix) = IfTTl 8. fix) = 

2x + \ 

En los ejercicios 9 a 12, calcule (/'')'(</). 

9. fix) = x 2 - 6x + 8, x 2 3; d = 3 

10. fix) = V3* + 4 -d = 5 

11. /(*) = 8-t 3 + 6x\d = 4 

12. fix) = x 5 + x - 22 ;d = 12 

En los ejercicios 13 a 30, derive la funcion y simplifique el 
resultado. 

13. (a) fix) = ln(cos lx) (b) Fix) = ln(;t 2 + l) 2 

14. (a) gix) = cos(3 In x) (b) G(x) = (In* 2 ) 2 

15. (a) git) = sen e 4 ' (b) Git) = 2“' 
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16. 

(a) 

fM 

_ ^ sen 4 w 

(b) 

F(w) = 

: tan 2 W 

17. 

(a) 

fix) 

= tan" 1 e x 

(b) 

gix) = 

e c°r'x 

18. 

(a) 

Fix ) 

- cos" 1 3 X 

(b) 

Gix) = 

3 sen-l JC 

19. 

(a) 

m 

= senh 3 2 w 

(b) 

F(w) = 

: cosh 2w 3 

20. 

(a) 

gio 

= tanh (In t) 

(b) 

Git) = 

ln(coth t) 

21. 

(a) 

Fix) 

- sec h( tan x) 

(b) 

Gix) = 

tanh(sec x) 

22. 

(a) 

fix) 

= senh" 1 x 2 

(b) 

gix) = 

tanh" 1 2x 

23. 

fix) 

' = lo S*o(f^) 2 

24. 

gix) = 

In 

V X ~ 3 


25. git ) = (sen t) 2t , sen t > 0 26. f(t) - 1 

27. Fix ) = cosh" 1 4x 

28. G(x) = sec" 1 V x 2 + 1 

29. /(x) = cos" 1 (tanh 2x) 30. g(x) = coth" 1 (esc x) 

En los ejercicios 31 y 32, obtenga ^ mediante diferenciacidn 
logaritmica. 

31 .y = Ax 2 + i)Hx - l) 4 32. y = * 2 

^/.r 6 + 8 


En los ejercicios 33 y 34, obtenga en una calculadora el valor 
de a x para los valores dados de ay x, aplicando primero la de- 
finicidn de exponente real. Apoye la respuesta calculando el 
valor directamente. 


33. (a) a = 3, * = y[2 (b) a = 2, * = n 

34. (a) a = l,x = e (b) a - e, x - iz 

En los ejercicios 35 a 48 evalue la integral indefinida. 


35. J 

r dx 

36. J 

|* e xl " 2x {x - l)< 

1 l + e 2 * 

3Z j 

[ (e 3x + 2 lx )dx 

38. J 

f 

39. j 

\e x 2’ x dx 

40. j 

0 o 

1 + 

4L J 

r ** dx 

42. j 

f dy 

1 A- A 

1 9e y + e~y 

J 

r <** . 

44. J 

r 

x 1 + 2x + 10 

^ V5 + 4x - x 2 

45. j 

f ^ 

46. j 

^xcoth ^x 1 dx 

1 V’e 2jt - 8 

J 

f tanh 2 3w dw 

48. j 

f coil u_ dt 
\ /senh t 


En los ejercicios 49 a 58, evalue la integral definida y apoye la 
respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

■2 


49. f x 2 e* 3 d> 

Jo 

f 8 x 1/3 
51. — £ — 

Ji x 4 ^ 3 + 


-dx 


■ {' 
■I 


( e 2x + If dx 


4x" 3 + 2 
r ~2 _ r 
1/3 x x 


dx 


53. 


55. 


57, 


59. 


60. 


61. 


62. 

63. 


64. 


65. 


66 . 


67. 


68 . 


69. 


70. 


71. 


- 5 


r 

Jo 

f ~r==di 

J, AAAA 2 

cosh 

0 


dy 




dx 

x(ln x) 


dx 


y - 1 dy 58. 


f 1 2x + 

J t x 2 + 2> 

•r 




sectr^x iijc 


Calcule ~ si ye x + xe y + x + y = 0 
dx 


Demuestre que cosh (In x) = 


x z + 1 
2x 


Exprese la cantidad en tOrminos de un logaritmo natural: 
(a) cosh" 1 2; (b) tanh" 1 ±. 

Demuestre: (a) lim cothx = 1; (b) lim cschx = 0. 

(a) Trace en el mismo rect&ngulo de inspeccidn la grdfica 
de y - x x ~ 1 y la recta tangente en el punto (2, 2). 

(b) Obtenga una ecuaci6n de la recta tangente. 


Utilice diferenciales para calcular un valor aproximado 
con tres cifras decimales de log 10 100 937. Emplee el he- 
cho de que log 10 e = 0.43429 con aproximaciOn de cinco 
cifras decimales. Apoye la respuesta con la calculadora. 


Una partfcula se mueve sobre una recta, donde s pies es la 
distancia dirigida de la partfcula desde el origen, v pies por 
segundo es su velocidad, y a pies por segufido por segundo 
es su aceleracion a los t segundos. Si a = e* + e~\ v = 1 
y s = 2 cuando t = 0, obtenga v y s en tdrminos de t. 

El Orea de la regiOn limitada por la curva y = e~ x > los 
ejes coordenados y la recta x - b (b > 0) es una funciOn 
de b. Si/es esta funciOn, obtenga f(b). TambiOn determi- 
ne el limite lim fib). 

b— M-®o 

El volumen del sOlido de revolution obtenido al girar la 
region del ejercicio 66 alrededor del eje x es una funciOn 
de b. Si g es esta funcion, obtenga g(b). TambiOn determi- 
ne el lfmite lim fib). 
b-> +■» 

Demuestre que si un rectangulo tiene su base sobre ^ eje x 
y dos de sus vertices est&n sobre la curva y — e~ x , enton- 
ces el rectangulo tendra el area maxima posible si los dos 
vertices est£n en los puntos de inflexion de la gr£fica. 

Sea/(x) = In |x|. y x < 0. Demuestre que /tiene una 
funciOn inversa. Si g es la funcion inversa, determine g(x) 
y el dominio de g. 


Demuestre que si x < 1 , entonces In x < x. Sugerencia: 
Sea f(x) = x - In x, y demuestre que/es decreciente en 
el intervalo (0, 1) y calcule /( 1). 


Cuando un gas se expande o se comprime adiabaticamente 
(sin ganar o perder calor), entonces la tasa de variation de 
la presiOn con respecto al volumen, varfa directamente a la 
presiOn e inversamente al volumen. Si la presiOn es p li- 
bras por pulgada cuadrada cuando el volumen es v pul- 
gadas cdbicas, y la presiOn y volumen iniciales son 
Pq libras por pulgada cuadrada y v 0 pulgadas cubicas, 
demuestre que pv k = p 0 v 0 k . 
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72. Calcule el volumen del sdlido de revolucidn generado si 
la regidn limitada por la curva y ~ 2~ x y las rectas jc = 1 
y x - 4 se gira alrededor del eje x. 

73. La semivida del cesio 137 es de 30 de afios, su tasa de de- 
crecimiento (desintegracion) es proporcional a la cantidad 
pre sente en cualquier tiempo, y se tienen actualmente 65 mg 
de cesio. 

(a) Si se tendran y miligramos de cesio dentro de t anos a 
partir de ahora, exprese y como una funcion de t. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cufintos anos se 
tendran 10 mg de cesio. 

(c) Confirme analfticamente la estimacidn del inciso (b). 

74. La tasa de crecimiento natural de una poblacion de cier- 
ta ciudad es proporcional a la poblacidn, y se espera que 
6sta se duplique en 60 anos. La poblacidn actualmente es 
de 120 000. 

(a) Si y es el numero de individuos de la poblacidn espe- 
rada dentro de t afios a partir de ahora, exprese v como 
una funcion de t. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cufintos anos se 
espera que la poblacion sea de 150 000. 

(c) Estime en la graficadora la poblacidn esperada dentro 
de 20 anos a partir de ahora. 

(d) Confirme analfticamente las estimaciones de los in- 
cisos (b) y (c). 

75. Una persona que estudia lenguas extranjeras tiene que 
memorizar 50 verbos. La tasa a la que la persona puede me- 
morizar esos verbos es proporcional al numero de verbos 
que le restan por memorizar; esto es, si la persona memo- 
riza y verbos en t minutos, entonces 

f = *(50 - y) 

dondefcesunaconstantepositivayy < 50paratoda/ ^ 0. 
Suponga que inicialmente no se ha memorizado ningun 
verbo y que a los 30 min se han memorizado 20 verbos. 

(a) Exprese y como una funcidn de t. 

(b) Trace la grfifica de la funcion del inciso (a) y la asfn- 
tota horizontal de la gr&fica. 

(cj Estime en la graficadora cu&ntos verbos memorizar^ 
la persona en 1 hora. 

(d) Estime en la graficadora cu&nto tiempo pasarfi hasta 
que la persona tenga un verbo por memorizar. 

(e) Confirme analfticamente las estimaciones de los in- 
cisos (c) y (d). 

En los ejercicios 76 a 85, defina todas las variables precisamen- 
te como numeros. Utilice la variable t para representor el tiempo 
y defina las otras variables en terminos de t. No olvide escribir 
una conclusion . 

76. El interns de una cuenta de ahorro se calcula al 10% anual 
compuesto continuamente. Si una persona desea tener 
$1 000 en la cuenta al final de un ano realizando s61o un 
deposito ahora, i,cufil debe ser la cantidad del depdsito? 

77. ^Cudnto tiempo deber£ transcurrir para que una inversidn se 
duplique si el interns se paga a una tasa de 8% anual 
compuesto continuamente? 


78. La carga el^ctrica sobre una superficie esferica se pierde 
a una tasa proporcional a la carga. Inicialmente la carga 
el6ctrica fue de 8 coulombs y en 15 min se perdi6 un cuarto 
de ella. ^.Dentro de cuanto tiempo se tendiln unicamente 
2 coulombs? 

79. La tasa de crecimiento de cierto cultivo de bacterias es 
proporcional al numero de baterias presentes, y el numero 
se duplica en 20 min. Si al final de una hora se tuvieron 

1 500 000 bacterias, ^cu&ntas baterias se tuvieron ini- 
cialmente? 

80. Refidrase al ejercicio 21 de la seccidn 5.6. Un arquedlogo 
descubri6 un insecto preservado dentro de dmbar transpa- 
rente, el cual es una resina endurecida de un Arbol, y la canti- 
dad de ,4 C presente en el insecto se determind como el 2% 
de su cantidad original. Utilice el hecho de que la semi- 
vida del 14 C es de 5 730 anos, para determinar la edad del 
insecto hasta el tiempo de su descubrimiento. 

81. La tasa de decrecimiento (desintegracidn) de una sustan- 
cia radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia 
presente. Si un medio de una cantidad dada de la sustan- 
cia se desintegra en 1900 anos, £cu£nto tiempo transcu- 
rrira para que el 95% de la cantidad se desintegre? 

82. Si la poblacidn de cierto pats se duplica en 25 afios, qud 
porcentaje anual est£ creciendo? 

83. Un tanque contiene 60 gal de agua salada con 120 lb de sal 
disuelta. Se introduce al tanque agua salada con 3 lb de 
sal por galdn a una tasa de 2 gal/min, y la mezcla, que se 
mantiene uniforme mediante agitacidn, sale del tanque a la 
misma tasa. ^Cufinto tiempo transcurrirfi antes de que el 
tanque contenga 135 lb de sal?. 

84. Un tanque contiene agua simple, y se introduce al tanque 
salmuera que contiene 2 kg de sal por litro de agua a una 
tasa de 3 L/min. Si la mezcla, que se mantiene uniforme 
mediante agitacidn, sale del tanque a la misma tasa, i,cu&ntos 
kilogramos de sal contends el tanque al final de 30 min? 

85. Utilice la ley de enfriamiento de Newton para determinar 
la temperatura actual de un cuerpo rodeado de aire a una 
temperature de 40° si hace 30 min la temperature del 
cuerpo fue de 150° y hace 10 min fue de 90°. 

86. Determine el punto de la gr£fica de/(*) = e x para el cual 
la recta tangente a la grfifica en ese punto pasa p^Pel origen. 

87. En un circuito el£ctrico la fuerza electromotriz es E volts a 
los t segundos, donde E - 20 cos 1 20zrr. 

(a) Resuelva la ecuacidn para t. Utilice la ecuacidn del 
inciso (a) para determinar el menor valor positivo de t 
para el cual la fuerza electromotriz es (b) 10 volts; 

(c) 5 volts; (d) -10 volts; (e) -5 volts. 

88. Un cuerpo esti suspendido de un resorte y vibra verti- 
calmente de acuerdo con la ecuacidn 

y = 4 sen 2n(t + 

donde y centfmetros es la distancia dirigida del cuerpo des- 
de su posici6n central t segundos despu6s de iniciado el 
movimiento, y el sentido positivo se considera hacia arriba. 
(a) Resuelva la ecuacidn para t. Utilice la ecuacidn del inciso 
(a) para determinar el menor valor positivo de t para el cual 
el desplazamiento del cuerpo sobre su posici6n centrales (b) 

2 cm, y (c) 3 cm. 
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89 . Calcule el £rea de la regidn limitada por la recta jc = 2 /2, 
la curva y = 9/ V9 - jc 2 , y los dos ejes coordenados. 

90 . Obtenga el volumen del sdlido de revolution generado 
cuando la regidn limitada por la curva y = Vsenh jc, el 
eje jc y las rectas x — 0 y jc = In 2, se gira alrededor 
del eje jc. 

91. Un faro se encuentra a ^ km de un camino recto y man- 
tiene su luz fija en un automovil que viaja a una veloci- 
dad constante de 60 km/h. Calcule la tasa de variaci6n 
(velocidad) a la cual el rayo de luz cambia de direcci6n (a) 
cuando el automovil esti en el punto mas cercano al faro, 
y (b) cuando el automovil esti a ^km camino abajo de 
este punto. 

92 . Un helicoptero despega del suelo en un punto a 800 pie 
de un observador y se eleva verticalmente a 25 pie/s. 
Calcule la tasa de variacidn (derivada) de la medida del 
angulo de elevacidn de la nave respecto al observador, 
cuando el helicoptero esti a 600 pie del suelo. 

93 . Un avidn vuela a una velocidad de 300 mi/h a una altura 
de 4 mi. Si un observador se halla en tierra, determine la 
tasa de variaci6n de la medida del dngulo de elevacidn del 
avidn respecto al observador, cuando el avi6n esti direc- 
tamente sobre un punto en tierra a 2 mi del observador. 

94. Un cuadro de 5 pie de altura esta colocado en una pared 
con su base a 7 pie sobre el nivel de los ojos de un observa- 
dor. Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
3 pie/s, ^que tan rapido cambia la medida del Angulo sub- 
tendido por el cuadro en los ojos del observador cuando 
el observador estd a 10 pie de la pared? 

95 . Dos puntos A y B son diametralmente opuestos uno del 
otro en las orillas de un lago circular de 1 km de di&metro. 
Un hombre desea ir del punto A al punto B , y puede remar 
a una velocidad 1.5 km/h y caminar a una velocidad de 
5 km/h. Determine el tiempo minimo que puede tomarle al 
hombre ir del punto A al punto 5. 

96 . Resuelva el ejercicio 95 si las velocidades al remar y ca- 
minar son, respectivamente, 2 km/h y 3 km/h. 

97 . Demuestre, empleando la definicion de derivada, que 


lim 


logq (1 + *) 

X 


= 


98 . Demuestre sin emplear la definicidn de derivada que 

lim — = In a 

x->0 JC 

Sugerencia : sea y ~ a x - 1 y exprese ( a x - 1)/jc como 

una funcidn de y, digamos g(y). Despu6s demuestre que 

y -» Oconformejc — > 0, y obtenga el lfmite limg(y). 

>— >0 

99 . Utilice los resultados de los ejercicios 97 y 98 para de- 
mostrar que 

= b 

JC ~ 1 

Sugerencia: escriba 

x b - 1 _ e blnx ~ 1 b In jc 
jc - 1 b In jc jc - 1 

Despues considere s = blnjcy/ = jc - 1. 

100. Demuestre empleando la definicion de derivada que 

pOX _ 1 

lim - a 

x ->0 x 

101. Si el dominio de ft s el conjunto R de los numeros reales 
y /'(x) = cf( jc) para toda jc, donde c es una constante, de- 
muestre que existe una constante k para la cual /(jc) = 
ke cx para toda jc. Sugerencia: considere la funci6n g para 
lacualg(jc) = f{x)e~ cx , y determine g'(jc). 

102. Demuestre que 

D x \ lnx) = (-1)"-' ~ 1)! 

JC" 

Sugerencia : utilice inducci6n matemitica. 

103. Calcule e~\ x \ dxsit es cualquier numero real. 

104. Demuestre que si jc > 0, y f * t h ~ x dt - 1, entonces 

lunx = lim (1 + h) llh 

A-40 

105. La gr^fica de la ecuacidn 

jc - a senh“ ! - 1 - *Ja 2 - y 2 

se denomina tractriz. Demuestre que la pendiente de la 
curva en cualquier punto (jc, y) es -yj *Ja 2 - y 2 . 

106. Realice el ejercicio 51 de los ejercicios de repaso del ca- 
pftulo 4 evaluando cada integral. 

107. El gudermanniano, llamado asi en honor al matematico 
alem^n Christoph Gudermann (1798- 1 852), es la funci6n 
definida por 

gdjc = tan _1 (senh jc) 


(Nota: compare con el ejercicio 57 de la seccidn 5.2). 


Demuestre que D^gd jc) = sech jc. 



\vs\on 


Aplicaciones 
adicionales de la 
integral definida 


I poder del Calcuio Integral se ha mostrado en 
geometria por sus aplicaciones al calcuio del 
area de una region plana, del volumen de un 
solido de revolucion y del volumen de un solido que tiene 
secciones planas paralelas conocidas. En la seccion 6.1 se 
presenta otra aplicacion geometrica: el calcuio de la longi- 
tud de arco de la grafica de una funcion entre dos puntos. 

Las aplicaciones de la integracion a la fisica e 
ingenierla se muestran en las otras cuafro secciones. En 
la seccion 6.2 se determina el centro de masa de una 
barra y en la seccion 6.3 se estudia el centro de masa de 
una lamina. En la seccion 6.4 se calcula el trabajo 
realizado por una fuerza variable que se aplica sobre 
l un objeto, mientras que en la seccion 6.5 se aplica la 
L integral definida para determinar la fuerza ejercida 
l\ por la presion de un liquido, tal como la presion del 
agua sobre las paredes de un envase. 


longrtud de areo.de la grafico 
de una funcion: 

Centro de masa de una barra 
Centro de masa de una lamina 
y centroide de una region 
plana 
trabajo 

fuerza ejercida por la pfesidrv 
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6.1 LONGITUD DE ARCO DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION 


y 



y 



En el estudio de £reas y volumenes, se emplearon las palabras “medida del 
£rea” y ‘‘medida del volumen” para indicar un numero sin incluir alguna unidad 
de medicidn. A1 estudiar la longitud de arco se empleard la palabra “longitud” 
en lugar de las palabras “medida de la longitud”. Asi, la longitud de arco es 
un numero sin unidades de medicidn. 

Sea / la funcidn continua en el intervalo cerrado [ a , b ] y considere la 
grdfica de esta funcidn definida por la ecuacidn y = fix), la cual se muestra 
en la figura 1. La porcidn de la curva desde el punto A(a,j{a)) hasta el pun- 
to B(b,ftb)) de denomina arco. Se desea asignar un numero a lo que intui- 
tivamente se considera como la longitud de dicho arco. Si el arco es un 
segmento de recta desde el punto C-^i, > 1 ) hasta el punto (jc 2 , y 2 ), se sabe por la 
formula de la distancia entre dos puntos que su longitud esta dada por 
4(x\ - x 2 ) 2 + (yi - y 2 ) 2 ■ Esta fdrmula se utiliza para definir la longitud de 
un arco en general. Recuerde de geometria que la longitud de la circunferen- 
cia estd definida como el limite de los perimetros de poligonos regulares ins- 
critos en la circunferencia. Para otras curvas se procede en forma semejante. 

Sea A una particion del intervalo cerrado [ a , b] formada al dividir el inter- 
valo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 numeros intermedios 
entre ay b. Sea Xq = a y x n ~ b, y x\, jc 2 , X3, . . . , lo numeros inter- 
medios de modo que *0 < jq < x 2 < . . . < x n _\ < x n . Asi, el i-6 simo 
subintervalo es x n ], y su longitud, denotada por A,jc, es jc # - jq_ 1# donde 
i = 1, 2, 3, . . . , n. Entonces, si II A lies la norma de la particion A, cada 

A;-* — II A II ■ 

Asociado con cada punto (jq, 0) del eje x hay un punto /*,•(*,■, /(*,-)) de la 
curva. Dibuje un segmento de recta desde cada punto al siguiente punto P h 
como se muestra en la figura 2. La longitud del segmento de recta de j 
a Pi se denota por | P^\ Pi | y esta determinada por la formula de la distancia 

| - -^-i) 2 + (y>- - >/-i) 2 (l) 


FIGURA 2 


La suma de las longitudes de los segmentos es 

|7vp7| + |7vpTI + +...+ | p h] p, | +...+ | p„. x p„ I 


la cual puede escribirse con la notation sigma como 

i Rlifll (2) 

1=1 

Parece razonable que si n es suficientemente grande, entonces la suma 
de (2) se “acercard” a lo que intuitivamente se considera como la longi- 
tud del arco AB. Asi, se define la longitud de arco como el limite de la su- 
ma (2) conforme la norma de A se aproxima a cero, en tal caso, n crece sin 
limite. Por tanto, se tiene la definition siguiente. 


6.1,1 Definicion de la longitud de arco de la grafica de 
una funcion 


Suponga que la funcido/es continua en el intervalo cerrado [a, H Ade- 
mis considere que ex isle un ntimero L que. tiene U siguiente propiedad: 
Para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que para cada parti- 
tion A del intervalo [a, b] es cierto que 
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si || A || < $ entonces 
Entonces se escribe 


r- 1 


< € 


MM 

y L se denomina la Longitud de arco de la curva y = f{x) desde el punto 
A(a 7 f(a)) hasta el panto B(bJ(b)\ 



Si el lfmite de (3) existe, entonces se dice que el arco es rectificable. 

A continuacion se deducira una formula para determinar la longitud L de 
un arco que es rectificable. Bn la deduction se requiere que la derivada de / sea 
continua en el intervalo [a, b]; a la funcion que cumple esta condition se le 
llama lisa ( o suave) en [a, b]. 

Refierase a la figura 3. Si P^\ tiene coordenadas >/_i) y P t tiene 
coordenadas (x h y,-), entonces la longitud de la cuerda P t _ j P ) esta dada por 
la formula (1). 

A1 considerar jCj - jq_] = A,* y - y,-_i = A,-y, se tiene 

I Pi-\ Pi | = M'*) 2 + (A ( >-) 2 
o, equivalentemente, como A ( x * 0, 



Como se pidio que /' fuese continua en [ a , b], entonces / satisface la 
hipotesis del teorema del valor medio (3.3.2); de modo que existe un numero 
Zi en el intervalo abierto x ,) tal que 

/(•*;) - /(JC|- 1 ) = /’(z, •)(*,• - *;-i) 


Dcbitlo a que A,y = f(x :,) -/(*,•_ ]) y A, v = x t - x,_|, de la ecuacion 
anterior se tiene 


a* -m 

A jX 


Si se sustituye de esta ecuaci6n en (4) se obtiene 
| P,-i P, | = V 1 + [/'(z/)] 2 A* 


Para cada / de 1 a n existe una ecuacion de esta forma, de modo que 

2 PCTI = 2 V + t/'(z,')] 2 A,A 

i=1 i=\ 

A1 tomar el lfmite en los dos miembros de esta ecuacion conforme 
|| A || se aproxima a cero se obtiene 

lun 21^1 = „ 1 ™ 2 V 1 + t/'(z, )l 2 A* (5) 

MM Jtt MM 

si este lfmite existe. 

A fin de demostrar que el lfmite del miembro derecho de (5) existe, sea F 
la funci<5n definida por 


F(x) = 
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Como se pidid que /' fuese continua en [ a , b\, entonces F es continua en 
[i a , b\. Puesto que < n < para i = 1, 2, en el miembro dere- 

cho de (5) se tiene el limite de una suma de Riemann, la cual es una integral 
definida. Por tanto, de (5), 

» r b , 

IWb<> M J a 

De (3), el miembro izqujerdo es L; por tanto, 

L = f {\ + [/'(x)] 2 dx 
J a 

En esta forma se ha demostrado el siguiente teorema. 


6. 1 .2 Teorema 


Si la fimcidn / y su derivada f* son continuas en el intervale cerrado 
[a, b) f entonces la longitud de arco de la curva y - f(x) a partir del 
punto (a r f(a)) hasta el punto {£,/(£)) esti dada por 

l = J vi’+ i rwPd* 


El teorema siguiente, el cual proporciona la longitud de arco de una curva 
cuando x se expresa como una funcion de y, se deduce a partir del teorema 
anterior al intercambiar x y y asi como las funciones fy g. 


6. 1 .3 Teorema 


Si la fimeidn g y su derivada g' son continuas en el intervalo cerrado 
[c, d], emotiees la longitud de arco de la curva x = g(y ) a partir del 
punto (g{cX c) haste el punto (g(d) f d) este dada por 

L = | 4l + f Tiytfdy 


y y=xV> 



► EJEMPLO 1 Calcule la longitud de arco de la curva y = x 2 ^ 
desde el punto (1,1) hasta el punto (8, 4) utilizando el teorema 6.1.2. 

Solucion Vea la figura 4. Como/(x) = x 2 ^ ,f'(x ) = \x~ x ^. Del teo- 
rema 6. 1 .2, se tiene 



A fin de evaluar esta integral considere u = 9x + 4; entonces du = 
6jc -1 ^ 3 dx. Cuando x = 1, u = 13; cuando x = 8, u = 40. Por tanto, 
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= £(40 3/2 - 13 3/2 ) 

= 7.634 

Conclusi6n: La longitud de arco es 7.634. , ^ 


► EJEMPLO 2 Determine la longitud de arco del ejemplo 1 em- 
pleando el teorema 6.1.3. 

Solucion Como y = x 2 ^ y x > 0, se despeja x obteni6ndose 
x = y^ 2 . A1 considerar g(y ) = y ^ 2 se tiene g\y) = | y^ 2 . Entonces, del 
teorema 6.1.3, se tiene 

L = J dy 

a / 4 + dy 

- i [?<■>* »/>«]; 

= i(40 3/2 - 13 3/2 ) 

= 7.634 

lo que es acorde con el ejemplo 1. 4 



y 



► EJEMPLO 3 

nida por 


y * 6 cosh 


Obtenga la longitud de arco de la catenaria defi- 


desde el punto (0, 6) hasta el punto donde x = 6 In 6. 


Solucion Vea la figura 5, la cual muestra el arco de la catenaria. A1 
diferenciar y se obtiene 


= 6 senh 



- senh 



1 

6 


Si L unidades es la longitud del arco dado, entonces del teorema 6. 1 .2 se tiene 

r 6 In 6 


■I, 


6 In 6 


■ 6 In 6 


M 

{dy\ 

[dx) 

2 

dx 

j 1 + senh 2 

(t) 


= 1 , 


6 In 6 


= 6senh|-j Jo 


cosh^Jc/jt |porque cosh |^J > 1 
6 In 6 
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= 6 senh(ln 6 ) - 6 senh 0 

pin 6 _ In 6 

= 6 ■ 

2 

= 3(6 - I) 

= 35 
2 

Conclusion: La longitud de arco de la catenaria es exactamente 17.5. 4 

La integral definida que se obtiene cuando se aplican los teoremas 6 . 1 .2 y 
6.1.3, en general es diffcil, y la mayorfa de las ocasiones imposible, de evaluar 
mediante el segundo teorema fundamental del Cdlculo, como se hizo en los 
ejemplos anteriores cuidadosamente disenados. Sin embargo, se pueden utili- 
zar los teoremas para indicar las integrales y desputes calcular un valor 
aproximado de la longitud de arco utilizando NINT en la graficadora, como se 
ilustra en los dos ejemplos siguientes. 





^ EJEMPLO 4 Calcule con cuatro dfgitos significativos la longitud 

de arco de la curva y = x 3 desde el origen hasta el punto ( 2 , 8 ). 


Sol UC ion Lafigura 6 muestraelarco.Si/(jt) = x^entonces/'O) = 3* 2 . 
Asf, por el teorema 6.1.2, 


L = f yjl + (3: t 2 ) 2 dx 
Jo 

■f 


Vl + 9x 4 dx 


En la graficadora se obtiene, con cuatro dfgitos significativos, 

NINT(VI + 9* t , 0 , 2 ) = 8.630 

Conclusion: La longitud de arco es 8.630. 4 



FIGURA7 


► EJEMPLOS Calcule corf cuatro dfgitos significativos la longi- 
tud de arco de la curva y = sen 2 x dtesdte tel origen hasta el punto (X 0). 

Sokicion La figura 7 muestrael afdo; el cual es la gr^fica de y = * sen 2 x 
trazada en el rect£ngulo de inspeccidn de [0, it] por [O', 2], Sea f(X) = sen 2 x . 
Entonces 

f'(x ) = 2 sen jc cos x 
= sen*2jc 

Del teorema 6:1.2 se tiene 
L = V 1 + sen 2 2 xdx 

Jo 


En la graficadora se obtiene 

NINTcVT + sen 2 2x, 0 , k) = 3.82G 


Conclusion: La longitud de arco es 3.820.- 


◄ 


Si se emplea la notacidn de Leibniz para las derivadas, las formulas de los 
teoremas 6.1.2 y 6.1.3 pueden escribirse como 
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dx y L 




A continuaci6n se presentan la funcion longitud de arco y la diferencial 
de la longitud de arco , las cuales proporcionan Una forma nemotScnica 
para recordar estas fdrmulas. 

Si/ r es continua en [a, b]> la integtal definida \* a ^1 + \f'(t)] 2 dt es una 
funcidn de jc; y proporciona la longitud de arco de la curva y = f(x) desde 
el punto (a, f(a)) hasta el punto ( x , /(*)), donde x es cualquier ntimero del 
intervalo cerrado [ a , &]. Considere que s(jc) denota la longitud de este arco; 
s recibe el nombre de funcion longitud de arco y 

S(x) = J V 1 + [/'( 0] 2 dt 
Del primer teorema fundamental del Cdlculo se tiene 

■r'to = 4 1 + 


o, como s'(*) 




f-M£r 

A1 multiplicar por dx se obtiene 
ds = Jl + dx 


A s / Q(x. + Ax, y + Ay) 


FIGURA 8 


De manera semejante, para la longitud de arco de la curva x = g(y) desde 
el punto (g(c), c) hasta el punto (g(y), y), 

"* ■ fW *> m 

Observe que ds (la diferencial de la longitud de arco) es el integrando en 
las formulas (6). A1 elevar al cuadrado los dos miembros de (7) u (8), se tiene 

(ds) 2 = (dx) 2 + (dy? (9) 

A partir de esta ecuacion se obtiene la interpretacidn geom^trica de ds , 
mostrada en la figura 8. En la figura, la recta T es tan gen te a Ja curva 
y = f(x) en el punto P. | PM | = Ajc = dx\ | MQ | = Ay; | M/?.| =* dy\ 
| PR | == ds; la longitud de arco PQ es A^, La figura 8 proporciona una ma- 
nera f£cil de recordar (9), de la cual se pueden obtener las fdrmulas (6). 


EJERCICIOS 6.1 


En los ejercicios i a 24, calcule la longitud de arco exacta 
evaluando la integral dejinida que resulte mediante el segundo 
teorema fundamental del Calculo. 

1. Calcule la longitud del segmento de la recta, = 3* desde 
el punto (L 3) hasta el punto (2, 6) mediante tres m^todos: 
(a) utilice la fdrmula de la distancia; (b) emplee el teorema 
6. 1. 2; .(c) use el teorema '6. 1.3. 

2. Obtenga la longitud del segmento de la recta x + 3y = 4 
desde el punto (-2, 2) hasta el punto (4, 0) mediante tres 
mdtodos: (a) utilice la formula de la distancia; (b) emplee 
el teorema 6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. , 


3. Calcule la longitud del segmento de la recta 4x + 9y = 36 
entre sus intercepciones x y y mediante tres m^todos: 
(a) utilice el teorema de Pitigoras; (b) emplee el teorema 
6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. 

4. Siga las instrucciones del ejercicio 3 para la recta 5x - 
2 y = 10. 

5. Obtenga la longitud de arco de la curva 9y 2 = 4x 3 desde 
el origen hasta el punto (3, 2 V3 ). 

6. Determine la longitud de arco de la curva x 2 = (2y + 3) 3 

desde el punto (1, -1) hasta el punto (7 , 2). 
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7. Calcule la longitud de arco de la curva 8y = jc 4 + 2jc“ 2 
desde el punto donde x - 1 hasta el punto donde jc = 2 . 

8. Utilice el teorema 6. 1 .2 para obtener la longitud de arco de la 
curva y 3 = 8jc 2 desde el punto (1, 2) hasta el punto (27, 18). 


9. Resuelva el ejercicio 8 empleando el teorema 6.1.3. 

10. Calcule la longitud de arco de la curva y = fa - 5>- 1/2 f 
desde el punto donde jc = 6 hasta el punto, donde jc = 8. 

Ill Obtenga la longitud de arco de la cui’va y = | (jc 2 + 2)^ 2 
desde el punto donde jc = 0 hasta el punto donde jc = 3. 

12 . Determine la longitud de arco de la curva 6xy = y 4 + 3 
desde el punto donde y = 1 hasta el punto donde y = 2. 


13. Calcule la longitud de arco de la curva y = ^ V3c (3 jc — 1 ) 
desde el punto donde jc = 1 hasta el punto donde jc = 4. 

14. Obtenga la longitud de arco de la curva}' = x 3 + ~ x~ x 
desde el punto (2, j|) hasta el punto (5, ^ ). 

15. Determine la longitud de arco de la curva jc 2 / 3 + y 2 ^ 3 = 1 
en el primer cuadrante desde el punto donde jc = | hasta 
el punto donde jc = 1. 

16. Calcule la longitud de arco de la curva jc 2 ^ 3 + y 2 ^ 3 = a 2 ^ 3 
(a es una constante, a > 1) en el primer cuadrante desde 
el punto donde jc = 1 hasta el punto donde jc = a. 


17. Obtenga la longitud de arco de la curva 



en el primer cuadrante desde el punto donde jc = 
hasta el punto donde jc = a. 


= 1 


18. Calcule la longitud de arco de la curva 9y 2 = jc 2 (2jc + 3) 
en el segundo cuadrante desde el punto donde jc = -1 has- 
ta el punto donde jc - 0. 

19. Determine la longitud de arco de la curva 9y 2 =jc(jc - 
3) 2 en el primer cuadrante desde el punto donde jc = 1 has- 
ta el punto donde jc = 3. 

20. Obtenga la longitud de arco de la curva 9y 2 = 4(1 + jc 2 ) 3 
en el primer cuadrante desde el punto donde jc = 0 hasta 
el punto donde jc = 2 V2 . 


21. Calcule la longitud de arco de la curva y = In sec jc des- 
de' jc = 0 hasta x - 

22. Determine la longitud de arco de la curva y - In esc jc 
desde jc = £ n hasta jc = l K . 

23. Si 


/(*)•= 


r 

Jo 


V cos tdt 


determine la longitud de arco de la graflca de /desde el pun- 
to donde jc — 0 hasta el punto donde jc = ~ n. Sugerencia : 
obtenga f\x) mediante el primer teorema fundamental del 
Cdlculo y emplee la identidad cos 2 ~ x = ~ (1 + cos jc). 


utilice la sugerencia del ejercicio 23 y la identidad 
sen jc = cos ( ^ n - jc). 

En los ejercicios 25 a 34, determine la longitud de arco con 

cuatro dig it os significativos calculando la integral que resulte 

mediante N1NT en la graficadora. 

25. El arco de la parabola y = x 2 desde el origen hasta el pun- 
to (2, 4). 

26. El arco de la parabola y = £ (jc - 2) 2 + l desde el pun- 
to (-2, 5) hasta el punto (4, 2). 

27. El arco de la curva senoidal desde el origen hasta el punto 
(K 0). 

28. El arco de la curva cosenoidal desde el origen hasta el pun- 
to 

29. El arco de la curva y = | jc 3 desde el origen hasta el pun- 
to (1, |). 

30. El arco de la curva y = tan jc desde el origen hasta el 
punto {\k, 1). 

31. El arco de la curva y = jc 3 - 6jc 2 + 9jc - 1 desde el 
punto (0, -1) hasta el punto (3, -1) 

32. El arco de la curva y — jc 3 - 2jc 2 - 5jc + 6 desde el 
punto (-2, 0) hasta el punto (3, 0). 

33. El arco de la curva y = Jc 3 -3jc 2 + 3 entre los dos pun- 
tos donde la grafica intersecta a la parte positiva del eje jc. 

34. El arco de la curva y = 3 - (jc - l) 4 entre los dos pun- 
tos donde la grdfica intersecta al eje jc. 

35. La siguiente figura muestra un cable que pende en la forma 
de catenaria entre dos postes separados 300 pie. y el punto 
m£s bajo del cable estS a 200 pie sobre el suelo. Los ejes 
coordenados se eligen de modo que el origen este a la mitad 
entre las bases de los dos postes sobre el eje jc. y el eje y 
contiene el punto mas bajo del cable. Una ecuacion de la 
catenaria es 

y = 20°cos h (^) 

Calcule la longitud del cable entre los dos postes. 



24. £i 



calcule la longitud de arco de la grdfica de /desde el punto 
donde jc = 0 hasta el punto donde jc = 1 n. Sugerencia: 


36. Explique por que no puede emplearse el teorema 6.1.2 
para determinar la longitud de arco de la grafica de 
y 3 = jc 2 desde el origen hasta el punto (1, 1). /,Pue- 
de emplear el teorema 6.1.3 para calcular esta longitud de 
arco? Si la respuesta es no, explique por que. Si la res- 
puesta es si, calcule la longitud de arco. 



516 CAPiTULO 6 APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


6.2 CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 


En la secci6n 4.6 se dijo que si la funcidn /es continua en el intervalo 
cerrado [a, b], entonces el valor promedio de/en [ a , b] esta dado por 


e i 

J a 


fix) dx 


Una aplicacion importante del valor promedio de una funcion ocurre en 
ffsica en relacion con el concepto de centra de masa. 

A fin de llegar a la definition de masa, considere una partfcula que se 
pone en movimiento a lo largo de un eje mediante una fuerza ejercida sobre 
ella. Mientras la fuerza actue sobre la partfcula, su velocidad se incrementa; 
esto es, la partfcula tendra una aceleracion. La razdn de la fuerza a la acelera- 
cion es constante de acuerdo con la magnitud de la fuerza, y esta razon cons- 
tante se denomina masa de la partfcula. Por tanto, si la fuerza es F unidades, 
la aceleracion es a unidades y la masa es M unidades, entonces 

M - — 
a 

La fuerza, masa y aceleracion se mediran en unidades de los sistemas 
ingles y metrico. A continuation se diseutiran estas unidades. 

En el sistema de ingenierfa ingles la unidad de fuerza es 1 libra (lb) y la 
unidad de aceleracion es pie/s 2 . La unidad de masa se define como la masa 
de una partfcula cuya aceleracion es 1 pie/s 2 cuando la partfcula esta sujeta a 
una fuerza de 1 lb. Esta unidad de masa se denomina 1 slug. En consecuencia, 

1 lb 

1 slu § = 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La aceleracion de cierta par- 
tfcula que se mueve sobre una recta horizontal es de 10 pie/s 2 cuando la fuerza 
es de 30 lb. Por tanto, la masa de la partfcula es 

30 lb 3 lb 

10 pie/s 2 1 pie/s 2 

De este modo, por cada 1 pie/s 2 de aceleracion se ejerce una fuerza de 3 lb 
sobre la partfcula. Por tanto, la masa de la partfcula es de 3 slugs. ^ 

El sistema metrico adoptado oficialmente por casi todos los pafses, excepto 
Estados Unidos, es el Sistema Intemacional de Unidades, abreviado SI por su 
nombre oficial en frances, Systeme International d’ Unites. En el sistema SI, la 
unidad de masa es 1 kilogramo (kg) y la unidad de aceleracion es 1 metro por 
segundo cuadrado (m/s 2 ). La unidad de fuerza en el sistema SI es ffiewtbnfN), 
el cual es la fuerza que imparte a una masa de 1 kg una aceleracidn de 1 m/s 2 . 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una partfcula cuya masa es 
de 6 kg esta sujeta a una fuerza horizontal constante de 3 N. La aceleracion de 
la partfcula se obtiene al dividir la fuerza entre la masa, de mod o que 
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En el sistema SI, la aceleracidn debida a la gravedad cerca de la super- 
ficie de la Tierra es 9.81 m/s 2 . Si la masa de un objeto es de M kilogramos, y 
si F newtons es la fuerza sobre el objeto debida a la gravedad cerca de la 
superficie de la Tierra, entonces 

F = 9.81 M 

Otro sistema metrico, ya en desuso, es el sistema centfmetro-gramo- 
segundo, abreviado como CGS. En el sistema CGS la unidad de masa es el 
gramo (g), donde 1 g = 0.001 kg. La unidad de aceleracion en el sistema 
CGS es 1 cm/ s 2 . Por tanto, la unidad de fuerza, llamada dina (din), es la fuerza 
que imparte a una masa de 1 g una aceleracion de 1 cm/s 2 . Como 

lkg = 10 3 g y 1 m/s 2 = 10 2 cm/s 2 
entonces 

1 N = 10 5 din 

La tabla 1 resume las unidades de los sistemas ingles, SI y CGS. 


Tabla 1 


Sistema de Unidades 


Fuerza 

Masa 

Aceleracion 

Ingles 

SI 

CGS 


libra (lb) 
newton (N) 
dina (din) 

slug 

kilogramo (kg) 
gramo (g) 

pie/s 2 

m/s 2 

cm/s 2 






m 3 


m 4 m, 

m 2 

m. 

*3 

C 

) x 4 -q 


*2 

Xf 


FIGURA 1 


Considere ahora una barra horizontal, de peso y espesor despreciables, 
colocada sobre el eje x. En la barra se tiene un sistema de n particulas ubica- 
das en los puntos xq, x 2 , . . . , x n . La z-esima partfcula (z = 1, 2, se 

encuentra a una distancia dirigida de Xj metros del origen y su masa es m,- 
kilogramos. Vea la figura 1. El numero de kilogramos de la masa total del 

sistema es £ m t . Se define el numero de kilogramos-metro del momento 

i - 1 

de masa de la z-esima partfcula con respecto al origen como x t . El mo- 
mento de masa para el sistema se define como la suma de los momentos de 
masa de todas las particulas. En consecuencia, si Mq kilogramosmetro es 
el momento de masa del sistema con respecto al origen, entonces 

n 

M 0 = X m ' x i 

i~l 


Si las medidas de las distancias es en pies y de la masa en slugs, entonces el 
momento de masa se mide en slug-pie. 

Se desea determinar un punto J tal que si la masa total del sistema se 
concentrace ahf, su momento de masa con respecto al origen serfa igual al 
momento de masa del sistema con respecto al origen. Entonces x debe satis- 
facer la ecuacion 
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X X /»; = X m i x i 
1=1 i= 1 

n 

X m i x < 

x = (1) 

X '”<• 

1 = 1 

El punto x, denominado centro de masa del sistema, es el punto donde el 
sistema estara.equilibrado. La posicion del centro de masa es independiente de 
la posicion del origen; esto es, la ubicacion del centro de masa, relativa a las 
posiciones de las particulas, no cambia cuando se cambia el origen. El centro 
de masa es importante debido a que el comportamiento de un sistema com- 
plete de particulas puede describirse mediante el comportamiento del centro 
de masa del sistema. 


► EJEMPLO 1 Dadas cuatro particulas de masa 2, 3, 1 y 5 kg 
ubicadas en el eje x en los puntos que tiene coordenadas 5, 2, -3 y -4, 
respectivamente, donde la distancia se mide en metros, determine el centro 
de masa de este sistema. 

Solucion Si 3c es la coordenada del centro de masa, de la formula ( 1 ) se 
tiene 

- = 2(5) + 3(2) + 1(— 3) + 5(-4) 

A 2 + 3 + 1 + 5 

n 

Conclusion: El centro de masa esta a ^m a la izquierda del origen. A 

A continuacion se extender^ la discusion anterior a una barra horizon- 
tal rigida cuya masa estd distribuida en forma continua. Se dice que la barra 
es homogenea si tiene una^densidad lineal constante, esto es, si su masa es 
directamente proporcional a su longitud. En otras palabras, si el segmento 
de la barra cuya longitud es Apt metros tiene masa A pn kilogramos, y 
A pn = k A/a, entonces la barra es homogenea. El numero k es una constan- 
te y k kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra. 

Suponga que se tiene una barra no homogenea, de modo que en este 
caso, la densidad lineal varfa a lo largo de la barra. Sea L metros la longitud 
de la barra y coloque esta sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y su extremo derecho quede en L. Vea la figura 2. La 
densidad lineal en cualquier punto x de la barra es p(x) kilogramos por metro, 
donde p es continua en [0, L]. Para determinar la masa total de la barra se 
considera una particion A del intervalo cerrado [0, L] en n subintervalos. El 
/-esimo subintervalo es [a 7 _j, a,] y su longitud es A ? a metros. Si >v/ es cual- 
quier punto de [a 7 _|, jcJ, entonces una aproximacion de la masa de la porcion 
de la barra contenida en el /-esimo subintervalo es A pn kilogramos, donde 

A jin = p(wi)Aiz 

A .m = p(n\) A ( x 

O 4-1 Wj * » L 

A ,.Y 


FIGURA 2 



X 
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El numero de kilogramos de la masa total de barra se aproxima mediante 

n n 

= Xp( w i) A i* 

i= 1 i=l 

Cuanto mas pequena se tome la norma de la partition A, m£s cerca estard 
esta suma de RieMann de lo que intuitivamente pensamos como la medida 
de la masa de la barra, por lo que se define la medida de la masa de la barra 
como el limite de la suma de Riemann anterior. 


6*2.1 Definition de la masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extreme izquierdo en el 
origen. Si p(x) kilogramos por metro es la densid ad lineal en tin punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0, LJ. entonces 
la mass total de la barra es M kilogramos, donde 

n 

M = „ljm £ P< w i)*i x 

= f p(x)dx (2) 

Jo 


En esta definicidn, si la distancia se mide en pies, y la masa se mide en 
slugs, entonces la densidad se medirii en slugs por pie. 


► EJEMPLO 2 La densidad lineal en cualquier punto de una barra 
de 4 m de longitud varia directamente conforme la distancia desde el punto a 
un punto exterior de la barra situado a 2 metros de su extremo derecho, donde 
la densidad lineal es 5 kg/m. Determine la masa total de la barra. 

Solution La figura 3 muestra la barra colocada sobre el eje x. Si p(x) 
kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra en el punto ubicado a x 
metros del extremo que tiene la mayor densidad, entonces 

Pto = c( 6 - x) 


. 6-x ► 

w t 

I ' I -■■■ ' I H I 1 — ► x 

° x 4 6 

x i~i x i 

FIGURA 3 


donde c es la constante de proporcionalidad. Como p{ 4) = 5, entonces 
5 = 2c o c - \ . En consecuencia p(x) = f (6 - x). Por tanto, si M kilo- 
gramos es la masa total de la barra, de la definicidn 6.2.1 se tiene 

IlilWo tU6-w t )*,x 

J | (6 - x) dx 
Jo 


M = 
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= 40 

Conclusion: La masa tc ;al de la barra es 40 kg. ^ 

Antes de obtener una formula para calcular el centro de masa de una 
barra cuya masa se distribuye en forma continua, se debe definir el momento 
de masa de la barra con respecto al origen. 


^ A f m = p(Wj) A f .r 

^ ► X 

O : / w i \ L 

oc I -_ l A-jc x- 

FIGURA4 

Se coloca la barra sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y el extremo derecho quede en L. Vea la figura 4. Sea 
A una particion de [0, L] en n subintervalos, de manera que el Lesimo 
subintervalo [x/_ j, x,-] tenga longitud AjX metros. Si >v £ - es cualquier punto de 

JC f -], una aproximacion del momento de masa con respecto al origen 
de la portion de la barra contenida en el z-esimo subintervalo es w r - A t -m 
kilogramos-metro, donde A ,*m = p(tv £ *) A/jr. El numero de kilogramos-me- 
tro del momento de masa de la barra completa se aproxima mediante 

n n 

X w i A i m = X w iP( w i~> A i x 

1=1 1=1 

Cuanto mas pequena sea la norma de la particion A, mas cerca estara la 
suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como el momento de 
masa de la barra con respecto al origen. Entonces se tiene la siguiente 
definicion. 


6.2.2 Definicion del momento de masa de una barra 


Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo en el 
origen y p{x) kilogramos por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0, L]. El mo- 
mento de masa de la barra con respecto al origen es Mq kilogra- 
mos-metro, donde 


M o= „ M. m yw f p(Wi)A,. 

M -*0 


xp(x) dx 


( 3 ) 


El centro de masa de la barra esta en el punto x tal que si M kilogramos 
es la masa total de la barra, entonces xM = M 0 . Asi, de (2) y (3) se tiene 

f L 

xp(x) dx 

Jo 

p(x) dx 

Jo 


x 


(4) 
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► EJEMPLO 3 


Determine el centra de masa de la barra del ejemplo 2. 


Solution En el ejemplo 2, M = 40. De (4) con p(jt) = |(6 - x),se tiene 


f 

JO 


| (6 - x) dx 


40 

— i 

~ 3 


Conclusion: El centra de masa esta a f m del extreme que tiene la mayor 


densidad. 


► EJEMPLO 4 Demuestre que el centra de masa de una barra de 
densidad lineal uniforme esta en el centra de la barra. 

Solution Sea k kilogramos por metro la densidad lineal uniforme, 
donde k es una constante. De la formula (4), si L es la longitud de la barra, 
entonces 

rl 


f 


xk dx 


kx 1 

2 


j 

Jo 


k dx 


kAh 


hH 

to_ = _2_ _ L 
kL 2 


Conclusion: El centro de masa estd en el centra de la barra. 


EJERCICIOS 6.2 


En los ejercicios J a 4, una particula se mueve sobre una recta 
horizontal. Determine la fuerza ejercida sobre la particula si 
tiene la masa y aceleracion dadas. 

1. La masa es 50 slugs; la aceleracidn es 5 pie/s 2 . 

2. La masa es 10 kg; la aceleracion es 6 m/s 2 . 

3. La masa es 80 g; la aceleracion es 50 cm/s 2 . 

4 . La masa es 22 slugs; la aceleracion es 4 pie/s 2 . 

En los ejercicios 5 a 8, una particula esta sujeta a la fuerza 
horizontal dada , y se proporciona la masa o la aceleracion. 
Calcule la otra cantidad . 

5. La fuerza es 6 N; la masa es 4 kg. 

6. La fuerza es 32 lb; la masa es 8 slugs. 

7. La fuerza es 24 lb; la aceleracion es 9 pie/s 2 . 

8. La fuerza es 700 din; la aceleracion es 80 cm/s 2 . 

En los ejercicios 9 a 12, en el eje x se local iza un sistema de 
particulas. El numerode kilogramos de la masa de cada particula 
y la coordenada de su posicion estdn indicadas. La distancia se 
mide en metros. Determine el centro de masa de cada sistema . 

9. m ] = 5 en 2; m 2 = 6 en 3; m 3 = 4 en 5; m 4 = 3 en 8 


10 . m 1 = 2 en -4; m 2 = 8 en -1 ; m 3 = 4 en 2; m 4 = 2 en 3 

11 . m x = 2 en -3; m 2 = 4 en - 2 ; m 3 = 20 en 4; m A = 10 
en 6; m 5 = 30 en 9 

12 . m ] = 5 en -7; m 2 — 3 en -2; m 3 = 5 en 0; m 4 = 1 en 2; 
m 5 = 8 en 10 

En los ejercicios 13a21, calcule la masa total y el centro de masa 

de la barra indicada. 

13 . La longitud de una barra es de 6 m y la densidad lineal de la 
barra en un punto que esta a x metros de un extremo es 
(2x + 3) kg/m. 

14 . La longitud de una barra es de 20 cm y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x centime tros de un extremo 
es(3x + 2)g/cm. 

15 . La longitud de una barra es de 9 pulg ^ la densidad lineal de 
la barra en un punto que esta a x pulgadas de un extremo es 
(4x + 1) slugs/pulg. 

16. La longitud de una barra es de 3 pie y la densidad lineal de 
la barra en un punto' ubicado a x pies de un extremo es 
(5 + 2x) slugs/pie. 

17. La longitud de una barra es de 12 cm y la medida de la den- 
sidad lineal de la barra en un punto es una funci6n lineal de 
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la me'dida de la distancia del punto al extremo izquierdo 
de la barra. La densidad lineal en el extremo izquierdo es 
3 g/cm y en el extremo derecho es 4 g/cm. 

18. La longitud de una barra es de 1 0 m y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una funcion lineal de la medida 
de la distancia del punto al extremo izquierdo de la barra. 

La densidad lineal en el extremo izquierdo es 2 kg/m y en 
el extremo derecho es 3 kg/m. 

19. La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una 
barra de 6 m de longitud varia directamente como la dis- 
tancia del punto a un punto extemo situado a 4 m de un 
extremo, donde la densidad es 3 kg/m. 

20. Una barra tiene 10 pie de longitud, y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una funcion lineal de la medida 
de la distancia desde el centro de la barra. La densidad en 
cada extremo de la barra es de 5 slugs/pie y en el centro la 
densidad lineal es de 3 4 slugs/pie. 

21. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra va- 
ria directamente como la tercera potencia de la medida de la 
distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra es 
de 4 pie y la densidad lineal es de 2 slugs/pie en el centro. 

22. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 5 m 
de longitud varia directamente como la distancia del punto 
a un punto extemo que esta a 2 m de un extremo de la barra, 
en donde la densidad lineal es de £kg/m. Determine K si la 
masa total de la barra es de 1 35 kg. 

23. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 3 m de 
longitud varia directamente como la distancia del punto a un 29. 
punto extemo situado a 1 m de un extremo de la barra, en 
donde la densidad lineal es 2 kg/m. Si la masa total de la 
barra es de 15 kg, determine el centro de masa de la barra. 


24. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra 
varia directamente como la euarta potencia de la medida de 
la distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra 
es de 2 m. Si la masa total de la barra es de ^ kg, determi- 
ne el centro de masa de la barra. 

25. La densidad lineal de una barra en un punto que esta a x 
centime tros de un extremo es 2/(1 + x) gramos por centf- 
metro. Si la barra mide 15 centimetros de longitud, deter- 
mine la masa y el centro de masa de la barra. 

26. La masa total de una barra de L metros de longitud es M 
kilogramos, y la medida de la densidad lineal en un punto 
ubicado a a: metros del extremo izquierdo es proporcional a 
la medida de la distancia del punto al extremo derecho. 
Demuestre que la densidad lineal en un punto de la barra 
a x metros del extremo izquierdo es 2 M(L - x)/L 2 kilo- 
gramos por metro. 

27. Una barra tiene 6 m de longitud y 24 kg de masa. Si la medida 
de la densidad lineal en cualquier punto de la barra varia 
directamente como el cuadrado de la distancia del punto a un 
extremo, determine el valor mas grande de la densidad lineal. 

28. Una barra tiene L metros de longitud y su centro de masa 
esta en el punto ubicado a | L metros de su extremo iz- 
quierdo. Si la medida de la densidad lineal en un punto es 
proporcional a una potencia de la medida de la distancia 
del punto al extremo izquierdo y la densidad lineal en el 
extremo derecho es 20 kg/m, determine la densidad lineal 
en un punto ubicado a x metros del extremo izquierdo. 

El peso de un objeto es la fuerza que resulta de la grave- 
dad ejercida sobre el objeto. Explique la diferencia entre 
el peso y la masa de un objeto. Invente un ejemplo para 
cada sistema de unidades: ingles, SI y CGS. 


6.3 CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA Y CENTROIDE 
DE UNA REGION PLANA 



Ahora considere una placa delgada de masa distribuida en forma continua, 
por ejemplo una hoja de papel o de hojalata, de dos dimensiones. A tal region 
plana se le llama lamina. En esta seccion se limitara la discusion a Idminas 
homogeneas , esto es, laminas que tiene densidad de drea (o superficial) 
constante. Las Idminas de densidad superficial variable se estudian en rela- 
cidn con las aplicaciones de las integrates multiples, tema del capitulo 13. 

Considere un sistema de n particulas ubicadas en los puntos (*i, yi)» 
(x 2 , • • • » ( x ?v yn )» en e l piano xy y sean las medidas de sus masas m\, m 2 , 

. . . , m n . Imagine que las particulas estan sobre una placa de peso y grosor 
despreciable. El centro de masa es el punto donde la hoja estara en equili- 
brio. Refierase a la figura 1, la cual muestra ocho particulas colocadas sobre 
la placa. En la figura, la identification de la i-esima particula es m h que es la 
medida de su masa. La placa estara en equilibrio sobre un punto de apoyo 
ubicado en el centro de masa denotado por (J, y ). Para determinar el centro 
de masa de dicho sistema primero se debe definir la masa total del sistema y 
el momento de masa del sistema con respecto a los ejes coordenados. 

Suponga que la i-6 sima particula, ubicada en el punto (xj, y,-), tiene 
masa de m t kilogramos. Entonces la masa total del sistema es M kilogra- 
mos, donde 
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M = X *, 

i = l 


El momento de masa de la /-esima partfcula con .respecto al eje y es 
m i x i kilogramos-metro y su momento de masa con respecto al eje jc es ra r -y t - 
kilogramos-metro. Si My kilogramos-metro es el momento del sistema de 
n partfculas con respecto al eje y , y M x kilogramos-metro es el momento 
del sistema con respecto al eje jc, entonces 

>t n 

My = Y niiXi y M x = Yj "iCJi 

/ = i 


El centro de masa del sistema es el punto (x, y), donde 


x 


My 


M x 

M 


El punto (x, y) puede interpretarse como el punto tal que, si la masa total del 
sistema de M kilogramos se concentrace ahf, entonces el momento de masa 
del sistema con respecto al eje y seria Mx kilogramos-metro y su momento 
con respecto al eje x seria My kilogramos-metro. 


r EJEMPLO 1 Determine el centro de masa del sistema de cuatro 
partfculas, cuyas masas tienen medidas 2, 6, 4 y 1, y las cuales se ubican en los 
puntos (5, -2), (-2, 1), (0, 3) y (4, -1), respectivamente. 

Solution 


M y = Yj m i*i = 2(5) + 6(-2) +' 4(0) + 1(4) = 2 

/—I 

4 

M X = X m i>'i = 2(-2) + 6(1) + 4(3) + 1(-1) = 13 
( = 1 
4 

M = Y m i = 2 + 6 + 4+1 = 13 

i=l 


Por tanto, 


x 


M 

2 

13 


y y 


M x 

M 

L? 

13 


y=m 



= 1 ^ 

Conclusion: El centro de masa se encuentra en ( 1). 4 

A continuacion se extenderan los conceptos de masa, momentos de 
masa y centro de masa para laminas heterogeneas. Si la lamina homogenea 
es un rectangulo, se define su centro de masa como el centro del rectangulo. 
Esta definicion se aplica a fin de obtener el centro de masa de una lamina 
homogenea mas general. 

Sea L la lamina homogenea cuya densidad de area constante es k kilo- 
gramos por metro cuadrado, la cual esta limitida por la curva y = /(x), el eje 
x y las rectas x = a y x = b. Suponga que la funcion/es continua en el 
intervalo cerrado [a, b ] y qu e/(x) > 0 para toda x en [a, b]. Vea la figura 2. 
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partition del intervalo [a, b] en n subintervalos. El z-e simo subintervalo es 
jq], cuyo punto medio es m, y A,-* = jc, - jc/.j. Asociado con el z-e si- 
mo subintervalo se tiene una lAmina rectangular cuya ancho, akura y densidad 
de Area estan dados por A;x metros, f(mi) metros y k kilogramos por metro 
cuadrado, respectivamente, y cuyo centro de masa esta en el punto (m„ |/(m/)). 
El area de la lamina rectangular es /(m,) A,Jt metros cuadrados; en conse- 
cuencia, A z jc kilogramos es su masa. De modo que la suma de las 

medidas de las masas de las n laminas rectangulares es la suma de Riemann 


X kf(rtii) AjX 


En la definicidn formal 6.3.1 se define la masa total de L como el limite 
de esta suma de Riemann. 

Sea A t M x kilogramos-metro el momento de masa de la z'-esima Mmina 
rectangular con respecto al eje jc, y A,M y kilogramos-metro el momento de 
masa de esta lamina con respecto al eje y. Entonces 

A, A/* = j/(m,)[A:/(m,) A,x] y A,M y = m,[kf(m,) A,x] 

Las sumas de Riemann de las medidas de los momentos de masa de las n 16- 
minas rectangulares son 

X A,* y X^ m ;/ (m <) A i' c 

i-l j=l 

A continuation se definen formalmente los momentos de masa de L con res- 
pecto a los ejes coordenados como los limites de estas sumas de Riemann. 


6.3.1 Definition de masa, momentos de masa y centro 
de masa de una lamina 


Sea L una 16mina homog£nea cuya densidad de Area constante es k 
kilogramos por metro cuadrado, la cual esti limitada por la curva 
y = el eje x y las rectas x ~ a y x = b. La funcidn /es continua 
en [a, 6] y f(x ) ^ 0 para toda x de [a, b]. Si M kilogramos es la masa 
total de la lamina JU entonces 

■ .I 

n 

M - Jfp X vw ** 

||a|]-*o * 

= k | mdx 

Si M x kilogramos-metro es el momento de masa de la lamina L con 
respecto al eje x , entonces 

u x = X 

IW!-*o " 1 

= jt f t/U)] 2 dx 

Ja 

Si My kilogramos-metro es el momento de masa de la I Amina L con 
respecto al ejey, entonces 
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M y = „ ^ 

IWH« " 


xf(x) dx 


Si (x t y) es el centro de m asa de la lamina I, emonces 


_ iW* 

w y ' V “ m 


Si se sustituye la expresion para M , M x y Af v en ( 1), se obtiene 


* xf(x) dx 


k f(x) dx 


y y = 


\k [fix)] 2 dx 


k\ fix) dx 


A1 dividir el numerador y el denominador entre k se tiene 


xfix) dx 


fix) dx 


k \ [fix)] 2 dx 

Ja 

fix) dx 


En estas fdrmulas el denominador es el numero de unidades cuadradas 
del area de la region; de modo que se ha expresado un problema fisico en 
terminos de uno geom^trico. Esto es, x y y pueden considerarse como la abs- 
cisa promedio y la ordenada promedio, respectivamente, de una region 
geometrica. En tal caso , xyy dependen solo de la region, y no de la masa de 
la lamina. Asi, se hara referencia al centro de masa de una region plana en 
lugar de centro de masa de una lamina homog^nea. En tal caso, el centro de 
masa recibe el nombre de centroide de la region. En lugar de momentos 
de masa se consideraran momentos de la region. 


6.3.2 Definition de momentos y centroide de una 
region plana 


Sea if la regidn limitada por la curva y - /(x), el eje x y las rectas 
x ^ a y x - b. La funcidn / es continua en [a, b] y f(x) £ 0 para 
toda x de [a, b]. Si M x denota el moment* de R con respect® al eje x 
y M y denota el momento de R con respecto al ejey, entonces 

«V = lim X ^ 

l|4||-»0 l|4||-*0 


-if 


lfU)) 2 dx 


xf(x) dx 


Si (T, y) es el centroide de la regidn plana R cuya Area es A unidades 
cuadradas, y y M y se definen como eo el pdnafo anterior, entonces 

M>, _ i \t 

7= T y T 
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y 



► EJEMPLO 2 Determine el centroide de la region del primer 
cuadrante limitada por la curvay 2 = 4x y el eje x y las rectas x = 1 y jc = 4. 


Solution Sea/(*) = 2.* 1 / 2 . Entonces la ecuacion de la curva es y = 
f(x ). En la figura 3 se muestra la region junto con el i-6simo elemento 
rectangular de drea. El centroide del rectangulo esta en (m,-, £/(/«/)). El £rea 
A unidades cuadradas de la region estd dada por 


A - „H m E /( m .) A .* 


■r 

•r 


f(x)dx 

2x' l2 dx 


i jc3/2 4 
3 Jl 


28 

3 


Ahora se calcularan M y y M x . 


My 


lim 
I|a||— o 


n 


1 


mtf(mj) A iX 


M x = lfm X j[/( m <) •/(«/) 
llAlbO ft 2 


r 

r 

i 


xf(x) dx 

x(2x ll2 )dx 
4 

x 3 ^ 2 dx 




[f(x)] 2 dx 


4x dx 


= x 2 \t 


= 15 


En consecuencia 


I 


x - T 

y ~ A 

m 

_ 5 

15 

’ ¥ 

" f 

- 93 

- 45 

~ 35 

“ 28 


Conclusion: El centroide est£ en el punto ( ||, ^). 


◄ 


En el ejemplo siguiente la regidn estd limitada por dos curvas en lugar 
de una y el eje x . El m6todo para determinar el centroide es el mismo que el 
anterior, pero las ecuaciones para M x y M y ahora dependen de las ecuaciones 
que definen las curvas. 


► 

las 


EJEMPLO 3 Determine el centroide de la region limitada por 
curvas y = x 2 y y = 2x + 3. 
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Solucion Los puntos de intersection de las dos curvas son (-1 , 1 ) y (3, 9). 
En la figura 4 se muestra la regidn junto con el *-6simo elemento rectangular 
Sea/(*) = * 2 y'sr(*) = 2x + 3. El centroide del /-6simo elemento rec- 

. I i A / 1 r av . . _ / _ \i\ j i . ... _ . j • j.i 


o i 2 *-•' ' t a \ - -is i — x 

i-esimo subintervalo [x^j, *,•]. La medida del £rea de la regidn est£ dada por 

n 

A = X - /(«/)] A, a 

Iklho 


■r 

-r 


— 32 

3 


[*(*) ~f(x)]dx 


[2x + 3 - x 2 ] dx 


A continuation se calcularan M y y M x . 

n 

M y = lim £ m,[g(m,) - /(m,)J A,a 


Jt[*W - /(*)] dA 


a[2a + 3 - x 2 ] dx 


-£ 

-i 

_ 32 

3 „ 

M x = Um Y £[g(ro;) + /(m,)][g(m,) - 
IIa]|-*o rj 

= [.?(*) + /(*)][«(*) - /(*)] dx 

= | J [(2 a + 3) + a 2 ][(2a + 3) - a 2 ] dx 


-*£ 


[4 a 2 + 12a + 9 - a 4 ] dx 


544 

15 


Por tanto, 
x = 

= 1 


My 

=• _ Mx 


y - A 

32 

544 

3 

_ 15 

32 

— 32 

3 

3 

1 

- 12 


Conclusion: El centroide esta en el punto (1, H). ^ 

El teorema siguiente en ocasiones puede simplificar el problema de 
determinar el centroide de una regi6n plana que puede dividirse en regiones 
que tiene ejes de simetrfa 


6,3,3 Teorema 


Si una recta es un cje de simetrfa de la regidn plana /?, entonces el cen 
tioide de la regidn es ti sofore esa recta. 
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FIGURA 5 


Demostracion Elija los ejes coordenados de modo que el eje de sime- 
tria coincida con el eje y y el origen este en la regidn R. La figura 5 muestra 
esta situacidn. En la figura, R es la regidn CDE , C es el punto (-a, 0), E es 
el punto (a, 0) y una ecuaci6n de la curva CDE es y = f(x). 

Considere una particidn del intervalo [0, a]. Sea m t el punto medio del 
i-6 simo subintervalo. El momento con respecto al eje y del elemento rec- 
tangular que tiene altura f(m t ) y ancho A*jc es «,•[/(«,■) A ,*]. Debido a la si- 
metrfa, para una particidn similar del intervalo [- a , 0] existe un elemento 
correspondiente cuyo momento con respecto al eje y es -#n,-[/(m,-) A 4 -jc]. La 
suma de estos dos momentos es 0; por tanto, M~= 0. Como x = Af y /A, se 
concluye que x = 0. A si, el centroide de la regidn R estd sobre el eje y t lo 
cual es lo que se deseaba demostrar. ■ 


( m *> V 4 " m i 2 ) 



► EJEMPL0 4 Determine ef centroide de la regidn limitada por 
el eje x y la semicircunferencia y = V4 - x 2 . 

Solucion La figura 6 muestra la regidn cuya drea es 2n unidades 
cuadradas. Como el eje y es un eje de simetrfa, el centroide est£ sobre el 
eje y; de modo que 1=0. 

El momento de la regidn con respecto al eje x est£ dado por 
M x = lim Yi [v4 “ m i 2 ] 2 A iX 


= 2 . 


■r 


(4 - x 2 ) dx 


= 4 *"3* 3 ]o 


_ 16 
“ 3 


Por tanto, 


16 

in 

3k 


Conclusion: El centroide estd en el punto 


(* 4 ) 


Una aplicaci6n de los centroide s la proporciona el teorema de Pappus , 
llamado as! en honor al matemdtico griego Pappus de Alejandria, quien 
vivid en el siglo IV. 


y = g(x) 



y =/(*) 


6.3.4 Teorema de Pappus para valumenes de solidos 
de revolucion 


Si una regidn plana se gira alrededor de una recta de su piano que no 
corta la regidn, entonces la medida del volumen del sdlido de revolu- 
ci6n generado es igual al producto de la medida del Area de la region y 
la medida de la distancia recorrida por el centroide de la region. 


FIGURA 7 


A fin de visualizar este teorema, refidrase a la figura 7 que muestra la 
regidn R limitada por las curvas y = f(x) y y = g(x). Si A es la medida del 
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FIGURA8 


de R y si jc es la abscisa del centroide de R, entonces el teorema establece 
que la medida del volumen V del sdlido de revolucion obtenido al girar R 
alrededor del eje y esta dado por 

V = 2 nxA (2) 

En el ejercicio 39 se le pedira que demuestre el teorema de Pappus 
estaMecido como esta formula. 


► EJEMPLO 5 Aplique el teorema de Pappus para determinar 
el volumen del toro (forma de dona) generado al girar la Circunferencia de 
radio r unidades alrededor de una recta de su piano a una distancia de b uni- 
dades de su centro, donde b > r. 



Solucion Elija los ejes coordenados de modo que el centro de la circun- 
ferencia este en el punto ( b , 0) del eje x. Vea la figura 8. El toro mostrado en 
la figura 9 se forma al girar la circunferencia alrededor del eje y. Del teorema 
6.3.3, se deduce que el centroide de la region circular es el centro de la cir- 
cunferencia. Por tanto, por el teorema de Pappus establecido como la formula 
(2), si V unidades ciibicas es el volumen del toro, entonces 

V = (2 nb)(nr 2 ) 

- 2n 2 r 2 b 


FIGURA 9 


Conclusion: El volumen del toro es 2 n 2 r 2 b unidades cubicas M 


EJERCICIOS 6.3 


1. Determine el centro de masa de las tres particulas cuyas 
masas son de 1, 2 y 3 kg, las cuales estin ubicadas en los 
puntos (-1, 3), (2, 1) y (3, -1), respectivamente. 

2. Obtenga el centro de masa de las cuatro particulas cuyas 
masas son de 2, 3, 3 y 4 kg, las cuales est£n ubicadas en los 
puntos <-l, -2), (1,3), (0, 5) y (2, 1), respectivamente. 

3. La coordenada y del centro de masa de cuatro particulas es 5 . 
Las particulas tienen masas de 2, 5, 4 y m kg, las cuales est£n 
ubicadas en los puntos (3, 2), (-1, 0), (0, 20) y (2, -2), 
respectivamente. Determine m. 

4. Obtenga el centro de masa de las tres particulas cuyas masas 
son de 3, 7 y 2 kg, las cuales estan ubicadas en los puntos 
(2, 3), (-1, 4) y (0, 2), respectivamente. 

5. Determine el centro de masa de las tres particulas de igual 
masa, las cuales estan ubicadas en los puntos (4, -2), (-3, 0) 
y (1,5). 

6. Demuestre que el centro de masa de tres particulas de igual 
masa esti en el punto de intersection de las medianas del 
tridngulo que tiene como vertices a los puntos en los que se 
encuentran las particulas. 

En los ejercicios 7 a 14, determine el centroide de la region 

limitada por las fronteras indicadas. 


7. La parabola y = 4 - x 2 y el eje x. 

8. La parabola x = 2y - y 2 y el eje y. 

9. La parabola y = x 2 y la recta y = 4. 

10. La parabola y 2 = 4x, el eje y y la recta y = 4. 

11. Lascurvasy = x 3 y y = 4x en el primer cuadrante. 

12. Lasrectasy = 2x + l,x + y = 7yx=8. 

13. Las curvas y . = x 2 - 4 y y = 2x - x 2 . 

14. Lascurvasy = x 2 y y = x 3 . 

15. Determine el centro de masa de la lamina limitada por la pa- 
rabola 2 y 2 = 1 8 - 3* y el eje y, si la densidad de area (o 
superficial) encualquier punto (*, y)es V 6 - x kilogramos 
por metro cuadrado. 

16. Resuelva el ejercicio 15 si la densidad de £rea en cualquier 
punto (x, y) es x kilogramos por metro cuadrado. 

En los ejercicios 17 a 24, necesitard una graficadora para de- 
terminar el centroide de la region del ejercicio indicado de la 
seccion 4.8 . Exprese la respuesta con cuatro digitos sig- 
nificativos. 

17. Ejercicio 39 18. Ejercicio 40 

19. Ejercicio 4 1 20. Ejercicio 42 
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21. Ejercicio43 
23. Ejercicio45 


22. Ejercicio 44 
24. Ejercicio 46 


En los ejercicios 25 a 32, necesitard una graficadora para de- 
terminar el centroide de la region del ejercicio indicado de la 
seccion 4.9. Exprese la respuesta con cuatro dig it os sig - 
nificativos. 



25. Ejercicio 41 
27. Ejercicio 43 
29. Ejercicio 45 
31. Ejercicio 49 


26. Ejercicio 42 
28. Ejercicio 44 
30. Ejercicio 46 
32, Ejercicio 50 


33. Determine el valor de a si el centroide de la region limita- 
da por la parabola y 2 = 4 px y la recta x = a, est£ en el 
punto ( p , 0). 

34. Demuestre que la distancia del centroide de un tridngulo a 
cualquier lado del tridngulo es igual a un tercio de la lon- 
gitud de la altura correspondiente al lado. 


H os ejercicios 35 a 38, utilice el teorema de Pappus para 
^ de terminar lo que se le pide. 

35. El centroide de la regi6n limitada por una semicircunfe- 
rencia y su didmetro. 

36. El volumen del cono circular recto cuyo radio de la base 
niide r unidades y cuya altura mide h unidades. 

37. El momento con respecto a la recta y = -r de la regidn li- 
mitada por la semicircunferencia y = Vr 2 - x 2 yelejejc. 

38. El volumen del sdlido de revolucidn generado al girar la re- 
gion del ejercicio 37 alrededor de la recta x - y - r. Suge - 
rencia : Utilice el resultado del ejercicio 30 de la seccion 3 . 9 . 

39. Demuestre el teorema de Pappus para volumenes de soli- 
dos de revoluci6n establecido como la formula (2). 

40. ^Es el centroide de una regidn plana necesariamente un 
punto dentro de la regjjjaygvente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 



6.4 TRABAJO 


En fisica se utiliza el termino trabajo para caracterizar la energia de 
movimiento de un cuerpo cuando 6ste es movido cierta distancia debido a 
una fuerza que actua sobre el, de modo que 

trabajo es igual a fuerza por distancia 

Por ejemplo, suponga que una fuerza constante de F libras actua en el 
sentido del movimiento de un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo 
largo del eje x desde un punto a hasta un punto b. Entonces si b - a es el 
numero de pies de la distancia que el objeto recorre, y si W es el numero de 
libras por pie (denotadas por libras-pie o lb-pie) de trabajo realizado por la 
fuerza, entonces W esta definido por 

W = F{b - a) (1) 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si W libras-pie es el trabajo 

necesario para levantar un peso de 70 lb hasta una altura de 3 pie, entonces 

W = 70 • 3 
= 210 

Asf, el trabajo realizado es de 210 lb-pie. A 

La unidad de medicidn para el trabajo depende de las unidades de fuer- 
za y distancia. En el sistema ingles, donde la fuerza se mide en libras y la 
distancia en pies, el trabajo se mide en libras-pie. En el sistema SI, la unidad 
de fuerza es el newton, la unidad de distancia es el metro y la unidad de traba- 
jo es un newton-metro denominado joule (J). En el sistema CGS la unidad de 
fuerza es la dina, la unidad de distancia es el centimetro y la unidad de traba- 
jo es una dina-centimetro llamada ergio (erg). Para propositos de conver- 
si6n, 1 newton es igual a 10 5 dinas y 1 joule es igual a 10 7 ergios. 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra el calculo del trabajo em- 
pleando unidades del sistema SI. 
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t EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se desea determinar el tra- 
bajo realizado al levantar una roca cuya masa es de 8 kg a una altura de 4 m. Se 
utiliza la formula F = Ma , donde F newtons es la fuerza necesaria para dar a la 
masa de M kg una aceleraci6n de a metros por segundo cuadrado. En este caso 
la fuerza es la fuerza de gravedad y la aceleracion es aquella debida a la grave- 
dad, la cual es 9.8 1 m/s 2 . La masa es 8 kg. Por tanto, M = 8 y a = 9.8 1 , y 

F = 8(9.81) 

= 78.5 

De este modo, se quiere determinar el trabajo realizado por una fuerza de 
78.5 N y una distancia de 4 m. Si W joules es el trabajo, entonces 

W = (78.5)(4) 

= 314 

En consecuencia, el trabajo realizado es de 314 joules. ^ 

Ahora considere el trabajo realizado por una fuerza variable que actua a 
lo largo de una recta en el sentido del movimiento. Se desea definir lo que 
significa el termino “trabajo” en este caso. 

Suponga que / es una funcion continua en el intervalo cerrado [a> b] y 
que /(x) unidades es la fuerza que actua en el sentido del movimiento sobre 
un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje x de un punto 
a un punto b. Sea A una particion del intervalo [a, b] : 

a = Xq < X\ < *2 < • ■ • < x n~ l < x n - b 

El i-esimo subintervalo es [x^x,]; y si x^ esta cerca de x*, entonces 
la fuerza es casi constante en este subintervalo. Si se supone que la fuerza 
es constante el i-esimo subintervalo y W; es cualquier punto tal que 
< w,- < x,, entonces si A/JV unidades de trabajo se realiza sobre el 
objeto conforme se mueve de x^j al punto x { , de la formula (1) se tiene 

A iW = f(Wi)(xj - x^j) 

Al sustituirxj - x/_j por A^x se obtiene 

A & = f(Wi) AjX 

n n 

»=1 i = 1 

Cuanto mas pequena se tome la norma de la particion A, mas grande sera n y la 
suma de Riemann estard mas cerca de lo que intuitivamente se piensa como 
la medida del trabajo total realizado. Por tanto, se define la medida del tra- 
bajo total como el limite de esta suma de Riemann. 


6.4.1 Definicion de trabajo 


Sea / una ftmcidn continua en el intervalo cerrado [ a , bl y f(x) unida- 
des la fuerza que actria sobre un objeto en el punto x del eje x. Si W 
unidades es el trabajo realizado por la fuerza conforme el objeto se 
desplaza de. a a entonces 


w= 'i m X/k>a<* 


■r 


fix) dx 
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r EJEMPLO I Una particula se mueve a lo largo del eje x debi- 
do a la accidn de una fuerza de f(x) libras cuando la particula est$ a x pies del 
origen. Si f(x) = x 2 + 4, calcule el trabajo realizado conforme la partfcula 
se mueve del punto donde x = 2 hasta el punto donde x = 4. 


Solucion Se toma una partition del intervalo cerrado [2, 4]. Si W 
libras-pie es el trabajo realizado cuando la particula se mueve del punto don- 
de x = 2 hasta el punto donde x = 4, entonces de la definicidn 6.4.1, 


w = „ l !, m X/( w i) A ;* 

M-*o ~7 


■f 


fix) dx 


(x 2 + 4) dx 


f 

r 3 

ir + 4 * 


= T + 16 - (! + 8 ) 


*5 


Conclusion: El trabajo realizado es de 26 | lb-pie. A 

En el siguiente ejemplo se utiliza la ley de Hooke , llamada asf en honor 
del matematico britanico Robert Hooke (1635-1703). La ley de Hooke es- 
tablece que si un resorte se estira mds alia de su longitud natural, sin llegar a 
su Ifmite de elasticidad, se contrae con una fuerza igual a kx unidades, don- 
de k es una constante que depende del material y del tamano del resorte. 


► EJEMPLO 2 Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm. Si 
una fuerza de 500 dinas se requiere para mantener el resorte estirado 2 cm, 
i,cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte de su longitud natural hasta una 
longitud de 18 cm? 

Solucion Coloque el resorte a lo largo del eje x de modo que el origen 
quede en el punto donde empieza el estiramiento. Vea la figura 1 . Sea f(x) 
dinas la fuerza requerida para estirar el resorte x centfmetros m£s all£ de su 
longitud natural. Entonces, por la ley de Hooke, 

m = kx 

Como /( 2) = 500, se tiene 

500 = k • 2 
k = 250 

Asf, 


f(x) = 250 x 


\< 14 cm >4 

* 

O 4 


FIGURA 1 
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Debido a que el resorte se estira de 14 cm a 18 cm, se considera una particion 
del intervalo cerrado [0, 4] sobre el eje x. Sea A jX centfmetros la longitud del 
*-esimo subintervalo y sea w t cualquier punto de este subintervalo. Si W ergios 
es el trabajo realizado al estirar el resorte de 14 cm a 18 cm, entonces 


W ~ 'P 


■f 

-f 


_ 250 2 
~ 2 

= 2000 


f(x) dx 


250 x dx 


Conclusion: El trabajo realizado al estirar el resorte es de 2000 ergios. A 


En los ejemplos 3 y 4 tratan acerca del peso del agua. En el sistema SI el 
peso especifico del agua es 98 10 N/m 3 , y en el sistema ingles es de 62.4 lb/pie 3 . 


► EJEMPL0 3 Un tanque que contiene agua tiene la forma de un 
cono circular recto invertido, tiene un diametro de 2 m en su parte superior y 
1 .5 m de profundidad. Si la superficie del agua esta 0.5 m por debajo de la par- 
te superior del tanque, determine el trabajo realizado para bombear el agua 
hasta la parte superior del tanque. 



X 


FIGURA 2 


Solution Refierase a la figura 2. La parte positiva del eje x se elige 
hacia abajo debido a que el movimiento es vertical. Se toma el origen en la 
parte superior del tanque. Ahora considere una particion del intervalo ce- 
rrado [0.5, 1.5] sobre el eje x , y sea w; cualquier punto del /-esimo sub- 
intervalo jc,]. Un elemento de volumen es un disco circular que tiene 
grosor Apt metros y radio/(w,) metros, donde la funci6n/esta determinada 
por una ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (1.5, 0) en la 
forma y = /( jc). El volumen de este elemento es 7r[/(w;)] 2 A;jc metros cti- 
bicos. Como el peso de 1 m 3 de agua es de 9810 N, el peso del elemento es 
9810 n[f(wi)] 2 A jX newtons, el cual es la fuerza que actua sobre el -ele- 
mento. Si x esta cerca de x h entonces la distancia que recorre el elemento 
es aproximadamente w,- metros. Asf, el trabajo realizado al bombear el ele- 
mento a la parte superior del tanque es aproximadamente (9810jr[/(w f )] 2 
A|Jt) • Wj joules. De modo que si W joules es el trabajo efectuado, entonces 


W = „ M,™ X 9810tt[/(w ( )] 2 • w, AjX 

NI-*o jrt 


= 9810^ 



[f(x)] 7 x dx 


A fin de determinar f(x) se obtiene una ecuacion de la recta que pasa por 
los puntos (0, 1) y (1.5, 0) empleando la forma pendiente-intercepcidn: 

y = 1 jc + l o y = - \x + h 

1.5-0 7 3 

Por tanto,/(j:) = - |jc + 1, y 
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W = 98107T f (-lx + I fxdx 
J 0.5 

rt.5 

= 9810^ (lx 3 - lx 2 + x)dx 
J 0.5 

= 9810;r | * 3 + 

= 1090/r 
- 3424 

Conclusion: El trabajo realizado es de 3424 joules. 


X 

U 



FIGURA 3 


► EJEMPLO 4 Conforme se levanta un tanque que contiene agua, 
esta se descarga a una tasa constante de 2 pie 3 por pie de altura. Si el peso 
del tanque es de 200 lb y originalmente contema 1000 pie 3 de agua, determi- 
ne el trabajo efectuado al subir el tanque 20 pie. 

Solution Refierase a la figura 3. En ella se considera el origen en el fon- 
do del tanque y la parte positiva del eje * hacia arriba debido a que el movi- 
miento es vertical hacia arriba desde O. Considere una partition del intervalo 
cerrado [0, 20] sobre el eje x. Sea W; cualquier punto del i-£simo subinter- 
valo [jc m , *,]. Cuando el fondo del tanque esta en w,-, existen (1000 - 2w t ) 
pies cubicos de agua en el tanque. Como el peso de 1 pie 3 de agua es de 
62.4 lb, entonces el peso del tanque y su contenido, cuando esta en w,, es 
de [200 + 62.4(1000 - 2wj)] libras o (62 600 - 124.8 w t ) libras, lo cual es 
la fuerza que actua sobre el tanque. El trabajo realizado al subir el tanque a 
traves del /-esimo subintervalo es aproximadamente (62 600 - 124.8^) A,jc 
libras-pie. Se emplea el termino “aproximadamente” debido a que se supo- 
ne que la cantidad de agua en el tanque es constante a traves del subinter- 
valo. Si W libras-pie es el trabajo total reali-zado al subir el tanque 20 pie, 
entonces 


W = lim £ (62 600 - 124.8 w,-) A,x 


J -20 

. ' 


(62 600 - 124.8jc )dx 

= 62600* - 62.4x 2 ]™ 

» 1230000 

Conclusion: El trabajo realizado es 1 230000 lb-pie. 


◄ 


EJERCICIOS 6.4. 


En los ejercicios 1 y 2, una particula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la accion de una fuerza def(x) libras, dirigida a 
lo largo del eje x, cuando la particula esta a x pies del origen. 
Determine el trabajo realizado conforme la particula se mueve 
del punto donde x — aal punto donde x - b. 

1. m = (2jc + l) 2 ; a = 1; * = 3 


2. f(x) = VPn -,x l a = 0,b = 2 

En los ejercicios 3 y 4, una particula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la accion de una fuerza de f(x) newtons, dirigida 
a lo largo del eje x, cuando la particula esta a x metros del 
origen. Determine el trabajo efectuado cuando la particula 
se mueve del punto donde x = aal punto donde x — b. 
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3. f{x) - x^lx + 1 ;a = 3;b = 8 

4. f{x) = (4jc - l) 2 ; a = l;b = 4 

5. Un objeto se mueve a lo largo del eje * debido a la accidn de 
una fuerza de fix) dinas cuando el objeto esta a x centfmetros 
del origen. Si el trabajo realizado al mover el objeto desde 
el origen hasta el punto donde x - K y fix) = 2x - 3, 
es de 96 ergios, determine K si K > 0. 

6. Resuelva el ejercicio 5 si el trabajo efectuado es de 90 er- 
gios, y fix) = Ax - 3. 

7. Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulg. Si una fuer- 
za de 20 lb estira el resorte ±pulg, calcule el trabajo efec- 
tuado al estirar el resorte de 8 pulg a 1 1 pulg. 

8. Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulg, y una fuerza 
de 30 lb lo estira hasta 11 ^pulg. (a) Determine el trabajo 
realizado al estirar el resorte de 10 pulg a 12 pulg. (b) Calcule 
el trabajo efectuado al estirar el resorte de 12 pulg a 14 pulg. 

9. Una fuerza de 8 N estira un resorte de su longitud natural 
de 4 m una longitud adicional de 50 cm. Determine el tra- 
bajo realizado al estirar el resorte de su longitud natural 
hasta una longitud de 5 m. 

10. Una fuerza de 500 din estira un resorte de su longitud na- 
tural de 20 cm a una longitud de 24 cm. Calcule el trabajo 
efectuado al estirar el resorte de su longitud natural hasta 
una longitud de 28 cm. 

11. Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. Una fuerza 
de 600 din lo comprime a 10 cm. Determine el trabajo rea- 
lizado al comprimirlo de 12 cm a 9 cm. La ley de Hooke 
se cumple tanto para compresion como para el estiramiento. 

12. Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza 
de 1200 lb lo comprime a 5| pulg. Calcule el trabajo 
efectuado al comprimirlo de 6 pulg a 4 ± pulg. 

13. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepipe- 
do rectangular de 5 pie de profundidad, 15 pie de ancho 
y 25 pie de largo. Determine el trabajo requerido para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de 1 pie por 
arriba de la superficie del tanque. 

14. Una artesa llena de agua tiene 10 pie de largo y su seccidn 
transversal tiene la forma de un tridngulo isbsceles de 2 pie 
de ancho en su parte superior y 2 pie de altura. ^Cu&nto 
trabajo se efectua al bombear toda el agua de la artesa por la 
parte superior. 

15. Un tanque hemisfdrico, colocado de modo que su parte 
superior es una region circular cuyo radio es de 6 pie, se llena 
de agua hasta una altura de 4 pie. Calcule el trabajo reali- 
zado al bombear el agua hasta la parte superior del tanque. 



16. Un tanque tiene la forma de un cilindro circular recto, de 
1 2 pie de profundidad y un radio de 4 pie, estd lleno hasta la 
mitad de aceite que pesa 60 lb/pie 3 . Determine el trabajo 
realizado al bombear el aceite hasta una altufa de 6 pie por 
arriba del tanque. 



17. Un cable de 200 pie de longitud pesa 4 lb/pie y pende ver- 
ticalmente en un pozo. Si se suspende un cuerpo cuyo peso 
es de 100 lb del extremo inferior del cable, determine el 
trabajo efectuado al subir el cable y el cuerpo hasta la parte 
superior del pozo. 

18. Una cubeta que pesa 20 lb, y que contiene 60 libras de are- 
na, estb atada al extremo inferior de una cadena de 100 pie 
de longitud que pesa 10 lb y pende en un pozo profimdo. 
Calcule el trabajo realizado al subir la cubeta a la parte 
superior del pozo. 

19. Resuelva el ejercicio 18 si la arena sale de la cubeta a una 
raz6n constante y al llegar arriba se ha vaciado comple- 
tamente. 

20. Conforme se levanta un saco de harina hasta una altura de 
9 pie, la harina escapa a una raz6n tal que el numero de libras 
perdidas es proporcional a la rafz cuadrada de la altura 
alcanzada. Si el saco contema originalmente 60 lb de ha- 
rina y perdid un total de 12 lb mientras se levantd 9 pie, 
calcule el trabajo al levantar el saco. 

21. Un tanque en forma de cilindro circular recto, cuya pro- 
fundidad es de 10 m y cuyo radio mide 5 m, contiene agua 
hasta la mitad. Determine el trabajo necesario para bom- 
bear el agua hasta la parte superior del tanque. 

22. Un tanque en forma de cono circular recto invertido tiene 
un didmetro de 8 m en su parte superior y una profundidad 
de 10 m. Si el tanque se llena a una altura de 9 m con agua, 
calcule el trabajo efectuado al bombear el agua hasta la 
parte superior del tanque. 
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23. Si el tanque del ejercicio 22 se llena a una altura de 8 m 
con aceite que pesa 950 kg/m 3 , determine el trabajo reali- 
zado al bombear el aceite a la parte superior del tanque. 
Sugerencia: el numero de newtons de fuerza necesaria para 
elevar un objeto es el producto del numero de kilogramos 
de masa (el mismo que el numero de kilogramos de peso) 
y 9.81, que es el numero de metros por segundo cuadrado 
de la aceleracion debida a la gravedad. 

24. Si en el ejercicio 22, solo se bombea la mitad de agua a la 
parte superior del tanque, calcule el trabajo. 

25. Un motor de 1 caballo de fuerza (hp) puede realizar un tra- 
bajo de 550 lb-pie por segundo. Si se emplea un motor de 
0. 1 hp para bombear agua desde un tanque lleno que tiene 
forma de paralelepipedo rectangular, cuyas medidas son 
2 pie de profundidad, 2 pie de ancho y 6 pie de largo, a un 
punto situado a 5 pie sobre la parte superior del tanque, 
^cudnto tardara en hacerlo? 

26. Un meteorito esta a a millas del centro de la Tierra y cae a 
la superficie de esta. La fuerza de gravedad es inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia de un cuer- 
po al centro de la Tierra. Calcule el trabajo realizado por 
la gravedad si el peso del meteorito es w libras en la su- 
perficie de la Tierra. Sean R millas el radio de la Tierra. 


27. Un tanque tiene la forma de un paralelepipedo rectangu- 
lar, cuyas medidas son 6 pie de profundidad, 4 pie de ancho 
y 12 pie de largo, esta lleno de aceite que pesa 50 lb/pie 3 . 
Cuando se ha realizado un tercio del trabajo necesario para 
bombear el aceite a la parte superior del tanque, determi- 
ne cuanto disminuye el nivel del aceite. 

28. Un tanque cilmdrico de 5 pie de radio y 10 pie de altura, 
que contiene agua, esta colocado sobre una plataforma a 

50 pie de altura. Calcule la profundidad del agua en el tan- 
que cuando se ha efectuado la mitad del trabajo requerido 
para llenar el tanque desde el nivel del suelo mediante 
una tuberia en el fondo. 

29. Un recipiente tiene la forma de un solido de revolution 
generado al girar alrededor del eje x (con la parte positiva 
del eje x hacia abajo) la region limitada por la curva 
y 2 x = e~ 2x y las rectas x = L y x = 4. Si el recipiente 
esti lleno de agua, determine el trabajo al bombear el agua 
a 1 pie por arriba de la parte superior del recipiente. La 
distancia se mide en pies. 

30. Si W libras-pulg es el trabajo realizado por un gas que se 
expande contra un piston en un cilindro y P libras por pul- 
gada cuadrada es la presion del gas cuando el volumen de 
este es de V pulgadas cubicas, demuestre que si V x pulga- 
das cubicas y V 2 pulgadas cubicas son los volumenes ini- 
cial y final, respectivamente, entonces 

r 

w = PdV 
Jv i 

31. Suponga que un pistdn comprime un gas en un cilindro de 
un volumen inicial de 60 pulg 3 a un volumen de 40 pulg 3 . 

51 se cumple la ley de Boyle (vea el ejercicio 8 de la sec- 
cion 2.6), y la presion inicial es de 50 lb/pulg 2 , calcule 
el trabajo efectuado por el piston. Utilice el resultado del 
ejercicio 30. 

32. Explique las semejanzas y diferencias entre el uso cientffico 
del termino trabajo y la definition de trabajo de Webster 
como “esfuerzo fisico o mental para realizar algo”. 


6.5 FUERZA EJERCIDA POR LA PRESION DE UN UQUIDO 


Otra aplicacion de la integral definida en fisica consiste en determinar la 
fuerza ejercida por la presion de un lfquido sobre una placa sumergida en 6\ 
o sobre un lado del recipiente que lo contiene. 

La presion de un lfquido es la fuerza por unidad cuadrada de area ejer- 
cida por el peso del lfquido. Asf, si p es la medida de la densidad del lfquido, 
entonces la presion ejercida por el lfquido en un punto a h unidades debajo 
de la superficie del lfquido es P unidades, donde 

P = ph (1) 

Observe de (1) que el tamano del recipiente no importa en lo que a la 
presion se refiere. Por ejemplo, a una profundidad de 5 pie en una alberca 
llena de agua salada la presion es la misma que a 5 pie en el Oceano Pacffi- 
co, considerando que la densidad del agua sea la misma. 
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Suponga que se introduce horizontalmente una placa delgada en el lf- 
quido de un recipiente. Si A unidades cuadradas es el area de la placa sumer- 
gida y F es la medida de la fuerza ejercida por el liquido que actua sobre la 
cara superior de la placa, entonces 

F = PA 

Si se sustituye de (1) en esta ecuacion se obtiene 
F = phA 



L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una lamina rectangular de 
hojalata de 8 pie por 12 pie se sumerge en un tanque que contiene agua a una 
profundidad de 10 pie. Vea la figura 1. Si P lb /pie 2 es la presion ejercida por 
el agua en un punto de la cara superior de la lamina, entonces 

P = lOp 

El area de la lamina es de 96 pie 2 . De este modo, si F lb es la fuerza debida 
a la presion del agua que actua sobre la cara superior de la lamina, entonces 

F = 96 P 

A1 sustituir lOp por P, se tiene 


F = 960 p 

Como p = 62.4 en el sistema ingles, 

F = 960(62.4) 

= 60 000 


Por tanto, la fuerza ocasionada por la presidn del agua sobre la cara superior 
de la l&mina de hojalata es de 60 000 lb. A 


Ahora suponga que se sumerge una placa delgada verticalmente en el 
liquido de un recipiente. Entonces, en puntos de la placa a diferentes profundi- 
dades la presion, calculada mediante (1), es diferente y sera mayor en la parte 
inferior que en la parte superior de la placa. Para definir la presion causada por 
la presion de un liquido sobre esta placa vertical se utiliza el principio de Pascal , 
llamado asi en honor al matem6tico francos Blaise Pascal (1623-1662)*. 


Principio de Pascal: En cualquier punto de un liquido, la presidn es 
la misma en todas las direcciones. 



En la figura 2, sea ABCD la region limitada por el eje x , las rectas 
x - a y x = b, yla curva y = /(*), donde la funci6n / es continua y 
f(x) > 0 en el intervalo [ a , b\. Elija los ejes coordenados de modo que el 
eje y quede sobre la superficie del liquido. Considere el eje jc vertical con 
el sentido positivo hacia abajo, de modo que/(jc) unidades es la longitud de 
la placa a una profundidad de x unidades. 

Sea A una partici6n del intervalo cerrado [ a , b\ que divide al intervalo 
en n subinter valos. Elija un punto w* en el /-6simo subintervalo, de modo 
que jq_i < w,- < jc,. Dibuje los n rectangulos horizontales. El /-6simo rec- 
tangulo tiene una longitud de /(w,) unidades y un ancho de A,*jc unidades 
(vea la figura 2). 


FIGURA 2 
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Si se gira cada elemento rectangular un angulo de 90°, cada elemento 
se converted en una placa sumergida horizontalmente en el liquido a una 
profundidad W/ unidades debajo de la superficie del liquido y perpendicular 
a la regidn ABCD. Entonces la medida de la fuerza soBre el i-dsimo ele- 
mento rectangular es pw,-/(w/) A,jc. Una aproximacidn de la medida de la 
fuerza total ejercida por la presidn del liquido sobre la placa es 

n 

X P w J( w i) A i x 

i= I 

la cual es una suma de Riemann. Cuanto m4s pequena se tome || A || , mayor 
ser4 n y mds cere ana estard esta suma de Riemann de lo que deseamos que sea 
la medida de la fuerza total. De este modo, se tiene la siguiente definicion. 


6.5.1 Definicion de fuerza ejercida por la presion 
dejjn liquido 


Suponga que una placa su merge vetticalmente en un liquido para el 

cual la medida de su densidad es p. La longitud de la placa a una 
profundidad de jt unidades debajo de ta superficie del liquido es f{x) 
unidades, donde / es continua en el intervale cerrado [a, b] y f{x) ^ 0 
en fa, bj. Si F es la medida de la fliers* ejercida por a ta preskm del 
liquido sobre la placa, entonces 

4 

f = Ji " 1 
-pf xf(x)dx 



FIGURA 3 


► EJBMPLO 1 Una artesa, cuya seccidn transversal es un trape- 
cio, esta llena de agua. Si el trapecio mide 3 pie de ancho en su parte superior, 
2 pie de ancho en su parte inferior, y 2 pie de profundidad, calcule la fuerza to- 
tal ejercida por la presidn del agua en un lado de forma trapezoidal de la artesa. 


Solution La figura 3 muestra el lado de la artesa junto con un elemento 
rectangular de &rea. Puesto que una ecuacion de la recta AB es y = | - \x, 

fix) = I - \x 

Si se gira el elemento rectangular un dngulo de 90°, la fuerza sobre el ele- 
mento es 2 pWif{\Vi) AjX libras. Si F libras es la fuerza total sobre el lado de 
la artesa, entonces 

n 

F = . 1 !, m X 2pw,/(w,) A,x 
I(a||— o “ 


Jo 


xf(x) dx 


x(J - j x)dx 


- if 


Conclusion: Con p = 62.4, la fuerza total es de 291 lb. 
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X 


FIGURA 4 


W EJEMPLO 2 Los extremos de un tanque para gasolina son re- 
giones semicircu lares, cada una con un radio de 2 pie. Determine la fuerza 
ejercida por la presibn en un extremo si el tanque esta lleno de gasolina, la 
cual tiene una densidad de 41 lb/pie 3 . 

Solucion La figura 4 muestra un extremo del tanque junto con un ele- 
mento rectangular de a rea. A1 resolver la ecuacion de la semicircunferencia 
para y se tiene y = V 4 - jc 2 . La fuerza sobre el elemento rectangular es 
2pw^4 - Wj 2 A/x libras. Por tanto, si F libras es la fuerza total sobre el 
lado semicircular del tanque, entonces 

F = X 2 P W > V 4 ' w i 2 A i x 

Nbo fTi 

= 2 x^4 - x 2 dx 

Jo 

= -| P( 4-^)3/2]J 
= T P 

Conclusion: Con p = 41, la fuerza total es de 219 lb. ^ 

Existe una relacidn util entre la fuerza ejercida por la presibn de un li- 
quido sobre una region plana y la ubicacion del centroide de la region. 
Considere la region ABCD de la figura 2 como la placa delgada sumergida 
verticalmente en un liquido como se describib en la definicibn 6.5.1. De la 
definicion, si F es la medida de la fuerza debida a la presion del liquido so- 
bre la placa, entonces 

F = P [ xf(x)dx (2) 

Ja 

Si jc es la abscisa del centroide de la region ABCD , entonces jc = M y /A. 
Como M y = \^xf(x) dx, 


x = 
rb 


f 

Ja 


xf(x) dx 


r 

xf(x)dx - x A 

Ja 

A1 sustituir de esta ecuacion en (2) se ob tiene 


F = pxA (3) 

De (3) se deduce que la fuerza total ejercida por a la presibn del liquido 
contra la region plana vertical es la misma que la que se obtendrfa si la placa 
estuviese en forma horizontal a una profundidad de jc unidades debajo de la 
superficie del liquido. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere el tanque para 

gasolina del ejemplo 2. Los extremos del tanque son regiones semicircu - 
lares cada una con un radio de 2 pie. El area de la regibn es 2n pie 2 , y del resul- 
tado del ejemplo 4 de la seccion 6.3, el centroide de la regibn estb a una 
profundidad de S/(3k) pie. Por tanto, de (3), si F libras es la presibn ejercida 
por el liquido sobre un extremo del tanque, entonces 
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F . „A(2»> 

- 

lo que es acorde con el resultado del ejemplo 2. A 

Los centroides de varias regiones planas pueden encontrarse en una 
tabla. Cuando el &rea y el centroide de la region pueden obtenerse directa- 
mente, la formula (3) es facil de aplicar y en tales casos, es utilizada por los 
ingenieros para determinar la fuerza ejercida por la presion de un lfquido. 

En el ejemplo siguiente, se utilizan unidades del sistema SI, donde la 
densidad del agua es de 9810 N/m 3 . 


► EJEMPLO 3 Un recipiente en la forma de cilindro circular 
recto tiene en la base un radio de 3 m, y esta colocado de lado en el fondo de 
un tanque lleno de agua. La profundidad del tanque es de 13 m. Calcule la 
fuerza total ejercida por la presion del agua sobre un extremo del recipiente. 


y 



FIGURA 5 


Solution La figura 5 muestra un extremo del recipiente dentro del 
tanque y un elemento rectangular de area. El sistema coordenado se elige de 
modo que el origen este en el centro de la circunferencia. Una ecuacion 
de esta circunferencia es x 2 + y 2 = 9. Si se resuelve esta ecuaci6n para x 
se tiene x = ^ 9 - y 2 . El numero de newtons de la fuerza sobre el ele- 
mento rectangular es 

p(10 - w,)[ 2^9 - * 7 2 ] A , 7 

De modo que si F newtons es la fuerza total sobre el extremo del recipien- 
te, entonces 

F = „“ m E P( 10 - w,)l2^9 - w, 2 ] A,7 
Iklho “ 

= 2 pj (10 - dy 


Como p - 9810, se tiene 

F = 196 200 j ^9 - dy - 19 620 J yj 9 - y 2 dy (4) 

Para evaluar /f 3 ^9 - y 2 dy se requiere una tecnica de integracidn que se 
estudiara en la seccion 7.3. Por el momento se puede determinar su valor 
al considerar la medida del area de la region encerrada por una semicircun- 
ferencia de radio 3. Por tan to, 



9 - y 2 dy = 


Al sustituir este valor en (4) y evaluando la segunda integral se tiene 
F = 196 200(|tt) + 19620[|(9 - y 2 ) 3/2 £ 

= 882 9000tt 


◄ 


Conclusion: La fuerza total es de 882 900^ N. 
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EJERCICIOS 6.5 


1. Una placa rectangular de 10 pie de ancho y 8 pie de pro- 
fundidad se sumerge verticalmente en un tanque que 
contiene agua de modo que el lado superior de la pla- 
ca coincide con la superficie del agua. Calcule la fuerza 
ejercida por la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

2. Una placa cuadrada de 4 pie por lado se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua y su centro est£ 
2 pie debajo de la superficie. Determine la fuerza ejercida 
por la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

3. Resuelva el ejercicio 2 si el centro de la placa estd 4 pie 
debajo de la superficie. 

4. Una placa en forma de tri£ngulo rectdngulo isdsceles se 
sumerge verticalmente en un tanque que contiene agua, 
con un cateto en la superficie del agua. Los catetos miden 
cada uno 6 pie de longitud. Calcule la fuerza ejercida por a 
la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

5. Un tanque rectangular lleno de agua tiene 2 pie de ancho y 
18 pulg de profundidad. Determine la fuerza ejercida por 
la presion del agua en un extremo del tanque. 

6. Los extremos de una artesa son tri&ngulos equil£teros 
cuyos lados tiene una longitud de 2 pie. Si el agua de la 
artesa tiene 1 pie de profundidad, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presidn del agua en un extremo. 

7. La cara de la compuerta de una presa tiene la forma de un 
tridngulo isosceles de 4 m de ancho en su parte superior y 
una altura de 3 m. Si la lado superior de la cara de la 
compuerta esti 15 m debajo de la superficie del agua, 
determine la fuerza total ejercida por la presidn del agua en 
la compuerta. 

8. La cara de la compuerta de una presa es vertical; y tiene la 
forma de un trapecio isdsceles de 3 m de ancho en su par- 
te superior, 4 m en su parte inferior y 3 m de altura. Si la 
base superior esti a 20 m debajo del agua, calcule la fuer- 
za total ejercida por la presidn del agua en la compuerta. 

9. La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y 
tiene la forma de un triSngulo isosceles de 250 m de ancho 
en su parte superior y 100 m de altura en su parte central. 
Si el agua tiene 10 m de profundidad en el centro, determi- 
ne la fuerza total ejercida por la presion del agua en la cara 
de la presa. 



10. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con un 
diametro de 4 m, y su eje es horizontal. Si el tanque esti lleno 
hasta la mitad aceite, cuya densidad es de 7360 N/m 3 , 
calcule la fuerza total ejercida por la presion del liquido sobre 
uno de sus extremos. 

11. Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con 
un radio de r metros y su eje es horizontal. Si el tanque 
esta lleno hasta la mitad de aceite, cuya densidad es de 
7 360 N/m 3 , determine r si la fuerza total ejercida por 
la presidn del lfquido en un extremo del tanque es de 
80 000 N. 


12. Resuelva el ejercicio 4 utilizando la ecuacidn (3). 

13. Resuelva el ejercicio 5 mediante la ecuacidn (3). 

14. Resuelva el ejercicio 6 empleando la ecuacidn (3). 

15. La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y tie- 
ne la forma de un trapecio isdsceles de 90 pie de ancho en su 
parte superior, 60 pie de ancho en la parte inferior y una al- 
tura de 20 pie. Utilice la ecuacion (3) para calcular la fuerza 
total ejercida por la presidn del agua en la cara de la presa. 

16. Una placa semicircular de 3 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que 
su difimetro coincide con la superficie del agua. Utilice 
la ecuacidn (3) para calcular la fuerza total ejercida por la 
presidn del agua sobre una cara de la placa. 

17. Calcule el momento de la fuerza del ejercicio 15 con res- 
pecto a la base inferior del trapecio. 

18. Una placa tiene la forma de una regidn limitada por la pa- 
rabola x 2 = 6y y la recta 2y = 3, y se coloca dentro de 
un tanque que contiene agua con su vdrtice hacia abajo y 
la recta sobre la superficie del agua. Determine la fuerza 
ejercida por la presidn del agua sobre una cara de la placa, 
si la distancia se mide en metros. 

19. Un tanque cilindrico est£ lleno hasta la mitad de gasolina, 
cuya densidad es de 42 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es ho- 
rizontal y su didmetro es de 6 pie, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presidn de la gasolina en un extremo del tanque. 

20. Si el extremo de un tanque que contiene agua tiene la forma 
de un rectdngulo y esti lleno, demuestre que la medida de 
la fuerza ejercida por la preside del agua sobre el extremo 
es el producto de la medida del area del extremo y la me- 
dida de la fuerza en el centro geometrico. 

21. El fondo de una alberca es un piano inclinado. La alberca 
tiene una profundidad de 2 pie en un extremo y 8 pie en 
el otro. Si el ancho de la alberca es de 25 pie y su longitud 
de 40 pie, determine la fuerza ejercida por la presidn del 
agua sobre el fondo. 



22. La cara de una presa, que est£ en contacto con el agua, esta 
inclinada un angulo de 45° con respecto a la vertical. La 
cara es un rect&igulo de 80 pie de ancho y una altura incli- 
nada de 40 pie. Si la presa est£ llena de agua, calcule la 
fuerza ejercida por la presidn del agua sobre la cara. 



23. La cara de una presa, que esti en contacto con el agua, esui 
inclinada un dngulo de 30° con respecto a la vertical. La for- 
ma de la cara es un rect£ngulo de 50 pie de ancho y una altura 
inclinada de 30 pie. Si la presa esti llena de agua, determi- 
ne la fuerza ejercida por la presion del agua sobre la cara. 
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24. Resuelva el ejercicio 23 si la cara de la presa es un trape- 25. Explique por que las presas se construyen de modo que 

cio isdsceles de 120 pie de ancho en su parte superior, las paredes son mas gruesas en la parte inferior que en la 

80 pie de ancho en la parte inferior y 40 pie de altura. parte superior. 


REVISION DEL CAPITULO 6 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 6 


1. Establezca dos fdrmulas que proporcionen la longitud de 9. 
arco de la grafica de la funcion /. condiciones debe 
satisfacer la funcidn / a fin de aplicar estas dos fdrmulas? 10 . 

2. Invente un ejemplo donde una de las dos formulas de la 
sugerencia 1 puedan aplicarse. 

3. Invente un ejemplo donde tinicamente una de las fdrmulas ^ 
de la sugerencia 1 pueda aplicarse y explique por qud la 

otra formula no puede ser aplicada. 

4. Si *y(x) denota la longitud de arco de la curva y = /(jc) 
desde el punto (a, f{a)) hasta el punto (jc,/(jc)), donde la 
funcion / satisface las condiciones pedidas en la sugeren- 
cia 1, establezca una fdrmula que incluya a ds, dx y dy. ^ 
De una interpretation geometrica de ds que proporcione 

una forma fdcil de recordar estd formula. 

5. ^Corno determinaria la masa total de una barra si la den- 15. 
sidad lineal varia a lo largo de la barra? Invente un ejem- 
plo que ilustre la respuesta. 

6. iComo determinaria el centro de masa de una barra si la 
densidad lineal de la barra varia a lo largo de la barra? In- 
vente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Si una barra tiene densidad constante, ^donde esta ubica- 
do su centro de masa? Justifique la respuesta aplicandola a 
la respuesta de la sugerencia 6. 

8. i,Como determinaria el centroide de una region limitada 
por una curva, el eje x y dos rectas verticales? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 


^Cdmo determinaria el centroide de una regidn plana limitada 
por dos curvas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
^En qu6 consiste el teorema de Pappus y cdmo puede 
emplearse para determinar el volumen de un solido de re- 
volucidn? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
Defina el significado cientffico de trabajo. Invente un ejemplo. 
^Cdmo calcularfa el trabajo realizado por una fuerza varia- 
ble que actua a lo largo de una recta en el sentido del mo- 
vimiento? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
i,Como se utiliza la ley de Hooke para calcular el trabajo 
realizado por una fuerza utilizada para estirar un resorte? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
i,C6mo calcularfa el trabajo realizado al bombear el lf- 
quido de un tanque hacia afuera? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

i,Como calcularfa la fuerza ejercida por la presidn de un 
Uquido sobre una placa sumergida en un lfquido si la cara 
de la placa es horizontal? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

16. ^Cdmo determinaria la fuerza ejercida por la presidn de 
un lfquido sobre una placa sumergida verticalmente en el 
lfquido? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

17. i,Cdmo calcularfa la fuerza ejercida por un lfquido sobre 
una cara vertical de un recipiente? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

18. ^Cual es la relacidn entre la fuerza ejercida por la presidn de 
un lfquido sobre una region plana y la ubicacidn del centroi- 
de de la region? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 6 


1. Calcule la longitud de arco de la curva 6y 2 = jc(jc - 2) 2 7. 

desde el punto (2, 0) hasta el punto (8, 4V3 ). 

2. Obtenga la longitud de arco de la curva ay 2 - jc 3 desde 
el origen hasta el punto (4a, 8a). 

3. Determine la longitud de arco de la curva 9jc 2 ^ 3 + 

4y 2 / 3 = 36 en el segundo cuadrante desde el punto don- 
de jc = -1 hasta el punto donde x ~ - 1 . 

4. Calcule la longitud de arco de la curva 3 y = (jc 2 - 2) 3 ^ 2 
desde el punto donde jc = 3 hasta el punto donde jc = 6. 

5. Tres partfculas cuyas masas de 4, 2 y 7 kg, estan ubica- 
das sobre el eje jc en los puntos que tienen coordenadas 
-5, 4 y 2, respectivamente, donde la distancia se mide en 
metros. Determine el centro de masa del sistema. 

6. Tres partfculas tienen masas de 5, 2 y 8 slugs estan ubica- 
das, respectivamente, en los puntos (-1, 3), (2, -1) y (5, 2). 
Determine el centro de masa si la distancia se mide en pies. 


Obtenga las coordenadas del centro de masa de las cuatro 
partfculas que tienen masas iguales y est&n ubicadas en 
los puntos (3, 0), (2, 2), (2, 4) y (-1, 2). 

Tres partfculas, con la misma masa, est£n ubicadas sobre 
el eje jc en los puntos que tiene coordenadas -4, 1 y 5, 
donde la distancia se mide en metros. Determine las coor- 
denadas del centro de masa del sistema. 

9. La longitud de una barra es de 8 pulg y la densidad lineal 
de la barra en un punto ubicado a jc pulgadas del extremo 
izquierdo es 2/jc + 1 slugs por pulgada. Calcule la masa 
total de la barra y el centro de masa. 

10. La longitud de una barra es de 4 m y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a jc metros del extremo iz- 
quierdo es (3jc + 1) kilogramos por metro. Determine la 
masa total de la barra y el centro de masa. 

11. Obtenga el centroide de la regidn del primer cuadrante aco- 
tada por los ejes coordenados y la parabola y = 9 - jc 2 . 
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12. Determine el centroide de la regidn limitada por la para- 
bola y 2 = x y la recta y — x - 2. 

13. Obtenga el centroide de la regidn acotada por las curvas 

y = 4x y y = x 2 . 

14 . Determine el centroide de la regidn limitada superior- 
mente por la parabola 4x 2 = 36-9 ye inferiormente 
por el eje x. 

15 . Utilice el teorema de Pappus para determinar el volumen 
-de una esfera de 4 m de radio. 

16. Emplee el teorema de Pappus para calcular el volumen de 
un cono circular recto de 3 m de altura y cuya base tiene 
un radio de 2 m. 

En los ejercicios 17 a 20 , necesitara la graficadora para de- 
terminar el centroide de la regidn. Exprese la respuesta con 
cuatro digitos significativos. 

17. La regidn limitada por la grifica dey = l]x 2 - 7 y el eje 
x. 

18. La regidn acotada por las gr&ficas de y — x 3 - 6x 2 + 
9x - 1 y y = x 2 - 2x + 2 y no intersectada por la rec- 
ta y = 4. 

19. La regidn limitada por las grificas de y = cos x 2 y 
y = x 3 , y el eje y. 

20. La regidn acotada por las graficas dey = cos Vx y y ~ 
x 2 , y el eje y. 

En los ejercicios 21 a 24 , determine la longitud de arco con 
cuatro digitos significativos al calcular la integral definida 
que resulte, utilizando NINT en la graficadora. 

21 . El arco de la curva y — 4/jc 2 desde el punto (1,4) hasta 
el punto (2, 1). 

22. El arco de la curva y = 8/x 3 desde el punto (1, 8) hasta 
el punto (2, 1). 

23. El arco de la curva y = tan x desde el origen hasta el 
punto donde* = 1. 

24 . El arco de la curva senoidal desde el punto donde x = 1 
hasta el punto donde x ~ 2. 

25 . Calcule la longitud de la catenaria de y ~ cosh x desde 
el punto donde x = In 2 hasta el punto donde x = In 3. 

26 . Se requiere una fuerza de 500 lb para comprimir un resorte 
de su longitud natural de 10 pulg hasta una longitud de 

9 pulg. Determine el trabajo realizado al comprimir el re- 
sorte hasta una longitud de 8 pulg. 

27. Se necesita una fuerza de 600 din para estirar un resorte de 
su longitud natural de 30 cm hasta una longitud de 35 cm. 
Determine el trabajo efectuado al estirar el resorte de su 
longitud natural hasta una longitud de 40 cm. 

28. El trabajo necesario para estirar un resorte de 9 pulg a 

10 pulg es | del trabajo necesario para estirarlo de 8 pulg 
a 9 pulg. ^Cu&l es la longitud natural del resorte? 

29 . Un cable de 20 pie de longitud y de 2 lb/pie de peso 
pende verticalmente de la parte superior de un poste. De- 
termine el trabajo que se realiza al subir el cable com- 
plete hasta la parte superior del poste. 

30. Una artesa llena de agua tiene 6 pie de longitud y su sec- 
cion transversal tiene la forma de semicircunferencia con 
un diametro de 2 pie en la parte superior. ^Cuanto trabajo 
se requiere para bombear el agua hacia afuera por la parte 
superior. 


31 . Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepi- 
pedo rectangular de 4 m de profundidad, 15 m de ancho y 
30 m de largo. Calcule el trabajo requerido para bombear 
el agua del tanque a un nivel de 50 cm por arriba de la 
parte superior del tanque. 

32 . Un recipiente tiene la misma forma y dimensiones que el 
sdlido de revoluci6n formado al girar alrededor del eje y 
la regidn del primer cuadrante limitada por la parabola 
x 2 = 4 py, el eje y y la recta y = p. Si el recipiente est£ 
lleno de agua, determine el trabajo que se realiza al bom- 
bear toda el agua hasta un punto ubicado 3 p pies por arriba 
de la parte superior del recipiente. 

33 . Un tanque tiene la forma de una semiesfera coronada por 
un cilindro circular recto. El radio de la semiesfera y del 
cilindro es de 4 pie, y la altura del cilindro es de 8 pie. Si 
el tanque est£ lleno de agua, calcule el trabajo necesario 
para vaciar el tanque bombeando el agua a travds de un 
orificio de salida ubicado en la parte superior del tanque. 

34 . Un tanque hemisfdrico tiene un didmetro de 10 m y con- 
tiene agua hasta una profundidad de 3 m. Determine el 
trabajo que se realiza al bombear el agua hacia la parte 
superior del tanque. 

35 . Una placa tiene la forma de la regi6n limitada por la pa- 
rabola x 2 = 6y y la recta 2y = 3, se coloca dentro de un 
tanque con agua de modo que su vdrtice esta en la parte 
inferior y la recta coincide con la superficie del agua. 
Calcule la fuerza ejercida por la la presidn del agua sobre 
una cara de la placa si la distancia se mide en pies. 

36 . Una placa semicircular de 4 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que su 
diametro coincida con la superficie del agua. Utilice la 
ecuacion (3) de la seccidn 6.5 para determinar la fuerza 
ejercida por la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

37 . Un tanque cilfndrico esti lleno de gasolina, cuya densidad 
es de 40 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es horizontal y su 
di&netro es de 8 pie, calcule la fuerza ejercida por la pre- 
sidn de la gasolina sobre un extremo del tanque. 

38 . La cara de una presa, que esta en contacto con el agua est£, 
inclinida 45° con respecto a la vertical. La cara es un rec- 
t^ngulo de 100 pie de ancho y una altura inclinada de 
60 pie. Si la presa esta llena de agua, determine la fuerza 
total ejercida por la presi6n del agua sobre la cara. 

39 . La superficie de un tanque es la misma que la de un pa- 
raboloide de revolucidn obtenido al girar la parabola 
y - x 2 alrededor del eje y. El vdrtice de la parabola esta 
en el fondo del tanque y dste tiene 36 pie de altura. Si se 
llena el tanque con agua a una profundidad de 20 pie, 
calcule el trabajo que se realiza al bombear toda el agua 
hacia afuera por la parte superior. 

40 . Si 

r , 

f{x) = Vcos tdt 

Jo 

determine la longitud de arco de la grafica de / desde el 
punto donde x = ^ n hasta el punto donde x = j n . 
Sugerencia ; utilice el primer teorema fundamental del 
C^lculo y la identidad cos 2 | x = ^(1 + cosx). 



\\S\OH 


formas indeterminadas 
e integrals impropias 
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7.1 INTEGRACION POR PARTES 

Antes de discutir las diferentes tecnicas de integration, se presen ta una lista 
numerada de las formulas tipicas de integration indefinida estudiadas en los 
capftulos anteriores que ocurren con frecuencia. 

1. 

J 

j du = u + C 

2. 

J 

[* a du — au + C donde a es cualquier constante 

3. 

J 

1 [/(") + g(“)]du = j /( h ) du + jg(u)du 

4. 

J 

\ u n du = — — - + C n * — 1 

5. 

f — = In 1 u 1 + C 
' u 11 

6. 

J 

\ a u du = — + C donde a > 0 y a * 1 

to a 

7. 

J 

[ + C 

8. 

J 

|* sen u du — -cos u + C 

9. 

|* cos u du = sen u + C 

10. 

|* sec 2 u du = tan u + C 

11. 

* j 

|* esc 2 u du — -cot u + C 

12. 

* 

r 

sec u tan u du = sec u + C 

13. 

|* esc u cot u du — -esc u + C 

14. 

• 

f tan u du = In | sec u | + C 

15. 

■ 

cot u du = In | sen u | + C 

16. 

• 

j* sec u du = In | sec m + tan u j + C 

17. 

ml 

• 

esc u du = In | esc u — cot u | + C 
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18. 

* 

r 

du 

= sen 1 - + C c 

a 

V a 2 - w 2 

19. 

f Jw 

— tan” 1 - + C ( 

a a 

1 a 2 + M 2 ~ 

20. 


= — sec -1 — + C 
a a 

u^u 2 - a 2 

r 

21. 

* 

senh udu - 

cosh u + C 

22. 

* 

• 

cosh u du = 

senh w + C 

23. 

J 

|* sech 2 w du = 

= tanh u + C 

24. 

* 

|* csch 2 udu - 

- -coth u + C 

25. 

• 

» 

sech a tanh udu = -sech w + C 

“•j 

• 

csch w coth udu = -csch « + C 

27. 

j 

f du 

= senh 1 - + C 
a 

' Vw 2 + a 2 



= ln(u + -Ju 2 + a 2 

28. 1 

r du 

= cosh’ 1 - + C 


donde a# 0 
donde a > 0 


29 . f = 

J a 1 - u l 


- ln(u + ' \Ju 2 ~ a 2 ) + C si u > a > 0 
- tanh" 1 - + C si I u I < a 

n n IS 


- coth 1 - + C si I u I > a 
a a 1 ‘ 


= ^-ln 
2a 


a + w 


+ C siu*aya*0 


Una de las t6cpicas de integracidn mas ampliamente usadas es la integration 
por partes , que sc obtiene de la formula para la derivada del producto de dos 
funciones. Si/y g son funciones diferenciables, entonces 

D x [f(x)g(x)] = f(x)g'(x) + g(x)f f (x) 

f(x)g\x) = D x [f(x)g(x)] - g(x)f'(x) 

A1 integrar cada miembro de esta ecuacion se obtiene 

jf(x)g'(x)dx = j D x [f(x)g(x)] dx - jg(x)f f (x)dx 


!■ 


fix)g\x) dx = f(x)gix) - gix\f r (x) dx 


- JW'O 


( 1 ) 
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La formula (1) recibe el nombre de formula de integracidn por partes. Para 
los propdsitos de cdlculo, una forma mds conveniente de esta fdrmula se ob- 
tiene al considerar 

u = f(x) y v = g(x) 

Entonces 

du — f\x) dx y dv = g'(*) 
de modo que (1) se transforma en 

j u dv - uv ~ j v da (2) 

Esta formula expresa la integral / u dv c n terminos de otra integral, / v du. 
Mediante una election adecuada de u y dv f puede evaluarse mas facilmente la 
segunda integral que la primera. Cuando se eligen las sustituciones para u y dv, 
por lo general se considera que dv es el factor mds complejo del integrando 
y puede integrarse directamente, y que u es una funcion cuya derivada es una 
funcion mas simple. Este mdtodo se muestra mediante los ejemplos y ejemplos^ 
ilustrativos siguientes. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

\x\nxdx 


Se desea evaluar 


x 

j 


A fin de determinar las sustituciones de u y dv , tenga en mente que para 
obtener v debe integrarse dv. Esto sugiere que se considere dv ~ x dxy u = 
In jc. Entonces, 

v = 4 - + c ! y <*« = — 

2 J x 

Al sustituir los valores correspondientes en la formula (2) se obtiene 
jxlnxdx= lnx[^- + C,) - J(y + C,)^ 

5/ 


- In x + C 


r 2 r 2 

— -j-lnx + Cj In x — 

- \x 2 In x - \x 2 + C 2 


xdx - C\ 

C\ In x + C 2 


' dx 

j * 


En el ejemplo ilustrativo 1 observe que la primer constante de integracidn 
C x no aparece en la respuesta final. C\ se utiliza sdlo para mostrar que todas las 
elecciones para v de la forma jx 2 + C x conducen al mismo resultado de 
\ x In x dx. Esta situation es verdad en general, y se demostrara como sigue: 
Al escribir v + C\ en la fdrmula (2) se tiene 


/ 


u dv = u(v + Ci) - 


= uv + C\u - 


I 

/ 


(v + Ci) du 
v du - C\ 


du 
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= uv + C\u - J v du - C\u 

= MV - J* V du 

Por tanto, no es necesario escribir C 2 cuando se determina v a partir de dv. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se verificar£ el resultado del 
ejemplo ilustrativo 1 mediante el cdlculo de la derivada de la respuesta. 

D x [^x 2 \nx - ijt 2 j = .tin* + i* 2 (±) " \x 

- jc In x + - ~x 

= x In x ^ 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 A fin de evaluar 



se realiza una sustitucidn para los exponentes no lineales, lo cual debe ser una 
pr£ctica comun antes de aplicar cualquier otra t6cnica. 

Sea w = x 2 \ por lo que dw = 2x dx. Entonces se tiene 


I 



x 2 e* 2 (2xdx) 
we w dw 


Ahora se utiliza la integracidn por partes con u = w y dv = e w dw. Entonces 
du - dw y v = e w 

A1 efectuar las sustituciones correspondientes en la fdrmula (2) se tiene 



A1 reemplazar w por x 2 se obtiene 


1 


x 2 e* 2 dx 


i*V 3 




+ C 


◄ 


► EJEMPLO 1 Evalue 


/ 


x cos x dx 


y apoye graficamente la respuesta. 
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[-10, 10] por [-10, 10] 
y - x cos x y NDER (x sen x + cos je, a;) 

FIGURA 1 


Solucion Sean u = x y dv = cos x dx. Entonces 
du = dx y v = sen x 
Por tanto. 


1 


x cos x dx - x sen x - j sen x dx 
= x sen x + cos x + C 


La figura 1 muestra las grdficas de 

y = x cos x y NDER (jc sen x + cos x , x) 

trazadas en el rectdngulo de inspeccidnde [-10, 10] por [-10, 10]. Elhechode 
que las grdficas coincidan apoya la respuesta. ^ 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1 , si en lugar de 

elegir u y dv como se hizo se hubiese considerado 
u = cos x y dv - x dx 
entonces 

du - -sen jc dx y v = ~x 2 

Asi, 

I x cos xdx = — cos x + ~ [ jc 2 sen jc <£c 

J 2 2 J 

La integral de la derecha es mis complicada que la integral original, debido a 
que la potencia de x se ha incrementado, lo cual indica que estas no son 
elecciones adecuadas para u y dv. ^ 

La integracidn por partes se utiliza con frecuencia cuando el integrando 
contiene funciones trigonom&ricas inversas y logaritmicas. 


► EJEMPLO 2 

i“ 

tan -1 x dx 


Evalue 


/• 


Solucion Sean u = tan 1 x y dv = dx. Entonces 
dx 


du = 


1 + JC 2 


y v = jc 


Por tanto, 


j tan” 1 x dx ~ x tan ^ jc — j - - 

- a: tan* 1 jc - ^ln(l + x?) + C ^ 

En el ejemplo siguiente, se tiene una integral en la que se requieren aplicaciones 
repetidas de la integracidn por partes. 
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► EJEMPLO 3 Evalue 

j (In x ) 2 dx 

Solucion Sean u - (In x ) 2 y dv = dx. Entonces 
du = 21njc^ — dx^ y v = x 
Por tan to, 

j{\nx) 2 dx = jc(lnjc) 2 - Jjc|^21njc^ij<£cj 
= jc(lnjc) 2 - I^Xnxdx 

Otra vez se aplica la integracion por partes. Sean u = In jc y dv = dx. 
Entonces, 

du = ~dx y V = x 
x 

De modo que se obtiene 

j (In x) 2 dx = jc(ln x) 2 - 2 £ jc In jc - j j 

= jc(lnjc) 2 - 2jclnjc + 2 jc 


dx 


= jc(lnjc) 2 - 2jclnjc + 2jc + C 


► EJEMPLO 4 Evalue 


1 


sen x dx 


Solucion Sean u = e x y dv = sen x dx. Entonces 


du = e x dx y v = -cos x 

>! i- 

Por tanto, 


J 


e x sen x dx = -e x cos x + e x cos x dx 


/• 


La integral de la derecha es semejante a la primera integral, excepto que cos jc 
aparece en lugar de sen jc. Se aplica la integracidn por partes otra vez 
considerando u = e x y d v = cos jc dx. Asf, 


du - e x dx y v = senjc 


Por tanto 
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En el miembro derecho se tiene la misma integral que en el izquierdo. Por 
lo que se suma j e x sen x dx en ambos miembros de la ecuacion, obtenidndose 

2 Je* sen - -e x cosx + e x senx + 2 C 

Observe que el miembro derecho de la ecuacidn anterior contiene una cons- 
tante arbitraria debido a que en el miembro izquierdo se tiene una integral 
indefinida. Esta constante arbitraria se escribio como 2 C de modo que cuando 
se dividan los dos miembros entre 2, la constante arbitraria de la respuesta fi- 
nal sera C. En consecuencia, 

je x senxdx ~ |e*(senjt - cosjc) + C ^ 

A1 aplicar la integracidn por partes a una integral especifica, un par de elec- 
ciones de u y dv puede funcionar mientras que otro no. Esto se vio en el ejemplo 
ilustrativo 4, y otro caso similar se presentara en el ejemplo ilustrativo 5. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 4, en el paso 

donde se tiene 


I 


e x senxdx = -e x cos x + e x cos jc dx 


/• 


si se evalua la integral de la derecha considerando u = cos x y dv = e x dx, 
se tiene 

du = -sen x dx y v = e x 
De modo que se obtiene 


/• 


J e x sen x dx j 


e x senxdx ~ -e^cos* + \^e x cosx + | e x s&vxdx\ 

- J e x sen x dx 

lo cual, por supuesto, es correcto pero no conduce a ninguna parte. 4 


La respuesta para una integral indefinida se puede apoyar empleando 
NINT en la graficadora para la integral definida correspondiente con una 
eleccidn arbitraria de los limites de integracion, como se muestra en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se desea evaluar la integral 
definida obtenida de la integral indefinida del ejemplo 4 con 1 y 2 como limites 
de integracidn. Entonces, 

^ e x scnxdx = ^e^senjc - cosjcJ 

= |^ 2 (sen 2 - cos 2) - j^(sen 1 - cos 1) 

= 4.487560335 
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En la graficadora se tiene 

NINT(e* sen x, 1,2) = 4.487560335 

lo cual apoya la respuesta anterior con diez digitos significativos. Por supuesto, 
este procedimiento no es una prueba determinante de que no se han cometido 
errores algebraicos cuando se evalua la integral indefinida, pero proporciona un 
apoyo poderoso a la respuesta. 4 

Las integrates que contienen potencias de funciones generalmente se eva- 
luan mediante formulas de reduction, asi llamadas debido a que la f6rmula 
reduce el exponente de la potencia. Muchas de las fdrmulas que aparecen en 
una tabla de integrates son fdrmulas de reduccidn, algunas de las cuales se dedu- 
ciran conforme se avance en este capitulo. En el ejemplo siguiente se obtiene 
la primera de estas formulas. 


► EJEMPLO 5 

n es cualquier ntimero real. 


Deduzca la siguiente fdrmula de reduccion, donde 


j x n e x dx = x n e x - n j x n l e x dx 


Solution A fin de deducir la formula se utilizara integracion por partes 
con u = x n y dv = e x dx. Entonces 

du - nx n ] dx y v - e x 

Por tanto, 


1 ' 


x n e x dx — x n e x - e x (nx n 1 dx) 


-!■ 

- x n e x - nj x n ~ 


l e x dx 


◄ 


La formula de reduccion del ejemplo anterior aparece como la fdrmula 98 
en la tabla de integrates que se encuentran al final del libro. Esta formula de 
reduccidn se aplica en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar con 
seis digitos significativos el valor de 



Confirme la respuesta aplicando la formula de reduccidn del ejemplo 5. 

Solution En la graficadora se obtiene 
NINTCrV, 0, 2) = 12.7781 


A partir de la formula de reduccidn del ejemplo 5 con n = 2, se tiene 
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Otra vez se aplica la formula de reduction con n = 1, obteniendose 

J x 2 e x dx = x 2 e x - 2^xe x - j e x dx'j 

= x 2 e x - 2xe x + 2e x + C 
Con este resultado se evaltia la integral definida. 


r 


x 2 e x dx = x 2 e x - 2xe x + 

= (4e 2 - 4e 2 + 2e 2 ) - 2e° 
= 2e 2 - 2 
= 12.7781 

lo cual confirma la respuesta. 


En los ejercicios 49 y 50 se le pedira que deduzca las fdrmulas siguientes, 
donde ay n son numeros reales diferentes de cero. Ellas corresponden a las 
formulas 105 y 106 de la tab la del final del libro. 

f e au 

e au sen nu du = —= T (a sen nu - n cos nu) + C (3) 

J a L + n 2 

f e au 

e au cos nu du = T (a cos nu + n sen nu) + C (4) 

J a 2 + n 2 

En aplicaciones de ecuaciones diferenciales ocurren con frecuencia 
integrales de las formas (3) y (4) relacionadas con la electricidad. 


EJERCICIOS 7.1 


En los ejercicios 1 a 24, evalue la integral indefinida. Verifique 
la respuesta mediante diferenciacion, como en el ejemplo ilus- 
trativo 2, upoye la respuesta con la graficadora, como en el 
ejemplo 7, o numericamente, como en el ejemplo ilustrativo 6. 


L J 

[" dx 

3 - J 

|* x sec x tan x dx 

5 - J 

[* In 5 jc a* 

7 - J 

f an 'fd, 

1 t 

9 - J 

f j: tan" 1 jc dx 

n.j 

f Xe * 2 dx 
1 (x + l) 2 

o. j 

f sen(ln y) dy 


" J 

j x cos 2x dx 

^ J 


‘ J 

f sen -1 w dw 

8. j 

f x sec 2 x dx 

10 J 

f* ln(jc 2 + 1) dx 

n. j 

|* x 2 sen 3* dx 

14 - J 

f sen t ln(cos t) dt 


15 ■ I 
"’I 

>9. / 


e x cos x dx 
x 3 dx 


vr 


x 2 senh x dx 


*■ I ^ 


VS 


vs 

cos VS dx 


dz 


“• J 

I 

-I 

“• / 


x 5 e ^ dx 


18. 

20 . 

22 , 


sen 2x 


dx 


p 2x 

dx 


cos 1 2x dx 
tan -1 VS dx 


En los ejercicios 25 a 32, calcule el valor exacto de la integral 
definida. Apoye la respuesta utilizjando NINT en la graficadora. 


25. J x 2 y dx 26. j 


r*l 3 

27. s< 

Jo 


sen 3 w cos >v dw 28. 


I 


ln(jc + 2) dx 
r 

S 2 cos 2 z dz 
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f 4 

r 3«/4 

29. 1 yfx In x dx 

30. I x cot x esc x dx 

IUa 

d\ 

f 4 

•'71/ 4 

r 1 

31. sec -1 4t dt 

32. x sen -1 x dx 

k 

Jo 


fijo semanal asciende a $2 000, calorie la maxima utilidad 
semanal que puede obtenerse. 

49. Deduzca la formula (3). 

50. Deduzca la formula (4). 


En los ejercicios 33 y 34, utilice NINT en la graficadora para En los ejercicios 51 y 52, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con sets digitos significativos el valor de la integral aproximar con seis digitos significativos el valor de la integral 
definiday confirme la respites taaplicando la formula dereduccion definiday confirme la respuesta aplicando laformula (3)o(4)de 


del ejemplo 5. 


esta seccion. 


f 3 

r 4 

r 

r ff/4 

33. I x*e x dx 

34. x 2 e x I 2 dx 

51. j e Ax sen 3x dx 

52. I e 3x cos 4x dx 

J i 

Jo 

J ?r/6 

Jtt/8 


35. Determine el area de la regi6n limitada por la curva y — In x, 
el eje x y la recta x = e 2 . 

36. Calcule el volumen del solido generado al girar la regi6n del 
ejercicio 35 alrededor del eje x. 

37. Determine el volumen del solido generado al girar la region 
del ejercicio 35 alrededor del eje y. 

38. Calcule el area de la regidn acotada por la curva y = 
x esc 2 x, el eje x y las rectas x = y x ■=■ \it. 

39. Determine el area de la regi6n limitada por la curva y = 
2xe~ x f 2 , el eje x y la recta x - 4. 

40. Calc ule el volumen del solido de re volution generado al girar 
alrededor del eje x la region del ejercicio 39. 

41. La densidad lineal de una barra en un punto situado ax metros 
de un extremo es 2e~ x kilogramos por metro. Si la barra 
mide 6 m de longitud, determine la masa y el centro de masa 
de la barra. 

42. Determine el centroide de la regi6n limitada por la curva 
y = e x , los ejes coordenados y la recta x = 3^ 

43. Determine el centroide de la region del primer cuadrante 
acotada por las curvas y = sen x y y — cos x, y el eje y. 

44. La region del primer cuadrante limitada por la curva y = cos 
x y las rectas > = 1 y x = ^ se gira alrededor de la , 
recta x = \n. Calcule el volumen del solido generado. 

45. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un solido de re vo- 
lucion generado al girar alrededor del eje x la region limitada 
por la curva y - e~ x , los ejes coordenados y la recta x = 4. \ 
Calcule el trabajo realizado al bombear toda el agua hacia la 
parte superior del tanque. La distancia se mide en pies. Con- 
sidere la parte positiva del eje x verticalmente bacia abajo. 

46. Una particula se mueve a lo largo de una recta, y s pies es la 
distancia dirigida de la particula desde el origen a los t se- 
gundos. Si v pies por segundo es la velocidad a los t segun- 
dos, 5 = 0 cuando t = 0, y v • s = / sen t, exprese s en 
terminos de / y determine s cuando t = ~ n. 

47. La funcion de costo marginal es C y C’(x) = In x, donde 
x > 1 . Determine la funcion de costo total si C(x) d61ares es 
el costo de production de x unidades y C(l) = 5. 

48. Un fabricante ha descubierto que si lOOx unidades de un 
artfculo particular se producen por semana, entonces el costo 
marginal esta determinado por x2 x ! 2 y el ingreso margi- 

- nal esta determinado por 8 • 2~ x l 2 , donde el costo de produc- 
cion y el ingreso se calculan en miles de dolares. Si el costo 


53. (a) Deduzca la formula siguiente, donde n es cualquier 
numero real: 


J 


x" In x dx 

x ^ 

(n + l) 2 


-[(n + l)lnx - 1] + C si n ^ -1 


^ (In a :) 2 + C 


si n = -1 


(b) Utilice la formula del inciso (a) para determinar el valor 
exacto de 


r 


x 3 In x dx 


(c) Apoye la respuesta del inciso (b) empleando NINT en la 
graficadora. 

54. Deduzca la formula siguiente, donde r y q son cualesquiera 
dos numeros reales. 

Jx' (Inx^dx 

x r+l (lnx)^ q f r/1 . 

— ■ 2 — x r (ln x) q 1 dx Si r * -1 

r + 1 r + 1 J 

(lnx )^ 1 


+ C si r 


-i y q * -i 


q + 1 

In | In x | + C si r = -1 y q = -1> 


55. Si i (t) = coulombs por segundo es la corriente desde un ca- 
pacitor cargado bajo decaimiento pasajero a travds de un 
resistor a los t segundos, entonces 

i(t) - f xe~ x dx 

Jo 

Si E(T ) watts es la energia disipada para t e [0, T], en- 
tonces 

E(T) = Jij^ dt 

Donde R ohms es la resistencia. Si R = 50, quanta energia se 
ha disipado cuando T - 1? 

56. Describa la t£cnica de integraci6n por partes. Incluya en su 
descripcidn las directrices que deben seguirse al elegir las 
sustituciones para u y dv. 
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7.2 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 


Las integrates trigonometricas implican operaciones algebraicas sobre 
funciones trigonometricas, Ya se ha visto como evaluar algunas integrales 
trigonometricas mediante la aplicacion de las fdrmulas 8- 17 listadas al principio 
de laseccidn 7. 1 . Ahora, seaplicardn estasfdrmulase identidades trigonometricas 
para evaluar integrales que contienen productos de potencias de funciones 
trigonometricas, Se comenzara con productos de potencias de seno y coseno, 
y se distinguir&n tres casos que dependen de que los exponentes sean numeros 
enteros positivos pares o impares. 


CASO 1 (i) J sen"* dx o (ii) J cos"* dx t dondc n es un etdmcro 
entero positive impar 
<1) Factor 

wuPxdx = (se^^Kscnjciic) 

= {sen 2 x)^ l ^HBtnxdx) .. 

^ (1 - COS 2 (sen x w 


(ti) Factor 

cos 1 ' xdx = (eo£"~ 1 tXcos x dx) 

« (cos 2 Ceos 

« (1 - sen 2 (cos x dx) 



' ,r; -' 
■ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se mostrard el caso l(li) 

J cos 3 x dx = j cos 2 jc(cos x dx) 


= J(1 - sen 2 x)(cos x dx) 
r 

cos xdx - I sen 2 jc cos x dx 


= j cos x dx - J s 


( 1 ) 


Para la segunda integral de (1) observe que como d(sen x) = cos x dx , 
setiene 


/■ 


sen 2 jc(cos x dx) = j sen 3 x + C\ 

Debido a que la primera integral de (1) es sen x + Cj, 


I 


cos 3 *dx = sen* - |sen 3 * + C 


► EJEMPLO I 


Evalue 
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y apoye num^ricamente la respuesta. 

Solucion Se procede como se sugirid en el caso 1 (i). 

J sen 5 xdx = j (sen 2 xj 1 sen x dx 

= f ( 1 - cos 2 x ) 2 sen x dx 


/< 


= | (1 - 2 cos 2 + cos 4 x) sen x dx ^ 
sen x dx - 2 [ cos 2 jc sen x dx + 


= J sen x dx - 2 Jc 


j cos 4 


jc sen jc dx 


■ 1 


= -cos jc + 2 cos 2 jc(-sen jc dx) - cos 4 jc(-sen jc dx) 


I c 


= -cosjc + |cos 3 jc - |cos 5 jc + C 


A fin de apoyar num£ricamente la respuesta se calcula la integral definida 
correspondiente con una eleccidn al azar de los limites de integracion, por 
ejemplo, -2 y 3. 


/: 


sen 5 xdx = -cos jc + - cos 3 jc - j cos 5 jc 


I 


= -cos 3 + |cos 3 3 - |cos 5 3 + cos(-2) - -cos 3 (-2) + |cos 5 (-2) 
= 0.1627341019 

En la graficadora se obtiene 

NINT(sen 5 jc, : -2, 3) = 0.1627341019 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. 4 


CASO 2 J sett ' 1 1 cos'" x dx, donde ai idchos ubo dc kw exponijWcs es 

un niimero entero positive impar En la softiddn de este capo se utili&a un 
mdtodo semejfliue al emptewkren d caso 1 H f . ^ . ; - . " 

(I) Si n es impar, entonccs 

sen 1 * jc cos** x dx — sen"" 1 jc cos’™ jf(smxafe> 

= (*e« 2 * cos* ifsen * ric) 

= (1 - cos 2 jc)^”^cos*xC»eft^ds) 

(H) Si m es impar, entonces 

sen" x cos" j is ^ Cos^ -1 4cm x 

= *en" 4cos 2 (cm x dx) 

= stt»" 41 “ sen 1 («**.*<&) 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


Se mostrar& el caso 2(i). 


j sen 3 x cos 4 x dx = J sen 2 x cos 4 x(sen x dx) 

= J (1 - cos 2 x) cos 4 x(sen x dx) 
= J cos 4 x sen x dx - J cos 6 jc sei 

= - J COS 5 JC + y COS 7 X + C 


No se pueden seguir los procedimientos de los casos 1 y 2 para integrar 
potencias de seno y coseno euando ningun exponente es impar. En tal caso se 
aplica una u otra de las identidades siguientes: 


sen 2 x = » ■ ’ c . os 2 * 


cos 2 x = 1 + i 08 2 * 


CASO 3 (i) J sen* x dx * Oi) J cps? x dr* o (iii) J sen" x cog* x dr, 

donde m y n son mimeros eoteros positivos pares. 

(I) Factor 

sen *xdx a (seu^Jty** 


•('- 


- cos ixV* 2 


2 / 

(II) Factor 

• cos' 1 jc dx % (cos 2 jc)"^ 2 lit 


dr 


ftr; 


-ter* 


(iM) Factor 

sen* x cos" x dr = (sen* (cos? x)^ dr 


: _ ^ 1 cos 2* ^ ^ 1 + cos 2x ^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

J sen 2 x dx = J 1 ~ «» 2 * 

= |jc - isen2j; + C 


◄ 


► EJEMPLO 2 Evalue 
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Solution Esta integral pertenece al caso 3(ii). 


/ 


cos 4 xdx = I ^ c . os 2 * 


1 


dx 


r r c 

= 4 dx + 4 cos 2x dx + 4 cos 2 2x dx 
A 2 4 

j j j 


= \x + 4 sen 2jc + 
4 4 


1 + cos Ax 


= \x + 4 sen 2* + „ 
4 4 8 


*J 


dx 


cos Ax dx 


= \x + 7sen2jc + \x + 7rsen4jc + C 

4 4 8 32 

= |jc + |sen 2x + ^sen4* + C 


► EJEMPLO 3 Determine el centroide de la regidn del primer 
cuadrante ubicada a la izquierda de la recta x = jxy limitada por la curva 
y = sen x , el eje x y la recta jc = | /r. 

Sol U€ ion Se utilizan los simbolos A, M x , r y ) como se definieron 

en la seccidn 6.3. En la figura 1 se muestra la regidn y el /-6simo elemento 
rectangular de area. Primero se calcula el area de la region. 


A = tim V sen m, Ay* 
I|a||-o tt 


= 1 , 


x/2 


sen * dx 


= -cos JC I 


= 1 


1^/2 


Despues se aplicala definicidn 6.3.2 para calcular M x y M y . A fin de evaluar la 
integral para M y se utiliza integration por partes con u = jc y dv = sen jc dx. 

n n 

M x ~ lim X k t sen ^i x = lim ^ my sen my Ayjc 


llAlhO ~ 
*n{2 


i r /2 1 

" 2 Jo 


sen 2 jc dx 


cos 2jc 


dx 


r i 7 ^ 2 

= l^-|sen2xJ o 

- MH 


■I 


Mho Z 

*/2 

jc sen jc t£c 

o 


l*/2 f 

Jo + c 


nf2 


= “JC COS JC 


= “jc cos jc + sen jc 


cos * dx 


0 

Jl/2 


= -i/rcos-^/r + sen 


= 1 
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Por tanto, 



Conclusion: El centroide esta en el punto (1, |tt). A 

El ejemplo siguiente presenta otro tipo de integral que contiene un 
producto de seno y coseno. 


► EJEMPLO 4 Evalue 

sen 3* cos 2x dx 


!■ 


Solucion Se aplica la identidad trigonom6trica siguiente: 
senmxcosnx = ^sen(m - n)x + ysen(m + n)x 


S 


sen 3jc cos 2x dx 


= J ( isen x + ^sen 5x j 
= ~ J sen x dx + ^ j sen 5x dx: 


- -^cos* - ^cos5jc + C 


Para evaluar integrales de la forma 
\ 

tan m x sec n x dx y j cot m x esc" x dx 


1 


( 2 ) 


donde my n son mimeros enteros no negativos, se aplican las identidades 
1 + tan 2 * = sec 2 * y 1 + cot 2 * = esc 2 * 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 7 ” 

j cot 2 x dx = j (esc 2 x - 1 ) dx 

- j esc 2 x dx - J dx 
= -cot* - x + C 

CAS04 (i) tm n x dxo (is) I cot” xdx . donde nesunMiBeroentero 

rvviilivrt J * 


posinvo. 
(I) Factor 


tan 11 xdx = tali' 1 " 2 * tan 2 xdx ~ 

= tan" -2 *(sec 2 x - 1 )dx « 
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(II) Factor 

COt n ^dx m CQt n ~ 2 X cot 2 X dx 

* cot rt_2 jc(csc 2 x - 1 )dx 


► EJEMPLO 5 

F 

tan 3 x dx 

Solucion Se utiliza el metodo sugerido por el caso 4(i). 
j tan 3 x dx = Jtan Jt(sec 2 ;c - 1) dx 

= j tan x sec 2 x dx ~ j tan x dx 


Evalue 


/• 


= ^tan 2 * + In jcos jc| + C 


► EJEMPLO 6 Evalue 

cot 4 3x dx 

Solucion Esta integral pertenece al caso 4(ii). 
cot 4 3xdx = j cot 2 3;c(csc 2 3x - 1) dx 

= j cot 2 3x esc 2 3 x dx - j cot 2 3x dx 

= |(-cot 3 3;c) - J(csc 2 3jc - 1 ) dx 
= -|cot 3 3jc + jcot3;c + x + C 


l c 


(ii) Jc 


CASO 5 (i) . ^mc n xx&q (ii) [ esc 11 x dx > donde n es an numero 
entero positlmpar, 

(I), Factur 

sad 1 xxLx = sec*" 2 j*(3e€ 2 xdx) 

= x dx) 

= (mfix + !)^*" 2 ^(sec 2 x dx) 

(ii) Factor, 

csc*xdx - csc”" 2 *(cic 2 

* («c 2 xy*- 2 &(ciic*xdx) 

*= (cot 2 x + l)^" -2 *^(csc 2 dx) 
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I c 


► CJCMPLO 7 Evalue 

f* 

esc 6 x <£x 

Sol UC ion Se sigue el procedimiento indicado en el caso 5(ii). 

j esc 6 x dx ~ J (cot 2 x + 1 ) 2 esc 2 jc <Zx 

= cot 4 jc esc 2 xdx + 2 j cot 2 jc esc 2 jc dx + j a 


= cot 5 X - |cot 3 x - COtJC + C 


eisotf (i) J tan" x sec m x dx o (ii) Jeot^xcsc^x^dondemes un 
itdrhero entero positive par. 

(I) T Fictor 

tan ™ x sec 7 ™ x dx - tan 71 x sed " 1-2 j^sec 2 x dx) 

— Xm n x(scc 2 x dx) 

— tarf |, x(tah z x + i)(^^(§ec 2 jc dx) 

(Mf Factor 

cot" X CSC 7 " JC dx ^ CQ& X x dx) 

— ct^ x(csc 2 x)^ 2 ^csc 2 x dx) 

— Cdt*X(CGt 2 X + j )<m-2>/ 2 ( csc 2 x fay 


J' 


W‘ EJEMPLO 8 Evaltte 

r 

tan 5 x sec 4 x dx 
Solution Se procede como se suglfid en el caso 6(i). 
j tan 5 x sec 4 x dx = J tan 5 x(tir^x + l)sec 2 x dx 

= J tan 7 x sed 2 x dx + j tan 5 x sec 2 x dx 
= kan 8 x + ita^x + C 


CASO 7 (i) J tan" x sec* x d&O j x dx, donde n e£ 

oo ntimero entero posiri^iJJ^pajM 1 


(i) Factor 


tan n x sec^x'A^ ^ ■xUa*t# 

= ^ x dx) ■ 
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(ii) Factor 

cot" x csc m .v dx — cot” -1 jtcsc 7 " -1 jc(csc x CG£Jc<£t) 

= (cot 2 esc'” - 1 x(csc x cot x dx) 

= {csc 2 x - csc m ~ l jc(cscxcot xdx) 


► EJEMPLO 9 E value 
J tan 5 x sec 7 x dx 

Solucion Esta integral pertenece al caso 7(i). 
j tan 5 x sec 7 xdx — j tan 4 x sec 6 x sec x tan x dx 

= J(sec 2 jc - l) 2 sec 6 jc(sec jc tan jc) dx 
— J (sec 10 x - 2 sec 8 x + sec 6 jc)(sec x tan x dx) 

= yy sec 11 jc - |sec 9 jc + jsec 7 jc + C ^ 

Se han dejado dos casos de potencias impares de la secante y la cosecante 
hasta el final debido a que estos casos requieren un concepto diferente que 
implica integraci6n por partes. El proceso se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 10 Evalue 

sec 3 jc dx 


f 


Solucion Para la integracion por partes, considere u = sec x y dv = 
sec 1 xdx. Entonces 

du — sec x tan x dx y v = tan x 

Por tan to, 


1 

I 

I s 


sec 3 xdx = sec x tan x - J sec x tan 2 xdx 
sec 3 xdx = sec x tan x - j sec x(sec 2 x - 1) dx 


sec 3 xdx ~ sec x tan x - J sec 3 x dx + J sec x dx 
Al sumar f sec 3 x dx en los dos miembros se obtiene 


2 J sec 3 xdx — secjctanjc + In | sec x + tan x j + 2 C 

J sec 3 xdx = ~ sec x tan jr + |ln | sec jc + tan jc | + C 
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CASOS (i) |"sec n .Tii* o (ii) |" csc^.rdLr, donde n 

ro positivo impar, 

Aplique integration por panes. 

(I) Considereji - sec rt ~ 2 Jt y dv = sec 2 .rdx, 

(Li) Considers u — esc 11-2 x y dv - esc 2 x dx. 


e$ un numero ente- 


A fin de integrar una potencia impar de la secante o cosecante, puede 
aplicarse una formula de reducci6n, como las proporcionadas por las formulas 
77 y 78 de la tabla de integrales del final del libro. Se le pedira que deduzca la 

f6rmula 77 y la aplique para evaluar J* sec 5 x dx en el ejercicio 65. 

CASO 9 (i) J tm n x sec m o (ii) j cot n x csc m x dx > donde n es 

un ndmero entero positivo par y m es un numero entero positivo impar, 
Exprese el imegnmdo en t£rminos de potencias impares de la secante 
o cosecante y despu£$ siga las sugerencias del caso 8. 

(i) Factor 

tan 11 x sec ffl x dx - (tan 2 x)^ 2 sec ffl jr dx 

= (sec 2 .t - 1 y^ 2 sec m x dx 

(il) Factor 

cot n x csc m x dx - (cot 2 xY*f 2 csc m x dx 

= (esc 2 X - lW 2 c &c m xdx 


\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

^j" tan 2 x sec 3 x dx = f(sec 2 x - l)sec 3 j cdx 
= J" sec 5 x dx - J" sec 3 jc 


dx 


Para evaluar estas integrales utilice integration por partes, como en el ejfemplo 
10, o una formula de reduction de la tabla de integrales. ^ 


EJERCICIOS 7.2 


En los ejercicios J a 34, evalue la integral indefinida. Como usted 
desee, verifique la respuesta mediante diferenciacion o apoye la 
respuesta con la graficadora, grdfica o numericamente, como en 
el ejemplo J. 

1. (a) J* sen 4 x cos x dx (b) J* cos 3 4x sen 4 x dx 

2. (a) |* sen 5 x cos x dx (b) |* cos 6 jx sen dx 


3. (.» j 

|* sen 3 x dx 

<w j 

|* cos 2 ^ x dx 

4. ,«» j 

|* cos 5 x dx 

<» j 

sen 2 3* dx 

3. «.) j 

|* sen 2 x cos 3 x dx 

M j 

|" Vcos z sen 3 z dz 

4 «.) j 

sen 3 jc cos 3 * dx 

<b) j 

r cosMx A 

' ysen 3x 
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7. 

J cos 4x cos 3x dx 

8. 

J sen 2x cos 4x dx 

9. 

j sen 3y cos 5y dy 

10. 

j cos t cos 3 1 dt 

11. 

j tan 2 5x dx 

12. 

j e T tan 2 (e*) dx 

13. 

j x cot 2 2x 2 dx 

14. 

j cot 2 4f dt 

15. 

j cot 3 1 dt 

16. 

j tan 4 x dx 

17. 

j tan 6 3x dx 

18. 

j esc 3 x dx 

19. 

/“*** 

20. 

j cot 5 2x dx 

21. 

j e x tan 4 (e' c ) dx 

22. 

j sec 4 (In x) dx 

23. 

j tan 6 x sec 4 x dx 

24. 

j tan 5 x sec 3 x dx 

25. 

j cot 2 3x esc 4 3x dx 

26. 

j (sec 5x + esc 5x) 2 dx 

27. 

j (tan 2x + cot 2x) 2 dx 

28. 

f ^ 

J 1 + COS X 

29. 

f 2 sen w - 1 , 

2 dw 
J cos z w 

30. 

f dx 

J -J* 

31. 

f csc 4 x . 

J cot 2 a: * 

32. 

f ^fdy 

) sec y 

33. 

f sec 4 3 * dx 
} tan 4 x 

34. 

[ Xn \ KX dx 
J cos b nx 


p nf 4 r njl 3 

45. I sec 6 xdx 46. n X dx 

InjA Jo sec * 

J * n/2 4 r ^4 . 

- <3S * dt 48. I cot 3 w dw 

«/4 sen 6 t Jnjb 

49. Calcule el area de la regidn acotada por la curva y = sen 2 x 
y el eje x desde x = 0 hasta x = ;r. 

50. Determine el volumen del sdlido de revolucion generado al 
girar un arco de la curva senoidal alrededor del eje x . 

51. Calcule el volumen del solido de revolucidn generado si la 
regi6n del ejercicio 49 se gira alrededor del eje x . 

52. La region limitada por el eje y y las curvas y = sen x y 
y = cos x para 0 < x < ~n % se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del s61ido de revolucion generado. 

53. Determine el volumen del sdlido de revolucion generado si 
la regidn del ejercicio 49 se gira alrededor de la recta y = 1 . 

54. La region del primer cuadrante acotada por la curva y = 
cos x y las rectas y - 1 y x = ^ n, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del solido generado. 

55. Determine el centroide de la regidn desde x = 1 hasta 
x — j n limitada por la curva y - cos ryel eje x. 

56. Determine el centroide de la region del ejercicio 52. 

57. Determine el area de la region limitada por la curva y — 
tan 2 x, el eje x y la recta x = ~ n. 

58. Calcule el volumen del solido de revolucidn generado al 
girar, alrededor del eje x, la regidn acotada por la curva y = 
3 esc 3 x, el eje x y las rectas x - \n y x - ^ n. 

59. Determine el volumen del sdlido de revoluckm generado si 
la regidn limitada por la curva y — sec 2 x , los ejes coor- 
denados y la recta x = ~ se gira alrededor del eje x. 

60. La cara de una presa tiene la forma de un arco de la curva 
y = -100 cos 2 ^o nx * x £ (-100, 100], y la superficie del 
agua esta hasta la parte superior de la presa. Determine la 
fuerza debida a la presidn del agua sobre la cara de la presa 
si la distancia se mide en pies. » 


En los ejercicios 35 a 48, determine el valor exacto de la in- 
tegral definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la 
graficadora. 


35. 

rn{2 

I cos 3 x dx 

Jo 

36. 

r n(y 

| sen 3 1 cos 2 1 dt 

Jo 

37. 

sen 4 ±nx dx 

Jo 

38. , 

sen 3 ^ nt ’dt 
Jo 

39. 

j sen 2 nt cos 2 nt dt 

Jo 

40. 

r n/2 

sen 2 ^-x cos 2 ^x dx 

Jo 

41. 

r 

j sen 3x cos 5x dx 

Jo 

42. 

rnjb i 

I sen 2x cos 4x dx 

Jo 


r ff/12 

J tan 3 4x dx 
Jnl 16 


r n jb 

3 sec 4 2 tdt 
Jnl 8 


61. Si n es cualquier numero entero positivo, demuestre que 




sen 2 nxdx = jtr 


62. Si n es un numero entero positivo impar, demuestre que 

T 

cos" x dx = 0 


f 


En los ejercicios 63 y 64, demuestre que la formula es verdadera, 
donde my n son cualesquiera dos numeros enteros positivos. 


•i: 


cos nnx sen mnx dx = 0 


sen nnx sen mnx dx = 


43. 


44. 


0 si m ^ n 

1 si m = n 
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65. (a) Deduzca la formula de reduccion siguiente, donde k >. 2 
y n es un numero entero: 


j sec" x dx — — — 


ysec x tan jc + 


■LZI f 

n -1 J 


sec" 2 jc dx 


I 


(a) sec 6 jc dx 


(b) 


J sec 1 xdx 


67. (a) Deduzca la formula de reduction siguiente donde « > 1 
y n es cualquier numero entero: 


j sen* 


jc dx = - - sen* 1 jc cos jc + 
n 


n -~ - j sen* 


xdx 


con la respuesta del ejemplo 2, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

69. (a) Demuestre que: 


(b) Aplique la formula de reduccion del inciso (a) para 
. evaluar j sec 5 jc dx 

66. Aplique la formula de reduccion del ejercicio 65 para eva- 
luar cada una de las integrales siguientes: 


/■ 


/■ 


/■ 


(b) Aplique la formula de reduccibn del inciso (a) para 

evaluar ^ sen 5 jc dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 

con la respuesta del ejemplo 1, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

68. (a) Deduzca la formula de reduccion siguiente donde n > 1 
y n es cualquier numero entero: 


cos n xdx = — cos " j1 x sen jc + ” - I cos" 2 xdx 

J n n J 

(b) Aplique la formula de reduccion del inciso (a) para 

evaluar j cos 4 jc dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 


(b) Deduzca una formula semejante a la del inciso (a) para 
tan jc sec " xdx si n * 0 

70. Evaliie 

sen 3 jc cos 3 jc dx 
mediante tres metodos: 

(a) j sen 3 jc cos 3 jc dx = j sen 3 jc cos 2 jc(cos x dx) 
Considere cos 2 jc = 1 - sen 2 jc y u = sen jc. 

(b) J* sen 3 jc cos 3 xdx = J sen 2 jc cos 3 jc(sen jc dx) 
Considere sen 2 jc = 1 - cos 2 jc y u = cos jc. 

(c) f sen 3 jc cos 3 jc dx - i f (2 sen jc cos jc ) 3 dx 


Aplique la identidad sen 2jc = 2 sen jc cos jc. 

(d) Explique la diferencia aparente de las respuestas obtenidas 
en los incisos (a)-(c) y por que son equivalentes. 


7.3 INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAIC AS MEDIANTE 
SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 

Ya se ha visto como algunas tecnicas de integracibn requieren de una sustitucibn 
de cambio de variable. En esta seccibn se estudiaran sustituciones que implican 
funciones trigonometricas las cuales conducen a integrales trigonombtricas. Se 
mostrara con tres casos como el cambio de variable mediante sustitucibn 
trigonometrica permite con frecuencia evaluar una integral que contiene una 
expresion de una de las formas siguientes donde a > 0: 

Vfl 2 “ x 2 V<3 2 + X 2 V* 2 “ <3 2 

CASO 1 El mtegrando contiene una expresibn de la forma 4a 2 - Jr 2 , 
donde a > 0. 

Introduzca una nueva variable 9 considerando x — a sen 9, donde 
Osfls six^O y --jTr^flcOsijecO 
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En este caso, con x = a sen 0, dx = a cos 9 dO , y cos 0 > 0 porque 
- + 7T < 6 < x -n. Mds atin, 

4 a 2 - x 2 = A ja 2 - a 2 sen 2 0 



= ^/cos 2 0 porque a > 0 

= a cos 9 porque cos 0 > 0 


► EJEMPLO 1 Evalue 



y apoye num^ricamente la respuesta. 


Solucion Observe que el denominador es x 2 , entonces Con la 

sustitucion indicada en el caso 1 , sea x = 3 sen 9 , donde 0 < 9 < ^ k si 
x > 0, y -|7T < 0 < 0 si* < 0. Entonces, dx - 3 cos 0d0 y 



FIGURA 1 


49 - x 2 = ^9-9 sen 2 9 

- 3 Vcos 2 9 
= 3 cos 0 

Por tanto, 

f V9 ~* 2 dx = f ( 3 cos 6»d6») 

J x 2 J 9 sen 2 9 

= J cot 2 0 d0 

= J (esc 2 9 - 1 )d9 
— -cot 9 - 9 + C 

Como sen 0 = y -\n < 0 < |7T, 0 = sen -1 A fin de determinar 
cot 9 \ refierase a las figuras 1 (para * > 0) y 2 (para * < 0). En cualquier caso 


+ 



FIGURA 2 


cot 9 - 


Asf, 




V9 - x 2 


La respuesta se apoya numericamente al calcular una integral deflnida 
correspondiente con una eleccion arbitraria de los lfmites de integracidn, por 
ejemplo 1 y 2. 


49 - x 2 
x 2 

Ji x 




V5 _] 2 r— _l 1 

= - V— - sen 1 -Z + V8 + sen 1 -z 
2 3 3 

= 1.320502389 
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En la graficadora se obtiene 

NINT = ~ • y2 , 1 , 2 ) = 1.320502389 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. <4 


CASO 2 El integrando contiene una expresidn de la forma 4a 2 + x 2 , 
deride a > 0. 

Introduzca una nueva variable Geonsidcrando .c = a tan 0, donde 
0 £ 6 < ijt ■ si * £ 0 y ~\k < 0 < 0 si jc < 0 

Conjc = a tan 6, dx - a sec 2 OdO, ycomo- 1 n < 6 < sec 0 > 1. 
Ademas, 

4a 2 + x 2 = 4 a 2 + a 2 tan 2 0 

= 4a 2 4 1 + tan2 0 

= ay sec 2 0 
= a sec 0 


► EJEMPLO 2 E value 

J 4x 2 + 5 dx 

y apoye graficamente la respuesta. 


+ 



Solution Esta integral pertenece al caso 2. Sea x = V5 tan 0, donde 
0 < 0 < jrc si jc > 0, y-£*r<0<Osijc<O. Entonces, dx - 45 
sec 2 0d0 y 

4x 2 ~+~5 = 4 5 tan 2 0 + 5 

= V5Vsec 2 0 
= V5 sec 0 

Por tanto, 


FIGURA3 



* < 0 


1 


+ 5 dx = J 

• 5 1 S 


V5 sec 0(V5 sec 2 0 d0) 
sec 3 0d0 

Para sec 3 0, se aplica el resultado del ejemplo 10 de la section 7.2 y se obtiene 


S 


4x 2 + 5 dx = |sec 0tan 0 + |ln | sec 0 + tan 0| + C 


Se determina sec 0 a partir de las figuras 3 (para* > 0) y 4 (para jc < 0). En 
ambos casos 

sec g = 2/£!+i 

■v 5 


FIGURA4 


sec 0 = 
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En consecuencia, 


<• 

« 


VPT1 dx= ^Ei±l ■ 4. + | In 

2 V5 V5 2 


Vx 2 + 5 _x_ 

V5 ' V5 


+ C 


= ^x^x 2 + 5 + | ln|v^ + 5 + jc| - | In V5 + C 
= ^x^ x 2 + 5 + ^ ln(v* 2 + 5 + ^) + C] 



Observe que se sustituyo -|ln -J5 + C por la constante arbitraria Cj. 
Tambien,como V* 2 + 5 + x > 0, seeliminaron las barrasde valor absolu to. 
La figura 5 muestra las graficas de 


y - m 1 x 2 +5 y NDER(^jtV* 2 + 5 + | In (V* 2 + 5 + jc), jc) 

trazadas en el rectdngulo de inspeccidn de [-9, 9] por [-2, 10]. El hecho de que 
las graficas coinciden apoya la respuesta. <4 


>•= a/* 2 + 5 


NDER(1jca/x 2 + 5 + |ln( V* 2 + 5 +x),x) 


FIGURA 5 


CASO 3 El integrando contiene una expresidn de fa forma *jx 2 ~ a 2 , 
donde a > 0, 

Introduzca una nueva variable 0considerando x = a sec 0, donde 

0 £ 9 < si jc ^ <3 y k 0 < si jr £ -a 

Con x = a sec 0, <£t = a sec 0 tan 0 dO, y tan 0 > 0 porque 0 < 0 < 
j7T o k < 0 < Ademas, 


a/* 2 - a 2 = yja 2 sec 0 - a 2 
= ^a^-yjsec 2 0 - 1 
= tan 2 ^ 

= a tan 0 


► EJEMPLO 3 

dx 


Evalue 


r 


x 3 ^x 2 -9 

Solution Se observa que |jc| debe ser mayor que 3 de modo que 
V* 2 - 9 sea un numero real distinto de cero. Siguiendo la sugerencia del 
caso 3, sea x = 3 sec 0, donde 0< 0< jTT si jc > 3, y;r< 0< j;r si 
x < ~3 . Entonces dx = 3 sec 0tan 0</0y 


V* 2 - 9 = V 9 sec 2 0-9 


= 3 Vtan 2 0 
= 3 tan 0 


Por tanto 




3 sec 0 tan 0 d0 


r 

27 


27 sec 3 0 • 3 tan 0 
cos 2 0^0 


x 3 4x^~9 
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= (1 + cos 26) dQ 

54 J 

— \ sen 26) + C 

= ~(6 + sen 0cos 6) + C 

Como s ec 0 = y 0 esta en (0, jff) U (tt, |tt), 0 = sec -1 jx. Cuando 
x > 3, 0 < 0 < ^ 7T, y se obtienen sen 0 y cos 8 de la figura 6. Cuando x < 
-3, n < 8 < | n y de la figura 7 se obtienen sen 8 y cos 8. En ambos casos 


FIGURA 6 


sen 8 


Asi, 

I 


= VZH y COS 0 — — 
X X 


dx 




= h{ 


sec-'# + VZZl 


+ C 


= 54 SeC 3 


'# + Vx 2 - 9 c 
18 jc 2 


◄ 



jc < -3 


Observe en el ejemplo 3, el papel importante desempenado por el con- 
tradominio de la funci6n secante inversa. El hecho de que 0est6 en el primer 
o tercer cuadrante permite concluir que tan 8 > 0, de modo que V tan2 6 = 
tan 8. Recuerde que en la seccion 5.7, donde se eligio este contradominio, se 
indico que dicha eleccion rendiria frutos en esta seccion. 


► EJEMPLO 4 Utilice una sustitucion trigonometrica para de- 
mostrar que si u > a > 0, entonces 



= ln(w + 


V« 2 - a 2 ) + C 


FIGURA 7 



Solucion De la sustitucion indicada en el caso 3, sea u = a sec 8, donde 
0 < 8 < Entonces dx = a sec 8 tan 8d8 y Vw 2 ~ a 2 = a tan 8. Por 
tanto. 




a sec 8 tan 6 dd 
a tan 8 

sec 8d8 


= ln(sec 8 + tan 8) + C 


Observe que no se emplearon las barras de valor absoluto porque tanto sec 8 
como tan 8 son positivos en este caso. De la figura 8 se determina tan 8, donde 

i ? 5" 

tan e = a 

a 

Por tanto. 



= ln (s t VEZZ) + C, 

= ln(« + Vm 2 ~a 2 ) - lna + C| 
= ln(« + a/w 2 “ a 2 + C 


FIGURA 8 


donde C ~ C\ - In a. 


◄ 
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La formula de integracidn indefinida del ejemplo 4 se mostrd en la seccidn 
5.9 como una expresion, en terminos de un logaritmo natural, de la fdrmula ( 1 0) 
del teorema 5.9. 1 0, el cual tambien expresa la integral en terminos de la funcidn 
coseno hiperbolico inversa. La mayoria de las tablas de integrales proporcionan 
las dos formas. 



► EJEMPLO 5 Calcule el valor exacto de 

f 2 * 

Jl (6 - ^2)3/2 

y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solution La integral indefinida correspondiente pertenece al caso 1. Se 
restringe 0al primer cuadrante porque los limites de la integral definida indican 
que x > 0. Por tanto, se considera x = V6 sen 0, donde 0 < 0 < -it. 
Entonces dx = V6cos OdO y 

(6 - r ! ) 3/2 = (6 - 6 sen 2 0)3/2 
= 6 V6 ( 1 - sen 2 0 ) 3 ^ 2 
= 6 V6 (cos 2 0) 3/2 
= 6 V 6 cos 3 0 

En consecuencia, 

f dx _ f V6 cos 0 dO 

J (6 - x 2 ) 3 / 2 “ J 6V6cos 3 0 

= 1 f dO 
6 J cos 2 0 

sec 2 OdO 

= |tan 0 + C 

De la figura 9 se determina tan 0 obteni6ndose 


rJ L_f 

6Vb - x 2 J] 

_L 1_ 

3 V 2 6 V 5 

V2 _ V5 
6 30 

5V2 - V5 
30 

A fin de apoyar esta respuesta, se calcula en la graficadora 
NINT(l/(6 - x 2 ) 3/2 , 1,2) = 0.1611666611 


tan 0 = 
Por tanto, 

f2 


V6 - jc 2 


f 


dx 


(6 - * 2 ) 3 / 2 



Con el mismo numero de digitos significativos 


5V2 - V5 
30 


0.1611666611 


lo cual apoya la respuesta. 


4 
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EJERCICIOS 7.3 


En los ejercicios I a 12, evalue la integral indefinida, yapoye la 
respuesta numerica o graficamente en la graficadora, segun lo 
desee. 


1 . 

f * 

2 . 

f^ 4 -* 2 dx 

J x 2 m‘4-x 2 

J X 2 

3. 

f dx 

4 . 

f * 2 dx 

J xy'x 2 + 4 

J 4x 2 +6 

5. 

f X dx 

6 . 

f ^ 


J 4* 2 - 25 

J (2 + x 2 ) 3/2 

Jr 

f , .dx _• 

8 . 

f dw 


J- (Ax 2 -,9) 3/2 

J W 2 yjw 2 - 1 

9. 

f sec2 * dx 

10 . 

r d Z 

J (4 - tan 2 *) 3/2 

J (z 2 - 6z + I8) 3/2 

11 . 

f I" 3 w ,/„■ 

12 . 

f e ~ x dx 

J vWln 2 w> - 4 

J ( 9e -2j + 1)3/2 

En los ejercicios 13 a 22, determine el valor exacto de la inte- 
gral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 

graficadora. 



13 . 

r 4 

f * 

J 1 x 425 - x 2 

14 . 

f Vl - U 2 du 

Jo 

15 . 

c 2 

16 . 

f 3 ‘k 

J 2 + 25 

J 1 x A 4l6 + x 2 

17 . 

r 4 

f * 

18 . 

r 4 

f dx _ 

J 2 ^4x + x 2 

Jo (16 + x 2 ) 3/2 

19. 

f 2 * 3 ^ 

20 . 

T * 

Jo 4l6-x 2 

J 1 ^4jc - jc 2 

21 . 

r° 

j 4* 

22. 

f 3 ^ 

J-2 (5 - 4x - x 2 ) 3/2 

J2 x^x 4 - 4 


En los ejercicios 23 a 30, apr oxime a cinco digitos significativos 
el valor de la integral definida utilizando NINT en la graficadora. 
Confirme anah'ticamente la respuesta. 



En los ejercicios 31 a 33, emplee los metodos anteriores a esta 

seccidn ( esdecir, sin una sustitucion trigonometrica) para evaluar 

las integrales. 

31 . I , 3 dx 32 . I , 5x dx 

J W4jt 2 - 9 J S - 2x 2 

33. j 2/iZii ^ 

34 . Determine el drea de la regidn limitada por la curva 
y = Vjt 2 - 9 /jc 2 , el eje x y la recta x = 5. 

35 . Calcule la longitud de arco de la curva y - In x desde el 
punto dondex = 1 hasta el punto donde x = 3. 

36 . Obtenga el volumen del sdlido generado al girar la region del 
ejercicio 34 alrededor del eje y. 

37 . Determine el volumen del sdlido de revolution generado 
cuando la regidn ubicada a la derecha del eje y limitada por la 
curva y — x \9 jc 2 y el eje x, se gira alrededor del eje x. 

38 . Calcule la longitud de arco de la parabola y ~ x 2 desde el 
punto (0, 0) hasta el punto (1, 1). 

39. Determine el centra de masa de una barra de 8 cm de longitud 
si la densidad lineal en un punto a x centimetros del extremo 
izquierdo es V x 2 +36 gramos por centfmetro. 

40 . La densidad lineal de una barra en un punto a x metros de un 

extremo es V 9 + x 2 kilogramos por metro. Obtenga la ma- 
sa y el centra de masa de la barra si esta mide 3 m de longitud. 

41 . Determine el centroide de la region limitada por la curva 
yx 2 = V* 2 - 9 , el eje x y la recta x = 5. 

42 . Utilice integration para obtener Kr 2 unidades cuadradas 
como el drea de la regiOn acotada por una circunferencia de 
r unidades de radio. 

43 . Un tubo cilindrico horizontal tiene un didmetra interior de 
4 pie y esta cerrado en un extremo mediante una compuerta 
circular que cubre exactamente la salida del tubo. Si el tubo 
con tiene agua a una profiindidad de 3 pie, calcule la fuerza 
ejercida por la presiOn del agua sobre la compuerta.* 

44 . Una compuerta de una acequia tiene la forma de un segmen- 
to (casquete) de cfrculo de 4 pie de radio. La parte superior 
de la compuerta es horizontal y estd 3 pie arriba del punto 
mds bajo de la compuerta. Si el nivel del agua estd 2 pie por 
arriba de la parte superior de la compuerta, calcule la fuerza 
ejercida por la presiOn del agua sobre la compuerta. 
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45. El tanque para gasolina de un automdvil tiene la forma de 
cilindro circ ular recto de 8 pulg de radio con un eje horizontal. 
Calcule la fuerza debida a la presidn de la gasolina cuando 
6sta tiene una profundidad de 12 pie y si la densidad de la 
gasolina es de 0.39 oz/pulg 3 . 

46. Una tractriz , la cual tiene aplicaciones en problemas de per- 
secution, es una curva tal que la longitud del segmento de cada 
recta tangente desde el punto de tangencia hasta el punto de 
intersection con el eje * es una constante positiva a. Vea la 
figura adjunta. Demuestre que una ecuacidn de la tractriz es 

■t = a ln( — — ~ — - ) ~ 

Sugerencia: sea P(x, y ) cualquier punto de la tractriz y sea a 
el angulo de inclination de la recta tangente a la tractriz en P. 
Muestre que sen a = y/a , y en consecuencia que tan 
a — ~ y 2 • Despuds resuelva la ecuaciOn dife- 

rencial 

dy = 21 

donde y = a cuando x = 0. 


encuentre a 12 pie del muelle? Exprese la respuesta con dos 
cifras decimales. (b) ^Que tan alejado estara el bote del 
muelle cuando usted halla caminado 20 pie? Exprese la 
respuesta con dos ciffas decimales. Necesitara la graficadora 
para resolver la ecuaciOn. 



48. Suponga que un perro, que persigue a un conejo, se mueve 
sobre la curva de persecution, una tractriz (vea el ejercicio 
46), de modo que siempre avanza en direction del conejo, y 
que la la rapidez del perro nunca excede a la del conejo. 
Refierase a la figura adjunta donde el conejo, inicialmente 
ubicado en el origen, se mueve a lo largo del eje y el perro 
estaba inicialmente en el punto (0, a). Explique por que el 
perro siempre esta a la misma distancia del conejo, de modo 
^-que nunca lo atrapara. 





47. Suponga que usted pertenece a la marina y que esta en la orilla 
de un muelle mientras jala un bote mediante una cuerda de 
1 5 pie de longitud, de modo que el bote se desplaza sobre una 
tractriz (vea el ejercicio 46). RefiCrase a la figura adjunta 
donde el muelle esta a lo largo del eje x, y que inicialmente 
usted estaba en el origen y el bote en el punto (0, 15) sobre el 
eje y. (a) ^Cuanto habra caminado usted cuando el bote se 





49. (a) Utilice la sustitucion trigonometric a x = 2 sec 8 para 
determinar el valor exacto de la integral 



(b) Explique por que no puede emplearse la sustitucion 
trigonomdtrica x - 2 sen 6 para evaluar la integral defini- 
da del inciso (a). 


7.4 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 
Y CRECIMIENTO LOGISTICO 


Usted sabe como combinar dos o mas expresiones racionales en una expresion 
racional mediante adicidn o sustraccion. Por ejemplo, 

— 3 - - + ^L_ = — lx — \ — (l) 

x + 2 x - 3 (x + 2)(x - 3) w 

Suponga que se desea lo contrario, es decir, representar una expresion racional 
simple como una suma de dos o mas cocientes simples, ilamados fracciones 
parciales Necesitard realizar esto con frecuencia cuando integre funciones 
racionales. 
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En su curso de algebra o de matematicas previas al Calculo aprendio cdmo 
escribir una funcidn racional como la suma de fracciones parciales. Si no lo hizo 
y desea un repaso, o si nunca ha estudiado fracciones parciales, lea la seccion 
A. 1 1 del apendice antes de continuar con esta seccion. 


► EJEMPLO 7 Evalue 



y apoye gr£ficamente la respuesta. 


Sollicion Al factorizar el denominador del integrando se obtiene 


lx - 1 = lx - 1 

x 1 - X - 6 (X + 2)(x - 3) 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 


NDER (In | (x + 2) 3 (x - 3) 4 | , x) 


Observe que el miembro derecho de esta ecuacion es el mismo que el miembro 
derecho de la ecuacion (1). En el ejemplo ilustrativo de la seccidn A.l 1 del 
apendice se descompone esta fraction en las fracciones parciales del miembro 
izquierdo de la ecuacion (1). Por tanto, 

f , 7 * ~ 1 dx = f —5— dx + f — dx 

J x 2 - x- 6 J x + 2 J x- 3 

= 3 1n|jc + 2| + 4 In | x - 3 | + C 
= In | (x + 2) 3 | + In | (x - 3) 4 | + C 
= In | (x + 2)\x - 3) 4 | + C 

La figura 1 muestra las graficas de 


FIGURA 1 


> = y NDER(ln | (x + 2)\x - 3) 4 |,x) 


trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. Como las 
grdficas coinciden, se ha apoyado la respuesta. A 


► EJEMPLO 2 Evalue 

[ du 
) U 2 -a 2 

.. ?■ -v.V 

Solucion 

i = _a_ + g » . r ; 

u 2 - a 2 u - a u + a 
Si se multiplica por (w - a)(u + a) se obtiene 
1 = A(u + a) + B(u ~ a) 

1 = (A + B)u + Aa - Ba 

Al igualar los coeficientes se tiene 


A + B = 0 
Aa - Ba = 1 
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Si se resuelve este sistema para A y B, se obtiene 


A = 


2 a 


B = “y- 
2 a 


Por tanto. 


r du _ i r du _ i r du 

J u 2 - a 2 2a J u - a 2a J u + a 


-J- In | w - a\ - J-lnltt + a\ + C 
2a 1 1 2a 1 1 


= :r-ln 


2a \u + a 


+ C 


El tipo de integral del ejemplo anterior ocurre con demasiada frecuencia 
por lo que se presenta como una formula. No es necesario memorizarla porque 
la integracion mediante fracciones racionales es muy simple. 


du 


= J^in 


\u - a 


\ u 2 - a 2 2 a \u + a 
Si se tiene j duj(a 2 - u 2 ), se escribe 
f du = _ f du 

J a 2 - u 2 J u 2 - a 


+ C 


( 2 ) 


2 

u - a 
2 a \u + a 


= -^-ln 


= -±-ln 


+ C 
+ C 


2a I m + a I 
Esta integral tambien esta listada como una formula. 



2- In 

2a a + a 


+ C 


(3) 


Esta formula se presento en la seccion 5.9 como la representapion me- 
diante un logaritmo natural de la formula (11) del teorema 5.9. 10, en el cual 
tambien se expresa la integral en terminos de una tangente o cotangente hiper- 
bolica inversa. Encontrara las formulas (2) y (3) junto con sus representaciones 
mediante funciones hiperbolicas inversas, como las formulas 25 y 26 de la tabla 
de integrales del final del libro. 

En la seccion 5.6 se estudio el crecimiento exponencial que ocurre cuando 
la tasa de crecimiento de una cantidad es proporcional a la cantidad presente en 
un instante dado. El modelo matematico de esta situacion es 

fit) = Be k < (4) 

donde k es una constante positiva, B unidades es la cantidad presente inicialmen- 
te y /( 0 unidades es la cantidad presente a las t unidades de tiempo, donde 
fit) > B para toda t > 0. Tambien se estudio en la seccion 5.6 el crecimiento 
limitado, el cual ocurre cuando una cantidad se incrementa a una tasa proporcional 
a la diferencia entre un numero positivo fijo A y su tamano. Un modelo 
matemdtico para el crecimiento limitado es 
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m 



f(t) = A - Be~ kt (5) 

donde B y k son constantes positivas y A - B < f(t) < A para t > 0. Las 
grdficas de (4) y (5) se presentan en las figuras 2 y 3, respecti'vamente. 

Considere ahora el crecimiento de una poblacidn que esta afectado por el 
medio ambiente que le impone un lfmite superior a su tamano. Por ejemplo, 
el espacio o la reproduction pueden ser factores limitados por el medio ambien- 
te. En tales casos un modelo matematico de la forma (4) no se ha aplicado debi- 
do a que la poblacidn no se incrementa mds alia de cierto punto. Un modelo que 
toma en cuenta factores del medio ambiente se obtiene cuando una cantidad 
crece a una tasa que es conjuntamente proporcional a su tamano y a la diferencia 
entre un numero positivo fijo A y su tamano. Asi, si y unidades es la cantidad 
presente a las t unidades de tiempo, entonces 


m 



dy 

dt 


= ky(A - y ) 


( 6 ) 


donde k es una constante positiva y 0 < y < A para t > 0. A fin de resolver 
(6), primero se separan las variables y se obtiene 


dy 

y(A - y) 
dy 


= kdt 




(7) 


A1 escribir el integrando de la izquierda como la suma de fracciones 
parciales se obtiene 


1 = i(i + _0 

y(A - y) AVy A - y } 


De modo que 

f-*_ = lf(l + _L_U 

J y(A - y) A J \ y A- y) y 

= j(ln|>| - ln|/l - >|) + Cj 


Por tanto, de (7), se tiene 


j(\n\y\ - In | A - y|) = kt + C 2 
In | A - y\ - In |y | = -Akt - AC 2 



= -Akt - AC 2 

__ e ~Akt e ~AC 2 


Como 0 < y < A, (A - y)jy > 0. Por tanto, se pueden omitir las barras de 
valor absoluto y con B = e~ AC i se tiene 


A - y = Bye Akt 
y( 1 + Be~ Ak 0 = A 

A 

y = 


1 + Be~ Akt 


( 8 ) 



576 CAPITULO 7 TECNICAS PE INTEORACibN, FORMAS INPETERMINADAS E INTEGRAIES IMPROPIAS 


A1 considerar y = /(/), se escribe esta ecuacidn como 


f<f\ = 


(9) 


donde A, By k son constantes positivas. Para dibujar la grafica de/, primero 

considere el h'mite Hm /(/). De (9), 

<->+<*> 


Hm fit) = 


A 

1 + B Hm e~ Akt 

t—> + OO 

A 

1 + B • 0 


= A 


m 



FIGURA 4 


y fit) se aproxima a A mediante valores menores que A. Por tanto, la recta 
ubicada a A unidades por arriba del eje / es una asfntota horizontal de la gr£fica 
de/. Como/(0) = A/(\ + £),lagr£ficaintersectaaleje/(/)enA/(l 4- B). En 
el ejercicio 44 se le pedira que demuestre que la grafica de/tiene un punto de 

inflexidn en t = ~~ In B. Con esta informacidn se dibuja la grdfica de/, la cual 
se muestra en la figura 4. A esta grafica se le llama curva de crecimiento logistico. 
Observe que cuando t es pequeno, la grafica es semejante a la del crecimiento 
exponencial de la figura 2, y conforme t crece, la curva es an&loga a la del 
crecimiento limitado de la figura 3. 

Una aplicacidn del crecimiento logistico en economia es la distribucidn de 
informacidn acerca de un producto particular. El crecimiento logistico es em- 
pleado por los biologos para describir la propagation de una enfermedad y por 
los socidlogos para describir la difusion de un rumor o de un chiste. 


► EJEMPLO 3 En una comunidad de 45 000 habitantes, la tasa de 
crecimiento de una epidemia de gripe es conjuntamente proporcional al numero 
de personas que ban contraado la gripe y el numero de personas que no se han 
contagiado. (a) Si 200 personas tienen la gripe al brote de la epidemia y 2 800 
la tienen despues de 3 semanas, obtenga un modelo matemdtico que describa la 
epidemia. (b) Trace la grafica del modelo matematico en la graficadora. Estime 
a partir de la grafica cu6ntas personas se espera que contraigan la gripe (c) 
despues de 5 semanas, (d) despu^s de 10 semanas. Confirme analiticamente las 
estimaciones. (e) Si la epidemia continua indefinidamente, ^cu^intas personas se 
contagiar&n de gripe? 


Tablal 


i 

0 

3 

5 

10 

y 

200 

2800 

?5 

>10 


Solucion 

(a) Si t semanas han transcurrido desde el brote de la epidemia y y personas 
tienen la gripe despu^s de t semanas, entonces 

$ = ky (45 000 - y) (10) 


donde k es una constante y 0 < y < 45 000 para/ > 0. Las condiciones 
de frontera se tienen en la tabla 1, donde y 5 y y 10 son el numero de perso- 
nas que tienen la gripe despues de 5 y 10 semanas, re speed vamente. 

La ecuacion diferencial (10) es de la forma (6), y su solucion general 
es de la forma (8). Por tanto, la solucidn general de (10) es 

45 000 

y ~ \ + Be' 45 <>00*' 


(ID 
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Comoy = 200 cuando t = 0, de (11) se tiene 

45 000 
1 + Be 0 
225 

224 

A1 sustituir este valor de B en ( 1 1 ) se obtiene 
45 000 

y | + 224<r 45000 *' 

Cuando t = 3, y = 2 800. De modo que de (12) se tiene 


1 + 

1 + 

,,-135 ooofc _ 15.0714 
" 224 

-135 000* = In 0.0672830 

k = In 0.0672830 
135 000 


2 800 = 
224^ _ D5 000t _ 

224e~ l35 000k = 


1 + 224*r 135000 * 
45 000 

2 800 
16.0714 


200 = 
1 + B = 
B = 


( 12 ) 


Si se sustituye este valor de k en (12) resulta 



45 000 

1 + 224tf“ 0 - 899616 * 


(13) 


la cual es el modelo matem&tico deseado. 

(b) La figura 5 muestra la grafica de (13) trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [0, 15] por [0, 50 000]. A1 emplear el rastreo (trace) y el aumento 
( zoom in), se estima que (c) cuando t = 5, y = 12 882; y (d) cuando 
t = 10, y - 43 785. Ahora se confirmaran analfticamente las estima- 
ciones. 

(c) Comoy = y 5 cuando / = 5, (d) Comoy = y^o cuando/ - 10, 


[0, 15] por [0. 50 000] 
45 000 

V l + 2 24,- a899616 ' 


?5 


45 000 

1 + 224*T 4 * 498( > 8 


45 000 

^ 10 “ 1 + 224*" 8 - 99616 


= 12 882.2 


= 43 785.0 


FIGURA 5 


Estos valores confirman las estimaciones. 


Conclusion: Despues de 5 semanas, 12 882 personas tendran la gripe, y 
despues de 10 semanas se espera que la tengan 43 785 personas. 

(e) A1 calcular lim y se obtiene 


45 000 s 45 000 

1 + 224£T a899616 ' ~~ 1 + 224-0 
= 45 000 


Conclusion: La comunidad completa de 45 000 habitantes contraerd la 
gripe si la epidemia continua indefinidamente. <4 
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► EJEMPL0 4 En el ejemplo 6 de la seccion 1 .3 y en el ejemplo 4 
de la seccion 3.2, se tuvo la siguiente situation: en una comunidad de 8000 
personas, la tasa a la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al 
numero de personas que lo han escuchado y al numero de personas que aun no 
lo han escuchado. Cuando 20 personas han escuchado el rumor, 6ste se difunde 
a una tasa de 200 personas por hora. (a) Si inicialmente 4 personas han escucha- 
do el rumor, obtenga un modelo matemdtico que exprese el numero de personas 
que lo han escuchado como una funcion del numero de horas que se ha difundi- 
do el rumor. Determine cuantas personas han escuchado el rumor despues de 
(b) 5 min, (c) 15 min, (d) 30 min, (e) 1 h, y (f ) 1 h 30 min. (g) Demuestre que la 
poblacion completa escuchara el rumor dentro de 2 h. (h) Utilice la respuesta 
del ejemplo 4 de la seccion 3.2 para determinar el tiempo en el que el rumor se 
difunde a la tasa maxima. 


Solution En el ejemplo 6 de la seccion 1 .3 se mostrd que si/(;t) personas 
por hora es la tasa a la que el rumor se difunde cuando x personas lo han 
escuchado, entonces 

Ax) = ^48 000 - x) 

Ahora denote la tasa por dxjdt, en lugar de/(jc), de modo que la difusion del 
rumor estd descrita por la ecuacion diferencial 

| . Jj^OCO - „ (14) 


(a) La ecuacion diferencial (14) es de la forma (6) con A - 8 000 y k = 
Por tanto, de (8), la solucion general de (14), con x sustituida por 
git ), es 


git ) = 


8000 

1 + 000 / 798 )* 


(15) 


Observe que g(r) personas han escuchado el rumor cuando este se ha 
difundido por t horas. Como 4 personas escucharon el rumor inicialmente, 
entonces g(0) = 4. Asf, 

t _ 8000 
1 + Be 0 
1 + B = 2 000 
B = 1999 


Al sustituir este valor de B en (15) se obtiene el modelo matematico 
requerido: 


git) = 


8000 

1 + J 999^ -(8 000/798 )f 


(16) 


En los incisos (b)-(f), como t se mide en horas, se convierte el tiempo 
indicado a horas y se calculan los valores de funcion requeridos: 


(b) *(£) = 9.2 (c) *(0.25) = 48.8 (d) £(0.5) = 559.4 

(e) £(1) = 7349.5 (f) £(1.5) = 7995 


Conclusion: En 5 min, 9 personas han escuchado el rumor; en 15 min, 
48 personas lo han escuchado; en 30 min, 559 personas lo han escuchado; en 
1 h, 7 349 personas lo han escuchado; en 1 h 30 min, 7 995 personas lo han 
escuchado. 
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(g) Se caicula g( 2) = 7 999.97, de lo cual puede asumirse que la comunidad 
completa de 8 000 habitantes ha escuchado el rumor en 2 h. 

(h) En el ejemplo 4 de la section 3.2, se mostro que el rumor se difundio a la tasa 
maxima cuando 4 000 personas, la mitad de la poblacion, habian escuchado 
el rumor. Se desea determinar el valor de t para el cual g(t ) = 4 000. Si se 
sustituye 4 000 por g(r) en (16) se tiene 


4000 

1 + 1999*r( 8 ooo/798)/ 
^-(8 000/798)f 
^(8000/798)/ 


8 000 

1 + 1 999^8 000 / 798 )/ 

2 

1 

1999 

1999 


8 000 1 
798 


t 

t 


In 1 999 

798 In 1 999 
8000 
0.75814 


A1 convertir 0.75814 h a minutos se obtiene 45.5 min. 


Conclusion: El rumor se difunde a la tasa maxima 45.5 min despuds de 
que se initio, en dicho tiempo la mitad de la poblacion ya ha escuchado el 
rumor. ^ 


En quimica, la ley de action de masas para las reacciones de segundo 
orden proporciona una aplicacion de la integracion que conduce al uso de 
fracciones parciales. En ciertas condiciones, una sustancia A reacciona con otra 
sustancia B para formar una tercera sustancia C de tal modo que la tasa de va- 
riation de la cantidad de C es proporcional al producto de las cantidades de A 
y B que no han reaccionado aun en un instante determinado. 

Suponga que inicialmente se tienen a gramos de A y gramos de B y que 
r gramos de A se combinan con 5 gramos de B para formar (r + s) gramos de 
C . Si jc gramos de la sustancia C estan presentes a las t unidades de tiempo, en- 
toncesCcontiener;c/(r + .v) gramos de A y sxj(r + .s) gramos de B. Entonces el 
numero de gramos de la sustancia A que aun no reaccionan es a - rxj(r + s), 
y el mimerode gramos de la sustancia B que aiin no reaccionanes/3 - sxj{r + 5 ). 
Por tanto, de la ley de accidn de masas se tiene 


dx 

dt 


= k( a — 

V r + 


sx 

r + s 


donde K es la constante de proporcionalidad. Esta ecuacion puede escribirse como 




Al considerar 


k = 


Krs 


a = 


(r + s ) 2 r 

esta ecuacidn se transforma en 

= k(a - x)(b ~ x) 

Al separar las variables de ( 17) se obtiene 


b =^3 


dx 

{a - x)(b - x) 


kdt 


( 17 ) 
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Si a = b, entonces el miembro izquierdo de la ecuacidn anterior puede inte- 
grarse mediante la formula de la potencia. Si a ^ b, se pueden emplear las 
fracciones parciales para la integracion. 


Tabla 2 


t 

0 

10 

15 

X 

0 

2 

*15 


► EJEMPL0 5 En una reaction quimica se combina una sustan- 
cia D con una sustancia E para formar una sustancia F de modo que la ley de 
action de masas se cumple. Si en la ecuacion (17) a = 8 y b = 6, y 2 g de la 
sustancia F se han formado en 10 minutos, ^cu£ntos gramos de F se formaran en 
15 min? 

Solution Sean x gramos de sustancia F presen tes a los t minutos. Las 
condiciones de frontera se tienen en la tabla 2, donde jc t5 gramos de sustancia 
f’estan presentes a los 15 min. La ecuacion (17) se transforma en 

dx 


dt 


= k(S - jc)(6 - jc) 


A1 separar las variables se obtiene 

! a - ,% - ,> = k \- 


( 18 ) 


jc)(6 - x ) 

Si se escribe el integrando como la suma de dos fracciones parciales se tiene 

1 = A B 

(8 - x)(6 - x) 8 — jc 6 - x 

1 = A(6 - x) + B( 8 - x) 

A1 sustituir 6 por x resulta B = | , y si se sustituye 8 por x se obtiene A = - y . 
En consecuencia, se escribe ( 1 8) como 

dx 


\ =k(d, 

J 8 - x 2J 6 - x J 


A1 integrar se tiene 
iln 1 8 — jc| ■ 


iln]6 - *| + iln|C| 


In 


C( 8 - jc) 


= kt 
= -2 kt 


$ £ = Ce~ 2kt 

8 - x 

Si se sustituye jc por 0 y t por 0 en esta ecuacion se obtiene C = | . Asi, 

6 - * = 3 -2*/ 

8 - jc 4 

A1 sustituir jc por 2 y t por 10 en (19) se tiene 
4 _ 3 .-20* 

6 4^ 

Z7-20* _ 8 


( 19 ) 


Si se sustituye jc por jc 15 y / por 15 en (19) se obtiene 


6 - *15 

8 - * 15 

4(6 - x 15 ) = 3(e- m )H 2 (8 - x l5 ) 


- 2 - 30 * 
” 4^ 
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24 - 4 jc i5 = 3 ( | ) 3 ^ 2 (8 - x l5 ) 

24 - 4jc 15 = 1^(8 - x l5 ) 

, _ 54 - 32 V 2 

15 9 - 4V2 

•*15 “ 2.6 

Conclusion: En 15 min se tendran 2.6 g de la sustancia F. 4 

En el ejemplo siguiente, uno de los factores del denominador es cuadr2- 
tico. Refierase otra vez a la seccion A. 1 1 del apendice, en donde se encuentra 
el procedimiento de la descomposicion en fracciones parciales de este caso. 


► EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis digitos significativos el valor de 


f 


r2 - 


x 5 


(x - 1)(JC 2 + 2x + 2) 


dx 


Confirme analiticamente la respuesta. 

Sol UC ion En la graficadora se obtiene 

NINTI * 2 V-' 5 ,2,3) = -0.0857470 

V (jc — l)(x 2 + 2x + 2) ) 

A fin de confirmar la respuesta se evalua la integral definida empleando la 
descomposicidn en fracciones parciales del ejemplo ilustrativo 3 de la seccion 
A. 1 1 del ap^ndice. Asf, 


r 


(x - 1)(JC 2 + 2x + 2) 


dx = 


" 3 2 xdx 

2 x 2 + 2x + 2 



dx 

x 2 + 2x + 2 



( 20 ) 


Paraintegrar|(2^dlx)/(x 2 + 2x + 2), observe que la diferencial del denomina- 
dor es (2x + 2 )dx\ por lo que se suma y resta 2 en el numerador, obteni^ndose 


r 2 xdx 

(2x + 2 )dx 

r 

dx 

J x 2 + 2x + 2 

x 2 + 2x + 2 j 

X 2 + 2jc + 2 


Si se sustituye de esta ecuacion en (20), se reducen t^rminos y se escribe 
jc 2 + 2x + 2 como (jc + l) 2 + 1 , se tiene 


r 


X 2 - X - 5 
(x - i)(x 2 + 2x + 2) 


dx = 


r3 (2x + 2 )dx f 3 dx 

2 x 2 +2x + 2 ] 2 (x + l) 2 + 1 


= ln|jc 2 + 2 jc + 2| + tan _1 (jc + 1) - ln|jc 


jc 2 + 2jc + 2 

+ tan l (x + 1) 

x - 1 

_ 


= In— + tan 1 4 - In 10 - tan *3 
= -0.0857470 


r 


dx 

x - 1 


lo cual confirma la respuesta. 


4 
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EJERCICIOS 7.4 


En los ejercicios 1 a 20, evaliie la integral indefinida y utilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numerica o graficamente, 
segun desee. 


dx 

x 2 - 4 


"/ 
1 / 


4w - 11 
2 w 2 + 7w - 4 

dx 


dw 


<! 

*• / 


5* - 1 
* 2 - 1 


dx 


4x - 2 

x 3 - X 2 - 2x 
9 1 2 - 26t - 5 


-dx 


St 2 


5t - 2 


dt 


Sugerencia para los ejercicios 5 y 6: divida el numerador entre el 
denominador. 


7. f 

J (t + 


dt 


(f + 2) 2 (r + l) 




3x 2 - x + \ 


9. f — ^ 

J * 3 + 3x 2 
11 j 6 * 2 ~ ~ 1 




-dw 


4* 3 - 


10 . f » 2 ± 4w - 1 < 

J W 3 - W 

12 . [ 

J 2jc 3 + x 

14 ‘ / 2f 4 + 5f 2 + 2 * 

16 '/^ 

17. f * 2+ * & 18. f 2* 2 + 3^2 

19. f sec 2 t(scc 2 , + \) dl 20 C . * 

J tan 3 f + 1 J (e 2x + l) 2 


13. f *±A- dx 
J x 3 + 4x 

15./ 


dx 
16* 4 - 1 


29. 


31. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


J f* 1 - r 0.5 . 

* + ?* + 3 dx 30. I l±±dt 

o x 3 + JC 2 + JC + 1 Jo 1 - t 3 

J r In 3 r 

-IT 2 —* 32 ' f 

In 2 e 2t + 16 J* 


-dx 


ff /6 sen x + sen 


Determine el area de la region limitada por la curva 
y - (x - 1 )j{x 2 - 5x + 6), el eje x y las reqtas jc = 4 y 
x = 6. 


Calcule el 3rea de la region del primer cuadrante acotada 
por la curva (jc + 2) 2 y = 4 ~ x. 

Determine el volumen del solido de revolucidn generado al 
girar la regidn del ejercicio 33 alrededor del eje y: 

Calcule el volumen del solido de revolucidn generadd si la 
region del ejercicio 34 se gira alrededor del eje jc . 

Determine el centroide de la regidn limitada por la curva 
y = (x - 1 )/(jc 2 - 5x + 6), el eje x y las rectas jc = 4 y 
x = 6. 

Determine el centroide de la region del primer cuadrante 
acotada por la curva (jc + 2) 2 y = 4 - x. 

Calcule el 3rea de la regidn acotada por el eje *1 el eje y, la 
curva y{x 2 + l) 3 = x 3 y la recta* = 1. 

Determine el area de la region limitada por el eje jc, el eje y, 
la curva yfr 3 + 8) = 4 y la recta jc = 1. 

Calcule el volumen del solido de revolution generado al 
girar la region del ejercicio 40 alrededor del eje y. 

Determine la abscisa del centroide de la region del ejerci- 
cio 40. 

Utilice los metodos anteriores a los de esta section (es decir, 
sin emplear fracciones parciales) para e valuar las integrales : 


(a) 


/ 


(x 2 - 4jc + 6) dx 
x 3 - 6x 2 + 18 jc 


(b) 


Sx + 1 
(x + 2) 4 


dx 


En los ejercicios 21 a 26, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 


21. 


22. 


J 1 X 3 + X 1 


23. 

C x *- 4x 2 + 3 dx 

24. 


J 1 X 3 + 2x l + x 


25. 

f 44 + 5x2 dx 

1 1 dr + 

26. 


/: 

r 

r 


- / - t - 4 - dx 

lx 2 + 5x + 2 

2x 2 + 13* + 18 j 

— = 7. OX 

x 3 + 6jc 2 + 9x 


x dx 

x 3 + 2jc 2 + x + 2 


En los ejercicios 27 a 32, emplee NINT en la graficadora para 
estimar con seis digitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analiticamente la respuesta. 


2? - r 


5a 2 - Sx + 18 
9x - x 3 


dx 28. 


•r 


5a 3 - 4a 
a 4 - 16 


dx 


44. Demuestre que la gr£fica de la funcion/ definida por (9) 

tiene un punto de inflexion en / = -i- In By que y = 

Ak 1 

en ese punto. 

45. Un dfa en la universidad, cuando 5 000 personas asistieron, 
un estudiante oyo que cierto orador de controversia haria 
una aparicidn inesperada. Esta informacidn fue transmitida 
a unos amigos quienes a su vez la pasaron a otros, de modo 
que la tasa de difusion de esta informacion fue conjuntamen- 
te proporcional al numero de personas quienes la escucha- 
ron y el numero de personas quienes no la habfan escuchado. 
(a) Si despues de 10 min, 144 personas sabian del rumor, 
obtenga un modelo matemdtico que describa la difusidn de 
la informacidn. (b) Trace la grafica del modelo matematico 
en la graficadora. Estime a partir de la grafica cuantas per- 
sonas han escuchado el rumor (c) despuds de 15 min, y (d) 
despuds de 20 min. Confirme analiticamente las estima- 
ciones. (e) ^Cuantas personas, eventualmente, escuchardn 
el rumor? 
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46 . El ejercicio 26 de la seccidn 1 .3 y el ejercicio 1 2 de la seccidn 
3.2 tratan la siguiente situacidn: en un ambiente limitado, 
donde 1 millon de bacterias es el numero optimo soporta- 
do, la tasa de crecimiento es conjuntamente proporcional al 
numero de bacterias presentes y a la diferencia entre 1 mill6n 
y el numero de dichas bacterias. (a) Si inicialmente se teni'an 
500 bacterias, obtenga un modelo matemdtico que exprese 
el numero de bacterias presentes como una funci6n del nu- 

* mero de minutos que se han estado reproduciendo las bacte- 
rias. Determine cu&ntas bacterias estardn presentes despu^s 
de (b) 30 min, (c) 1 h, (d) 90 min, (e) 2 h, (f) 150 min. 
(g) Demuestre que el numero optimo de 1 millon de bacterias 
se tendra en 7 h. (h) Utilice la respuesta del ejercicio 12 de 
la seccidn 3.2 para determinar el tiempo en el que el numero 
de bacterias crece a la tasa maxima. Compare el resulta- 
do con el del ejercicio 44. 

47 . El ejercicio 27 de la seccion 1 .3 y el ejercicio 1 3 de la sec- 
ci6n 3.2 tratan la siguiente situacidn: suponga que la tasa de 
crecimiento de una epidemia en Fort Bragg, un peque- 
no poblado del norte de California de 5 000 habitantes, es 
conjuntamente proporcional al numero de personas infecta- 
das y el numero de personas no infectadas. (a) Si inicialmente 
20 personas estuvieron infectadas, obtenga un modelo 
matemdtico que exprese el numero de personas infectadas 
como una funci6n del numero de dfas en que la epidemia se 
ha incrementado. Si la epidemia no se controla, ^cuantas 
personas estaran infectadas despues de (b) 10 dfas, (c) 20 
dfas, (d) 30 dfas, y (e) 60 dfas. (f) Demuestre que si la 
epidemia no se controla, entonces la poblacion entera de 
Fort Bragg estara infectada dentro de 6 meses. (g) Utilice la 
respuesta del ejercicio 13 de la seccidn 3.2 para calcularen 
cuantos dfas la epidemia crecerd a la tasa maxima. Compare 
el resultado con el del ejercicio 44. 

48 . A las 8 a.m. en Fort Bragg (vea el ejercicio 47) 500 residen- 
tes escucharon un anuncio en la radio acerca de un escandalo 
politico. La tasa de crecimiento de la difusion de la infor- 
macidn del escandalo fue conjuntamente proporcional al 
numero de personas que han escuchado acerca del escdndalo 
y el numero de personas que no lo han escuchado. (a) Si a 
las 9 a.m. 2 000 residentes habfan escuchado acerca del 
escandalo, obtenga un modelo matematico que describa la 
difusidn de la information. (b) Trace la grafica del modelo 
matematico en la graficadora. Estime a partir de la grafica 
(c) cudntas personas han escuchado acerca del escandalo a 
las 10 a.m., y (d) a que hora la mitad de la poblacion habrd 
escuchado acerca de el. Confirme analfticamente las 
estimaciones. (e) Demuestre que alrededor de las 3 p.m. la 
poblacidn entera habrd escuchado acerca del escandalo. 

49 . La poblacidn de Mendocino, un poblado cercano a Fort 
Bragg, fluctua de un dfa a otro debido al numero significan- 
te de turistas que visitan la comunidad. Suponga que el dfa 
en que surgid el escandalo politico del ejercicio 48, la po- 
blacidn de Mendocino era de A personas, y que el 20% de 
la poblacidn escuchd el anuncio en la radio a las 8 a.m. De 
igual manera que en Fort Bragg, la tasa de crecimiento de 
la difusidn de la informacion acerca del escandalo en Men- 
docino fue conjuntamente proporcional al numero de perso- 
nas que lo han escuchado y el numero de personas que no la 
han es-cuchado. Si a las 9 a.m. el 50% de la poblaci6n de 


Mendocino han escuchado acerca del escdndalo, ^a que 
hora el 80% de la poblacion lo habrd escuchado? 

50 . En una comunidad en la que A personas son susceptibles a 
un virus particular, la tasa de crecimiento del contagio del 
virus fiie conjuntamente proporcional al numero de personas 
susceptibles que se han contagiado con el virus y el numero 
de personas susceptibles que no se han contagiado. Si el 
1 0% de las personas susceptibles tienen el virus inicialmente 
y el 25% han sido infectados despues de 3 semanas, ^que 
porcentaje de las personas susceptibles se ha infectado 
despues de 6 semanas? 

51 . Suponga en el ejemplo 5 que a = 5, b = 4ylgde sustan- 
cia F se forma en 5 min. ^Cuantos gramos de la sustancia 
F se formaran en 10 min? 


52. Suponga en el ejemplo 5 que a = 6, b = 3ylgde sus- 
tancia F se forma en 4 min. ^Cuanto tiempo se requiere para 
que se formen 2 g de la sustancia FI 


53. En cualquier instante, la tasa a la que una sustancia se 
disuelve es proporcional al producto de la cantidad de la 
sustancia presente en ese instante y la diferencia entre 
la concentration de la sustancia en ese mismo instante y la 
concentration de la sustancia en una solution saturada. 
Inicialmente, se mezcla una cantidad de un material inso- 
luble con 10 libras de sal, y la sal se disuelve en un tanque 
que contiene 20 gal de agua. Si 5 lb de sal se disuelven en 
10 min y la concentration de sal en una solution saturada es 
3 lb/gal, quanta sal se disol verd en 20 min? 


54 . Un fabricante quien comenzO sus operaciones hace cuatro 
anos ha determinado que el ingreso por ventas se ha incre- 


mentado regularmente a la tasa de 


r 3 + 3r 2 + 6t + 1 
t 2 + 3t + 2 

millones de dOlares por ano, donde t es el numero de anos 
que la companfa ha estado en operation. Se estima que el 
ingreso total por ventas se incremental a la misma tasa 
durante los siguientes dos anos. Si el ingreso total por ven- 
tas al cabo del ano fue de $6 millones, <,cual es el ingreso por 
ventas esperado para el nuevo periodo de l ano? De la 
respuesta con aproximaciOn de cientos de dOlares. 


55. Una partfcula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v centimetres por segundo es la velocidad de la partfcula 
a los t segundos, entonces 


v - 


t 2 - t + 1 
« + 2) 2 (r 2 + 1) 


Obtenga una fdrmula para la distancia recorrida por la 
partfcula desde el tiempo t = 0 hasta el tiempo r = r, . 

56. Una partfcula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v pies por segundo es la velocidad de la partfcula a los t 
segundos, entonces 


i 2 + 3l + 2 

Calcule la distancia recorrida por la partfcula desde el 
tiempo t = 0 hasta el- tiempo t - 2. 

57. Compare la curva de crecimiento logfstico con las curvas de 
crecimiento exponencial y crecimiento limitado. i,En que 
difieren y en que son semejantes? 
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7.5 INTEGRACION MEDIANTE OTRAS TECNICAS 
DE SUSTITUCION Y TABLAS 


Se concluye el estudio de tecnicas de integracion mostrando c6mo pueden 
emplearse sustituciones particulares en ciertas situaciones. 

Si una integral contiene potencias fraccionales de una variable x , el 
integrando puede simplificarse median te la sustituci6n 

x = z n 

donde n es el minimo comun denominador de los denominadores de los expo- 
nentes. Esta sustitucion se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO I 

4x dx 


Evalue 


1 


l + ITx 

Solucion Considere x = z 6 ; entonces dx = 6z 5 dz. Asf, 
x ] ^ 2 dx [ z 3 (6z 5 dz) 


f x ] / 2 dx _ f z 3 ( 

J 777 7F = J"T 


+ z 




dz 


A1 dividir el numerador entre el denominador se tiene 


1 


= 6 z 6 - z 4 + z 2 - 1 


7 /2 <fr 

1 + X U 3 J v Z- 

— f\( — 7*7 — — 4 - — 7 2 — 7 4- fan - 1 


-77 )* 


= 6(^z 7 - + }z 3 - z + tan 1 z) + C 

= - fjt 5 ' 6 + 2x 1 ^ 2 - 6jc 1 ^ 6 + 6tan _, jc^ 6 + C 

No se puede dar ninguna regia general para determinar una sustituci6n que 
proporcione un integrando mas simple. El ejemplo siguiente muestra otra 
sustitucion en donde se racionaliza el integrando. <4 


► EJEMPLO 2 


Evalue 


/ 


x 5 ^x 2 + 4 dx 


Solucion Seaz = yjx 2 + 4 . Entonces z 2 = x 2 + 4, y2 zdz = 2xdx. 
Asi, 


J j: 5 ^x 2 + 4 dx = J (* 2 ) 2 V* 2 + 4 C* dx) 
= J (z 2 - 4) 2 z(z dz) 


/ 


= (z 6 - 8z 4 + 16 z 2 )dz 


= iz 7 - I z 5 + ^z 3 + C 
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= ^z 3 [15z 4 - 168z 2 + 560] + C 

= ^j(jr 2 + 4) 3 / 2 [15 (x 2 + 4) 2 - 168(x 2 + 4) + 560] + C 

= j^(x 2 + 4) 3 / 2 (15 x 4 - 48X 2 + 128) + C 4 

Si un integrando es una funcion racional de sen x y cos jc, se puede reducir 
a una funcion racional de z mediante la sustitucion 

z = tan ~x 

como se mostrara por medio de un ejemplo. A fin de obtener la formula para 
sen jc y cos x en terminos de z se utilizan las identidades siguientes: sen 2 y = 
2 sen y cosy y cos 2 y = 2 cos 2 y - 1 con y — ~x. Entonces se tiene, 


sen jc = 2 sen -|jc cos ~x 

sen \x cos 2 \x 

_ O . 2 2 


cos x - 2 cos 2 ^jc - 1 


= 2 tan \x • — T— — 
sec z j- x 

2 tan ~ x 

1 + tan 2 \ x 


2 

1 + tan 2 - jc 

= 7 *-' 

= 1 ~ Z 2 
1 + z 2 


Como z = tan d-jc, entonces 

dz = d sec 2i xdx 
= ±(1 + tan 2 ^x) dx 


A continuacidn, estos resultados se establecen como un teorema. 


7*5.1 Teorema 


S* z — tan entonces 


1 1 — z 2 
cos x — - — 

I + z 2 


► EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis digitos significativos el valor de 


dx 

1 - sen jc + cos jc 


Confirme analfticamente la respuesta. 
Solution En la graficadora se obtiene 


1 - sen x + cos x 


0.534800 
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A fin de confirmar esta respuesta analfticamente, se evalua la integral in- 
defmida considerando z = tan |jc y aplicando las f6rmulas del teorema 7.5.1. 

2 dz 


r dx r i + z 2 

J 1 - sen x + cos x | 2 z 1 - 

- 2 \ 


1 + z 2 1 + z 2 
dz 




(1 + z 2 ) - 2z + (1 - z 2 ) 
dz 


dz 

1 - z 

= -In 1 1 - z | + C 
= — In j 1 - tan^ jc| + C 


Por tanto, 

• 71 j A 


r 

Jo 


7 ^ = -In |i - tan^lT 

1 - sen x + cos x 1 2 


Jo 


= — In 1 1 - tan^j 
= 0.534800 


lo cual confirma la respuesta. 


► EJEMPLO 4 


Considere z = tan ^x para evaluar 


I 


s ecxdx 


Solution Con z = tan ~x y las f6rmulas del teorema 7.5.1, se tiene 


- 2 S 


= In 


= In 


COS JC 


2 dz 

1 H 

1 + z 2 

1 - 

r dz 


1 1 -z 2 


1 + Z I | 

1 1 - z 1 

C 

1 1 + tan j 

JC 1 


1 - tan ^ x 


+ C (de (3) de la seccidn 7.4) 


+ C 


HI valor de j sec jc dx del ejemplo 4 puede escribirse en otra formal considerar 
1 -= tan j K y despues emplear la identidad trigonom£trica 

tan a + tan b 


tan (a + b) = 


1 - tan a tan b 
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De este modo, 

sec xdx - In 


/■ 

J 


tan ^ it + tan ~x 


1 - tan - A n * tan ~x 


+ C 


= ln|tan(|/r + ~*)| + C 


( 1 ) 


Esta formula se muestra en la tabla de integrales, al final del libro, junto 
con la siguiente formula del teorema 5,3.5: 


1 


sec x dx = In sec x + tan x\ + C 


la cual se obtuvo al multiplicar el numerador y el denominador del integrando 
por sec x + tan x. Otra formula mas para esta integral es 


fsecjNfe = + C 

J 2 \ 1 - sen x ) 


( 2 ) 


Se le pedira que deduzca esta fdrmula en el ejercicio 67. 

Cuando un integrando tiene una antiderivada definida explicitamente en 
tdrminos de funciones elementales, se dice que la integral indefinida estd 
expresada en forma cerrada. Se han estudiado algunas tecnicas de integracion 
que pueden aplicarse para obtener una integral indefinida expresada en forma 
cerrada. Sin embargo, en ocasiones puede ocurrir que estas tecnicas no son 
suficientes o conducen a una integracion complicada. En tales casos puede 
emplearse una tabla de integrales. En los manuales de matemdticas se presentan 
tablas de integrales bastante completas. En los libros de Calculo pueden 
encontrarse tablas con las fdrmulas basicas. 

Debido a que en la actualidad existen ciertos programas para algunas 
computadoras y calculadoras que pueden determinar antiderivadas, y que las 
graficadoras pueden aproximar valores de integrales definidas, las tablas de 
integrales no son tan importantes como lo fueron en el pasado. A pesar de esto, 
usted debe aprender como se utilizan dichas tablas y puede encontrar necesario 
aplicar alguna de las tecnicas de integracidn para expresar el integrando en 
alguna forma contenida en dichas tablas. 

Las formulas empleadas en los ejemplos y ejercicios de esta seccidn se 
muestran en la tabla de integrales al final de este libro. Observe que en la tabla, 
el encabezado indica la forma del integrando. Las cinco formulas listadas 
debajo del primer encabezado, Algunas formas elementales , son basicas. El 
ejemplo siguiente utiliza una de las formulas listadas debajo del segundo 
encabezado, Formas racionales que contienen a + bu. 


► EJEMPLO 5 Evalue 

f xdx 

J (4 - x) 3 

Solution La formula 10 de la tabla de integrales es 


f u du 1 

a 

1 

J (a + bu ) 3 b 2 

2(a + bu) 2 

a + bu 


+ C 
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A1 emplear esta f6rmula con u = x, a = 4yb-~\se tiene 

+ C - 


x dx __ j 

4 

1 

J (4 - x) 3 (-1) 2 

2(4 - x) 2 

4 - JC_ 


1 


(4 - jc) 2 


+ C 


► EJEMPLO 6 


Evalue 


1 


6 - 2e 2 * 


dx 


Solucion Si se considera u = e x y du = e x dx , la integral dada se 
transforma en 


1 : 


du 


6 - 2 u 1 
La formula 25 de la tabla es 
du 


S 


= fm 1LUL + C 

a 2 - u 2 2 a u - a 


(3) 


(4) 


Esta formula puede aplicarse si el coeficiente de u 2 de la integral (3) es 1 en 
lugar de 2. Asi, se escribe 


f du _ J_ f du 

J 6 - 2 u 2 2 J 3 - u 2 


6 - 2 u 2 7 1'*- M 2 

Para la integral del miembro derecho se aplica (4) con a = V3 , obteniendose 


r 


du 


___ ^ i 1 
6 - 2« 2 2 2V3 

A1 sustituir u por e x se tiene 


- e -^dx = #ln 

6 - 2e 2x 12 


In 


u + V3 


M - V3 


r 

«i 


e + 


V3 


V3 


+ c 


+ c 


► EJEMPLO 7 


Evalue 


J 


V8jc - 3jc 2 .. 


dx 


Solucion La formula 51 de la tabla es 

^S jt du = ,j2au -u 2 ’ + a cos -1 ( 1 - * ) + C (5) 

u V a ! 


r 

. 


A fin de aplicar esta formula, primero se factoriza el numerador de la integral 
dada. 






-dx 


= V3 


/ 




-dx 
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De la formula (5) con u = xy a = | se obtiene 


- 3x 2 
x 


dx = V 3 >/§* - x 2 + | cos 1 


= -\/Sx - 3x 2 + ~j= cos 1 1^1 - - xj + C 4 

En el ejemplo siguiente se aplica una fdrmula de reduccion de la tabla de 
integrales. 


► EJEMPLO 8 Evalue 

f V3 + 4 * & 

Solucion La formula 22 de la tabla es 
f 4a + bu ... _ / : r- , f 


: vst; 

u 

J 


-du = 2 4 a + bu + 


du 

\4a + bu 


De esta formula con u = x, a = 3y/? = 4se tiene 


V 3 + 4x 


— 2 V3 + 4x + 3 


dx 

xV3 + 4jc 


A fin de evaluar la integral del miembro derecho de esta ecuacidn se aplica la 
forma logaritmica de la formula 20 de la tabla: 


+ C si a > 0 


du 

1 

j ^ 4a + bu - 4a 

u4a + bu 

= ^ 

4a + bu + 4a 


Con esta fdrmula y ( 6 ) se obtiene 


V - 3 - + Ax -dx = 2V3T4J + 3-— In ^ ± 4 *. - ^ + c 
* a/3 V3 + Ax + a/3 


= 2 a/3 + 4x + V3 In ^ + 4 * 2^ + C < 

a/3 + 4* + a/3 


I EJERCICIOS 7.5 


los ejercicios 1 a 12, evalue la integral indefinida. Utilice la 
graficadora para apoyar la respue sta numerica o graficamente, 
segun lo desee. 


X. — ~= dx 

J 3 + 4 x 

3 . r .**. 

J xVl + 4x 


2 - J 

4 . L (1 + x)*dx 


J 8 + 
1 /ti 


~dx 10 


dx 

4 sen x - 3 cos x 


10. f - dx 

J l + sen x 

12. f — 

J sen x + 


En los ejercicios 13 a 18, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar a seis digitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analiticamente la respuesta. 


2x 5 + 3x 2 

dx 

6 . f , * 

r 4 

14 . 

a/1 + 2a- 3 


J 2 3 VI + VI 

3 ' Jo 1 + VI 


8 

dx 

1 [ cos a; rfr 

is. f fL 

16 . 

3 cos 2x + 

l 

J 3 cos x - 5 

J 1/2 V2l(V2^ + 9) 



/i6 41 c - 414 
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dx 

5 sen x + 3 


dx 

3 + cos 2x 


En los ejercicios 41 y 42, emplee una de las formulas 89-94, 
donde el integrando es una forma que contiene una June ion 
trigonometrica inversa. 


En los ejercicios 19 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

r */ 3 * ^ r */ 4 o 


n/6 

r */2 

21 - L 
» f- 

Jo 1 


3 dx 

20. 1 

r */ 4 

8 dx 

2 sen 2x + 1 

j 

l 

tan x + 1 

3 dx 


r «/2 

sen 2 jc dx 

2 cos x + 1 

22. J 

0 

2 + cos x 


1 2 yx 2 + 4 


En los ejercicios 25 a 48, utilice la tabla de integrates presentada 
al final del libro. En los ejercicios 25 y 26, emplee una de las 
formulas 6-13, donde el integrando es una forma racional que 
contiene a + bu. 


41. j sec 1 3* dx 

42. j 

[* tan 1 4 tdt 

En los ejercicios 43 a 46, use una de las fdrmulas 95-106, donde 
el integrando es una forma que contiene una funcion exponencial 
o logaritmica. 

43. Jx 2 e 4j: dx 

«. j 

fx , 2 t dx 

45. Jx 3 ln(3x)dx 

46. J 

f e 2s sen SOM 


25. — £ dx 

J (6 - x) 2 


(5 - lx) 


1—rdx 

1 


En los ejercicios 27 y 28, utilice una de las fdrmulas 14-23, donde 
el integrando es una forma que contiene - fa + bu . 


I x Vl + 2x dx 


8. f _ ± 

J x 2 vr 


En los ejercicios 47 y 48, utilice una de las fdrmulas 107-124, 
donde el integrando es una forma que contiene una func ion 
hiperbolica. 

47. J* 3 y senh 5y dy 48. j e 3x cosh 5x dx 

En los ejercicios 49 a 64, emplee la tabla de integrates que se 
encuenlra al final del libro para evaluar la integral definida. 


En los ejercicios 29 y 30, use una de las fdrmulas 24-26, donde 
el integrando es una forma racional que contiene a 2 ± u 2 . 


En los ejercicios 31 y 32, utilice una de las fdrmulas 27-38, donde 
el integrando es una forma que contiene yu 2 ± a 2 . 


Jx 2 + 6x 


32. V4* 2 TT dx 


r 2 

49. — — j- 

J, x(5 - x) 2 

51. f 3 * 2 -* 

Jo -Jx 2 + 16 

S3. / In x cLx 

55. J ’ fx 2 + 2x 


55. J -fx 2 + 2x - 15 dx 56. j x 2 V j 2 - 9 dx 


Jo (1 + x) 2 

2 . f 

Jo (9 + 4x 2 ) 3/2 

4. f x 2 e~ x dx 

Jo 

6 . J 'x 2 -ix 2 "- 


En los ejercicios 33 y 34, emplee una de las fdrmulas 39-48, 
donde el integrando es una forma que contiene 4a 2 - u 2 . 


33. 15L=J* - dx 34. y 

J X J X 2 -ns - 9x‘ 

En los ejercicios 35 y 36, use una de la fdrmulas 49-58, donde 
el integrando es una forma que contiene 2au - u 2 . 


57. J V4 w - w 2 dw 58. J sec x xdx 

r *l 4 r ^/ 4 

59. sen 3/ sen 5 1 dt 60. I tan 6 9 d6 

JjzjS Jo 

r ^ r 6 dw 

61. sen 3 2x cos 3 2x dx 62. — - — ===== 

Jo J 5 w 2 olw 2 - 16 

r l r *i e 


35. 

x^ 4 x + x 2 dx 

36. I 

r X 2 

T = dx 

63. f x 3 e 2x dx 

64. f 


J 

J 

sl 4 x - X 2 

Jo 

Jo 


En los ejercicios 37 a 40, utilice una de las fdrmulas 59-88, donde 
el integrando es una forma que contiene funciones trigonometricas. 


38. J cos 6 x dx 

40. f sen 3 w cos 5>v dw 


37. J sen 5 8 d8 

38. 

39. j t 4 cos t dt 

40. 


65. Evalue I — mediante dos metodos: (a) consi- 

J x - yx 

dere:r = z 2 ;(b)escribajc - f~x = ( 4x - l)ycon- 

siderew = 4x 1. 

66. Utilice la sustitucion de esta secci6n, z = tan ijc, para 
demostrar que / sen xdx = -cos x + C 
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67. Deduzca la formula (2): 

f sec j: dx = 'inf \JJSJL ) + c 
J 2 \ \ - sen x J 

Sugerencia : emplee las identidades 

secx = — - — y cos 2 x = 1 - sen 2 jc 

COS X 

Considere u = sen x y exprese el integrando como 
duj( 1 - u 2 ). Justifique la elimination de las barras de valor 
absoluto. 

68 . Utilice la sustitucidn z = tan ~x para demostrar que 

f cscxdx = |lnf — S * ) + C 

J 2 \ 1 + cos x J 

Justifique la eliminacion de las barras de valor absoluto. 

69. Demuestre que la fdrmula del ejercicio 67 es equivalente a 
la fdrmula / sec x dx = In | sec x + tan x | + C. Sugeren- 


cia: multiplique el numerador y el denominador de la frac- 
tion de la formula por 1 + sen x. 

70. Demuestre que la fdrmula del ejercicio 68 es equivalente 
a la formula J esc x dx = In | esc x ~ cot x | + C. Suge- 
rencia: utilice un metodo semejante al que se sugirid en el 
ejercicio 69. 

71. Evalue la integral 


I 


tan j x 
sen x 


dx 


mediante dos metodos: (a) tome z — tan -x; (b) considere 
w = ~x y obtenga una integral que incluya funciones 
trigonomdtricas de u. 

72. En esta seccion se presentaron cuatro formulas para 
/ sec x dx. i,Cuales de ellas estan relacionadas y edmo estdn 
relacionadas? 


73. En esta era de la electron ica, ^por qu 6 debe estudiar tdc- 
nicas de integracion? ^Como se emplea una tabla de inte- 
grales? 


7.6 INTEGRACION NUMERICA 


A continuacidn se resume el estudio del la integracion mediante una lista de las 
diferentes tecnicas estudiadas. 

A. La regia de la cadena de antidiferenciacidn: seccion 4.2 

B. Integracion mediante sustitucion 

1. Las sustituciones u y v presentadas en la seccion 4.2 

2. Integracidn de potencias de funciones trigonomdtricas mediante 
sustitucion con identidades trigonom6tricas: seccion 7.2 

3. Integracion de funciones algebraicas mediante sustitucidn trigo- 
nometrical seccion 7.3 

4. Sustitucion de x = z n si el integrando contiene potencias fraccionarias 
dex; tales como x = z 6 si el integrando contiene 4x y ^fx : seccidn 7.5 

5. Sustituci6n de z = tan ^ x si el integrando es una funcion racional de 
sen x y cos x: secci6n 7.5 

C. Integraci6n por partes: seccion 7.1 

D. Integracidn de funciones racionales mediante fracciones parciales: seccion 
7.4 

Con estas t6cnicas y una tabla de integrales o un programa de computado- 
ra, se puede evaluar cualquier integral que pueda expresarse en forma cerrada. 
Sin embargo, suponga que se tiene una integral que no puede expresarse en 
forma cerrada. Ejemplos de tales integrales, que ocurren en estadlstica, son 
aquellos que contienen la funcion normal estandarizada de densidad de proba- 
bilidad tratada en la seccion 5.6 y la funcion error definida en el ejercicio 3 1 de 
esa seccion: 

P([a,b]) = f e-^dx erf(x) = f e~' 2 dt 

V2^J a J,, 
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Otros ejemplos son 

J Vl + x 4 dx Jcosjc 2 <£c 
las cuales surgen en fisica, asi como la integral eliptica 


I 


V \ - k 2 sen 2 x dx 0 < k < 1 


y 


sen * dx 

V - i . 

dx 

ln(l + x) dx 

f tan ' 1 x dx 

J * 

J x 

J x 

J * 


Aun con sistemas algebraicos computarizados estas integrales no pueden 
expresarse en forma cerrada. Sin embargo, en el capftulo 8 se estudiar£n me- 
todos para evaluar integrales no elementales mediante series infinitas. 

Por supuesto, en la actualidad se puede aproximar el valor de integrales 
definidas utilizando NINT en la graficadora. Antes del advenimiento de dis- 
positivos electrdnicos, se tuvo que recurrir a otros mStodos para calcular un 
valor aproximado de una integral defmida. En esta seccidn se trataran dos de 
estos metodos, la regia del trapecio y la regia de Simpson , los cuales propor- 
cionan una aproximacion bastante buena. Estas dos reglas se presentan no 
solo por su interes histdrico, sino porque algunas variantes de ellas se utilizan 
para evaluar integrales definidas en las graficadoras, calculadoras progra- 
mables y computadoras. Las reglas tambien proporcionan una forma de estu- 
diar los errores introducidos por las tecnicas de integraci6n. Ademas, tambien 
pueden emplearse estas reglas para calcular integrales definidas a partir de 
valores de funcidn contenidos en una tabla como se muestra en el ejemplo 6. 

La primera regia que se estudiar£ sera la del trapecio. Sea / una funcion 
continua en el intervalo cerrado [a, b). La integral defmida de ft n [a, b] es el 
limite de una suma de Riemann; esto es, 

[b n 

fix) dx = lim £ f{Wi) AjX 

Ja ||a||-»o JJi 

La suma de Riemann se interpreta geometricamente como la suma de las me- 
dklas de las dreas de los rectangulos que estin por arriba del eje jc, mas los 
negativos de las medidas de las dreas de los rectangulos que se encuentran 
por debajo del eje x (vea la figura 3 <le la seccidn 4.5). 

Para aproximar la medida del drea de una region se emplearan trapecios 
en lugar de reclingulos. Tambien se utilizaran particiones regulares y valores 
de funcion en puntos igualmente espaciados. 

Asi, para la integral defmida \ a /( x) dx se divide el intervalo [a, b] en n 
'•^Ubmtervalos, cada uno de longitud Ax = {b - a)/n. Esto proporciona los 
si^uientes puntos: xq = a, x^ = a + Ajc, jc 2 - a + 2 Ajc, . . . , jc,- = 
a + i Ajc, . . . , x n -\ = a + (n - 1) Ajc, jc„ = b. Entonces la integral defi- 
mida /(jc) dx puede expresarse eOmo la suma de n integrales definidas 
■obmo sigue: 


rx , rx 2 rx t rb 

/( JC) dx = /(*) dx + f(x) dx + . . . + I f(x)dx + ... + \ j 

a J a A, -w i-) 


fix) dx (1) 
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A fin de interpretar geometricamente (1), refidrase a la figura 1, en la cual 
fix) > 0 para toda x de [a, b}\ sin embargo, (1) se cumple para cualquier 
funcidn continua en [a, b]. 


y 



La integral definida j f(x) dx es la medida del area de la region limi- 
tada por el eje x , las rectas jt = ay;t = ;c ] yla porci6n de la curva de PqzP j. 
Esta integral puede aproximarse mediante la medida del &rea del trapecio 
formado por las rectas x = a, x = x\, el segmento PqP { y el eje x. Por 
una fdrmula de la geometrfa elemental, el &rea de este trapecio es 

[ [/(*(,) + /(A c,)] Ax 

De igual manera, las otras integrates del miembro derecho de (1) pueden 
aproximarse por medio de la medida del &rea de un trapecio. Para la /-6sima 
integral se tiene 

f 1 f{x) dx * i [/(Jt;_i) +f( Xi )]Ax 
J x i-\ 

A1 emplear esto para cada una de las integrates del miembto derecho de (1) se 
obtiene 


f 


fix) dx 


Asf, 


i[/(x 0 ) + /(X])] Ax + i(/(X!) + /(x 2 >] Ax + . . . 

+ |t/(x„- 2 ) +/(x h -|)]Ax + j[/(x n -!) +/(x t )]Ax 


f 


fix) dx « + 2f{X\) + 2f(x 2 ) + ... + 2fi% n -\) + f(x n )] 


Esta fdrmula se conoce como la regia del trapecio y se estabtece en el teo- 
rertia siguiente. 


7-6,1 v f?t)t emo Regia tiapv.ic 


Si ft ftihdifca f ds cGritfhlil el fiAdrVilb Miafl b [t> fcl y tote M- 
m t* £= jtj, *2* . , . , jfc rt = b -feMIri toftA tftAiddn renter d t 
[a, b] t entbftCEs 


f 

Ja 


/(x) dx 


b - a 
2 n 


[ft*®) + 2f(x j) +■ . . v + 2f(x n ^) + jflbi)] 
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► EJEMPLO 7 


(a) Aproxime con tres cifras decimales el valor de 


f 


dx 

16 + x 2 


utilizando la regia del trapecio con n = 6. (b) Compare el resultado del inciso 
(a) con el valor exacto de la integral definida. 

Solucion 

(a) Como [ a , b] = [0, 3] y n - 6 , entonces 


Ax 


b — a 
n 

3-0 

6 


b - a = 3-0 
2 n 12 

= 0.25 


= 0.5 
Por tanto, 


r 


dx 

16 + x 2 


« 0.25 [/(x 0 ) + 2/(xj) + 2 /(x 2 ) + 2/(x 3 ) + 2/(x 4 ) + 2/(x 5 ) + /(x 6 )] 


Tablal 


i 


/(*,) 


*,• */U/) 

0 

0 

0.0625 

1 

0.0625 

1 

0.5 

0.0615 

2 

0.1230 

2 

1 

0.0588 

2 

0.1176 

3 

1.5 

0.0548 

2 

0.1096 

4 

2 

0.0500 

2 

0.1000 

5 

2.5 

0.0450 

2 

0.0900 

6 

3 

0.0400 

1 

0.0400 



6 

r=0 

= 0.6427 


donde /(x) = 1/(16 + x 2 ). El resultado de la suma entre corchetes se 
muestra anterior en la tabla 1, donde las entradas se obtuvieron con la 
ayuda de una calculadora. Asi, 


f 3 

Jo 


dx 


16 + x 2 


- (0.25)(0.6427) 

~ 0.1607 
* 0.161 


(b) Se calculara el valor exacto de la integral. 


r 


dx 


16 + x 2 



~ tan 1 

4 


3 

4 


Este valor con tres cifras decimales es 0.161, el cual es acorde con el 
resultado del inciso (a). A 


A fin de evaluar la exactitud de la aproximacidn de una integral defini- 
da obtenida mediante la regia del trapecio, se hara referenda a dos tipos de 
error. Uno de ellos es el error debido a la aproximacion de la gr£fica de la fun- 
ci6n por medio de segmentos de lineas rectas. Este tipo de error se conoce 
como error de truncado. La otra clase de error, el cual es inevitable, se co- 
noce como error de redondeo. Este ultimo se presenta debido a que se em- 
plean numeros con una cantidad finita de digitos para aproximar numeros. 
Conforme el valor de n (el numero de subintervalos) se incrementa, la exac- 
titud de la aproximacidn del £rea de la regidn mediante areas de trapecios me- 
jora; de este modo, el error de truncado se reduce. Sin embargo, conforme n 
crece, son necesarios m£s cilculos; en consecuencia, se tiene un incremento 
en el error de redondeo. Existen m£todos, tratados en el andlisis numeric o. 
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que permiten, en ciertos problemas, determinar el valor de n que minimiza los 
errores combinados. Es claro que el error de redondeo depende de como se 
efectuen los cdlculos. El error de truncado puede estimarse mediante un teo- 
rema. Primero se demostrard que conforme Ajc se aproxima a cero y n crece 
sin cota, el limite de la aproximacidn obtenida mediante la regia del trapecio 
es el valor exacto de la integral definida. Sea 

T = ±A4/(*o) + 2 /(*,) + . . . + 2f(x n _0 + f(x n )] 

Entonces 


T = If (Si) + f(x 2 ) + ... + /(*„)] A* + i [/(jc 0 ) - f(x n )] A-t 

n 

» T = X f(*i) Ax + \U(a) - fm A* 

i=\ 

Por tanto, si n — > + oo y Ajc — > 0, entonces 


Urn T = 

A*->0 


n 

lim V /(jc,)Ajc + 

Ajt— >0 


/=! 


Hm um -fm ax 

Aj->0 z 


1 


= mdx + 0 


Asf, la diferencia entre T y el valor de la integral definida puede hacerse 
tan pequena como se desee considerando n suficientemente grande (y en 
consecuencia Ajc suficientemente pequeno). 

El teorema siguiente, el cual se demuestra en analisis numerico, pro por- 
ciona un metodo para estimar el error de truncado que se obtiene al emplear 
la regia del trapecio. El error de truncado se denota por € T . 


7.6.2 Teorema 


Sea/una funcidn continua en el iniervalo cercado [a, H Suponga que 
f y/"emcen en [a, b\, Si 

€ r =( mdx - T 
Ja 

donde T es el valor aproximado de f{ x) dx obtenido mediante la 

regia del trapecio, entonces existe algtin nrimero rj en [a t h] tal que £ 

ff = -M b - (2) 


► EJEMPLO 2 Determine los limites para el error de truncado 
del resultado del ejemplo 1 . 

Solution Primero se determinan los valores mmimo absoluto y maximo 
absoluto de f'\x) en [0, 3]. 

m = (i6 + x 2 )- 1 
f\x ) = — 2jc(16 + x 2 r 2 
f"(x) = 84(16 + x 2 )~ 3 ~ 2(16 + x 2 )- 2 
= (fix 2 - 32)(16 + x 2 T 3 

/"'(. x) = -6x(6x 2 - 32)(16 + x 2 )- 4 + \2x(\6 + x 2 )~ 3 
= 24jc( 1 6 - jc 2 )( 1 6 + x 2 T 4 
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Como/"'(jt) > 0 para toda x del intervalo abierto (0, 3), entonces/" es 
creciente en el intervalo abierto (0, 3). Por tanto, el valor mmimo absolute de/" 
en [0, 3] es/"(0), y el valor maximo absolute de/" en [0, 3] es/"(3); ademas 

AO) = A3) = ^ 

A1 considerar rj = 0 en el miembro derecho de (2) se obtiene 

J_)I - — 1 — 

12 v 128 ' 4 2 048 

Si se toma rj = 3 en el miembro derecho de (2) se tiene 

_ 3 / 22 \ i _ n 

12 ' 15 625 ^ 4 125 000 

Por tanto, si € T es el error de truncado del resultado del ejemplo 1, entonces 

— < f T < — L_ 

125 000 — 7 2 048 

-0.0001 < e 7 < 0.0005 ◄ 

Si en el teorema 7.6.2 /(jc) = mjt + b, entonces /"(jc) = 0 para toda jc. 
Por tanto = 0; de modo que la regia del trapecio proporciona el valor 
exacto de la integral definida de una funcidn lineal. 

Otro metodo para aproximar el valor de una integral definida lo propor- 
ciona la regia de Simpson (que en ocasiones se denomina regia parabolica ), 
llamada asf en honor del matem&tico britanico Thomas Simpson (1710- 
1761 ). Para una particidn dada del intervalo cerrado [a, b], la regia de Simpson 
por lo general proporciona una mejor aproximacion que la regia del trapecio. 
En la regia del trapecio, los pun to s sucesivos de la grdfica de y — /(jc) se 
unen mediante segmentos rectilmeos, mientras que en la regia de Simpson 
los puntos se unen mediante segmentos de parabolas. Antes de desarrollar la 
regia de Simpson, se establecerd y demostrara un teorema que se necesitara. 


y 


FIGURA 2 



C*2« ?i) 

Ui.yi) 




x 


7.6.3 Teorema 


Si Po(xb» yo)> P\(*b y y2)> son ties puntos no colineales de 
la paiibola cuya ecuacidn es y = Ax 2 + Bx 4 C , don de y 0 ^ 0, 
y\ 2: 0, y 2 S 0, x\ - jcq -¥ h y x 2 — x$ + 2h, entonces la medida 
del &rea de la regidn limitada por la parabola, cl eje x y las rectas 
x = x^yx — x 2 estf determinada por 

{Kyo + 4yi + yi> 

Demostracion La parabola cuya ecuacion es y = Ax 2 + Bx + C 
tiene eje vertical. Refierase a la figura 2, la cual muestra la regidn limitada 
por la pardbola, el eje x y las rectas jc = Jt 0 y jc = JC 2 . 

Como P 0 , P | y P 2 son puntos de la parabola, sus coordenadas satisfacen la 
ecuacion de la parabola. De modo que cuando se sustituye X[ por jc 0 + h y x 2 
por JCg + 2h, se tiene 


y Q = AjCg 2 + BXq + C 

y\ = A(jc 0 + hj 1 + B( JCg + h) + C 

= A(xq 2 + 2hx 0 + h 2 ) + B(x 0 + h) + C 
y 2 = A(jc 0 + 2 h) 2 + B(xq + 2 h) + C 

= A( Jtg 2 + 4hx 0 + Ah 2 ) + B( jt a +2 h) + C 


Por tanto, 

y 0 + 4^ + y 2 = A(6jc 0 2 + 12/uc 0 + 8/z 2 ) + B(6xq + 6h) + 6C (3) 
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Ahora bien, si K unidades cuadradas es el area de la region, entonces K 
puede determinarse mediante el limite de una suma de Riemann, obtentendose 

n 

K = lim V (Aw,- 2 + B\Vi + C) A* 

||a|| ->o 

J ^ 0 +2/i 

(A* 2 + fl* + 

■*n 

-i x Q +2h 

= L4* 3 + \Bx 2 + Cx 
3 z J *o 

= ±A(* 0 + 2/j) 3 + ifiOto + 2/i) 2 + C(x 0 + 2/.) -(IW + \Bx q 2 + Cjt 0 ) 
= |/i[/l(6^ 0 2 + 12hx 0 + 8/i 2 ) + B(6* 0 + 6/i) + 6C] 

A1 sustituir de (3) en esta expresion para K se tiene 

K = \h(y 0 + 4y, + y 2 ) m 

Sea / una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b\. Considere 
una particion regular del intervalo [a, b] de n subintervalos, donde n es par. 
La longitud de cada subintervalo esta dada por Ax = (b ~ a)ln. Denote 
los puntos de la curva y = f(x) que tienen como abscisa a los puntos de la 
particion por Po(xq, 7oX >i), . . . , P n ( x m 7«); ve a la figura 3, donde 
f(x) > 0 para toda x de [a, b]. 


y 



El segmento de la curva y = /( x) de P 0 a ?2 se aproxima mediante el 
segmento de la parabola con eje vertical que pasa por P 0 , P\ y P 2 . Entonces, 
por el teorema 7.6.3, la medida del area de la region limitada por esta pa- 
rabola, el eje * y las rectas x = x 0 y jc = x 2 , con h = Ax, esta dada por 

fA*(y 0 + 4yi + y 2 ) o + 4f(x { ) + /( x 2 )] 

De manera semejante se aproxima el segmento de la curva y = f(x) de 
P 2 a P 4 por medio del segmento de la parabola de eje vertical que pasa por 
los puntos P 2 y P^ y P4. La medida de la region limitada por esta parabola, el 
eje x y las rectas x - x 2 y x ~ x 4 esta dada por 

\/S.x{y 2 + 4; y 3 + y 4 ) o 3 Ajr[/(x 2 ) + 4 f(x 3 ) + f(x 4 )\ 

Este proceso se continua hasta que haya 2/rde estas regiones, y el area de la 
ultima region este dada por 

\Ax(y„_ 2 + 4y„_i + y n ) o \h.x[f(x n _ 2 ) + 4/(jc„_,) + f{x n )] 
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La suma de las medidas de las areas de estas regiones aproxima la me- 
dida del £rea de la region limitada por la curva cuya ecuacidn y - f(x ), el 
eje x y las rectas x = a y x = b. La medida del £rea de esta regidn esta 
dada por la integral definida j a f{x) dx. Asi, la expresion siguiente se tiene 
como una aproximacion de la integral definida: 

iA*[/U 0 ) + 4 /(* i) + f{x 2 )] + ±A*[/(* 2 ) + 4 f(x 3 ) + f(x 4 >] + . . . + 

5 A a:[/(at„_ 4 ) + 4/(jt„_ 3 ) + /(*„- 2 )] + \^x[f(x n - 2 ) + 4 f(x n -0 + f(x n )\ 


Por tanto, 
rb 


f(x) dx = |A*[/(jc 0 ) + 4/(jc,) + 2 f(x 2 ) + 4 f(x 3 ) + 

2f(x 4 ) + ... + 2f(x n _ 2 ) + 4f(x n _j) + f(x n )\ 


dondeAjc — (b - a)jn. 

Esta formula recibe el nombre de regia de Simpson y se expresa en el 
teorema siguiente. 


7*6*4 Teorema Regia de Simpson 


Si !a funcibn / es continua en el intervalo cerrado [a, b]> n es un nu- 
mero entero par, y los ndmeros a = xq, x\* ^ ■ ■ ■ * x n- ii x n — & 
forma n una parti ci6n regular de [a, b], entonces 

rb 


Ja 


fix) dx - + 4/C*,) + 2f(x 7 ) + 4 f(x 2 ) + 

2 /(*«) + ... + 2/C*,-2> + 4/(x„_|) + /(*„)] 


► EJEMPLO 3 

valor de 


(a) Aproxime con cuatro cifras decimales el 


/: 


dx 

x + 1 


utilizando la regia de Simpson con n - 4. (b) Compare el resultado del in- 
ciso (a) con el valor exacto de la integral. 

Solucion 

(a) A1 aplicar la regia de Simpson con n = 4, se tiene 
b - a b - a 1-0 


Ax = 


n 

1 - 0 


3 n 


3(4) 


_L 

12 


_ 1 
4 


Por tanto, si /( jc) = 1/0* + 1), entonces 

■l 


f 1 

Jo 


dx 


x + 1 


~ ^t/(*o) + 4/0* j) + 2/0*2) + 4 f(x 3 ) + f(x 4 )] 
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Tabla 2 


i 

X i 

w 

k. 

' fix,) 

0 

0 

1.00000 

1 

1.00000 

1 

0.25 

0.80000 

4 

3.20000 

2 

0.5 

0.66667 

2 

1.33334 

3 

0.75' 

0.57143 

4 

2.28572 

4 

1 

0.50000 

1 

0.50000 



4 

S *,/<*,) 
1=0 

= 8.31906 


En la tabla 2, donde las entradas se obtuvieron con una calculadora, se 
tiene el resultado de la suma anterior entre corchetes. En consecuencia. 


/: 


TT, - ^«3.906. 


« 0.69325+ 

A1 redondear el resultado a cuatro cifras decimales se obtiene 
•1 


l 


dx 

X + ] 


0.6933 


(b) A1 calcular el valor exacto de la integral se tiene 




= In 2 


El valor de In 2 con cuatro cifras decimales es 0.6931, el cual es acorde 
con la aproximacion del inciso (a) en las tres primeras cifras decimales. 
El error de la aproximacidn es -0.0002. ^ 


En la regia de Simpson, cuanto mds grande sea el valor de n, tanto menor 
serd el valor de Ax. En terminos geometricos, cuanto mayor sea el valor de n, 
tanto menor serd el error de truncado de la aproximacidn debido a que una 
pardbola, que contiene. tres puntos de una curva cercanos entre si, se aproxi- 
ma mejor a la curva a lo larg i del subintervalo de ancho Ax. 

El teorema siguiente, que se demuestra en andlisis numerico, proporciona 
un metodo para determinar el error de truncado, denotado por € $, en la regia 
de Simpson. 


7*6.5 Teorema 


Sea / la funcidn cominua en el intervalo cenrado t a * b] y y suponga que 
y f existen en [a, b\. Si 

e s =J mdx - S c 

donde S es el valor aproximado de J* fix) dx obtenido mediante la 
regia de Simpson, emonces existe algdn mi mere tj en [a, b) cal que 

fj = - a)/< 4 )(qXAx) 4 (4) 


► EJEMPLO 4 Determine los limites para el error de truncado del 
ejemplo 3. 

Solution A1 calcular las primeras cinco derivadas de/se obtiene 

fix) = (x + lr 1 
fix) = -kjc + ir 2 

fix) = 2(x + ir 3 
fix) = ~6(x + l)-4 
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/ <4) 0t) = 24(x + l)- 5 

/< 5 >(x) = — 1 20(jc + I)' 6 

Como /' 5| (x) < 0 para toda x de [0. 1], entonces /* 4 * es decreciente en 
[0, 11. Por tanto, el valor mfnimo absolute de f l4> en [0, 1] se obtiene en el 
extremo derecho 1, y el valor rndximo absolute de en [0, 1] se alcanza 
en extremo izquierdo 0; ademas, 

/< 4 >(0) = 24 y /< 4 >(1) = 1 
A1 sustituir 0 por r) en el miembro derecho de (4) se obtiene 

-Ti.(24)(i) 4 - -a 00052 

Si se sustituye 1 por T] en el miembro derecho de (4) se tiene 

-Wo • !<i> 4 - -°-°°002 
Asf, 

-0.00052 < € s < -0.00002 

Esta desigualdad es acorde con el analisis del ejemplo 3 referente al error 
en la aproximacion de dx/(x + 1) mediante la regia de Simpson ya que 
-0.00052 < -0.0002 < -0.00002. ◄ 

Si f(x) es un polinomio de grado tres o menor, entonces /< 4) (x) s 0 y 
por tanto, € s = 0. En otras palabras la regia de Simpson proporciona un 
resultado exacto para un polinomio de tercer grado o menor. Geom6trica- 
mente, este enunciado es obvio si f(x) es de segundo grado o de primer grado 
debido a que en el primer caso la grdfica de y - f(x) es una parabola, y en 
el segundo caso la grdfica es una recta. 


W EJEMPLO 5 En el ejemplo 8 de la seccidn 5.6 se empleo 
NEW en la graficadora para mostrar que para la funcion normal estandari- 
zada de densidad de probabilidad, P([0, 2]), la probabilidad de que una elec- 
ci6n al azar de x estard en el intervalo [0, 2], es 0.47725. Ahora, en lugar 
utilizar NINT, aproxime el valor de P([0, 2]) con tres cifras decimales me- 
diante (a) la regia del trapecio con n = 4, y (b) la regia de Simpson con n - 4. 

Solution De la ecuacion (23) de la seccidn 5.6 

/>([0,2]) = e-* 2 ' 2 dx (5) 


(a) Se aproximara la integral de (5) mediante la regia del trapecio con 
n - 4. Como [a, b ] = [0, 2], Ax = ± . Por tanto, con /(x) = e~ x ^ 2 , 

f e~ x2l2 dx = i[/(0) + 2/(1) + 2/(1) + 2/(|) +/( 2)] 

Jo 

= + 2e ~ + 2e -1 ^ 2 + 2e“ 9 ^ 8 + e~ 2 ] 

~ 1.191 

Asi, 

P([0,2]) - -^=(1.191) 

= 0.475 
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(b) Si se emplea la regia de Simpson con n = 4 para aproximar la integral 
de (5), se tiene 


[ e-^dx - i[/(0) + 4/(|) + 2/(1) + 4/(2) + /( 2)] 

Jo 

= ~[e° + 4e~ l $ + 2e ~ l ^ 2 + 4e ~ 9 ^ 8 + e ~ 2 ] 

- 1.196 

Por tanto, 

P([0,2]) = 7fe (L196) 

= 0.477 


Las respuestas de los incisos (a) y (b) concuerdan con la respuesta 
del ejemplo 8 de la seccidn 5.6, la respuesta del inciso (b) obtenida me- 
diante la regia de Simpson es mejor que la respuesta del inciso (a), la cual 
se obtuvo por medio de la regia del trapecio. A 

Los metodos numericos pueden aplicarse para aproximar \ b Q f(x) dx aun 
cuando no se conozca una formula para f(x) pero, por supuesto, en lugar de 
esto se tiene acceso a algunos valores de funcidn. Dichos valores de funcion 
con frecuencia se obtienen experimentalmente. El ejemplo siguiente presenta 
una de estas situaciones. 


W EJEMPLO 6 Una particula que se mueve a lo largo de una 
recta horizontal tiene una velocidad v(r) metros por segundo a los t segundos. 
La tabla 3 muestra los valores de v(r) para intervalos de tiempo de medio se- 
gundo en un periodo de 4 s. Utilice estos valores y la regia de Simpson para 
aproximar la distancia que recorre la particula durante los 4 s. 


Tabla 3 


t 

0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2.5 

3.0 

3.5 

4.0 

v(r) 

0 

0.15 

0.35 

0.55 

0.78 

1.02 

1.27 

1.57 

1.90 


Solution El numero de metros que la particula recorre durante los 4 s 
es | Q 4 v(f) dt. De la regia de Simpson con n - 8, se tiene 

Ar = b ~ a b - a _ 4-0 

n 3 n 24 

4-0 _ 1 

8 " 6 

1 

2 

Por tanto, 

v(t)dt - l[v(0) + 4v(l) + 2v(2) + 4v(3) + 2v(4) + 4v(5) + 2v(6) + 4v(7) +. v(8)] 

= I[0 + 4(0.15) + 2(0.35) + 4(0.55) + 2(0.78) + 4(1.02) + 2(1.27) + 4(1.57) + 1.90] 
- 3.31 


Conclusion: La particula recorre aproximadamente 3.31 metros durante 

los 4 s. 4 
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EJERCICIOS 7.6 


En los ejercicios 1 a 8, (a) calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regia 
del trapecio para los valores de n indicados. (b) Compare el re- 
sultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral definida. 


1. x 3 dx; n = 4 


cos x dx; n = 4 


5. f 2 —;n = 5 
J I x 

7. f - r ^=;« 

Jo Vl + * 2 


2. r ^ 

Jo 


jc 2 djt;n = 8 


sen * dx; n = 6 


5 8, 


•/> 


+ jc z dx;n - 6 


En los ejercicios 9 a 12, calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regia 
del trapecio para los valores indicados de n. 



■ dx; n — 6 


4- x 4 dx; n = 6 


10 . 



1 + x 3 dx;n 


= 4 


12 . 


/' 


sen x 
1 + * 


dx; n 


6 


En los ejercicios 13 a 18, determine los limit es para el error 
de truncado en la aproximacion del ejercicio indicado. 

13. Ejercicio 1 14. Ejercicio 4 

15. Ejercicio 3 16. Ejercicio 6 

17. Ejercicio 5 18. Ejercicio 8 

19. Aproxime j * x 3 dx con tres cifras decimales mediante la 
regia de Simpson con n = 4. Compare el resultado con 
el obtenido en el ejercicio l, y observe que la regia de 
Simpson proporciona una mejor aproximacion que la 
regia del trapecio con el mismo numero de subintervalos. 

20. Aproxime sen J* sen x dx con tres cifras decimales me- 
diante la regia de Simpson con n - 6. Compare el resul- 
tado con el obtenido en el ejercicio 4 , y observe que la regia 
de Simpson proporciona una mejor aproximacidn que la 
regia del trapecio con el mismo numero de subintervalos. 

En los ejercicios 21 a 24, (a) calcule con cuatro cifras decima- 
les el valor aproximado de la integral definida mediante la 
regia de Simpson para el valor indicado de n. (b) Compare 
el resultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral 
definida. 



dx 


: » n 


4 


dx 

x 2 + X + 1 


n — 


4 


22 . f° 

J-o.: 


dx 


-0.5 VI 
2 


;n = 4 


24. f -h-\n = 8 

J, x + 1 


25. Ejercicio 19 26. Ejercicio 20 

27. Ejercicio 2 1 28. Ejercicio 24 

Cada una de las integrates definidas de los ejercicios 29 a 34 
no pueden evaluarse exactamente en terminos de funciones 
elementales. Utilice la regia de Simpson, con el valor indica- 
do de n, para obtener un valor aproximado de la integral de- 
finida. Exprese el resultado con cuatro cifras decimales. 


29. 

/• 3 ff /2 

| sen x , , 

1 dx; n = 6 

J tt/2 x 

30. 

f Vl + x 4 dx;n - 6 
Jo 


r i .8 


f 1 

31. 

1 Vl + x 3 dx; n = 4 

32. 

H 1 - * 2 dx\n = 4 
Jo 

33. 

f 2 ^-," = 8 

Jo Vl + X 3 

34. 

rnll 

V sen x dx; n = 6 
Jo 

35. 

(a) Demuestre que el 

valor 

exacto de la integral 


(q ^4 - x 2 dx es it interpretandola como la medida del 
area de una region, (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regia del 
trapecio con n = 8, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

36. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 
Jo* 4 Vl ~ x 2 dx es n interpretandola como la medida del 
area de una region, (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regia del 
trapecio con n = 6, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

37. En el ejercicio 29 de la seccion 5.6, se empleo NINT en la 
graficadora a fin de obtener P([0, 1]) para la funcidn nor- 
mal estandarizada de densidad de probabilidad. Ahora, 
aproxime el valor de />([(), 1]) con tres cifras decimales 
mediante (a) la regia del trapecio con n = 4, y (b) la 
regia de Simpson con n = 4. 

38. En el ejercicio 30 de la seccidn 5.6, se utilizo NINT en 
la graficadora con objeto de determinar P([-3, 3]) para la 
funcion normal estandarizada de densidad de probabi- 
lidad. Ahora, aproxime el valor de P([-3, 3]) con tres 
cifras decimales mediante (a) la regia del trapecio con 
n = 6, y (b) la regia de Simpson con n - 6. Comente 
acerca de la respuesta del inciso (b). 

39. En el ejercicio 27 de la seccidn 6. 1 , se empleo NINT en la 
graficadora a fin de determinar con cuatro dfgitos 
significativos la longitud de arco de la curva senoidal a 
partir del origen hasta el punto (/r, 0). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regia de Simpson con n = 8. 

40. En el ejercicio 28 de la seccion 6. K se empleo NINT en la 
graficadora para determinar con cuatro dfgitos significa- 
tivos la longitud de arco de la curva cosenoidal a partir del 
punto (0, 1) hasta el punto (f;r, ^). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regia de Simpson con n - 8. 


En los ejercicios 25 a 28, determine los limites para el error En los ejercicios 41 y 42, los valores de funcion f(x) se ob- 
de truncado en la aproximacidn del ejercicio indicado. tuvieron experimentalmente. Con la suposicion de que f es 
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continua en [0, 4], aproxime J 0 f(x) dx mediante (a) la regia 
del trapecio , y (b) la regia de Simpson . 


X 

0 

0.50 

1.00 

1.50 

2.00 

2.50 

3.00 3.50 

4.00 

fix) 

3.25 

4.17 

4.60 

3.84 

3.59 

4.23 

4.01 3.96 

3.75 

42 . 










X 

0 

0.4 

0.8 1.2 

1.6 

2.0 

2.4 

2.8 

3.2 3.6 

4.0 

fix) 

8.4 

8.1 

7.9 7.5 

7.6 

7.2 

6.8 

6.3 

6.5 6.0 

5.7 


En los ejercicios 43 y 44, utilice la regia de Simpson para 
aproximar el area de la region sombreada de la figura. 



44 . 


y 



45. Una mujer empleo 10 min en manejar desde su casa hasta 
al supermercado. En cada intervalo de 1 min observo en el 
velocimetro los vaiores mostrados en la tabla adjunta, 
donde v(f) millas por hora fue la lectura en el velocimetro 
a los t minutos despues de que la mujer salio de su casa. 
Utilice la regia de Simpson para aproximar la distancia entre 
la casa de la mujer y el supermercado. 


t 

0 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

v(t) 

0 

30 33 

41 

38 

32 

42 

45 

41 

37 

22 


46 . La forma de un estacionamiento es irregular y la longitud 
del terreno de oeste a este es 240 pie. En el lado oeste la an- 
chura es de 150 pie y en el lado este es de 175 pie. A 40, 80, 
120, 160 y 200 pie del lado oeste, las anchuras son de 154, 
158, 165, 163 y 172 pie respectivamente. Utilice la regia 
de Simpson para aproximar el area del estacionamiento. 

47 . Determine el area de la region acotada por el bucle (lazo) 
de la curva cuya ecuacion es y 2 = 8* 2 - jc 5 . Evalue la 
integral mediante la regia de Simpson con n = 8 y 
exprese el resultado con tres cifras decimales. 


48 . El estudio de la difraccion de la luz (dispersion o desvia- 
cion de la luz sobre los contomos) en una abertura rec- 
tangular involucra las integrales de Fresnel 

C{t) = f cos ^ 7tx 2 dx y S(f) = f sen ^kx 2 dx 

J o ^0 

Complete la siguiente tabla de vaiores con cuatro cifras 
decimales mediante la regia de Simpson. 


t 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

C(t ) 


Sit) 



49 . La energfa ganada por el deslizamiento en una patineta 
hacia abajo sobre una colina “gaussiana” sin friction, a x 
metros a partir de la cima de la colina, despues de / se- 
gundos, es E{x) joules donde 

E(x) = fL f e-' 2l2 dt 

V2 K J 0 

con g = 9.8 y M - 60. La velocidad del patinador a los 
t segundos es yj 2E(x)/M . Utilice la regia de Simpson 
para determinar la velocidad del patinador a 2 m a partir 
de la cima de la colina. 

50. Aplique la regia de Simpson para la integral defini- 
da /(■*) dx donde f(x) es un polinomio de tercer grado 
para demostrar la formula prismoidal: 

J f(x) dx = - 4 + /(*>)] 


En los ejercicios 51 a 54, evalue la integral definida mediante 
dos metodos: (a) utilice la formula prismoidal dada en el ejerci- 
cio 50; (b) utilice el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 

r»3 


52 . 


53 . 


•r 

j 

■i: 

• r 


(4x 3 - 3x 2 + 1 )dx 


(x 3 + x 2 - 4x - 2) dx 


(x 3 + 3x 2 - 2x - 6) dx 


(2x 3 - 2x - 3) dx 


55. Suponga que/es una funcion continua en el intervalo ce- 

{ b 

rrado [a, b ). Sea T el valor aproximado de ) a f(x)dx 
utilizando la regia del trapecio, y sea S el valor aproximado 
de \ a f(x) dx empleando la regia de Simpson, utilizan- 
do la misma particion del intervalo [a, b] para las dos 
aproximaciones. Demuestre que 


S = ~[T + AxifiXi) + f(x 3 ) + f(x 5 ) + ... + /U n -i))] 


donde n es un numero par. 

56. ^Para que grados de polinomios se obtiene un valor exacto 
de una integral definida mediante (a) la regia del trapecio, y 
(b) la regia de Simpson? Explique como llego a la respuesta. 
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7.7 FORMA INDETERMINADA 0/0 Y TEOREMA DEL VALOR 
MEDIO DE CAUCHY 


En este texto se han presentado limites de cocientes de funciones para los 
cuales el limite del numerador y del denominador son cero. Por ejemplo 


11m 

/-> o 


sen t 


llm 


- 9 


son dos de dichos limites. Para calcular estos limites, no se puede aplicar 
inmediatamente el teorema del limite de un cociente ya que en este teorema 
se requiere que el limite del denominador sea diferente de cero. Sin embar- 
go, se siguieron otros procedimientos. Se determind que el primero de los 
limites es 1, cuando se demostro el teorema 1.10.2. El segundo de estos limi- 
tes se calculo al factorizar la diferencia de cuadrados del numerador y des- 
pues dividir el numerador y denominador entre x - 3 para obtener 6 como 
limite. Ahora se estudiara un m 6 todo mas general que puede aplicar se a li- 
mites como estos. 


7.7.1 Definition de la forma indeterminada 0/0 


Si / y g son dos funciones tales que 

llm fix ) = 0 y !im g(x) = 0 
cntoncesf(x)/g(x) tiene la forma iitdetermiiiada 0/0 en a. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 De la definicidn 7.7.1, 

sen / / — 9 

— - — tiene la forma indeterminada 0/0 en 0 , y — ■ _ j- tiene la forma in- 

determinada 0/0 en 3. ^ 


El metodo general para calcular el limite en un numero a de una funcion 
que tiene la forma indeterminada 0/0 en a emplea un teorema conocido como 
la regia de L’Hopital, llamada asi en honor del matematico francos 
Guillaume Francois de L’Hopital (1661-1707), quien escribio el primer 
libro de texto de Calculo publicado en 1696. 


7.7.2 Teorema Regia de L'Hopita! 


Sean / y g dos funciones diferenc tables en un intervaio abieno /, 
exccpto posiblemente en el numero a de /. Suponga que para toda x de 
/, x a y que g\x) * 0. Si litn /(x) = 0 y tim gix) = 0, y 

x — 10 j — ta 

si lim -^—7 — L entonces lim ^ 7 ^ - L 
g (x) g(x ) 

El teorema tambi^n es vSlido si todos los limites son limites laterales 
por la derecha o limites laterales por la tzquierda. 

Antes de demostrar la regia de L’Hopital, se mostrar£n sus aplicaciones 
a traves de ejemplos y ejemplos ilustrativos. 
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D> EJEMPLO I LU STRATI VO 2 Como Km sen t = 0 y 

f — >o 

Km r = 0, se puede aplicar la regia de L’Hopital para obtener 


= 1 



A fin de mostrar graficamente esta aplicacion de la regia de L’Hopital, 
consulte la figura 1, la cual muestra las graficas de f(t) = sen tjt y 
g(t) = cos tj 1 trazadas en el mismo rectangulo de inspeccion de [-3, 3J por 
[-2, 2]. La figura apoya el hecho de que las dos funciones tienen el mismo 
limits de 1 conforme t 0. En t = 0,/tiene una discon tinuidad removible 
y g es continua. 4 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 

lim (jc 2 - 9) = 0 y lim (x - 3) = 0 

x— >3 jr— >3 


FIGURA 1 


se puede aplicar la regia de L’Hopital para obtener 



Km — 

JC — >3 X 


lim ~ 

x->3 1 


= 6 


Refierase a la figura 2 para ver una interpretacion grafica de esta apli- 
cacion de la regia de L’Hopital. En la figura se muestran las graficas de 
f(x) = (x 2 - 9)j(x - 3) y g(x) = 2x1 \ trazadas en el mismo rectdngulo 
de inspeccion de [0, 12] por [0, 8]. La figura apoya el hecho de que los limi- 
tes de las dos funciones es 6 cuando jc —> 3. En x = 3, / tiene una discon- 
tinued removible, mientras que g es continua en ese numero. ^ 


fix) = 



y g(x ) = 2x 


► EJEMPLO I Sea 


FIGURA 2 




[-3, 3] por [-1,3] 


fix) = — ^ 


(a) Trace la grdfica de/. iA que valor parece que se aproxima/W cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso (a) calcu-* 
lando el Km /(jc). 

x—>0 

Solucion 

(a) La figura 3 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspeccidn 
de [-3, 3] por [-1, 3]. Como /( 0) no existe, la grafica tiene un agujero 
(cubierto por el eje y) en jc = 0. De la grafica, parece que f(x) se aproxi- 
ma a 1 conforme jc tiende a 0. 

(b) Como el Kin jc = 0 y Kin {e x - 1) = 0, se puede aplicar la regia de 
L’Hopital, obteniendose 


FIGURA 3 


Km 




— = 11m — 
— 1 e x 


◄ 


= l 

lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 
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► EJEMPLO 2 Sea 


/w = 


JC 3 - 3JC + 2 
1 - x + In x 


Evalue lim/(x), si existe, y apoye graficamente la respuesta. 


Solution Primero se revisara si es posible aplicar la regia de L’Hopital. 
lim (x 3 - 3x + 2) = 1-3 + 2 lim (1 - x + lnx) =1-1+0 

X — »1 X — > I 


= 0 


= 0 


Por tanto, se aplica la regia: 


lim 

jr— » I 


x 3 - 3x + 2 
1 - x + In x 


lim 

jt — >i 


3x 2 ^ 3 



X 



FIGURA 4 


Ahora, como lim (3x 2 - 3) 

x — > I 

la regia de L’Hopital, obteni^ndose 
3x 2 - 3 6x 


Oy lim (-1 + 1 /x) = 0, se aplica otra vez 


lim 


-i + > 

x 


= lim 

x — > 1 


1 


_6 

-1 

-6 


La figura 4 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspection de 
[0, 4.7] por [-10, 1]. La grdfica tiene un agujero en (1, -6), lo cual apoya 
la respuesta. ^ 


A fin de demos trar el teorema 7.7.2, se necesita emplear el teorema del 
valor medio de Cauchy , atribuido al matem&tico francos Agustin L. Cauchy 
(1789-1857), que extiende a dos funciones el teorema del valor medio para 
una funcidn. Una interpretacion geomdtrica del teorema se pospone hasta la 
seccidn 9.1, donde se estudian derivadas asociadas con ecuaciones parametricas. 


7,7*3 Teorema del valor medio de Cauchy 


Si fy g son dos funciones tales que 

(i) / y g son cominuas en el intervalo ccrrado {a, b)\ 

(U) / y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b); 

(iii) para fodaxdel intervalo abierto (a, b ), #'(x) * 0, 

enionces existe tin m3 mem z en el intervalo abierto ( a f b) tal que 

f(b) - f(a ) £iz) 

g(b) - g(a) g' (z) 


Demostracion Primero se mostrari que g(b) ^ g(a). Suponga que 
g(b) = g(a). Como g satisface las dos condiciones de la hipotesis del teo- 
rema del valor medio, existe un numero c en (a, b) tal que g’(c) — [g ( b ) - 
g(a)]/(b - a). Pero si g (b ) = g ( a ), entonces existe un numero c en ( a , b) tal 
que g'(c) = 0. Pero la condicion (iii) de la hipotesis de este teorema estable- 
ce que para toda x de (a, b ), g'(x) * 0. "Por tanto se tiene un contradiction. 
De modo que, la suposicion de que g (b) = g (a) es falsa. En consecuencia, 
g(b) - g(a) * 0. 
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Ahora considere la funcion h definida por 


h(x) = fix) - fid) - 


fib) z llBl 

gib) - gia) 


[gto - gia) 


Entonces 


h'ix) = fix) - 

Por tanto, h es diferenciable en (a, b) puesto que/ y g son diferenciables en 
este intervalo, y h es continua en [a, b\ ya que/ y g son continuas en dicho 
intervalo. 

A1 calcular h(a) y hib) se tiene 

«„) = /<.) - m - [ ffi> ; gg ]bte> - 
= 0 

Kb) = fib) - fa) - 
= 0 


r 

gib) - gia) 


[gib) - g(a)] 


fib) - fia) 
gib) - gia) 


g'ix) 


( 1 ) 


En consecuencia, la funci6n h satisface las tres condiciones de la hipo- 
tesis del teorema de Rolle. Entonces existe un numero z en el intervalo (a, b) 
tal que h'iz) = 0. Asf, de (1), 


f'iz) - 


fib) - fja) 
gib) - gia) 


g'iz) = 0 


Como g'iz) * 0 en (a, b), de la ecuacidn anterior se obtiene 


fib) - fid) = f'jz) 
gib) - gia) g’iz) 


donde z es algiin numero del intervalo (a, b). Esto demuestra el teorema. ■ 


Si g(x) = x, entonces la conclusion del ’ teorema del valor medio de 
Cauchy es la conclusion del teorema del valor medio ya que g'iz) = 1. Asf, 
el teorema del valor medio es un caso especial del teorema del valor medio 
de Cauchy. 


► EJEMPLO 3 Determine todos los valores de z en el intervalo 
(0, 1) que satisfacen la conclusidn del teorema del valor medio de Cauchy 
para las funciones definidas por 

/( x) = 3 jc 2 + 3jc - 1 y g(jc) = jc 3 - 4jc + 2 

Solution A1 derivar / y g se obtiene 

/'(jc) = 6jc + 3 y g'(x) = 3jc 2 - 4 

Las funciones fyg son diferenciables y continuas en cualquier numero, y 
para toda x en (0, 1), g'(*) * 0. Por tanto, mediante el teorema del valor 
medio de Cauchy, existe un numero z en (0, 1) tal que 

/(l) “ /(0) = 6z + 3 
*(1) - *(0) 3z 2 - 4 
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Si se sustituye/(l) por 5, g(l) por -l,/(0) por -1 y g(0) por 2 en la ecua- 
ci6n anterior, y 6sta se resuelve para z, se tiene 

5 - (-1) 6z + 3 

-1-2 3z 2 - 4 

6z 2 + 6z - 5 = 0 

-6 ± V36 + 120 
Z 12 
-6 ± 2V39 
12 

-3 ± V39 
6 

En el intervalo (0, 1), z = \ (-3 + V39 ) « 0.54083. ◄ 

0 


Ahora se tienen los elementos para demostrar el teorema 7.7.2. Se dis- 
tinguirdn tres casos: (i) x -» a + ; (ii) x — > a"; (iii) x -» a. 

Demostracion del teorema 7,7.2 (i) Como en la hipotesis no se 
supone que/y g estan definidas en a , se consideran dos nuevas funciones F y 
G para las cuales 

F(x) = f/W 51 x a y G(x) = ( si x a (2) 
[0 si jc = a [0 si * = a 

Sea b el extremo derecho del intervalo / dado en la hipotesis. Como/y 
g son diferenciables en /, excepto posiblemente en a , se concluye que Fy G 
son diferenciables en el intervalo (a, x] 9 donde a < x < b. Por tan to, F y 
G son continuas en (a, x]. Las funciones tambien son continuas por la dere- 
cha en a porque lim F( x) = lim f(x) y lim f(x ) = 0, lo cual es F{a)\ 

x — »a+ j t->o+ x-*a + 

de manera semejante, lim G(x) = G(a). Por tanto, F y G son continuas en 

x-*a + 

el intervalo cerrado [a, x]. De este modo, F y G satisfacen las tres condi- 
ciones del teorema del valor medio de Cauchy. En consecuencia, 

F(x) - F(a) = F\z) 

G( x) - G(a) G’(z) 

donde z es algtin numero tal que a < z < x. De (2) y de la ecuacidn ante- 
rior se tiene 


fix) = £U) 

g(x) g'iz) 

Como a < z < x, se deduce que conforme x a + , z —> a + ; por tanto. 


lim = lim 

*->< 2 + g(x) x->a+ g ( Z ) 


Pero por hipdtesis, este lfmite es L. Asf, 


lim = L 

x -»a+ gix) 


La demostracidn del caso (ii) es semejante a la demostracion del caso (i) 
y se deja como ejercicio (refidrase al el ejercicio 44). El caso (iii) se deduce 
inmediatamente de los casos (i) y (ii). 

La regia de L’Hdpital tambien se cumple si jc crece sin lfmite o si jc de- 
crece sin lfmite, como se establece en el teorema siguiente. 
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7.7.4 Teorema Regia de L'Hopitat 


Sean fy g dos funeiones diferenciables para toda x > N, donde N es 
una constaiue positiva, y suponga que para toda x > N{ g\x) & 0 . 
Si lim f(x) = 0 y lim g(x) - 0 , y 

si tim ^ - L entonces lim ^ 7^7 = L 
g (*) g(x ) 

El teorema tambidn es vtflido si x — > +00 sc sustituye porx — > - 00 . 


Demostracion Se demostrara el teorema para cuando x -> + 00 . La 
demostracidn paracuando* — » -00 sedejacomoejercicio(veael ejercicio45). 

Para toda x > N, sea x = 1/f; entonces t = 1/jc. Sean F y G las fun- 
ciones definidas por F(t) = /(I/O y G(f) = g(l/f), si t * 0. Entonces 
f(x) = F(t) y g(x) = G(0, donde x > N y 0 < t < \/N. De las defini- 
ciones 3.7.1 y 1.6.1 se puede mostrar que las proposiciones 

lim f(x) -My lim F(t) = M 

jc — > /— >0+ 

tienen el mismo significado. Se le pedir£ que demuestre esto en el ejercicio 42. 
Como por hipdtesis lim f(x) = 0 y lim g(x) = 0, se puede concluir que 

X — » + oo J + 00 

lim F(t) = 0 y lim G(t) = 0 (3) 

r -» 0 + /->0 + 

A1 aplicar la regia de la cadena al cociente F\t)jG'(t) se tiene 


HO 

G'(t) 


Pit 


f 


*'(!) 

/'(*) 


g’(x) 

Como por hipdtesis Um f\x)jg\x) = L, se deduce de lo anterior que 

lim 54 = L 
r->0+ G(t) 

Puesto que para toda x > N, g’(x) * 0, entonces 

1 


(4) 


G'(0 * 0 para toda 0 < t < 


N 


De esta proposicidn, y de (3) y (4), se deduce del teorema 7.7.2 que 

lim = L 
>o+ G(t) 

Pero como F(t)jG(t) = f(x)jg(x) para toda x > N y t * 0, entonces 

lim = L 

g(x) 


de modo que el teorema se ha demostrado. 
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► EJEMPLO 4 


E value el If mite si existe. 


lim 

Jt— M-oo 


tan 


Solucion 

L’Hopital se tiene 


1 2 

lim — - 0 y lim - = 0. De modo que por la regia de 
x->+oo x x->+oo X 


lim 


tan — 
x 


lim t 777 — — \ 

""HDB) 


= - lim 

Z x — >+oo 


_ x 
2 


sec 


2 2 


Los teoremas 7.7.2 y 7.7.4 tambien se cumplen si L se sustituye por 
+ oo o-oo. Las demostraciones de estos casos se omiten. Sin embargo, ob- 
serve que si lim/(jc) = 0, lim g(jc) = 0 y lim [f'(x)jg\x)\ no existe y no 

x — >a x—ta jr — hi 

es +oo ni -oo, entonces el lim [f(x)lg(x)] puede existir. Vea el ejercicio 

x — 

4 1 como un ejemplo de tal situacion. 


► EJEMPLO 5 Demuestre que si se elimina la discontinuidad en 
0 del ejemplo 1, la funcion que resulta ser£ diferenciable en 0. 

Solucion La funcion del ejemplo 1 esta definida por 

x 


fix) - 


e x - 1 


y ahi se mostro que lim/(jc) = 1. Se elimina la discontinuidad definiendo 
la funcion de modo que sea 1 en 0. Si F es esta nueva funcion. 


Fix) = 


1 


si x * 0 


1 si x = 0 

A fin de demostrar que F es diferenciable en 0, se calcula F\0). 

f' ( o) = i im 

x - 0 


= lim 

■*— >0 x 


= lim 


x - e x + 1 


xe x - 1 

Como lim (jc - e x + 1) = 0 y lim (xe x 

jc ->0 i ->0 

L’Hopital y se tiene 


jc) = 0, se aplica la regia de 


F\0) = lim 


1 


*->o e x + xe x 
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Como Hm (1 - e x ) = Oy Km ( e x + xe x - 1) = 0, se aplica otra vez 

x->0 J x->0 r 

la regia de L/Hopital y se obtiene 


f'(0) = lim f 


Por tanto, se ha demostrado que F es diferenciable en 0. 


EJERCICIOS 7.7 


En los ejercicios l a 10, haga lo siguiente: (a) trace la grafica 
de f en la graficadora y determine a que valor parece que se 
aproxima f(x) cuando x tiene a a; (b) confirme analiticamente 
la respuesta del inciso (a) calculando Hm fix). 


2. fix) = 
a - 0 
4. fix) = 
a =0 


24. lim - 


V - 2 tan 1 — 

r 


3. /(*) = «!L** 
2 - jc 


5. /(*) = 

a =0 


7. /(jc) = 

sen Jr' 1 


a = 0 
9. /(jc) = 


jc 3 + 8 
jc 3 + x 2 + 4 


6 . /(jc) = 
a =0 
8. fix) = 
a = 1 
10 . /(jc) = 


g 1 - 10* 

JC 

senh jc - sen x 


En los ejercicios 29 a 36, determine todos los valores de z en 
el intervalo (a, b) que satisfacen la conclusion del teorema del 
valor medio de Cauchy para el par de funciones indie ado. 

29. fix) - ^ 3 ,gW = x 2 \ia, b) = (0,2) 


tan jc - jc 
jc - sen jc 

25. 

lim l , + cos2jc 
x 1 - sen j: 

26. 

Hm 

x->0 

sen -1 jc 

27. 

,, cos jc - cosh jc 
lim ■= 

x->0 JC 2 

28. 

- o 

Jr 


30. fix) 


■,g(x) = : — 4 ; (a, b) = (0,2) 


JC 3 + 3jc - 4 


a = -2 a = n\2 

En los ejercicios J I a 16, calcule el Umite, si existe, y apoye 
graficamente la respuesta. 


** tan 3jc 

11. lim 


sen - 

13. Hm — ^ 

r — k + oo 1 


.. ,, ln(sen jc) 

15. lim — 1 

x->n/2 in - 2 jc) 2 


12. Hm 


14. Hm 


i jc - 1 
6 - sen 6 


+0 tan 3 8 


16. Hm 

x->o x sen jc 


En los ejercicios J7 a 28, evalue el Iimite si existe. 

x - l e 2x2 ~ X 

17. lim — 18. lim - , 

*-► 1 + jc - 2vjc - 1 - 1 jt-»o sen z jc 


1 _ e l/z 

19. lim - — 

T — k + oo J 


20. Hm i 

>» — ► o 1 - cosh y 


22. Hm 


, / J>C11 ( 

21. hm — 

/— >0 In(2e* - 1) 


23. lim — + J) ' /5 — 

•*->0 (1 + X ) u ' 3 - (1 - jc ) 1 ' 3 


31. fix) = senjc, g(jc) = cosjc;(a, b) = (0, ;r) 

32. fix) = cos 2jc, g(jc) = sen jc; ia , b) = (0, | n) 

33. fix) = In *,£(*) = x 2 \ia, b) = (1,3) 

34. fix) = VTT1 , gix) = jc + 3; ia, b) = (-4, -1) 

35. f(x) = e 2 *,g(x) = «';(*, 6) = (0.2) 

36. f(x) = ln(jc + 1), g(x) = In jc; (a, b) = (1,2) 

37. Un circuito electrico tiene una resistencia de R ohms, una 
indue tancia de L hemys y una fuerza electromotriz de E 
volts, donde R, L y E son positivos. Si i amperes es la 
comente que fluye en el circuito t segundos despues de 
que se cierra el interrupter, entonces 

i = l(\- e~*'l L ) 

R 

Sit,EyL son constantes, calcule Hm i. 

r-> o+ 

38. En una progresion geometrica, si a es el primer tSrmino, r 
es la razon comun de dos terminos consecutivos y 5 es la 
suma de los primeros n terminos, y si r *= 1, entonces 

e _ <>(r n ~ 1) 


Calcule el Hm S.Sir = 1, ^es consistente el resultado 

r-»1 

con la suma de los primeros n terminos? 


->o 5 Z - e z 


39. Considere que 


cos jc - 1 
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Sea F la funcidn que se obtiene de / al eliminar la 
discontinuidad en 0; esto es, 

/(*) si x * 0 


Fix) 


lim/(jc) si x = 0 

x— >0 


Demuestre que F es diferenciable en 0 calculando F'(0). 

40. (a) Demuestre que si a > 0, entonces 

lim HlzJ = i n a 

r->0 X 

(b) A partir del resultado del inciso (a), demuestre que si 
r > 0 y s > 0, entonces 


lim 

x — ► 0 


( rs) x - 1 
x 


lim - 

x->0 


1 ,, s x - 1 

— + lim 


41. Sean 

- 1 

fix) = x sen — y g(x ) = * 

Demuestre que lim fix) = 0, lim g(;c) = 0, y que 

x— >0 x— >0 

lim [f\x)jg\x)] no existe ni es + oo ni -oo. Tambi6n 

x— >0 


demuestre que lim [/(*)/#(■*)] existe y calcule este Ifmite. 

x — > 0 

Sugerencia: Aplique el teorema de estriccidn. 

42. Suponga que / es una funcion definida para toda x > N> 
donde N es una constante positiva. Si t = 1/jc y F(t) ~ 
/(I/O, donde t * 0, demuestre que las proposiciones 

lim f(x) = M y lim Fit) = M tienen el mismo sig- 

x-M-« /-> 0 + 

nificado. 

43. Calcule los valores para ay b tales que 

sen 3x + ax + bx 3 n 

lim T SB o 

x-*0 JC 3 

44. Demuestre el teorema 7.7.2(ii). 

45. Demuestre el teorema 7.7.4 para cuando x -> -oo. 

46. Suponga que/ y g son dos funciones tales que la funcidn 
fjg tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Adem6s su- 
ponga que 

lim f'(x) = L x y lim g\x) = L 2 

x—>a x-*a 

iQue puede concluirse acerca de lim [f(x)/g(x)] en cada 

x—>a 

uno de los siguientes casos: (a) i, * 0 y L 2 * 0; 
(b) = 0 y L 2 * 0; (c) L, * 0 y L 2 = 0; (d) L, = 0 

y Li = 0? 


7.8 OTRAS FORMAS INDETERMINADAS 

Otra forma indeterminada de un cociente de dos funciones ocurre cuando 
el numerador y el denominador crecen o decrecen sin limite. Por ejemplo, 
suponga que desea evaluar el limite, si existe, 


jc 

No se puede aplicar el teorema que trata acerca del limite de un cociente 
porque lim In x = -oo y lim (1/jc) = +oo. En este caso se dice que la 

r x-»0+ J r-*0 + n 

funcidn definida por 

fix) = Up 

X 

tiene la forma indeterminada (-oo)/(+oo) en jc = 0. La regia de L’Hopital 
tambien se aplica a una forma indeterminada de este tipo asf como a las for- 
mas (+oo)/(+oo), ( oo)/( oo ) y (-f oo)/(-oo). La regia se da en los dos teo- 
remas siguientes, para los cuales las demostraciones se omiten debido a que 
estdn mas alia del alcance de este libro. 


7.8.1 Teorema Regia de L'Hdpital 


Sean f y g funciones difereneiables en el intervalo abierto excep- 
to posfblemenie en d numero a de /, y suponga que para toda x ± a 
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en /, #'(*) * 0. Si Urn /(*) es igual a +oo o -oo, y iim g{x) es igual 

X-Kf 

a + do O -co, y 

si llm — i"?~ - L entooces ltm - L 
g(x) x ^ a g(x) 

El teorema tambidn es v£Hdo si todos los h'mites son limites por la 
derecha o Ifmites por la izquierda. 


► EJEMPLO I Sea 


m = 


In x 
1 
X 



[0, 3] por [-1,13 

/(,) = ]!L£ 

\(x 

FIGURA 1 


(a) Trace la grdfica de /. iA qu6 valor parece que se aproxima /(jc) cuando 
jc tiende a 0 por la derecha? (b) Confirme analfticamente la respuesta del in- 
ciso (a) calculando lim /(jc). 

jr-»0 + 

Solucion 

(a) La figura 1 muestra la grdfica de / trazada en el rectangulo de inspection 
de [0, 3] por [-1, 1]. En la grlfica, parece que f(x) se aproxima a 0 
cuando jc tiende a 0 por la derecha. 

(b) Como lim In jc = -oo y lim (1/jc) = + oo, se aplica la regia de 

jc-» 0+ x-»0 + 

L’Hopital obteniendose 


lim 

X -+0 + 


In jc 
1 


JC 


= lim 
*-»o+ 


1 


JC 

l 


JC 


2 


- lim (-jc) 
*-►0 + 

= 0 


lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 


◄ 


7.8.2 Teorema Regia de L'Hopital 


Sean fyg funciones difereneiabtes para toda jc > M donde N es upa 
constante positiva, y suponga que para toda jc > N, g\x) ^ 0, "Si 
lim /(jc) es igual a+eeo -oo, y lim g(*) es igual a +oo o -oo, y 

si Hm - L entonces lim = L 

x-mh- g(x) g(x) 

El teorema tambidn es vgilido si jc -4 +oo se sustituye por jc -4 -oo. 

Los teoremas 7.8.1 y 7.8.2 tambien se cumplen si L se sustituye por 
+oo o -oo, y las demos traciones para estos casos tambien se omiten. 


► EJEMPLO 2 Evalue, si existe, 

v 5x 

lim 

*-»+~ ln(2 + e x ) 

y apoye grdficamente la respuesta. 
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Solucion Como lim 5x = + oo y lim ln(2 + e x ) = +oo, al apli- 

X~»+<*> X-+ + 00 

car la regia de L’Hopital se tiene 


lim 

jr— > +oo 


5x 

ln(2 + e x ) 


lim 

X — >+<» 


5 

1 

2 + e x 


( e x ) 


lim (10 + 5e x )e~ x 

x — > + “ 



= lim (10e * + 5) 

X— > + 

= 5 

La figura 2 muestra las grdficas de la recta y = 5 y de la funcion 
f{x) = 5 jc/ln(2 + e x ) trazada en el rectdngulo de inspection de [0, 9] por 
[0, 6]. Se ha apoyado la respuesta ya que la recta parece ser una asintota 
horizontal de la grafica de f. ^ 


► EJEMPLO 3 Evalue, si existe. 


Ax) = 


5x 

ln(2 + e x ) 


y y = 5 


FIGURA 2 


lim 

x->k/ 2 ~ 


sec x 
sec 3 jc 


Solucion Como lim 

x— ►/r/2- 

regla de L’Hopital se tiene 


sec x - +oo, y 


lim sec 3 jc = -oo, de la 

x — > rt/2 ~~ 


sec x _ sec x tan x 

x ^ni 2 - sec 3x x^k/ 2 - 3 sec 3x tan 3x 

Observe que lim sec * tan jc = + oo, y lim 3 sec 3x tan 3x — -oo y 

x->xl2~ x — ► /r/2 — 

que aplicar otra vez regia de L’Hopital no sera util. Sin embargo, el co- 
ciente original puede escribirse como 


lim 

X-4 7T/2 - 


sec x 
sec 3x 


lim 

x-ht/2" 


cos 3 jc 

COS X 


Ahora, como lim cos 3x = 0 y lim cos x — 0, se puede aplicar la 

x—*nl2~ x — ^ tt/ 2 ~ 

regia de L’Hopital 

lim = Um -3 sen 3x 

x — > ic/2 - COS X x _► ff /2 - -sen x 

= -3 ◄ 


El limite del ejemplo 3 puede ser evaluado sin la regia de L’Hopital, 
utilizando el teorema 1 . 10.2. Se le pedira que haga esto en el ejercicio 42. 

Ademas de las formas 0/0 y ±oo/+oo, otras formas indeterminadas son 
0 ■ (+oo), +oo - (+ oo), 0°, (±oo)° y l ±co . Estas formas indeterminadas se 
definen de manera semejante a las otras dos. Por ejemplo, si lim/(x) = +oo 

x—>a 

y lim g(x) = 0, entonces la funcion definida por f(x)8W tiene la forma in- 

x->a 

determinada (+oo)° en a. Para calcular el limite de una funcion que tiene 
una de estas formas indeterminadas, se debe cambiar a la forma 0/0 o 
it oo/i oo antes de aplicar la regia de L’Hopital. Los ejemplos siguientes 
ilustran el metodo. 
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► EJEMPLO 4 Evalue, si existe. 


Hm sen 1 x esc x 

x -»0 + 

Solucion Como Hm sen* 1 x = 0 y Hm esc x = + oo, la funcidn 

*-*0 + *->0 + 

defmida por /(x) = sen" 1 x esc x tiene la forma indeterminada 0 • (+oo) en 0. 
Antes de aplicar la regia de L’Hopital se expresa sen -1 x esc x como 
sen -1 x/sen x, y se considera Hm (sen -1 x/sen x). Ahora Hm sen" 1 x = 0 

y Hm + sen x = 0; de modo que se tiene la forma indeterminada 0/0. Por 
tanto, de la regia de L’Hopital se tiene 


Hm 

*->o + 


sen 1 x 
sen x 


1 



T-» 0 + cos X 


1 

1 


◄ 


► EJEMPLO 5 Sea 



1 

x 2 sec x 



FIGURA 3 


(a) Trace la grafica de /. lA que valor parece que se aproxima /(x) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calcu- 
lando Hm /(x). 

JS— >0 

Solucion 

(a) La figura 3 muestra la grafica de /trazada en el rectangulo de inspeccion 
de [-3, 3] por [-1, 3]. La grafica tiene un agujero (cubierto por el eje y) 
en x = 0 debido a que /( 0) no existe. En la grafica, parece que /(x) se 
aproxima a 0.5 cuando x tiende a 0. 

(b) Como 

Hm \ = +oo y Hm — = +oo 

■*— *o x L x L sec x 


se tiene la forma indeterminada +oo - (+oo). Al reescribir la expre- 
sion se tiene 


Hm 

jr— >o 


( 


1 

x 2 sec x 



Hm 

x ->0 




cos X \ 

X 2 J 


= lim 

*->o 


1 - cos x 


Como Hm (1 - cos x) = 0 y Hm x 2 = 0, se aplica la regia de 

x — > 0 x->0 

L’Hopital y se obtiene 


Hm 

jc — > 0 


1 - cos X 


Hm 

jc — » 0 


sen x 
2x 
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Si se aplica la regia de L’Hopital una vez m&s, ya que lim sen jc = 0 
y lim 2x = 0, se tiene 

J x — *0 


lim 

x — >0 


sen jc 
2x 


lim 

x — >0 


COS JC 
2 


1 

2 


Por tanto, 

j i__) = i 

jc 2 jc 2 sec jc / 2 

lo cual confirma la respuesta del inciso (a). ^ 

Para cualquiera de las formas indeterminadas 0°, (+oo)°, l + °°, el pro- 
cedimiento para evaluar el limite se presenta en el ejemplo 6. 



► EJEMPLO 6 Evalue, si existe, 
lim (jc + \) cotx 

x -> 0 + 

Apoye gr&ficamente la respuesta. 

Solucion Como lim (jc + 1) = 1 y lim cotjc = + 00 , se tiene la 
forma indeterminada 1 + °°. Sea 


y = (jc + l) cot * 
Entonces 


( 1 ) 


lny = cotJcln(jc + 1) 

ln(jc + 1) 
tan jc 


De modo que 


lim lny = 

X— >0 + 


lim 

x->o+ tan jc 


(2) 


Como lim InU + 1) = 0 y lim tan x = 0, puede aplicarse la regia de 

x -> 0 + x ->0 + 

L’Hopital al miembro derecho de (2) obteniendose 



FIGURA 4 


lim 

x ->0 + 


ln(jc + 1) 
tan jc 


1 


lim 

x — >0 + 


JC + 1 

sec 2 jc 


Por tanto, al sustituir 1 en el miembro derecho de (2) se tiene 

lim lny = 1 (3) 

x - K )+ y 

Debido a que la funcion exponencial es continua en todo su dominio, el cual 
es el conjunto de los numero reales, se puede aplicar el teorema 1.9.1; de 
modo que 

lim exp(lny) = exp( lim lny) 

X— >0+ ^ J X->0 + 
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Entonces, se deduce de (3) y de esta ecuacidn que 
lim y = e 1 

x—*0 + J 

Pero de (1), y = ( x + l) cot * y en consecuencia, 
lim (x + l) cot * = 

jc->0 + 

La figura 4, que muestra la grafica de f(x) = (x + l) cot x trazada en 
el rectdngulo de inspeccidn de [0, 3] por [0, 5], apoya la respuesta. A 


1 EJERCICIOS 7.8 


En los ejercicios 1 a 8, haga lo siguiente: (a) estime el limite, si 
existe, trazando la grafica de la funcion en un rectangulo de 
inspeccion adecuado; (b) confirme analiticamente la respues- 
ta del inciso (a) calculando el limite. 

1. lim 2. Urn 


3. lim tanjc(lnjc) 

x-»0+ 

5. uJ-1 ' 

x-h \ In x x - 1 

7. lim 


4. lim tan x cot x 


6. lim (1 + x) lnx 

x— »0 + 

8. lim ( « — 7 

x -* 2 \ x 2 + jc - 6 x - 2 


En los ejercicios 9 a 16, calcule el limite , si existe, y apoye 
grdficamente la respuesta. 


9. 

In jc 

lim 

x-»+« x 

10. 

lim ln( y 100) 
In x 

11. 

lim jccsc jc 

X->0 + 

12. 

lim (2jc - 1) tan kx 

x->l/2+ 

13. 

lim (jc 2 - si x 4 

- jc 2 + 2) 

14. lim ( — 

x-xi+Vsenjc jc, 

15. 

lim (1 + 3x) llx 

16. 

lim x l l lnx 


En los ejercicios 17 a 34, calcule el limite si existe. 


17. 

ln(l - 2jc) 

lim 

jr — ► i / 2 — ■ tan kx 

18. 

ln(cos jc) 

lim 

x->n/ 2 - ln(tan jc) 

19. 

lim (e x + jc) 2 ^ 

X-M-~ 

20. 

lim (senh x) 1 ™ x 

x—*0 + 

21. 

lim (senjc/ 3 

x->0+ 

22. 

lim (jc + e 2x )^ x 

x— >0 

23. 

,, jc 2 + 2jc 

lim —z 

X— M-oo £-’ X — l 

24. 

Hm f 1 + ±r 

2jc J 

25. 

lim(l + senhjc) 2 ^ 

x->0 

26. 

lim (jc - 2) tan - 

x— >2 

27. 

lim [(cos jc)^ 2 ] 4 ^* 4 

x— *0 

28. 

lim (cos jc) 1 ^ 2 

x — >0 

29. 

lim [(jc 6 + 3 jc 5 + 4) 1/6 

X-> + oo 

- x] 


30. 

lim ta( V < ' ) 
x->+« 3 jc 

31. 

p-l/x 

lim 

x— »0+ JC 

32. 

lim x x * 

x— »0 + 

33. 

lim * 

Vi + x 2 

34. 

lim (jc - V * 2 ~ x) 




35. Trace la grafica de 

2 X 

m - ^ 

e 

en un rectangulo de inspeccion conveniente, y a partir 
de la grafica prediga el comportamiento de f(x) cuando 
(a) x — > -oo, y (b) x — » +oo. Confirme analiticamente 
las respuestas de los incisos (a) y (b) determinando 
(c) lim /( jc), y (d) lim /(jc), respectivamente. 

X-» + <» 

36. Realice el ejercicio 35 si 

p x 

/(Jt) = — 

3* 

37. Demuestre que e x crece mds rapido que x p para todos los 
valores positivos de p, sin importar que tan grande sea 
p, evaluando 


38. Demuestre que In jc crece menos rapido que x p para todos 
los valores positivos de p, sin importar que tan pequeno 
sea p, evaluando 


39. Si /(jc) 


si jc < 0 
si 0 < jc 


que / sea continua en jc = 0. 


40. Si f(x) = 


f (jc + i)( In k )l* si jc * 0 


, determine k de 


, determine k de 


modo que / sea continua en jc = 0. 

41. Si lim | - + | j = 9, determine n. 

42. Evalue el limite del ejemplo 3 sin emplear la regia de 
L’Hopital, sino utilizando el teorema 1.10.2 y las iden- 
tidades cos( ^ tt - t) - sen t y sen( ~7t - t) = cos t. 

43. (a) Demuestre que -lim (e~^ x2 lx n ) = 0 para cualquier 

x-»0 

ntimero entero positivo n. (b) Si /(jc) = e" 1 ** 2 , utilice el 
resultado del inciso (a) para demostrar que los limites de 
/ y de todas sus derivadas, cuando jc tiende a 0, son 0. 
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44. 


Suponga que /(jc) — J* e 3t ^9 1 4 + 1 dt y g(jc) = x n e 3x . 


Si lim 


fix) 
gXx ) 


1 . determine n. 


45. Si la recta normal a la curva y = x p , donde p > 0, en el 
punto (u, u p ) intersecta al eje x en el punto ( a , 0), de- 
muestre que 

1 0 si 0 < p < 0.5 

lim (a - u) = 0.5 si p = 0.5 

«-*+«> 

[ + oo si 0.5 < p 

46. Si la recta normal a la curva y = In x en el punto (u, In u) 
intersecta al eje x en el punto ( a , 0), demuestre que 


lim (a - u) — 0 

U-M-oo 


En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grafica de f determinando 
primero los extremos locales de f y las asmtotas horizontales 
de la grafica, si es que existe alguna . Verifique la grafica en 
la graficadora. 

47. f(x) = x' lx ,x > 0 48. f(x) = x x ,x > 0 


49. Calcule lim log^Jt + 10) y apoye graficamente la res- 

X — » + °° 

puesta. Sugerencia : primero exprese log x (x + 10) en 
t^rminos de logaritmos naturales aplicando la ecuacion 
(3) de la seccidn 5.5. 

50. Sea 


fix) = 


x - COS JC 
jc + sen x 


(a) Estime lim /(jc). si existe, trazando la grdfica de / en 
un rect&ngulo de inspeccidn conveniente. (b) Confirme 
analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando el 
If mite, (c) ^Por que no puede emplearse la regia de 
L’Hopital para calcular el limite del inciso (b)? 

51. Determine cada uno de los siguiente limites: 

(a) lim (senjc) cscx (b) lim (sen 
x — ►0'*' x) 

(c) ^Es 0 + " una forma indeterminada? Explique como 
Heg6 a la respuesta. 


7.9 INTEGRALES IMPROPIAS CON LIMITES 
DE INTEGRACION INFINITOS 


y 



Hasta aquf, en el estudio de la integral definida se ha supuesto que el integran- 
do estd definido en un intervalo cerrado. En esta secci6n, se extender^ la 
definicion de la integral definida para considerar un intervalo infmito de 
integracion. A estas integrales se les denomina integrates impropias. Otro 
tipo de integrales impropias se discutir2 en la proxima seccion. 


> EJEMPLO ILU STRATI VO 1 Considere el problema de 

calcular el area de la regi6n limitada por la curva y = e ~ x , el eje y, el eje jc 
y la recta x = b, donde b > 0. Esta region se muestra en la figura 1 . Si 
A unidades cuadradas es el drea de la region, entonces 

n 

A = lim ^ e~ Wi A,jc 
= [ e~ x dx 

Jo 


= 1 - e~ b 


Si se permite que b crezca sin limite, entonces 


rb 

lim e x dx 

4 - >+ “J 0 

rb 

lim e x dx 

4 -* + “J 0 


lim (1 - e b ) 

b^>+ o° 


l 


(i) 
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[0, 3] por [0, 2] 

y = NINTO - ', 0, jc) y y = \ 


FIGURA 2 


Por tanto, sin importar que tan grande se tome el valor de b , el area de la region 
mostrada en la figura 1 , siempre sera menor que 1 unidad cuadrada. ^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A1 trazar la grdfica de 

y = NINT(e” f , 0, jc) y la recta y = 1 en el rectangulo de inspection de [0, 3] 
por [0, 2], como se muestra en la figura 2, se apoya la respuesta del ejemplo 
ilustrativo 1. La figura apoya la respuesta porque La recta parece ser una 
asintota horizontal de la grdfica. A 

La ecuacion (1) establece que si b > 0, para cualquier € > 0 existe 
una N > 0 tal que 

f b 

si b > N entonces e x eh c - 1 < € 

Jo 

En lugar de (1) se escribe 


e x dx — 


En general, se tiene la siguiente definicion. 


7.9. T Definition de integral impropia con iimite 
superior infinito 


Si / es continua para toda x a a t entonces 


f{x)dx ~ ^lim^ J f{x) dx 
si este Ifmite existe. 


La siguiente definicion trata acerca de las integrates impropias para las 
cuales el Iimite inferior de integracion es infinito. 


7.9.2 Definicion de integral impropia con Iimite 
inferior infinito 


Si/ es continua para coda x < b, entonces 


fix) dx 


. «. r 

fl-» — J 
Ja 


f(x)dx 


si este Iimite existe. 


En las dos definiciones anteriores, si el Iimite existe, se dice que la inte- 
gral impropia es convergente. Si los limites no existen, la integral impropia 
es diverge nte. 


► EJEMPLO I 


Evalue la integral, si es convergente: 


dx 

(4 - xfi 


Apoye graficamente la respuesta. 
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Solucion 



HO, 2] por [-1, 1] 


y - NINt( y y = 0.5 

V ( 4-/) 2 ) 

FIGURA 3 



1 

2 


A1 trazar las grdficas de y = NINT(l/(4 - r) 2 , x, 2) y la recta y - 0.5 
en el rect^ngulo de inspection de [-10, 2] por [-1, 1], como se muestra en 
la figura 3, donde la recta parece ser una asintota de la grdfica. A 


La siguiente definition trata acerca de las integrales impropias para el 
caso cuando los dos limites de integracion son infinitos. 


7-9.3 Definition de integral impropia con limite 
superior e inferior inftnitos 


Si / es contimia para todos los valores de x y c es cualquier ntimero 
real, entonces 

/(x)dx = Hm I f(x)dx + lim 
Ja 

si los dos If mites existen. 


I 


fix) dx 


(2) 



En el ejercicio 42 se le pedira que demuestre que cuando los limites 
existen, el miembro derecho de (2) es independiente de la eleccidn de c. 
Cuando la definicidn 7.9.3 se aplica, por lo general se considera c como 0. 


► EJEMPLO 2 


Evalue, si existen. 


(a) 


£ 


x dx 


(b) 


, im r 

r -“ j. 


xdx 


Solucion 

(a) De la defmicion 7.9.3, con c = 0 se tiene 

r+°° r 0 rl 

xdx - lim xdx + lim 
7—oo Ja Jo 


= lim [i x 2 ]° + lim [i x 2 f 

a— »-ooL2 Jq fc— > + « L2 JQ 


= lim (- I a 2 ) + . lim | b 2 

«—>—<» * b—+ + ° o ^ 


Como ninguno de estos dos limites existe, entonces la integral impropia 
diverge. 
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(b) 



Ifanf' x 2 Y 

r->+« J-r 

lim dr 2 - i r 2 ) 

r-++oo x. Z 


- lim 0 

r— > + <» 

= 0 


◄ 


► EJEMPLO 3 


Evalue la integral, si es convergente: 


r 


dx 


x L + 1 


Apoye gr&ficamente la respuesta. 

Solucion 


r +<» r 0 rb 

- -M- = lim + lim 

J— * + 1 x + 1 A ' ++ ” Jo * + 


= lim [tan ^l 0 + lim [tan 

a _>-ooL J a b — >+<»L JO 

= lim (tan -1 0 - tan -1 a) + lim (tan -1 b - tan -1 0) 

a — >— m b ~ > + » 

= 0 - lim (tan” 1 a) + lim (tan~ l b) - 0 

a — > -oo b ~ > + «> 

■ -H) * f 


= ft 


A fin de apoyar la respuesta se trazan tes graficas de 



[-10, 10] por [-1,2] 

= NINT(l/(f 2 + 1), jr, 0) (jc < 0) 
y 2 = NINT(l/(f 2 + 1), 0, x) (. x > 0) 

y = */2 


yi = NINT(1 /(f 2 + 1), jc, 0) (x < 0) 
y 2 = NINTH lit 1 + l), 0, x) (x > 0) 

y la recta y = n/2 en el rectangulo de inspection de [-10, 10] por [-1, 2], 
como se muestra en la figura 4, El hecho de que la recta y = tt/ 2 parece ser 
la asmtota de las grdficas de yj y y 2 apoya la respuesta. 4 


► EJEMPLO 4 


Evalue la integral si es convergente: 



xe x dx 


FIGURA 4 


Solucion 



xe x dx 


lim 


f 


xe x 


dx 
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A fin de evaluar la integral se utiliza integracion por partes con u = x y 
dv = e~ x dx, de modo que du = dx y v = -e~ x . Asi, 



xe x dx 


11m \-xe x ~ e x ] b _ 
b-*+o oL Jo 

lim {-be~ b - e~ b + 1) 

h-> + °o 


= - lim 


- 0+1 


(3) 


Con objeto de calcular lim se aplica la regia de L’Hopital porque 

6— M-o o 

lim b = +oo y lim e b = +oo. De este modo se tiene 


lim 




= lim — r- 

^—>4-00 
= 0 


Por tanto, de (3), 



dx - i 


◄ 



► EJEMPLO 5 <Es posible asignar un numero finito para repre- 
sentar la medida del area de la regidn ubicada a la derecha de la recta 
x = l, debajo de la grafica de y = \/xy por arriba del eje jc? 

Sol UC ion La region se muestra en la figura 5. Sea L el numero que se 
desea asignar a la medida del drea de la region limitada por las grdficas de las 
ecuaciones y = 1 jx, y = 0, x = 1 y x = b, donde b > 1 . Entonces 

n l 

A = lim Y — A & 

II a II .a ^ iak 1 


o“ w i 


-J> 


Asi, sea L - lim A, si este limite existe. Pero 

b~* + oo 


r i 

lim A = lim -dx 

-)-foo b — > + 00 j X 


= lim [In b - In 1 ] 

b->+° o 


= +oo 


Por tanto, no es posible asignar un numero finito para representar la medida 
del drea de la region. 4 


W EJEMPLO 6 £Es posible asignar un numero finito para re- 
presentar la medida del volumen del solido generado al girar la region del 
ejemplo 5 alrededor del eje xl 

Solution El elemento de volumen es un disco circular que tiene un es- 
pesor de y un radio de l/w r - en la base. Sea L el numero que se desea asig- 
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nar a la medida del volumen, y sea V la medida del volumen del solido gene- 
rado al girar alrededor del eje x la region limitada por las graficas de 
y - 1 /*, y = 0, x = 1 y x = b, donde b > 1 . Entonces 


V = 


lim 

l|A||->0 






Sea L = lim V, si el 1 unite existe. 

b-> + ™ 


lim V - lim 

b — » + °° b 


dx 

v2 


m n 

+ oo I 

= , lim [- If 
*->+-L jcJi 

= k lim (-]- + l] 

b^+oo\ b ) 

Por tanto, se asigna n para representar la medida del volumen del solido. A 


► EJEMPLO 7 


Determine si 



sen x dx es convergente o divergente. 


Solucion 


[ b 

lim sen x dx 

b — > + « ! 

Jq 

lim [-cos x 1 
6-*+ooL Jo 

lim (-cos b + 1 ). 

b — > + oo 

Para cualquier ntimero entero n , conforme b toma todos los valores de nn 
a 2nK, cos b toma todos los valores de -1 a 1. En consecuencia, lim cos b 
no existe. Por tanto, la integral impropia es divergente. ” A 

El ejemplo 7 ilustra el caso en el cual la integral impropia es divergente 
y el limite no es infinito. 

Una aplicacion de la integral impropia con un limite de integration infi- 
nito se refiere a la probabilidad. La probabilidad de que un evento particular 
ocurra es un numero del intervalo cerrado [0, 1]. Si es seguro que el even- 
to ocurra, entonces la probabilidad de su ocurrencia es 1 ; si el evento nunca 
ocurrird, entonces la probabilidad es 0. Cuanto mas seguro se est 6 de que un 
evento ocurrira, su probabilidad estara mas cercana a 1. 

Suponga que el conjunto de todos los resultados posibles de una situa- 
tion particular es el conjunto de todos los numeros x del intervalo /. Por ejem- 
plo, x puede ser el numero de minutos del tiempo de espera para una mesa 
en cierto restaurante, el numero de horas de vida de un cinescopio, o el nu- 
mero de pulgadas de la estatura de una persona. En ocasiones es necesario 
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determinar la probabilidad de que jc est£ en algun subintervalo de /. Por 
ejemplo, se puede desear determinar la probabilidad de que una persona 
tendrd que esperar entre 20 y 30 min para una mesa en un restaurante, o 
la probabilidad de que de que el cinescopio de una televisidn dure mas de 
2 000 horas, o la probabilidad de que alguien elegido al azar tenga una altura 
entre 66 pulg y 72 pulg. Estos problemas implican la evaluacidn de la inte- 
gral de una funcidn denominada funcidn de densidad de probabilidad. En 
la seccidn 5.6 se tratd la funcion normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad. Las funciones de densidad de probabilidad se obtienen a partir 
de experimentos estadisticos. Se dard aqul una discusion breve e informal de 
estas funciones con el fin de mostrar como surgen las integrates impropias. 

Una funcion de densidad de probabilidad es una funcion / que tiene 
como dominio al conjunto R de los numeros reales y que satisface las dos 
siguientes condiciones: 

1. f(x) > 0 para toda x en R 

r +°° 

2. I fix) dx = 1 

Se considerara aquf la funcidn de densidad exponencial definida por 


fix) = 


| ke~ kx 

[0 


si x £ 0 
0 x < 0 


(4) 


y 



donde k > 0. Para verificar que esta funcidn es una funcidn de densidad 
de probabilidad se mostrara que se cumplen las dos condiciones. 

1. Si x < (I. fix) = 0: si > 0. f(x') = ke kx , y como k > 0 ,ke~ kx > 0. 


r +«> r 0 r 

2. fix) dx = f{x) dx + fix) dx 

J — oo J — oo J 0 


r0 r 

= 0 dx + \ 

J - OO Jo 


ke~ kx dx 


- 0 + 11m 

b — > + »»l 


j- J e kx i~k dx) j 


= Urn \-e~ kx ] b n 

b — > + o®t JO 

= llm i^e- kb + 1) 

b->+°° 

= 1 


Si / es tirta funcidb de densidad de probabilidad de cierto evento, en- 
tentes la pifdbabilidad A qtfe* el evento ocurrira en el intervalo cerra- 
db [u,#] se denota por P([b, b]) y 

P([a, b}) = f fix) dx 
Jq 

La figura 6 muestra la grafica de la funcion de densidad exponencial. Como 
/ 0 +oc ke~ kx dx = 1, la medida del area de la region limitada por y = ke~ kx , 
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el eje x y el eje y 7 es 1. La medida del £rea de la region sombreada en la figu- 
ra es P([a 7 6]). 

► EJEMPLO 8 Para cierto tipo de baterias, la funcion de densi- 
dad de probabilidad de modo que x horas es la vida de una bateria elegida al 
azar esta dada por 

f ± cj v > 0 

f(x) = 60 (5) 

lo 0 * < 0 

Calcule la probabilidad de que la vida de una bateria elegida al azar (a) este 
entre 15 y 25 horas, y (b) sea por lo menos 50 horas. 

Solucion La funcidn definida por (5) es de la forma (4) con k = ± . 
(a) La probabilidad de que la vida de una bateria elegida al azar est 6 entre 1 5 
y 25 horas es P([15, 25]), y (b) la probabilidad de que por lo menos ser£ de 
50 horas es P([50, +oo]). 


(a) P([15, 25]) = 


~ x /60 dx 


.r e -x,6o ( _^ dx) 

J 15 


= _ £-25/60 + £-15/60 
= 0.120 

(b) f([50, + oo]) = lim f ^e~ xl6 ° dx 

b-> + o° f OU 

J 50 

= lim 

+ J50 

= lim (~e~ bm + e-50/60) 
£-» + «> 

= 0 + 50/60 
= 0.435 


I EJERCICIOS 7.9 


En los ejercicios 1 a 18 , determine si la integral impropia es f +OD 

convergente o divergente, y si es convergente, evaluela. Apo - J x COS ^ x ^ 

ye grdficamente la respue sta. 


e dx 

2. [ e x dx 

„ f + ~ x dx 


J- oo 

J5 %l 9 - X 2 



/•+oo 

x5~ x2 dx 

4. 2~ x dx 

ii. f l dx 


Ji 

Js X 2 + 9 



+oo 

x2~ x dx 

6. f * 

13. j e~\ x \ dx 


J 5 s]x- 1 



8. I x l e x dx 

J — oo 

f +oo 

10 . j 

{3x 2 + 2) 3 

12. f 

J x In x 

j e 

r +oo 

14. I xe~ xl dx 
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dx 

jc(ln jc) 2 
In xdx 


19. E value, si existe: 


16. 


18. 



dx 

16 + x 2 
e~ x cos x dx 


(a) 



sen x dx 


(b) 


» r 

f~>+“ 


sen x dx 


20. Demuestre que si f(x) dx es convergente, entonces 
j* f(-x) dx tambidn es convergente y tiene el mismo 
valor. 

21. Pruebe que la integral impropia jT, jc(1 + x 2 )~ 2 dxe s 

convergente y que la integral impropia jL jc(1 + jc 2 ) -1 dx 
es divergente. 

22. Demuestre que la integral impropia 
gente si y s61o si p > 1 . 

23. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del £rea de la regidn limitada por 
la curva cuya ecuacion y = \j{e x + e~ x ) y el eje x. Si 
puede asignarse un numero finito, determinelo. 

24. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del £rea de la regidn limitada por el eje 
jc, la recta x = 2 y la curva cuya ecuacidn es y = 
1/(jc 2 - 1). Si se puede asignar un numero finito, de- 
terminelo. 

25. Determine si es posible asignar un numero finito para re- 
presentar la medida del volumen del sdlido generado al 
girar alrededor del eje jc la regidn ubicada a la derecha de 
la recta jc = 1 y limitada por la curva cuya ecuacidn 
es y = 1/jc 3 ^ 2 y el eje jc. Si puede asignarse un numero 
finito, determinelo. 

26. Determine si es posible asignar un mimero finito para 
representar la medida del volumen del s61ido generado al 
girar alrededor del eje jc la regidn limitada por el eje jc, el 
eje y, y la curva cuya ecuacidn es y = e~ 2x . Si puede 
ser asignado un numero, determinelo. 

27. Para la bateria del ejemplo 8, calcule la probabilidad de 
que la vida de una bateria elegida al azar sea (a) no mds 
de 50 horas, y (b) por lo menos 75 horas. 


r* 

j i 


29. En cierta ciudad, la funcion de densidad de probabilidad 
para que jc minutos sea la duracidn de una llamada tele- 
fdnica elegida al azar est£ dada por 


fix) = 


- e “ J /3 
0 


si jc 2: 0 
si jc < 0 


Determine la probabilidad de que una llamada telefdnica 
durard (a) entre 1 min y 2 min, y (b) porlo menos 5 min. 

30. Para cierto aparato domdstico, la funcidn de densidad de 
probabilidad de que necesite servicio despuds de jc meses 
de comprado est£ dada por 


f( x) _ J 0.02e~ 002x si x >0 
1 0 si j: < 0 

Si el aparato estd garantizado por un ano, ^cu&l es la proba- 
bilidad de que un aparato elegido al azar no necesitarii 
servicio durante este periodo de garantfa? 

31. Suponga que un cohete se lanza desde la superficie de la 
Tierra, sin considerar toda resistencia excepto la de grave- 
dad. Si v millas por segundo es la velocidad necesaria para 
escapar del campo gravitacional de la Tierra, entonces 

v 2 = 2 gR 2 f x~ 2 dx 

Jr 


donde g es la gravedad constante medida en millas por 
segundo por segundo en la superficie de la Tierra y R 
millas es el radio de la Tierra. Con g = 0.006094 y 
R = 3963, aproxime la velocidad de escape con tres 
dlgitos significativos. 

32. Si / es una funcidn de densidad de probabilidad, entonces 
la media (o valor promedio ) de las probabilidades esta 
dado por 



jc fix) dx 


si existe. Calcule la media de las probabilidades obtenidas 
a partir de la funci6n de densidad exponencial (4). 

Los ejercicios 33 a 36 muestran una aplicacion de las integra- 
ls impropias en el campo de la economta . Suponga un flujo 
de ingresos continuo para el cual el interes se compone con- 
tinuamente a una tasa anual de 100 i% y f(t -j dolares es el 
ingreso anual en cualquier lapso de t ahos . Si el ingreso con- 
tinua indefinidamente, el valor presente, V dolares, de cual- 
quier ingreso futuro estd dado por 


28. Para cierto tipo de llmparas, la funcidn de densidad de 
probabilidad de que jc horas sea la vida de una limpara 
elegida al azar estd dada por 


fix) = 


40 


0 


e -xl4Q 


si jc 0 
si jc < 0 


Determine la probabilidad de que la vida de una ldmpara 
elegida al azar (a) estd entre 40 y 60 horas, y (b) sea por lo 
menos 60 horas. 


V = 



f{t)e~ u dt 


33. Un flujo continuo de ingresos decrece en el tiempo, y en t 
ahos el ntimero de ddlares del ingreso anual es 1000 * 2~ r . 
Determine el valor presente de este ingreso si se conti- 
nua empleando indefinidamente una tasa de interds del 
8% compuesto eontinuamente. 

34. Suponga que el dueno de parte de una propiedad de una 
empresa la tiene en arrendamiento permanente, de ma- 
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nera que la renta se pague a perpetuidad. Si la renta anual 
es de $12 000 y el valor monetario es 10% compuesto 
continuamente, determine el valor presente de todas las 
rentas futuras. 


40. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 



n 

x + 1 


3jc 

2x 2 + n 


) 


dx sea convergente, y evalue 


35. El British Consol es un bo no sin vencimiento y proporcio- 
na al poseedor una suma global de pago al ano. Determi- 
nandb el valor presente de un flujo de pagos anuales de R 
ddlares y utilizando la tasa de interns corriente de 100i%, 
compuesto continuamente, demuestre que el precio justo 
de venta de uno de estos bonos, es Rji dolares. 

36. El flujo continuo de utilidades de una empresa crece con 
el tiempo, y a los t afios el numero de dolares de la utilidad 
anual es proporcional a t. Demuestre que el valor presente 
de la compaflfa es inversamente proporcional a i 2 , don- 
de 100i% es la tasa de interns compuesta continuamente. 

37. La distancia de un punto masa P (toda la masa esta con- 
centrada en P ) desde un alambre largo de masa uniforme 
es b unidades. El numero de unidades de fuerza gravi- 
tational sobre P debida al alambre es F donde 


F = 



dx 

(b 2 + jc 2 ) 3/2 


donde k es una constante positiva. Demuestre que F - 
2kfb\ esto es, F varia inversamente a b. 


38. La distancia de un punto masa P desde una superficie pla- 
na delgada de masa uniforme, es b unidades. El numero 
de unidades de fuerza gravitacional sobre P debida a la 
superficie es F donde 


F = 



dx 

x 1 + b 2 


donde k es una constante positiva. Demuestre que F = 
Ink , lo cual indica que la fuerza gravitacional es inde- 
pendiente de la posicidn de P y de su distancia desde la 
superficie. 

39. Determine un valor de p para el cual la siguiente integral 
/•+« 

impropia es convergente: I . 

J € *(ln x)P 


la integral para este valor de n. 

41. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 


n 


l 


3jc + 1 


| dx sea convergente, y evalue 


la integral para este valor de n. 

42. Suponga que / es continua para todos los valores de x. 
Demuestre que si 


lim \ c f(x)dx ~ L y Urn \*f{x)dx - M 

a b -> + <*> 

entonces si d es cualquier numero real, 

lim \ d f{x) dx + lim Jf’/(jc) dx = L + M 

a->- oo a b— > + oo 

Sugerencia: }*/(•*) dx = !//(*) dx + \ d c f(x) dx 

l*f(x) dx = \ C d f(x)dx + \ b J(x) dx 

43. Una funcion de densidad uniforme de probabilidad estd 
definida por 


0 



0 


si x < c 

si c <, c < d 

si d < x 


donde c < d. Demuestre que esta funcion es una funcion 
de densidad de probabilidad. 

44. Explique la diferencia entre 


f f{x) dx y lim f f(x) dx 
J- oo « J r 


si /es continua para todos los valores de x. 


7.10 OTRAS INTEGRALES IMPROPIAS 


y 



Otro tipo de integrates impropias es aquel cuyo integrando tiene una discon- 
tinuidad infinita en los lfmites de integracion. Para llegar a la definicion de 
integral impropia con una discontinuidad infinita en su lfmite inferior, se in- 
vestigara lo que significa en terminos geometricos. 

La figura 1 muestra la region acotada por la curva cuya ecuacion es 
y = 1/ V* , el eje x, el eje y y la recta x = 4. Si es posible asignar un numero 
finito a la medida del area de esta region, estana dado por 


lim 

I! All— >0 


I 

i=l 


A iX 


FIGURA I 
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Si este lfmite existe, es la integral defmida denotada por 



Sin embargo, el integrando es discontinuo en el lfmite inferior 0. Ademas, 
lim M 4* ~ + oo, por lo que se establece que el integrando tiene una 

x -* 0 + 

discontinuidad infinita en el lfmite inferior. Esta integral es impropia, y su 
existencia puede determinarse a partir de la siguiente definicion. 


7.10.1 Definicion de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en su limite inferior 


Si / es eontinim en toda x del intervale semiabierto por la mjuierda 
ysi Ifm |/(jr)| = +oo 1 entonces 


f(x) dx = lim f f{x) dx 

" a+ l 


si este lfmite existe. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se determinant si puede asig- 
narse un numero finito a la medida del area de la region de la figura 1 . De 
la discusion anterior a la definicion 7.10.1, la medida del area de la region 
dada sera la integral impropia (l) si existe. Por la definicion 7.10.1, 


f 


dx 


lim 
/-> o+ 


lim 

f ->0 + 



lim (4 - 2 VO 

t — >o+ 


= 4-0 
= 4 



g(t) = NINT(l/V*,/,4) (0 < / < 4) 

y ~ 4 

FIGURA 2 


Por tanto, se asigna el numero 4 a la medida del drea de la region dada. 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se apoya la respuesta del 

ejemplo ilustrativo 1 al trazar la griifica de 
g(t) = NINT(1/V*,f,4> (0 < t < 4) 

y la recta y = 4 en el rectdngulo de inspeccidn de [0.00001, 4] por [-1, 5], 

como se muestra en la figura 2. Observe que lim g(t) parece ser 4. ^ 

t-* o+ 


Si el integrando tiene una discontinuidad infinita en el lfmite de inte- 
gracidn superior, se aplica la siguiente definicion para determinar la exis- 
tencia de la integral impropia. 
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7.10.2 Definition de integral impropia con una 

discontinued ad infinita en su li mite superior 


Ss / es continua en toda x del intervalo semiabierto por la derecha 
[a, h\ y si lim !/(*) I - +oo, entonces 

x-*h~ T 


Md* = 

Ja 

si este I smite exisle, 


= ilm f 

M *‘J. 


max 


► EJEMPLO I 

r 2 

Jl ^4 - x 2 


Evalue la integral, si es convergente: 


dx 

Jl V 4 - * 2 

Apoye graficamente la respuesta. 

Solucion El integrando tiene una discontinuidad infinita en su limite 
superior. De la definicidn 7.10.2, 

f 2 dx y C dx 

J 1 V4^2 rH?- J 


lim 

c dx 

f->2“ 

Jl V4 - 

lim 

sen"* 

i-+2- 

2Ji 

lim 

sen -1 - - 

/-+ 2“ 

2 



[1, 1.99999] por [-1,2] 

g(t) = NINT(1/V4 - * 2 , 1, r) (1 < t <: 2) 
y = 7zf 3 

FIGURA 3 


Se traza la grafica de 

g(t) = NINT(1/ V4 - , 1,0 (1 < f < 2) 

y la recta y = n/3 en el rectangulo de inspeccion de [1, 1.99999] por 
[-1, 2], como se muestra en la figura 3. El hecho de que lim g(f) parece ser 
nj 3 apoya la respuesta. A 

Si una discontinuidad infinita ocurre en un numero interior del intervalo 
de integration, la existencia de la integral impropia se determina a partir de 
la siguiente definicion. 


7.10.3 Definicion de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en un numero interior 


Si / es contimia en toda x del intervalo [a, b] excepto en c, donde 
a < c < 6, y si lim j/{*) | - +oo, entonces 


f b rt rb 

fix) dx - lim f{x)dx + lim f(x) < 

t-*c~ J J-*C + l 

Ja Ja Js 


si los dos limites existen. 
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► EJEMPLO 2 


Evalue la integral, si es convergence: 


f 2 

Jo 


dx 


Jo ( x ~ l > 2 

Solucion El integrando tiene una discontinuidad en 1. A1 aplicar la de- 
finition 7.10.3 se tiene 


f —^4. = lim P — ^ + lim f 
Jo (x - l ) 2 (* - l ) 2 *-' + J, 


dx 


(x - !) 2 

"2 


= lim (" 4f + lim [" 1—T 

t~* i'L x - 1 Jo *->i + L x - 1 J 

= lim [ - ll + lim [-1 + — — -1 

l-L / - 1 J ^i + L s - 


Como ninguno de estos lfmites existe, la integral impropia es divergente. ^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que al evaluar la 

integral del ejemplo 2 no se hubiese considerado la discontinuidad del inte- 
grando en 1 . Entonces se habrfa obtenido 



= -2 


Esto es claramente un resultado incorrecto. Como 1 j(x - 1 ) 2 nunca es ne- 
gativo, la integral de 0 a 2 no puede ser un numero negativo. ^ 


► EJEMPLO 3 


Evalue la integral, si es convergente: 


i 


x In x dx 


Solucion Como el integrando es discontinue en el limite inferior, se 
procede como sigue, aplicando integracidn por partes: 


f l f 

x In x dx = lim jc In 

Jo " 0 + J< 


x dx 


= lim[|^ Inx -i^ 2 ]] 

= “^Is In 1 - i - i/ 2 !n / + 2 /2] 


En consecuencia, 


1 


x In x dx = 0 - \ ~ ~ lim f 2 In t + 0 
4 2 ,_>o+ 


( 2 ) 


A fin de evaluar el limite 
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se aplica la regia de L’Hopital, en vista de que lim In t = 
lim 1 It 2 = -l-oo. 

r-> 0+ ' 


lim — = lim — 
t-* o+ 1 r-»o+ 2 


= lim \- 
i->o+L 2 _ 


Por tanto, de (2), 


x lnjcdjc = - 1 


► EJEMPLO 4 


Evalue la integral, si es convergente: 


dx 

W* 2 - i 


Solucion Esta integral tiene el 1 finite superior infmito y una disconti- 
nuidad infinita del integrando en el lfmite inferior. Se procede como sigue: 


Jl W* 2 - 1 '-+' + J, 


2 <t + um r rT 

x^x 2 - 1 J2 W* 2 - 1 


= lim [sec 1 jc] 2 + lim [sec 1 *1^ 

+ t Jr &-m.ocL J2 


= lim (sec 1 2 - sec 1 /) + lim (sec { b - sec 1 2) 

t-> t+ 


= *;r - lim sec 1 / + lim sec 1 b - {/r 
3 i — * i + H-™ 

= -0 + ^/r 


La integral del ejemplo 4 se denomina integral impropia de tipo mixto. 


| EJERCICIOS 7.10 


En los ejercicios I a 26, determine si la integral es convergente r 

o divergente. Si es convergente, evaluela y apoye grdficamente 3. ] 

la respuesta. 


-5 dx 2 - 9 


5 f dt 

J 2 


-4 (* + 3r 
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frill 

7. sec Ode 

8. 

f°- 

dx 

I 

27. f x n dx 

28. f x n \nxdx 

29. [ 

JjiI4 


J-2 si 

4 - jc 2 

Jo 

Jo 

Jo 



10 . 


r nil 

Jo 


tan 6d0 


— — — 
Jo (x - 1) 2/3 




In x dx 



30. Demuestre que es posible asignar un' numero finito para 
representar la medida del area de (a regidn acotada por la 
curva cuya ecuacion es y = 1/V* » la recta jc = 1 y los 
ejes jc y y, pero que no es posible asignar un numero fini- 
to para representar la medida del volumen del solido de 
revolution generado si esta regidn se gira alrededor del 
eje x. 

31. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del volumen del sdlido generado al 
girar alrededor del eje jc la regidn limitada por la curva 
cuya ecuacion es y = jt" 1 ^ 3 4 5 6 7 , la recta x ~ 8 y los ejes jc y y. 



En los ejercicios 27 a 29, determine el valor de n para el cual 
la integral impropia converge, y e value la integral para estos 
valores de n. 


32. Considere la integral impropia I , donde 

J a (x ~ a) 

b > a. Determine si la integral es convergente o diver- 
gente en cada caso: (a) 0 < n < 1 ; (b) /i = 1 ; (c) n > 1 . 
Si la integral es convergente evaluela. 

33. Utilice integracion para verificar que la longitud de la 
circunferencia jc 2 + y 2 - a 2 ts2na, 

34. Explique la diferencia entre 


, im f + Um r 1 dx 

r— >0- jc i— >o + J s x 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 7 


1. ^Que es la integracion por partes ? En la respues ta incluya 
la formula para integracion por partes. 

2. Invente un ejemplo en el que se aplique integracion por 
partes donde el integrando contenga el producto de dos 
funciones. 

3. Invente un ejemplo en el que se aplique integracidn por 
partes don ae el integrando contenga un logaritmo. 

4. Invente un ejemplo en el que se aplique integracion por 
partes donde el integrando contenga una funcion trigo- 
nometrica inversa. 

5. Invente un ejemplo de una integral en el que se requiera la 
aplicacidn repetida de la integracion por partes. 

6. Describa el procedimiento para integrar una potencia con 
exponente positivo impar de seno o coseno. Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Responda la sugerencia 6 para una potencia con expo- 
nente positivo par de seno o coseno. 


8. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
entera positivo, par o impar, de la tangente o cotangente. 

9. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo par de la secante o cosecante. 

10. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo impar de la secante o cosecante. 

11. Describa el procedimiento para integrar un producto de 
potencias de tangente y secante si el exponente de la se- 
cante es un entero positivo par. Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

12. Responda la sugerencia 11 si el exponente de la tangente 
es un entero positivo impar. 

13. sustitucion deberfa efectuarse si el integrando con- 
vene una expresion de la forma ^a 2 - u 2 ? Explique 
por que funciona esto. 

14. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
expresidn de la forma si a 2 + u 2 . 
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15. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
expresion de la forma V u 2 - a 2 . 

16. ^COmo se descompone una fraction en fracciones parcia- 
les si el denominador tiene solo factores lineales y ningu- 
no de ellos se repite? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

17. Responda la sugerencia 16 si el denominador tiene uni- 
camente factores lineales y algunos se repiten. 

18. Responda la sugerencia 16 si los factores del denominador 
son lineales y cuadrdticos, y ademas ninguno se repite. 

19. Responda la sugerencia 16 si los factores del denomina- 
dor son lineales y cuadraticos y algunos de los cuadraticos 
se repiten. 

20. ^Qu6 es el crecmiento logistico! Invente una ecuacion 
diferencial que describa el crecimiento logistico y pro- 
porcione su solution. 

21. Dibuje una curva de crecimiento logistico. ^COmo se 
compara esta curva con la curva de crecimiento exponen- 
cial y la curva de crecimiento limitado! 

22. Si un integrando contiene potencias con exponentes rationa- 
les de una variable x, ^que sustitucion se efectuaria para evaluar 
la integral? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

23. Si un integrando es una funcidn rational de sen x y cos x, 
i,qud sustitucion se efectuaria de modo que el integrando 
sea una funcion rational de una variable z? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

24. i,Que se entiende por expresion en forma cerrada de una 
integral indefinida? 

25. ^En que condiciones se necesita aplicar tdcnicas de inte- 
gration antes de utilizar una tabla de integrales para eva- 
luar una integral indefinida? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

26. ^Que es una formula de reduction! Invente un ejemplo 
que muestre el uso de una fdrmula de reduction para eva- 
luar una integral indefinida. 

27. Liste los . diferentes tipos de sustituciones estudiadas 
como tecnicas de integration. 

28. Establezca la regia del trapecio para aproximar el valor de 
una integral definida de una funcion / en el intervalo cerra- 
do [a, b). ^Que condition necesaria debe satisfacer la fun- 
cion / a fin de aplicar la regia del trapecio? lnterprete 
geomtincamente la regia del trapecio. 

29. Responda la sugerencia 28 para la regia de Simpson en 
lugar de la regia del trapecio. 

30. Explique la diferencia entre un error de truncado y un 
error de redondeo cuando se aplica la regia del trapecio o 
la regia de Simpson. 

31. ^Que se quiere dar a entender cuando se dice que la fun- 
cion f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en el numero a ? 

f ( % ) 

32. Establezca la regia de L’Hopital para lim - ■ si f/g 

x->a g(x) 

tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Invente un ejem- 
plo que ilustre el uso de esta regia. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


Invente un ejemplo en el que se emplee la regia de 

f( x ) 

L’Hopital para calcular el limite lim ~~ donde tanto 

X—K2 g(X ) 

f/g como f r jg' tienen la forma indeterminada 0/0 en a. 


f (x) 

Establezca la regia de L’Hopital para lim :L ~— si f/g 

X-H2 g{x) 

tiene una de las siguientes formas indeterminadas: 
(+ 00 )/(+ 00 ), (+oo)/(— 00 ), (-oo)/(+oo) y (-oo)/(-oo). 
Invente un ejemplo que ilustre el uso de esta regia. 


^Como se calcula el lim /(x) ?(Jc) si la funcion definida por 
x~*a 

f(x) g(x) tiene la forma indeterminada 0 U en a ? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 


Responda la sugerencia 35 si la funcidn definida por 
f(x)* ix) tiene la forma indeterminada (+oo)° en a. 


Responda la sugerencia 35 si la funcion definida por 
f(x) g{x tiene la forma indeterminada l + °° en a . 


Si / es continua para toda x > a, defina la integral impro- 
pia \ a f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
tion para el cual la integral impropia sea (i) convergente, 
y (ii) divergente. 

Si / es continua para toda x < b, defina la integral impro- 
pia J_" f(x ) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
tion para el cual la integral impropia sea (i) convergente, y 
(ii) divergente. 

Si /es continua para todos los valores de x, defina la inte- 
gral impropia J_^°/(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre 
esta definition para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 

Invente un ejemplo de una integral impropia divergente 
donde el limite no es infmito. 


es una funcidn de densidad de probabilidad ? Si / es 
una funcidn de densidad de probabilidad para la ocurren- 
cia de un evento particular, defina P([a y b]) y la probabi- 
lidad de que el evento ocurrira en el intervalo cerrado 
[a y b]. Invente un ejemplo que ilustre esta definition. 

Si / es continua en toda x del intervalo ( a , b], y si 
lim |/(x)| = + 00 , defina la integral impropia j_V(x) dx. 

x — > a + 

Invente un ejemplo que ilustre esta definition para el cual 
la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) divergente. 

Si / es continua en toda x del intervalo [a, b) y y si 
lim | /(x) | = +oo, defina la integral impropia J^/(x) dx. 

x—*b~ 

Invente un ejemplo que ilustre esta definition para el 
cual la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) di- 
vergente. 

Si /es continua en Joda x del intervalo [a, b] excepto en c, 
donde a < c < b, y §i lim |/(x)| = +oo, defina la 

rb X ~* C 

integral impropia ) a /(x) dx. Invente un ejemplo que ilus- 
tre esta definition para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 
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► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 7 


En los ejercicios 1 a 50, evalue la integral indefinida y utilice 
la graficadora para apoyar la respuesta numeric a o grafica- 
mente, segun lo desee. 


1. j tan 2 4x cos 4 4x dx 2. 

3 . ! -_sL_ 

J a/4 - e 


dx 


a/4 - e 

5. j tan -1 4x dx 


7. | cos 2 \xdx 


7 - J 

9. r . * 1 + 1 

J (x - i y 

a i~: 

,5. / 


dx 


sen x sen 3xdx 


dx 


f 

J x J - X 

4 ‘ / VWT? 

6 . f — 

J 2 t 2 + 5t + 3 

8. f 

J V7T1 - l 

o. f -fi- 

J 4y + y 


n. j 


cos 0cos 29 d 9 


14. J f t -Jit - r 

16. f -A- 

J 4e x - 1 

17. f Z 3+ V' + -^, 18. 

J t 3 + 4< 2 +4; J 


(sec 3 jc + esc 3 jc) 2 d* 


‘J 

J 


V^4 


rfjc 


!L J 

23. f 

J V3 - 4 r - r 2 

24. f 4 * 2 + £ ~ 2 dx 

J x 2 - 5x 2 + 8x- 4 

26. f —±—dy 

J 9 + 16/ 


sen 4 3.x-cos 2 3xdx 22. | tsen 2 2tdt 

dr 


25. / Jt 3 cos X 2 dx 

27. J e'' 2 cos2tdt 

j sen x cos 

J 4 + sen 4 

j sen x 
J 1 + cos 2 . 


30. 


dx 32. 


f du 

J u 5 / 8 - W J / 8 

i. f 

J x^fx 2 + X + 1 


*lnx(lnx - 1) 


33. 

J V 4r - ( 2 dt 

34. 

f dx 

J Vl - x + 3x 2 

35. 

f dx 

36. 

f dX 

J X 3 + X 

J 5 + 4 cos 2x 

37. 

f £ ' dx 

38. 


J 4T- 9e 2 * 

J V» + i 

39. 

j cot 2 3x CSC 4 3x dx 

40. 

f dx 

J xsjSx - 6 - x 2 

41. 

j x 2 sen ~ l xdx 

42. 

J cot x , 

J 3 + 2 sen jc 

43. 

f dx 

J sen x - 2 esc x 

44. 

J cos x ln(sen jc) dx 

45. 

f cos 3 1 

dt 

46. J tan x sen xdx 

J sen 3 sen 2 3 1 - ~ 

47. 

flrg* 

48. 

J ln(* 2 + 1) dx 

49. 

f dx 

50. 

f . dx 

J 5 + 4 sec x 

J 2 + 2 sen ^ + cos ^ 

En los ejercicios 51 a 54, evalue la integral indefinida. 

51. 

J sen 5 nx dx 

52. 

J tan” x sec 4 j: dx; n > 0 

53. 

J x" In xdx 

54. 

j ^tan x dx 

En los ejercicios 55 a 84, determine el valor exacto de la inte- 
gral definida. Si lo desea, apoye la respuesta utilizando NINT 
en la graficadora. 

55. 

r , 

V2 + 2 cos x dx 

Jo 

56. 


57. 

f 2 2j: 2 + x + 4 . 

58. 

f" * 

J, + '4:t 2 

Jo j?* t + 

59. 

f r~ — dt 
Jo V-4 + t 2 

60. 

f * t2 

sen 3 1 cos 3 t dt 

Jo 

61. 

r 2 ^ x 2 

i x c { x 

62. 

f dx 

J-2 (16 - x 2 ) 3/2 

Jo (1 + -^) 2 

63. 

rnl 4 

sec 4 x dx 

Jo 

64. 

( 2 2 '~ x dx 

Jo f x 2 + 3x + 2 

65. 

r nli 

cot 3 2 y.dy 

Jnin 

66. 

( (2 x+x 2 )dx - 

Jo 
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'• r ^ 

-I. 


+ y 2 dy 


2x 2 - 2x + 1 
m -t 3 + x 
10 ' 

log 10 Ve^* 


68 . 


<*x 70. 


s: 

l 


(In x) 2 dx 


4212 V 2 - X‘ 


-dx 


71 - /, 

73. f 

J 1 (■* + 


<*X 


l) 2 

cos^xl dx 


11. 


19. 


81 


/: 

■/: 

/: 

J "*/2 

o 12T 

r 16 

I 

Jo 


72. 


74. 


76. 


f> 

4 

II 


senx - cosx dx 


xe x cosx 2 dx 


tan5 x dx 


1/2 


1/2 


>2x dx 

78. 

f x 3 Vl + X 2 dx 
Jo 

x 3 - x 2 - X + 1 

x 

80. 

r /12 dx 

V 1 - 4 jt 4 

J 0 cos 4 3x 


dt 


13 cos t 


. yfjC dx 


82. 


84. 


sen -=■ t 


r 

J2nl3 1 + COS jt 

f 3 dr 

Jo ( r + 2)Vf + 


dt 


En los ejercicios 85 y 86, determine un valor aproximado para 
la integral empleando la regia del trapecio con n = 4. Expre- 
se el resultado con tres cifras decimates. 


85. f -J\ 

Jo 


+ x 2 dx 


86. J* VI 


+ x 3 dx 


En los ejercicios 87 y 88, determine un valor aproximado para la 
integral del ejercicio indicado, empleando la regia de Simpson 
con n = 4. Exprese el resultado con tres cifras decimates. 

87. Ejercicio 85 88. Ejercicio 86 

89. Obtenga un valor aproximado de la siguiente integral me- 
• diartte dos mCtodos y exprese el resultado con tres cifras 
de'cimajes: (a) utilice la regia del trapecio con n - 4; 
(b) emplee la regia de Simpson con n = 4: 



-dx 


90. Los valores de fiinci6n /(x) de la siguiente tabla se obtu- 
vieron experimentalmente. Con la suposicion de que /es 
continua en'el intervalo [1, 3], aproxime /(x) dx me- 
diante (a) la regia del trapecio, y (b) la regia de Simpson. 


X 

1 1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

2.0 

2.2 

2.4 

2.6 

2.8 

3.0 

fix) 

5.2 5.7 

5.8 

6.3 

6.1 

6.4 

6.0 

6.5 

6.8 

6.7 

6.4 


En los ejercicios 9J a 98, haga lo siguiente: (a) trace la gra- 
fica de f en la graficadora y establezca a que valor parece 
que se aproxima f(x) donforme x tiende a a; (b) confirme ana- 
liticamente la respuesta del inciso (a) calculando el limite 
lim f(x). . ■ 

x—>a 


91. fix) = 

fl = 0 


92. fix) 
a = 0 


tan x 


93. fix) = 


a - 2 


94. fix) = 


96. fix) = 


a - 1 


x 3 - 2x 2 + 4x - 8 


2x - 1 


95. fix) - 


sen 2x 
x - sen 5x 


a = 0 


x 3 - 3x + 2 
2x 3 - 3x 2 + 4x - 3 


97. fix) = ln( *_ 3 2) 


98. f(x) = 
a . = 0 


En los ejercicios 99 a 106, haga lo siguiente: (a) estime el limi- 
te, si existe, trazando la grafica de la funcion en un rectangulo 
de inspection conveniente; (b) confirme analiticamente la res- 
puesta del inciso (a) calculando el limite. 


99. 

lim '*f enX \ 

100. 

lim ii* 


jc-> 0 + ln(cot x) 


X — > +oo X 

101. 

lim .4 

102. 

lim x* 3 ™ 


x->+oo e x 


x— >0+ . 

103. 

lim (sen 2 x) 13 " x 

104. 

lim xe Zx 


x->itf 2 


X — >-oo 


105. lim 


tan 2x 


x— »0 + sen z x 


106. 


lim ( 1 _ __LJ| 

x— > jt/ 2( l — sen x cos 2 x) 


En los ejercicios J07 a 118, determine si el limite existe, y apo- 
ye graficamente la respuesta. 


107. lim (Csc 2 x - x 2 ) 

x ->0 

109. lim ln(1 ~ . g2 ' /f) 

t— M-«o f}/2 


108. lim - — (1 + x)VX 

x->0 X 


110. ‘ lim x ln 


x + 1 
x - 1 


111. 

lim (1 + 4/) 3/ ' ' 

r^>0- 

112. 

lim (1 + e 2y ) 2 ^ y 

y— > + <» 

113. 

ln(ln x) 

114. 

lim 

X-r+O 

x - tan 1 x 

ln(x x l„ X ) 

4x 3 

115. 

lim lane a + 3 t 
e-.it / 2 sec 9 - 1 

116. 

lim/ 

x— >o\ 

' sen xV^ 

^ / 

117. 

lim (e x - x)' lx - 

118. 

lim 

(sen 2 x) wnx 


.x-*n! 2 

En los ejercicios 119 a 132, determine si la integral impropia es 
convergente o divergente. Si es convergente, evaluela y apoye 
graficamente la respuesta. 


f dx 

J-2 ^ X + 

•1 


dx 

, (X - 2) 2 




■ix - 2 


dx 
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135. La densidad lineal de una barra de 3 m de longitud en un 
punto a x metros de un extremo es ke~ 3x kilogramos por 
metro. Calcule la masa y el centra de masa de la barra. 

136. Detemine el centra de masa de una barra de 4 m de longi- 
tud si la densidad lineal en el punto ubicado a x. metros 
del extremo izquierdo es ^9 + x 2 kilogramos por metro. 

137. Calcule la longitud de arco de la parabola y 2 = 6 jc 
desde jc = 6 hasta jc - 12. 

138. Determine el area de la region acotada por la curva 
y = sen -1 2jc, la recta x - I V3 yelejejc. 

139. Calcule el area de la region encerrada por un lazo de la 
curva x 2 - v 4 (l - y 2 ). 

140. Obtenga la longitud de arco de la curva y = In x desde 
x = 1 hasta x - e. 


141. Determine el volumen del sdlido de revolucidn generado 
al girar alrededor del eje y la region limitada por la cur- 
va y = In 2x, el eje jc y la recta x = e. 

142. La region del primer cuadrante limitada por la curva 


y = 


5 — jc 

(X + l ) 2 


el eje x y el eje y, se gira alrededor del 


eje x. Calcule el volumen del sdlido generado. 


143. Dos sustancias Ay B reaccionan para formar la sustancia 
C, y la tasa de variacion de C es proporcional al producto 
de las cantidades de A y B que aun no se combinan en 
cualquier instante dado. Inicialmente se tienen 60 libras 
de la sustancia A y 60 libras de la sustancia B, y para 
formar 5 lb de C se requieren 3 lb de A y 2 lb de B. Des- 


pues de 1 hora, se han formado 15 lb de C. (a) Si x libras 
de C se han formado a las t horas, obtenga una expre- 
sidn de x en terminos de t, (b) Calcule la cantidad de la 
sustancia C formada despues de 3 horas. 

144. Un tanque tiene la forma del solido de revolution gene- 
rado al girar alrededor del eje x la regi6n limitada por la 
curva y - In jc, el eje x y las rectas jc = eyx = e 2 . Si el 
tanque esta lleno de agua, calcule el trabajo realizado al 
bombear toda el agua a la parte superior del tanque. La 
distancia se mide en pies. Considere la parte positiva del 
eje x verticalmente hacia abajo. 

145. Determine el centroide de la region del ejercicio 1 39. 

146. Determine el centroide de la region acotada por el lazo 
(bucle) de la curva y 2 = jc 2 - jc 3 . 

147. Determine el centroide de la regidn acotada por el eje y 
y las curvas y = sen x - cos jc y y = sen jc + cos jc, 
desde jc = 0 hasta jc = \it. 

148. Determine el centroide de la regidn del primer cuadran- 
te limitada por los ejes coordenados y la curva y = cos jc. 

149. El extremo vertical de una artesa mide 3 pie de ancho en 
la parte superior y 2 pie de profundidad, y tiene la forma 
de la region limitada por eje jc y un arco de la curva 
y = 2 sen \ Jtx. Si la artesa esta Uena de agua, calcule 
la fuerza debida a la presidn del agua en el extremo. 

150. Un tablero tiene la forma de una region limitada por una 
recta y un arco de la curva senoidal. Si el tablero se su- 
merge verticalmente en agua de modo que la recta que 
es la frontera inferior este a 2 pie bajo de la superficie 
del agua, calcule la fuerza debida a la presidn del agua 
sobre el tablero. 

151. En una ciudad, cuya poblacion es de 1 2 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia de gripe es con- 
juntamente proporcional al numero de personas que tiene 
la gripe y el numero de personas que aun no la han 
contraido. (a) Si hace 5 dfas 400 personas de la ciudad 
tuvieron la gripe y ahora 1 000 personas la tienen, obten- 
ga un modelo matemdtico que describa la epidemia. 

(b) Trace la grafica del modelo matematico pn la grafi- 
cadora. Estime a partir de la gr&fica (c) cuantas personas 
se espera que tengan gripe manana, y (d) en cuantos dfas 
la mitad de la poblacion tendrd la gripe, (e) Demuestre 
que si la epidemia no es controlada, la poblacion com- 
pleta tendrd la gripe tres meses y medio despu6s. 

152. El ejercicio 106 de los ejercicios de repaso para el capftu- 
lo 1, y el ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para 
el capftulo 3, tratan la siguiente situation: un estanque 
puede soportar 10 000 peces de modo que la tasa de 
crecimiento de la poblacidn de peces es conjuntamen- 
te proporcional al numero de peces presentes y a la dife- 
rencia entre 10 000 y la cantidad de peces presentes. (a) Si 
el estanque contenfa inicialmente 400 peces, obtenga un 
modelo matematico que exprese el numero de peces pre- 
sentes como una funcidn del numero de semanas en que 
la poblacidn de peces ha estado creciendo. Determine 
cuantos -peces se tendrdn despu6s de (b) 10 semanas, 

(c) 25 semanas, y (d) 1 ano. (e) Utilice la respuesta del 
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ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para el capftu- 
lo 3, para determinar el numero de la semana en que la 
tasa de crecimiento de la poblacidn de peces es maxima. 

153. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del area de la regidn ubicada a la 
derecha del eje y limitada por la curva 4y 2 - xy 2 - 
x 2 = 0 y su asfntota. Si puede ser asignado un numero, 
determfnelo. 

154. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del &rea de la regidn acotada por 
el eje x, la recta x = 1 y la curva cuya ecuacion es 
2 xy - y - 1 . Si puede ser asignado un numero finito, 
determfnelo. 

155. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del &rea de la regidn del primer 
cuadrante y debajo de la curva cuya ecuacion esy = e~ x . 
Si puede ser asignado un ntimero finito, determfnelo. 

156. En cierta universidad la funcidn de densidad de proba- 
bilidad para que la duration de una llamada telefdnica 
sea de x minutos esti dada por 

\ { 0.4<T a4jc si x 0 

[0 si x < 0 

^Cual es la probabilidad de que una llamada telefonica 
elegida al azar dure (a) entre 2 y 3 min; (b) no mds de 
3 min; (c) por lo menos 10 min? 

157. Suponga que una empresa particular tiene un flujo con- 
tinuo de ingresos y que a los t anos a partir de ahora, el 
numero de dolares del ingreso anual esta dado por 
1 OOOr - 300. £Cu£ 1 es el valor presente de todos los 


ingresos futuros si la tasa de interes es del 8% compuesta 
continuamente? Sugerencia: con suite el p£rrafo anterior 
al ejercicio 33 de la seccion 7.9. 


158. Sea 


(a) Demuestre que/es continua en 0, (b) Demuestre que 
/es diferenciable en 0 calculando/'(0). 

159. Para la funcion del ejercicio 158, calcule, si existe: 
(a) lim /(*); (b) lim fix). 


(a) ^Es/continua en 0? 


(b) Calcule lim f(x), si existe. 

X—> + oc 

161. (a) Demuestre que lim ( x n /e x ) = 0 para cualquier nu- 

x — >+ 00 

mero positivo n . (b) Calcule lim (e~ l ‘ x lx n ), donde n es 

x->°+ 

cualquier numero positivo, considerando x = i/t y 
utilizando el resultado del inciso (a). 

162. Considere la integral + 6 (x 2 + bx + c) dx, donde b , 
c y d son constantes. Suponga que esta integral se aproxi- 
ma mediante la regia del trapecio con n = k. (a) De- 
muestre que el error de la aproximacion es exactamente 
-36/fc 2 . (b) ^Cual es el menor valor de k tal que la 
aproximacion es exacta con una cifra decimal? 
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I objetivo principal de este capitulo e$ aproxi- 
mar funciones mediante series de potendas. Sin 
embargo, antes de! estudio de las series de po- 
tencies $e preparara el terreno. Se iniciara con el estudio 
de aproximaeiones polinomiales en la seccion 8.1, con en- 
fasis en los polinomios de Taylor, los cuales se generali- 
ze ran despues en la seccion 8.9. 

En la seccion 8.2 se trata la fundon suces/on, la cual 
es una funcion cuyo dominio es el conjunto de numeros en- 
teros positivos y cuyo contradominio consiste de los ele- 
mentos de la suces/on. En el suplemento de la seccion 8.2 
encontrara la demostracion de la equivalencia de conver- 
gence y sucesiones monotonas acotadas (teoremas 8.2. 1 0 
y 8.2.13) basada en la propiedad de compfetez de los nu- 
meros reales. En la seccion 8.3, se define la suma de una 
serie infinita como el timite de un tipo particular de suce- 
sion. En esta seccion tambien se tratan los teoremas acerca 
de series infinitas. Los criterios de convergencia de series 
infinitas se presentan en la seccion 8.3 asi como en la sec- 
cion 8.4, donde se consideran series de terminos positivos, 
y en la seccion 8.5 en la que se estudian series cuyos 
terminos son positivos y negativos. La seccion 8.6 contiene 
un resumen de los criterios de convergencia y divergencia 
estudiados en las secciones 8.3 a 8.5. 

Despues de la introduccion a las series de potendas en 
la seccion 8.7, aprendera en las secciones 8.8 a 8.10 a utili- 
zar dichas series pora expresar como series infinitas muchas 
funciones; por ejemplo: funciones racionales, trigonometri- 
cas, exponenciales y logaritmicas. Las series de potencias 
se aplican a fin de aproximar numeros irracionales tales 
como ^ K, e, In 5 y sen 0.3, asi como para apro- 
ximar integrales definidas cuyo integrando no tenga 
antiderivada en forma cerrada. Por ejemplo, las series 
de potencias pueden emplearse con el objeto de 
calcular valores de integrales como: 


r o.s r i r o.i 

j e~^ dt J cosx 2 dx I ln(l + senx)dx 

Ademas, Jas soluciones de muchas ecua- 
ciones diferenciales pueden expresarse como series 
de potencias. 
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8.1 APROXIMACIONES POUNOMIALES MEDIANTE 
LA FORMULA DE TAYLOR 

Mientras que los valores de funciones polinomiales pueden determinarse 
efectuando un numero finito de adiciones y multiplicaciones, otras funciones, 
entre ellas las funciones logantmicas, exponenciales y trigonomdtricas, no 
pueden evaluarse tan f^cilmente. En esta seccidn se mostrard que muchas 
funciones pueden aproximarse mediante polinomios y que el polinomio, en 
lugar de la funci6n original, puede emplearse para realizar cdlculos cuando 
la diferencia entre el valor real de la funcidn y la aproximacidn polinomial 
es suficientemente pequena. 

Varios mdtodos pueden emplearse para aproximar una funcidn dada 
mediante polinomios. Uno de los m£s ampliamente utilizados hace uso de la 
f6rmula de Taylor, llamada asf en honor del matemdtico ingles Brook Taylor 
(1685-1731). El teorema siguiente, el cual puede considerarse como una 
generalizaci6n del teorema del valor medio, proporciona la f6rmula de Taylor. 


8.1.1 Teorema 


Sea / una funcidn tal que / y sus primeras n derivadas son continuas en 
el intervalo cerrado ( a , b]. Adem&s, considerc que f( n + l \x) existe para 
toda x del intervalo abierto (a, b). Entonces existe un ntimero z en el 
intervalo abierto (a, b) tal que 

f(b ) = f(a) + ^ (b - a) + ^jr-(b - a) 2 + . . . 

+ ( b - a)" + (b - a)" +1 (1) 

(ft r Ij! 

La ecuacidn (1) tamb&n se cumple si b < a\ en tal caso [Oyb] se 
reemplaza por [b, a], y (a, b) se sustituye por (b, a). 


Observe que cuando n = 0, ( 1 ) se convierte en 


f{b) = f(a) + f'(z)(b - a) 








donde z esta entre ay b. Esta es la conclusidn del teorema del valor medio. 

La demostracidn del teorema 8.1.1 se presentard posteriormente en esta 
seccidn. Si en (1) se reemplaza b por jc, se obtiene la formula de Taylor: 


m = /(«) + ^jrU 


a ) + ^p(x-a )2 + ... 


ri! ' ' (n + 1)! r 

donde z esti entre ay x. 


( 2 ) 


La condici6n en la que se cumple (2) es que / y sus primeras n deri- 
vadas sean continuas en un intervalo cerrado que contenga a a y jc, y la 
(n + l)-dsima derivada de/ exista en todoslos puntos del intervalo abierto 
correspondiente. La fdrmula (2) puede escribirse como 


f(x) = P n (x) + R n (x) 


( 3 ). 
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donde 

P*U) = /(a) +■ ^^(jc - a) + +... + - a) n (4) 

1! LI n! 


y 

R n (x) = ^ 7 — U“«) fl+t donde z e$i£ encre a y jc (5) 

(n + IJ. 

P n (x) se denomina polinomio de Taylor de n-esimo grado de la funci6n/en 
el numero a, y R n (x) se llama residuo. El termino R n (x), dado en (5), se deno- 
mina forma de Lagrange del residuo, llamada asi en honor al matematico 
frances Joseph L. Lagrange (1736-1813). 

El caso especial de la formula de Taylor que se obtiene al considerar 
a = 0 en (2) es 


fix) = / CO) + 


/'«» r , rw 

1 ! 2 ! 




/<■>( 0) . jB + 1 

n! (n + 1) 


donde z esta entre 0 y x. Esta fdrmula recibe el nombre de formula de 
Maclaurin, en honor al matematico escoces Colin Maclaurin (1698-1746). 
Sin embargo, la formula fue obtenida por Taylor y por otro matematico 
ingl6s, James Stirling (1692-1770). El polinomio de Maclaurin de n-esimo 
grado para una funcidn /, obtenido a partir de (4) con a = 0, es 



P 0 (*)= l 

FIGURA 1 




( 6 ) 


De este modo, una funcion puede aproximarse por medio de un polinomio 
de Taylor en un numero a o por un polinomio de Maclaurin. 


I> EJEMPLO I LUST RATI VO 1 Se calculara el polinomio 
de Maclaurin de n-esimo grado para la funcidn exponencial natural. Si 
f(x) = e x , entonces todas las derivadas de/en x son iguales a^y las deri- 
vadas evaluadas en cero son 1. Por tanto, de (6), 


P n (x) = l + x + ^ + £ 



(7) 



Asf, los primeros cuatro polinomios de Maclaurin de la funcidn exponencial 
natural son 


P 0 (x) = 1 

P^x) = 1 + x 

P 2 (x) = l + x + \x 2 

P 3 (x) = 1 + X + \x 2 + ~x 3 


[-3, 3] por [0,4] 
f(x) = e x 

P]( Jc) = 1 + * 

FIGURA 2 


Las figuras 1 a 4 muestran la gr£fica de f(x) = e x junto con las grafi- 
cas de Pq(x), P\(x), P 2 (x) y P 3 ( jc), respectivamente, trazadas en el rectangulo 
de inspection de [-3, 3] por [0, 4]. En la figura 5 se muestran las graficas de 
los cuatro polinomios de Maclaurin y la grafica de f(x) = e x en el mismo 
sistema coordenado. Observe c6mo los polinomios aproximan e x para 
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[-3, 3] por [0, 4] 
fix) = e x 

P 2 (x) = 1 + jc + ^x 2 

FIGURA 3 


valores de jc cercanos a cero, y note que conforme n se incrementa, la 
aproximacion mejora. Las tablas 1 y 2 proporcionan los valores de e x , P n ( jc) 
(cuando n es igual a 0, 1, 2 y 3) y e x - P n { x) para * = ,0.4 y jc = 0.2, 
respectivamente. Observe que con estos dos valores de jc, a medida que jc 
esta mas cerca de 0, es mejor la aproximacion para un P n (jc) especifico. A 


Tab la I Tabla 2 


n 

e 0 - 4 

^(0.4) 

e 0A - P„i0.4) 

n 

e °- 2 

A, (0.2) 

e 02 - P„(0.2) 

0 

1.4918 

l 

0.4918 

0 

1.2214 

1 

0.2214 

1 

1.4918 

1.4 

0.0918 

1 

1.2214 

1.2 

0.0214 

2 

1.4918 

1.48 

0.0118 

2 

1.2214 

1.22 

0.0014 

3 

1.4918 

1.4907 

0.0011 

3 

1.2214 

1.2213 

0.0001 


De (5), la forma de Lagrange del residuo, cuando P n (x) es el polinomio de 
Maclaurin de H-esimo grado para la funcion exponencial natural, es 



[-3, 3) por [0, 4] 
fix) = e x 

P 3 i x) = 1 + jc + V + V 

FIGURA 4 


= — jc w+1 donde z esta entre 0 y jc (8) 

( n + 1 ): 

En particular, si P 3 (x) se emplea para aproximar e x , entonces 

e z a 

R 3 (x) = ~ jc 4 donde z esta entre 0 y jc 

y 

^ = P 3 (x) + R 3 (x) 


W EJEMPLO 1 Utilice un polinomio de Maclaurin para determinar 
el valor de 4e con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

Solucion Si/(jc) = e x , entonces el polinomio de Maclaurin de /i-esimo 
grado de/esta dado por (7) y la forma de Lagrange del residuo esta dada por 

(8). Si se considera jc = ^ en (8), entonces 



(n + D! 



donde 0 < z < \ 



Asi, 

I Rn (2) I < 2" +1 (n + D! 

Como e < 4, entonces e < 2, de modo que 



< 


2 _ 1 
2 n+l in + 1)! 2 n (n + 1)! 


Debido a que el valor de se aproximari con cuatro cifras decimales, se 
desea que |/? w (~)| sea menor que 0.00005; |/? w (^)| ser^ menor que 
0.00005 si l/2 n (n + 1)! < 0.00005. Cuando n = 5, 

1 = 1 
2 n (n + l)! (32)(720) 


FIGURA 5 


= 0.00004 
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Como 0.00004 < 0.00005, se considera P 5 ( ~ ) como la aproximacidn de 4e 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. De (7), 

p / 1 \ _ i _ i 

5V 2 ; 2 8 48 384 3 840 

de donde se obtiene 4e « 1.6487. A 



H. 13 P°r 1-0.0001,0.0001] 


► EJEMPLO 2 Estime en la graficadora los valores de x para los 
cuales /^(x) aproxima e x con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

Solution Si P$(x) aproxima a e x con una exactitud de cuatro cifras 
decimales, entonces 

| - P 5 (x) | < 0.00005 

La figura 6 muestra la grlfica de y — e x - P 5 (x), es decir, 




[-6, 6] por [-4. 4] 
/( x) = sen* 

PM) = x 

FIGURA 7 


y = e x - (1 + x + x 2 jl\ + x 3 /3\ + x 4 /4! + jc 5 /5!) 

y las rectas y = ±0.00005 trazadas en el rectdngulo de inspeccidn de [-1 , 1] 
por [-0.0001,0.0001]. A1 emplear el procedimiento de interseccidn 
( 1 intersect ), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in ) , de la graficadora, 
se determina que la curva y la recta y = 0.00005 se intersectan cuan- 
do x = -0.5824 y x = 0.5667. De esta forma, se concluye que cuando 
-0.5824 < x < 0.5667, P 5 (x) aproxima e x con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. 

Esta respuesta apoya la conclusi6n del ejemplo 1 de que P 5 ( ~ ) apro- 
xima a 4e con una exactitud de cuatro cifras decimales. 4 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Ahora se determinara el 

polinonio de Maclaurin de rc-esimo grado para la funcion seno. Si f(x) - sen x, 
entonces 

f(x) = cos x f”(x) — -senx /'"(x) — -cosx 

f^\x) = sen x f^\x) = cos x f^\x) = - sen x 

y asf sucesivamente. De esta forma, /(0) — 0, 

/'( 0 ) = 1 /"( 0 ) = 0 /'"( 0 ) = -1 / ( 4 ) ( 0 ) = 0 /<«( 0 ) = 1 


etcetera. De (6), 



FIGURA 8 


y asf sucesivamente. 
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FIGURA 9 


Las figuras 7 a 10 muestran la grafica de la funcion seno junto con las 
gr£ficas de sus polinomios de Maclaurin de grados 1, 3, 5 y 7, respectivamente, 
trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4], La figura 11 
muestra las graficas de estos cuatro polinomios de Maclaurin y la gr&fica de 
fix) = sen x dibujados en el mismo sistema coordenado. Observe que las 
aproximaciones polinomiales mejoran conforme n se incrementa. ^ 


► EJEMPLO 3 (a) Determine la exactitud cuando se utiliza el 

polinomio de Maclaurin de grado 7 de la funcion seno, P 7 (jc), para aproximar 
sen 0.5. (b) Apoye graficamente la respuesta del inciso (a), (c) Calcule P 7 (0.5) 
para aproximar sen 0.5 con una exactitud en el numero de cifras decimales 
considerado en la respuesta del inciso (a). 



_ . . JT JE X 

P-,(x) = x + — 

6 120 5 040 

FIGURA 10 


Solution 

(a) De (3) con fix) - sen xy n = 7, se tiene 
sen x = P-jix) + P 7 (x) 

Asi, 

sen 0.5 = P 7 (0.5) + R n i 0.5) 
donde, de (5) con x = 0.5 y a = 0, 

P 7 (0.5) = — ■■■■ - ■—— (0.5) 8 donde z esta entre 0 y 0.5 

o! 

= 0.0000001 senz 
Como | sen z | < 1, entonces 



|/? 7 (0.5)| < 0.0000001 

Por tanto, se concluye que cuando P 7 (0.5) se emplea para aproximar 
sen 0.5, el valor es aproximado a seis cifras decimales. 

(b) A fin de apoyar la respuesta del inciso (a), debe mostrarse que cuando 
jc = 0.5, | R 7 ix) | < 0.0000001. Como Rjix) - sen x - P 7 (x), y del 
calculo del ejemplo ilustrativo 2, para la funcion seno. 


Plix) = 


x - 



*7 

5 040 


se trazan las graficas de 



[-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002] 

( JC 3 JC 5 x 1 \ 

sen*-^- T + ~- — j 
y = 0.0000001 y y = -0.0000001 


FIGURA 12 


y = sen jc - 



-*L) 

5 040 ) 


y y — ±0.0000001 


en el rectdngulo de inspeccion de [-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002], 
como se muestra en la figura 12. Si se utiliza el procedimiento de inter- 
seccion iintersect), o los de rastreo y aumento itrace y zoom-in ), de la 
graficadora, se determina que la curva y las rectas se intersectan en los 
puntos donde x = ±0.6921. Como -0.6921 < 0.5 < 0.6921, se ha 
apoyado la respuesta del inciso (a). 

(c) Al sustituir 0.5 por x en la expresion para P 7 (x), se tiene 


P 7 (0.5) 


(0.5) 3 (0.5)- (0.5) 7 

6 120 5 040 


= 0.47942553 
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Del inciso (a), este c&lculo es preciso con seis cifras decimales. Por tanto, 
sen 0.5 = 0.479426 ◄ 


► EJEMPLO 4 Determine el polinomio de Taylor de tercer grado 
de la funcidn coseno en y la forma de Lagrange del residuo. Trace las grafi- 
cas del polinomio y de la funcidn coseno en el mismo rectdngulo de inspection. 


Sol UC ion Sea/(jc) - cos jc. Entonces de (4), 







[-*. k] por [-2, 2J 
fix) = cos* 

P (jc)= 1^2 - - (jc - lit) - 

J 2 2 4 

W 2(X - lit) 1 + -LV 2(x - lit) 3 

4 4 12 4 

FIGURA 13 


Como f(x) - cosjc ,/'(jc) = -sen jc,/"(jc) = -cos x,f"'(x) = sen jc, 
f(\n) = i V2 f\in) = -y 2 f(\n)=- 1^2 /'"( 3 *)=±V2 
Por tanto, 

P3W = I V2 - IV2(* - I*) - ±V2(* - I*) 2 + ^ - I*) 3 

Como/ (4) (jc) = cos jc, de (5) se obtiene 

Ry(x) = L(cosz)(jc - ±tt ) 4 donde z est£ entre i;ryjc 

Debido a que | cos z | < 1 , se concluye que | /? 3 (jc) | ^ ±(x - i;r) 4 para 
toda jc. 

La figura 1 3 muestra las grdficas de P 3 ( jc) y de /(jc) = cos jc trazadas 
en el rectdngulo de inspection de [ -n , n] por [-2, 2], Observe cOmo la grdfica 
del polinomio aproxima la grdfica de la funciOn coseno cerca de jc = In. A 


W EJEMPLO 5 Utilice el polinomio de Taylor de tercer grado de 
la funciOn coseno en Itt, determinado en el ejemplo 4, para calcular un 
valor aproximado de cos 47°, y determine la exactitud del resultado. 


Solucion 47° ~ n rad. Por tanto en la solution del ejemplo 4 se 
considerate = ^n y x - In = ^n, y 

cos 47° = i V2[l - ±n - + ±(^) 3 ] + *3(&*) w 

donde 

*) = yjcos z ( ± nf donde \n < z < 

Como 0 < cos z < 1 , 


0 < /? 3 (^7T) < ^/r) 4 < 0.00000007 (10) 

Si se considera — % « 0.0349066, de (9) se obtiene 
cos 47° * 0.681998 

lo cual tiene una exactitud de seis cifras decimales debido a la desigual- 
dad (10). ◄ 

Ahora se demostrar£ el teorema 8.1.1. Se conocen varias demostra- 
ciones de este teorema, aunque ninguna esta bien motivada. La siguiente 
demostracidn utiliza el teorema de del valor medio de Cauchy (7.7.3). 
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Demostracion del teorema 8.1.1 Sean Fy G dos funciones defini- 
das por 


Fix) = fib) - fix ) - f'ix)ib - X) - ib-x) 2 - 


y 


Gix) = 


jb - xY^ 
in + 1)! 


f H ~ l Hx) 
in - 1)! 


ib - x)"- 1 


f a ^jx) 

nl 


ib - x) n 


( 11 ) 

( 12 ) 


Entonces se deduce que Fib) = Oy Gib) = 0. A1 diferenciar (1 1) se obtiene 


F ' to = -fix) + fix) - f'ix)ib - x) + 2rU) 2 ( , fc — — — + WWL — ill 

f^jx)jb -X) ' in - l)/<"- 1 >(jc)(fe - xY^_ f^ix)jb - *)”-■ 

3! " in - 1)! in - 1)! 

nf n \x)ib - x)"- 1 f n+ 'Hx)ib - x) n 
+ n! nl 

A1 reducir terminos semej antes se observa que la suma de cada t^rmino 
impar y el siguiente termino par es igual a cero; de modo que s61o queda el 
ultimo t6rmino. Por tanto, 


F\x) = - £~^ ib-xT (13) 

Si se deriva en ( 12) se obtiene 

G\x) = -hb-x)" (14) 

nl 

A1 verificar la hipotesis del teorema del valor medio de Cauchy se ob- 
serva que 

(i) Fy G son continuas en [a, b]\ 

(ii) Fy G son diferenciables en (a, b)\ 

(iii) para toda jc en (a, i?), G’(x) * 0. 

De modo que, por la conclusion del teorema, 

F(b)-F(a) _ F\z) 

G(b)-G(a ) " G f (z) 


donde z esta en (a, b). Pero F(b) = 0 y G(b) = 0. Por lo que 

Fid) = -^Gia) (15) 

para alguna z en (a, b). 

Si se considera * = a en (12), jc = z en (13) y jc = z en (14), y si se 
sustituyen en (15) se obtiene 


F(a) = 
Fla) = 


f" +l) (z) 


(b - zy 


,»r — 

L (fr-zrJ 


ib - a) n+l 
in + 1)! 




(« + D! 


Si x = a en (1 1), resulta 

Fid) = fib) - fid) - f\a)ib -a) - ^ f-ib -a ) 2 - ... - ib - a)"" 1 

A1 sustituir de (16) en la ecuacidn anterior, se tiene 


(16) 


/(">(<!) 


ib - a)" 


n\ 
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m = m + f'(a)(b - a) + - a ) 2 + . . . + - a)" + ^ iff " a )" +1 

lo cual es el resultado deseado. El teorema se cumple si b < a debido a que 
la conclusion del teorema del valor medio de Cauchy no se afecta si a y b 
se intercambian. ■ 

Existen otras formas del residuo de la formula de Taylor. Dependiendo 
de la funcion, puede convenir emplear una forma del residuo mas que otra. 
El teorema siguiente, llamado formula de Taylor con forma integral del 
residuo , expresa el residuo como una integral. 


8.1.2 Teorema Formula de Taylor con forma integral 
del residuo 


Si /es una funcitfn cuyas primeras n + 1 derivadas son continuas en un 
intervalo cerrado que contiene & ay x, entonces f(x) - P^fjr) + R n (x), 
donde P n (x) es el polinomio de Taylor de n-^nesimo grade def en ay 
R n (x) es el residuo dado por 

*„(*> = ij/ (X ~ ')"/ <n+v) Wd/ 

La demostracidn de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 40). 

Se ha visto como una funcion puede aproximarse mediante una suce- 
sion de polinomios de Taylor. Los valores de estos polinomios para una valor 
dado de x puede considerarse como una sucesion de numeros, tema de la 
siguiente seccion. El polinomio de Taylor de n-esimo grado es la suma de 
n + 1 terminos, y conforme n crece sin If mite, la suma puede o no aproxi- 
marse a un limite. Tales consideraciones forman las bases de las series in- 
finitas , definidas en la seccion 8.3 y es el tema principal de este capitulo. 


EJERCICIOS 8.1 


En los ejercicios l a 10, determine el polinomio de Maclaurin del 
grado indicado para la funcion f con el residuo en la forma de 
Lagrange. Trace las graficas de f y del polinomio en el mismo 
rectangulo de inspeccion y observe como la grafica del poli- 
nomio aproxima la grafica de f cerca del punto donde x — 0. 

L /(*) = ™ ; grado 4 2. f(x) = ; grado 5 

3. /( x) = e x \ grado 5 4. fix') = tan*; grado 3 

5. fix) = cos x; grado 6 6. fix) — cosh x; grado 4. 

7. fix) = senh x; grado 4 8. fix) = e~* 2 \ grado 3 

9. fix) ~ (1 + x) 3 ^ 2 ; grado 3 

10. fix) = (1 - x)-*/ 2 ; grado 4 

En los ejercicios II a 18, determine el polinomio de Taylor del 
grado indicado en elnumero a para la funcion f con el residuo en la 
forma de Lagrange. Trace las graficas de f y del polinomio en 
el mismo rectangulo de inspeccion y observe como la grafica del 
polinomio aproxima la grafica de f cerca del punto donde x — a. 


11. fix) = x 3 ^ 2 ; a = 4; grado 3 

12. fix) = Vx ; a = 4; grado 4 

13. fix) = sen x\ a - ^ k\ grado 3 

14. fix) = cos x; a = - n\ grado 4 

15. fix) - In x; a = 1 ; grado 5 

16. fix) ~ ln(x + 2); a ~ -1; grado 3 

17. fix) = In cos x; a — ^ tt; grado 3 

18. fix) - x sen x; a - ^ n\ grado 5 

19. Calcule el valor de e con una exactitud de cinco cifras 
decimales, y demuestre que la respuesta dene la exactitud 
requerida. Apoye graficamente la respuesta. 

20. Realice el ejercicio 19 para el valor de e~ 1 ^ 2 . 

21. Calcule sen 3 1 ° con una exactitud de tres cifras decimales 
empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen- 
te la respuesta. 
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22. Calcule cos 59° con una exactitud de tres cifras decima- 
tes empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen- 
te la respuesta. 

23. Estime el error que resulta cuando cos jc se sustituye por 
1 - i x 2 si |*| < 0.1. 

24. Estime el error que resulta cuando sen jc se sustituye por 
x - |jc 3 si | jc | < 0.05. 

25. Estime el error que resulta cuando Vi + x se sustituye 
por 1 + Ijc si 0 < jc < 0.01. 

26. Estime el error que resulta cuando 1 /Vjc se sustituye por 
| - ^jc si 0.99 < jc< 1.01. Suge rencia: sea | -- ijc = 

1 - \(X - 1). 

27. Estime el error que resulta cuando e x se sustituye por 
1 + jc + ±jc 2 si j jc | < 0.01. 

28. Utilice el polinomio de Maclaurin para la funcidn defini- 
da por /(jc) = ln(l + jc) para calcular el valor de In 1.2 
con una exactitud de cuatro cifras decimates. 

29. Emplee el polinomio de Maclaurin para la funcion defi- 
nida por 

/( ,) = i„i±* 

1 - JC 

para calcular el valor de In 1.2 con una exactitud de cuatro 
cifras decimates. Compare el cdlculo con el del ejercicio 28. 

30. Demuestre que si 0 < jc < ^ , entonces 

JC 3 

senjc = jc - ~ + fl(jc) 
donde | R(x) \ < 

31. Utilice el resultado del ejercicio 30 para determinar un 
valor aproximado de 2 sen jc 2 dx> y estime el error. 

32. Demuestre que la fdrmula ( 1 + jc ) 3 ^ 2 = 1 + |jcesexacta 
con tres cifras decimales si -0.03 < jc £ 0. 

33. Demuestre que la f6rmula(l + jc ) -1 ^ 2 - 1 - ijcesexacta 
con dos cifras decimales si -0.1 ^ jc < 0. 

34. Dibuje la grafica de y = sen jc y y = mx en el mismo 
sistema de ejes. Observe que si m es positivo y cercano a 
cero, entonces las gr£ficas se intersectan en un punto cuya 
abscisa est£ cerca de n. Determinando el polinomio de 


Taylor de segundo grado en TTpara la funcidn /definida por 
/(jc) = sen jc - mjc, muestre que una solution aproxima- 
da de la ecuacidn sen jc - mx , donde m es positivo y estS 
cerca de cero, este dada por jc « nj{\ + m). 

35. Emplee el metodo descrito en el ejercicio 34 para deter- 
minar una soluci6n aproximada de la ecuacion cot 
jc = mjc cuando m es positivo y esti cerca de cero. 

36. (a) Utilice el polinomio de Maclaurin de primer grado para 
aproximar e k si 0 < k < 0.01. (b) Estime el error en ter- 
minos de k. 

37. Aplique la formula de Taylor para expresar el polinomio 

P( x) = jc 4 - jc 3 + 2jc 2 - 3jc + 1 
como un polinomio en potencias de jc - 1 . 

38. (a) Derive termino a termino el polinomio de Maclaurin de 
/i-6simo grado para e x y compare el nuevo polinomio con 
el polinomio para e x . (b) Integre termino a termino el 
polinomio de Maclaurin de ntesimo grado para e x , deter- 
mine la constante de integracirin y compare el nuevo po- 
linomio con el polinomio para e x . 

39. (a) Derive termino a termino el polinomio de Maclaurin de 
n-esimo grado para sen jc y compare el nuevo polinomio 
con el polinomio para cos jc. (b) Integre termino a termino 
el polinomio de Maclaurin de n-esimo grado para sen jc, 
determine la constante de integracidn y compare el nuevo 
polinomio con el polinomio para -cos jc. 

40. Demuestre el teorema 8.1.2. Sugerencia: del teorema 4.7.2 
J* f\t) dt - /(jc) - f(a). Resuelva para /( x) e integre 

j* f\t) dt por partes considerando u = f'(t) y dv - dt. 
Repita este proceso, y el resultado deseado se deduce me- 
diante induccidn matematica. 

41. (a) Demuestre que los terminos del polinomio de Maclaurin 
de ntesimo grado de una funcidn impar contienen s61o 
potencias impares de jc. (b) Demuestre que los terminos 
del polinomio de Maclaurin de ntesimo grado de una 
funcion par contienen sblo potencias pares de jc. 

42. Cuando se emplea un polinomio de Taylor en poteifcias de 
jc - a para aproximar un valor de funcidn en un numero 
particular jc h hechos influyen en la eleccirin de a? 
Ilustre la respuesta para las funciones definidas por 
/(jc) = e x yg(x) = sen jc. 


8.2 SUCESIONES 

Sin duda, ha encontrado sucesiones de numeros en sus estudios anteriores de 
matenteticas. Por ejemplo, los numeros 

2 , 4 , 6 , 8 , 10 

forman una sucesirin. Esta sucesirin se denomina finite porque tiene un ulti- 
mo numero. Si un conjunto de numeros que forman una sucecirin no tiene 
ultimo numero, se dice que la sucesirin es infinite. Por ejemplo, 

12 3 4 

3 * 5 » 7 ’ 9 ’ * * * 


( 1 ) 
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es una sucesidn infinita; los tres ultimos puntos indican que no hay ultimo 
numero en la sucesidn. Como el Cdlculo trata con sucesiones infinitas, la 
palabra “sucesion” en este texto significara “sucesion infinita”. Se iniciar£ el 
estudio de esta seccion con la definicidn de funcidn sucesion. 


8,2 A Definition de funcidn sucesion 


Una funcidn sucesion es una funcidn cuyo dominie es el conjunto 
[\ t 2, 3 ,4, . . .4 

de todos los ntimeros enteros positives. 

Los numeros del contradominio de una funcidn sucesion se denominan 
elementos. Una sucesion consiste de los elementos de una funcion sucesidn 
listados en orden. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea /la funcidn definida por 

f{n) = n e {1,2,3,4,. 

Entonces /es una funcidn sucesion, y 

/(l) = 1 /( 2) = f /( 3) = * /(4) = | /(5) = £ 

y asf sucesivamente. Los elementos de la sucesion definida por / son - , | , 
~ 9 etcetera; y la sucesion es la (1). Algunos de los pares ordenados 
de la funcidn sucesidn/son (1, j), (2, |), (3, |), (4, |), y (5, ^). ^ 

Por lo general, cuando los elementos se listan en orden se indica el 
«-esimo elemento f(n) de la sucesion. De este modo, los elementos de la 
sucesion ( 1 ) pueden escribirse como 

1 2 3 4 n 

3 ’ 5 ’ 7 ’ 9 2n + r' ' ‘ 

Puesto que el dominio de cada funcidn sucesion es el mismo, puede em- 
plearse la notacion {/(«)} para denotar una sucesion. Asf, la sucesion (1) 
puede denotarse por {nj{2n + 1)). Tambien se utiliza la notacidn de su- 
bindice { a n } para expresar una sucesion para la cual /(«) = a n . 

La grafica de una funcidn sucesion puede trazarse de varias maneras en 
la graficadora (consulte el manual del usuario). Si la graficadora carece de 
ese procedimiento, una altemativa para graficar la sucesion { f(n ) } consiste 
en trazar la grafica de la funcidn f(x) correspondiente, donde x es un nume- 
ro real y x > 1; entonces las coordenadas y de la grdfica para valores 
enteros positivos de x son los elementos de la sucesion. En el ejemplo si- 
guiente se muestra otro procedimiento para graficar una funcidn sucesidn, 
el cual emplea el modo parametrico-punto. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la grdfica de 

la funcidn sucesidn del ejemplo ilustrativo 1, primero asegurese de activar la 
graficadora en modo parametrico-punto. Despues considere 






8.2 SUCESIONES 649 




(0, 25] por [0, 1] 


FIGURA 1 


An) 



(1,1) All 



1 - 

• l 2) 

N) 

K H 



• 

• • ^ 

~0 

1 2 

3 

4 5 


y asigne los siguientes valores a los parametros para e] rectangulo de in spec- 
cion. / m f n = 1, t m £x = 25, / ste p = 1, X m { n = 0* *max “ 25, * sc | = 1, 
Jmin = 0> Jmax = 1 y y S cl ~ 0.5. La grdfica que se obtiene se muestra en la 
figura 1 . Recuerde que las coordenadas y de los puntos son ios elementos 
de la sucesion. A 

Se dice que la sucesion 

a h a 2 , a 3 , . . . , a n , . . . 

es igual a la sucesion 

b h b 2 , b 3y . . . , b n , . . . 

si y solo si a i = b t para todo numero entero positivo i. Recuerde que una 
sucesion consiste de un ordenamiento de elementos. Por tanto, es posible 
que dos sucesiones tengan los mismos elementos y que sean diferentes. Esta 
situation se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La sucesion {1 jn\ tiene 

como elementos los reciprocos de los numeros enteros positivos 


FIGURA 2 


1 I I I i 

’ 2’ 3’ 4 ’ ' ’ ’ ’ ’ 


( 2 ) 


An) 


"•’HF’HFK) *> - 


La sucesion para la cual 
2 


n + 2 
1 


si n es impar 
si n es par 


tiene como elementos 


FIGURA 3 


’ 2 ’ ’ 3 ’ ’ 4 ’ 


(3) 


[0, 1] por [0. 3] 

■r— V y 

It + 1 

FIGURA 4 


O 



Los elementos de las sucesiones (2) y (3) son los mismos, sin embargo, las 
sucesiones no son iguales. Las graficas de las funciones sucesiones para 
las sucesiones (2) y (3) se muestran en las figuras 2 y 3, respectivamente. A 


Los puntos correspondientes a los elementos sucesivos de una suce- 
sion pueden trazarse sobre una recta numerica. Esto se muestra en la figu- 
ra 4 para la sucesion (l), sobre la recta horizontal y = 2. Para obtener esta 
figura se activd la graficadora en modo paramtirico-punto y se consider6 


x 


t 

It + 1 


y y = 2 


con los siguientes valores para los parametros del rectangulo de inspection: 

*mln = ^ > ^max = Istep = L *nun ~ -^max = L -^scl ~ ^.5, ^mm ~ 

ymax ~ 3 y y sc \ - 1. En figura 5, se han ubicado en una recta numerica 
los cinco puntos que representan los primeros cinco elementos de la su- 
cesion. Observe en las figuras 4 y 5 que los elementos consecutivos de 
la sucesion estan cada vez mas cerca de aunque ningun elemento de la 
sucesion tiene el valor de Intuitivamente se observa que un elemen- 

to estard tan cerca a ~ como se desee al considerar el numero del ele- 
mento lo suficientemente grande. O dicho de otra manera, se puede hacer 
\n/(2n + 1) - ^ | menor que cualquier numero positivo € dado conside- 
rando n suficientemente grande. Debido a esto, se dice que el lfmite de la 
sucesi6n { n/(2n + 1 ) } es | . 


FIGURA 5 
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En general, si existe un numero L tal que \a„ - L\ es arbitrariamen- 
te pequeno para una n suficientemente grande, se dice que la sucesidn { a n } 
tiene el limite L. 


3.2.2 Definition del limite de uno sucesion 


Una sucestdn [a n ] tiene el limite L si para cualquier £ > 0 existe un 
ndmero N > 0 tat que si n es un ndmero entero y 

sin > N entonces \a n - Lj < € 

y se escribe 

Ifm a„ - L 


Compare esta definition con la definicidn 3.7.1 del limite de /(jc) con- 
forme jc crece sin limite. Las dos definiciones son muy iddnticas; sin em- 
bargo, cuando se dice que Um /(jc) = L, la funcidn / esta definida para 

todos los numeros reales mayores que algun numero real r, mientras que 
cuando se considera 11m a m se restringe n a los numeros enteros positivos. 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la definicidn 3.7.1. En el 
ejercicio 56 se le pedira que escriba la demostracion formal. 


8.2.3 Teorema 


Si lim f(x) = L , y /esti definida para todo ntimero entero positivo, 
entonces tambi£n lim f{n ) = L, cuando n se restringe a los niime- 
ros enteros positivos. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se aplica el teorema 8.2.3 a 

la sucesion (1) donde/(n) = n/(2n + 1), de modo que/(jc) = jc/(2jc + 1). 


lim 


2x + 1 


lim 

X — > + «> 


2 


l 



x 


2 


Asf, del teorema 8.2.3, lim f(n) = \ cuando n se restringe a los numeros 
enteros positivos. ^ 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la sucesion 

{(-l) n+ i /«}. Observe que el n-6 simo elemento de esta sucesion es (-1 )" +1 /n, 
y que (-1 ) n+1 es igual a +1 cuando n es impar, y es igual a -1 cuando n es par. 
En consecuencia, los elementos de la sucesion pueden ser escritos como 

, _l I _I 1 (~l) n+{ 

’ 2’ 3’ 4 ’ 5 * ’ ' ' * n ’ ‘ * 

La figura 6 muestra los puntos correspondientes a los elementos sucesivos 
de la sucesidn ubicados en una recta numerica. En la figura, a\ = 1, = 

_ 2* fl 3 = 3> fl 4 = o 5 = J, a 6 =--|, a 7 = J, a g = a 9 = 5, 
= “jo - El limite de la sucesion es 0, y los elementos oscilan alrede- 
dor de 0. 4 
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FIGURA 6 

Si una sucesion { a n ) tiene un limite, se dice que la sucesion es convergente, 
y a n converge a ese limite. Si la sucesion no es convergente, es divergente. 



FIGURA 7 


► EJEMPLO 1 Determine si la sucesion es convergente o di- 
vergente y apoye graficamente la respuesta: 


4 n 2 

In 2 + 1 


Sollicion Se desea determinar si lim 4n 2 /(2n 2 + 1) existe. Se con- 

/!—* + «• 

sidera f(x ) = Ax 2 j(2x 2 + 1 ), y se investiga lim fix) 


lim 


4x 2 

lx 1 + 1 


lim 

x — »+™ 



= 2 


Por tanto, por el teorema 8.2.3, lim f(n) - 2. De este modo, la sucesion 

n — ^ + °° 

dada es convergente y An 2 j(2n 2 + 1 ) converge a 2. 

La figura 7 muestra la grlfica de / y la recta y - 2 trazadas en el rec- 
tangulo de inspeccion de [ 1 , 20] por [0, 4] apoya la respuesta debido a que 
la recta parece ser una asintota horizontal de la grafica de/. 

Tambien se puede apoyar la respuesta trazando la grafica de la funcidn 
sucesion correspondiente y observando que las coordenadas y de puntos su- 
cesivos estan cada vez mas cerca de 2. A 


► EJEMPLO 2 

vergente: 


Determine si la sucesi6n es convergente o di- 


rt 

Sollicion Se desea determinar si lim n sen (nln) existe. Se considera 

/!—>+«> 

fix) - x sen (nix) y se investiga lim f(x). Como f(x) puede escribirse 

X — > + °° 

como [sen(^/x)]/(l/x) y lim sen (nix) = 0 y lim (\jx) — 0, puede apli- 

X — > + <» x— > + 00 

carse la regia de L’Hopital a fin de obtener 
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lim f(x ) = lim 


lim 

n 



71 

7t COS — 
X 


Por tanto, lim f(n) = n. Asf, la sucesidn es convergente y n sen(;r /n) 
converge a n. ^ 


► EJEMPL0 3 Demuestre que si 

{ r n ] es convergente y r n converge a cero. 


r I < 1, entonces la sucesidn 


Solution Primero se considera r = 0. Entonces la sucesidn es (0) y 
lim 0 = 0. De este modo, la sucesi6n es convergente y el n -€ simo ele- 

mento converge a cero. 

Si 0 < | r | < 1, se debe demostrar que se cumple la definition 8.2.2 
con L = 0. Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe un 
numero N > 0 tal que si n es un numero entero y 



si 

n 

> N 

entonces 

| r" — 0 | < € 

<=> 

si 

n 

> N 

entonces 

Vu 

V 

t; 


si 

n 

> N 

entonces 

In | r | n < In e 

<p 

si 

n 

> N 

entonces 

n In 1 r 1 < In € 


Como 0 < | r | < 1 , In | r j < 0. La proposicidn anterior es equivalente a 

sin > N entonces n > -pp 

In M 

Por tanto, si N = In e/ln | r | , se cumple (4). En consecuencia, lim r n = 0. 
De modo que la sucesion {r n ] es convergente y r n converge a cero. A 


El teorema siguiente incorpora los teoremas de limites para sucesiones 
que son analogos a los teoremas de limites para funciones. Las demostra- 
ciones se omiten debido a que son semejantes a las demos traciones de los 
teoremas correspondientes para limites de funciones. 


8,2.4 Teorema 


Si ( cr n ) y { } son sucesiones convergentes y c es una constant^ dhtonces 


(i) 

(ii) 

<m> 

(iv) 


La sucesidn constants (c) tiene a c como su lfmite 


lim ca n - c Km a n \ 
— *-+±- 


lim (a n ± b n ) = lim a n ± lim b n \ 


a I'm a„ 

lim -*■ = 

«-*+- b„ 11™ b n 


lim h n # 0, y cada b n ^ 0. 


► EJEMPLO 4 

sucesion 


Aplique el teorema 8.2.4 para demostrar que la 


4/i 3 K 

— sen — 

2n 2 + 1 « 

es convergente, y determine su lfmite. 
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Solucion El n-6simo elemento de la sucesidn puede escribirse como 


4n 3 

In 2 + 1 



4w 2 

In 2 + 1 


n sen — 

n 


En el ejemplo 1 se mostro que la sucesion {4n 2 /(2n 2 + 1)) es convergente 
y que 11m [4n 2 /(2n 2 + 1)] = 2. En el ejemplo 2 se mostro que la su- 
cesion \n sen (7t/n)} es convergente y que Hm [n sen {njn)\ = n. En con- 
secuencia, por el teorema 8.2.4(iv), 



4n 2 

2 n 2 + 1 


1 ]- 


Inn 


An 2 


+°° 2 n 2 + 1 


Hm n sen — 

n-»+« n 


= 2 n 


Por tanto, la sucesi6n es convergente y su limite es 2 n. 


4 


Cierto tipo de sucesiones reciben nombres especiales. 


8.2.5 Definicion de sucesiones creciente y decreciente 


Una sucesidn [a n ] es 
(i) creciente si a n ^ a H+l pam toda n; 

<U) decreciente si a n ^ a„ + i para toda n> 

Una s\jcesidn es inondtona si es creciente o decreciente. 


Si a n < a n+1 (un caso especial de a n < a n+ ]), la sucesion es estricta- 
mente creciente; y si a n > a n+] , la sucesion es estrictamente decreciente. 


^ EJEMPLO 5 Aplique la definicion 8.2.5 para determinar si la 
sucesi6n es creciente, decreciente o no es monotona: 


(a) 


n 

2 n + 1 



(C) 


(-1)"* 1 

n 


Solucion 

(a) Los elementos de la sucesidn son 

1 2 3 4 n n + 1 

3’5’7 , 9”"’2n + r2n + 3’"' 


Note que a n + \ se obtiene de a n reemplazando n por n + 1 . 

Vea los cuatro primeros elementos de la sucesion y observe que 
los elementos se incrementan conforme n crece. De esta manera, se 
sospecha que, en general, 


n < n + 1 
In + 1 2n + 3 


(5) 


La desigualdad (5) puede verificarse si es posible encontrar una desi- 
gualdad de la cual se sepa que es valida. A1 multiplicar cada miembro 
de(5)por(2rt + l)(2n + 3) se obtienen las siguientes desigualdad es: 


n(2n + 3) < (n + 1)(2 n + 1) 
In 2 + 3 n < 2 n 2 + 3n + 1 


( 6 ) 
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La desigualdad (6) claramente se cumple ya que el miembro derecho 
excede en 1 al miembro izquierdo. Por tanto, se cumple la desigual- 
dad (5); asf, la sucesion dada es creciente. 

(b) Los elementos de la sucesion son 

1 1 1 I I 1 

’ 2’ 3’ 4 n’n + r**’ 

Como 

i > — 

n n + 1 

para toda n y la sucesidn es decreciente. 

(c) Los elementos de la sucesidn pueden escribirse como: 

• _i 1 _i (-1)" +1 (-1)” +2 

’ 2 ’ 3 ’ 4’ ’ * ' ’ n ’ n+ 1 ’ ’ ’ * 

Debido a que a\ — 1 y a 2 ~ - \ , a\ > a 2 . P ero a 3 ~ \ i de m °do 

que a 2 < ay De manera mds general, considere los tres elementos 
consecutivos 

_ (~i)"+i _ (-iy+* _ (~i )"+ 3 

" _ n " +1 " n + 1 n+2 “ n + 2 

Si n es impar, entonces > a n+] y a n+1 < a n+ 2 ; por ejemplo, aj > a 2 
y a 2 < ay Si n es par, entonces a n < a n+ \ y a n +[ > a n+2 ; por ejem- 
plo, a 2 < 03 y a^ > En consecuencia, la sucesion no es creciente 

ni decreciente; de modo que no es monotona. A 

Las respuestas del ejemplo 5 pueden apoyarse graficamente al trazar 
la grdfica de la funcion sucesidn correspondiente. La figura 1 apoya la res- 
puesta del inciso (a) de que la sucesion es creciente, y la figura 2 apoya la 
respuesta del inicio (b) de que la sucesidn es decreciente. 

Para muchas sucesiones (/(«)} se puede determinar si la sucesidn es 
mondtona calculando f'(x) y aplicando el teorema 3.4.3, como se muestra en 
el ejemplo ilustrativo siguiente. 


0 

(a) 


(b) 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

Para la sucesion [n/(2n + 1)) del ejemplo 5(a) considere 


f(x) = 


2x + 1 


fix) = 


(2x + l) 2 


Como f'(x) > 0 para toda .r > 1, entonces la sucesidn es creciente. 
Para la sucesion { 1 /n } del ejemplo 5(b) considere 


m = - y m = 

X X 2 

Debido a que f'(x) < 0 para toda x > 1, entonces la sucesion es de- 
creciente. ^ 


8.2.6 Definition de cotas inferior y superior de una 
sucesion 


El ndmero C es una cota Inferior de la sucesidn (a„} si C S. a n para to- 
dos los mimeros enteros positives n; el numero D es una cota superior 
de la sucesidn {a n } at a n <, D para todos los numeras enteros positives n. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 El numero cero es una cota 

inferior de la sucesidn [n/(2n + 1)) cuyos elementos son 

1 2 3 4 n 

3’ 5’ 7’ 9 ’ ’ ’ * ’ 2n + 1 ’ ' ' ‘ 

Otra cota inferior de esta sucesidn es | . En realidad, cualquier numero que 
sea menor que o igual a | es una cota inferior de esta sucesidn. 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la sucesidn {1 jn) cu- 
yos elementos son 

1 I I i I 

* 2 ’ 3 ’ 4 ’ ’ ’ 

el numero 1 es una cota superior; tambien 26 es una cota superior. Cualquier 
numero que sea mayor que o igual a 1 es una cota superior de esta sucesidn, 
y cualquier numero no positivo servir£ como cota inferior. 4 

Observe en los ejemplos ilustrativos 7 y 8 que una sucesidn puede te- 
ner muchas cotas superiores e inferiores. 


8.2*7 Definition de maxima cota inferior y minima 
cota superior de una sucesion 


Si A es una cota inferior de una sucesidn (a*] y si A tiene la propiedad 
de que para cada cota inferior C de {a n ), C ^ A, ententes A es la 
maxima cota inferior de la sucesidn. De manera semejante, si B es 
una cota superior de una sucesidn [a n ) y si B tiene la propiedad de que 
para cada cota superior D de B £ D, entonces B es la minima 
cota superior de la sucesidn. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para la sucesidn [n/(2n + 1)} 

del ejemplo ilustrativo 7, | es la maxima cota inferior debido a que cada 
cota inferior de la sucesidn es menor que o igual a | . Adem&s, £ es una cota 
superior de la sucesidn porque 

. < I 

In + l 2 + | 2 

n 

para toda n, y como cada cota superior de la sucesidn es mayor que o igual 
a ^ , este numero es la minima cota superior de la sucesidn. 4 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La minima cota superior 

de la sucesidn (1 jn) del ejemplo ilustrativo 8 es 1 ya que cada cota supe- 
rior de la sucesidn es mayor que o igual a 1. La maxima cota inferior de esta 
sucesidn es 0. 4 


8.2.8 Definicion de una sucesion acotada 


Una sucesidn es acotada si y sdlo si tiene una cota superior y una cota 
inferior. 
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Como la sucesi6n {1 jn] del ejemplo ilustrativo 10 tiene una cota su- 
perior y una cota inferior, es acotada. Esta sucesidn tambien es decreciente 
y en consecuencia es una sucesion monotona acotada. Ademas, como 
lim (1 jn) = 0, estd sucesibn es convergente. El teorema 8.2.10, el cual se 
deduce rapidamente, garantiza que una sucesibn monotona acotada es con- 
vergente. En contraste, la sucesibn {rc} es monbtona porque es creciente, 
pero no es acotada y a que Urn n = + oo. 

La siguiente propiedad es una de las mas importantes del sistema de 
los numeros reales y se empleard en la demostracibn del teorema 8.2.10. 


y 




D 

• (6, 
•(5,« 5 ) 

•(-W 
• (3, a 3 ) 

• (2, a 2 ) 

O 

1 2 3 4 5 6 


FIGURA 8 


8.2,9 Axioma de completez* 


Todo conjunto no vacfo de ntfmeros reales que liene una cota inferior 
tiene una maxima cota inferior. Tambign, todo conjunto de mimeros 
reales que tiene una cota superior tiene una mfriima cota superior. 

La segunda oracibn del enunciado del axioma de completez no es ne- 
cesaria porque puede demostrarse a partir de la primera oracibn. Aqui, se 
incluyb en el axioma con el fin de agilizar la discusi6n. 

Suponga que {a n ) es una sucesibn creciente acotada, y sea D una cota 
superior de la sucesion. Si los puntos (w, a n ) se ubican en un sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares, estos puntos estaran debajo de la 
recta y = D. Ademas, como la sucesion es creciente, los puntos estaran 
cada vez mis cerca de D a medida que n aumenta. Vea la figura 8. Por tanto 
los elementos crecen hacia D conforme n crece. Entonces, intuitivamente 
parece que la sucesidn {«„} tiene un limite que es D o un numero menor que 
D. En realidad esto es lo que ocurre y se garantiza en el teorema siguiente, 
el cual se demuestra en el suplemento de esta seccion. 


8*2 JO Teorema 


Una sucesi6n monotona acotada es convergente. 


Este teorema establece que si (a n ) es una sucesion monotona acotada, 
entonces existe un numero L tal que Hm a n = L, pero no indica como 

n— ) +«> 

determinarlo. Por esta raz6n, el teorema 8.2.10 se llama teorema de existen- 
cia. Muchbs conceptos importantes en matematicas estan basados sobre 
teoremas de existencia. En particular, para muchas sucesiones el limite no 
puede determinarse mediante el uso directo de la definicion o por medio de 
teoremas de limites, sin embargo, el conocimiento de que tal limite existe 
es importante para los matematicos. 

Si lee la demostracibn del teorema 8.2.10, aprendera que el limite de 
una sucesion creciente acotada es la minima cota superior B de la sucesion. 
Por tanto, si D es una cota superior de la sucesion, lim a n = B < D. Se 

. . . . n—)+o o 

tiene, entonces, el teorema siguiente. 


8-2 J 1 Teorema 


Sea (aj una sucesiidB cieciente, y suponga que D es una cota superior 
de esta sucesibn* entonces (**„} es convergente y 

Hm a n £ D 
»—»+*■ 


* N. de T. Otros nombres empleados para este axioma son: de continuidad, de completitud , de plenitud y del supremo. La importancia consiste 

en que, geometricamente, el enunciado del axioma garantiza que la recta numerica real (o eje numerieo) no tiene agujeros, es decir, es continua. 
Este hecho, aunque no se hace explicito, es la base para el desarrollo de la geometria analitica. 
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En la demostracion del teorema 8.2.10, para el caso cuando la sucesibn 
mon6tona acotada es decreciente, el lfmite es la maxima cota inferior. El 
siguiente teorema se deduce en forma similar a la del teorema 8.2.11. 


8.2. 1 2 Teorema 


Sea [a n \ una sucesibn decreciente, y suponga que C es una cota inferior 
de esta sucesibn, entonces (a n ( es convergente y 

lira a n ^ C 

JJ *-+ 4-*" 


► EJEMPLO 6 

sucesibn es convergente: 


Aplique el teorema 8.2.10 para demostrar que la 


I 2^_ 

1 

Sollicion Los elementos de la sucesion son 


2} 2 2 2 3 2 4 2 n 2 n+ * 

( n + 1)!’ * ' ' 


donde 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. En consecuencia, los elementos 
de la sucesibn pueden escribirse como 


2 , 2 , 


4 2 
3 ’ 3 ’ 


2 n 


2^+1 

(n + 1)! ’ ' ’ ' 


Entonces a\ = a 2 > a$ > a 4 ; de modo que la sucesion puede ser decre- 
ciente. Debe verificarse si a n > a n+ \\ esto es, se debe determinar si 


2 n 2 n+1 
~n\ ~ (n + 1)! 

« 2 n (n + 1)! > 2 " + 1 n! 
O 2"n!(n + 1) > 2 • 2 "n! 
O n + 1 > 2 


(7) 


( 8 ) 


Cuando n = 1, la desigualdad (8) se convierte en 2 = 2, y se cumple obvia- 
mente (8) cuando n > 2. Como la desigualdad (7) es equivalente a (8), se infiere 
que la sucesion dada es decreciente y por tanto monbtona. Una cota superior para 
la sucesibn es 2, y una cota inferior es 0. Por tanto, la sucesibn es acotada. 

En consecuencia, la sucesion {2 n /n!} es una sucesibn monbtona acota- 
da, y por el teorema 8.2.10 es convergente. ^ 


El teorema 8.2.10 establece que una condicion suficiente para que una 
sucesion monbtona sea convergente esta debe ser acotada. Esta condicibn 
tambibn es necesaria y se establece en el siguiente teorema, cuya demos- 
tracion se presenta en el suplemento de esta seccion. 


8.2.13 Teorema 


Una sttoesibn monbtona convergente es acotada. 

Los teoremas 8.2.10 y 8.2.13 son recfprocos uno del otro y juntos esta- 
blecen que: para una sucesibn monbtona, las propiedades de convergencia y 
de acotamiento son equivalentes. Este hecho sera muy util al estudiar series 
infinitas al final de este capltulo. 
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EJERCICIOS 8.2 


En los ejercicios I a 20, esc riba los prime ros cuatro elementos de 
la sucesion y determine si es convergente o divergente. Si la su- 
cesion converge, calcule su limit e y apoye graficamente la 
respuesta. 


33. 


34. 


2" 


1. 

4. 

7. 


n + 1 


In - 
3 n 3 + 1 


In 1 + n 

In n 

„ 2 


2 . 2 " 2 - + 1 

1 3/r 2 - n 

I 3 - 2n 2 


10. {senh/i} 


n 2 + 1 

8 J l °g b n 

11 


3. 

6 . 


6 > 1 9. {tanhn 
senh/i 


36. ^ 

5” 

39 . \?L 

n\ 


41. 

42. 


I + 2 n 
i 


37. 

1 3" 


40. [n 2 + (-l)"*} 


35. 


38. 


5 ” 


1 + 5 2 


l2" 


13 5- 


• (2n - l) 


n + 1 


sen — [ 12. 


1 • 3 • 5 - (2n - 1) 

2" • n\ 


13. 

15. 

16. 


1 


V n 2 + 1 - n 


• 14. { 

V/i + 1 - Vn } 

43. (" 2 + 3 l 



[ n + 1 j 


En los ejercicios 43 y 44, determine si la sucesion es acotada. 

44. 13 


(-if 


Ver sugerencia de ejercicio 15. 


17. {2 l h 18. j(|)' / "} 19- j^j 20- lcos«nr) 

En los ejercicios 21 a 24, estime en una graficadora el limite de 
la sucesion convergente. Confirme analiticamente la estimacion . 


21. (a) 

22. (a) 

23. (a) 

24. (a) 


3 1 

' 

(b) | 

f 8/i 

n + lj 


[2n + 3 

4 


(b) - 

fl - 7/i 

In - ; 

i 

1 2n + 5 

\ 3 n 2 


(b) | 

[fl 2 - 1 

[6n 2 + 1 

[2 + n 2 ] 

1 9 - 2n 

(b) | 

[ 6/i j 

1 3 + n _ 

ly + 4 j 


25. Demuestre que las sucesiones 


En los ejercicios 45 a 54, demuestre que la sucesion es convergen- 
te empleando el teorema 8.2.10. 

45. La sucesidn del ejercicio 27. 


46. 


47. 


1 . 3 • 5 ..... (2 n - 1) 


|3" +I J | 2 • 4 • 6 • . . . • (2n) 

48. La sucesidn del ejercicio 34. 

49. La sucesion del ejercicio 35. 

50. La sucesidn del ejercicio 38. 

51. La sucesion del ejercicio 41. 

52. La sucesion del ejercicio 42. 

53. |— I 54. {*'/"),*: > 1 

l 2 " J 

55. Invente un ejemplo de una sucesion que sea acotada y con- 
vergente pero no mondtona. 

56. Demuestre el teorema 8.2.3. 

57. Considere la sucesion 


( « 2 1 

y J 

\ n 2 j 

1" + 3j 

y 1 

[a + 4} 


son divergentes, pero que la sucesidn 

/z 2 _ n 2 

n + 3 n + 4 

es convergente. 

26. Demuestre que la sucesion {n/c n } es convergente si 
| c | > 1 y divergente si 0 < | c | < 1. 


En los ejercicios 27 a 42, determine si la sucesion es creciente, 
decreciente o no es monotona. 


27. | 

I 3/i - 1 j 
[4n + 5j 

28. 

j 2n - l| 

l4fl-lj 


29. 

30. 

{sen n;r} 

31. 

jcos i /I7r| 

32. 


1 - 2l7 2 1 

fl 2 J 




ay b son constantes y b * 0 


Determine si la sucesion es convergente o divergente. Si la 
sucesidn es convergente calcule su lfmite. 

58. Demuestre que si la sucesidn { a n } es convergente, en- 
tentes lim a n es unico. Sugerencia: suponga que 

lim^a„ tiene dos valores diferentes, L y M, y muestre 
que esto es imposible si se toma € = + j L - M | en la 
definition 8.2.2. 

59. Demuestre que si |/-| < 1, entonces la sucesion \nr n } 
es convergente y nr n converge a cero. 

60. Demuestre que si la sucesidn {a„} es convergente y 

lim a n = L, entonces la sucesion { | a n | } es conver- 
gente y ^lim^ | a n | = |L|. 
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61. Demuestre que si la sucesion { a n } es convergente y 

Hm = L, entonces la sucesion ( a 2 } tambten es con- 

n— M-oo 

vergente y lim a n 2 = L 2 . 

62. Demuestre que la sucesidn { a n } es convergente, donde 
a n > 0 para toda n y a n+ ^ < ka n con 0 < k < 1. 


63. Explique que significa cuando se dice: “Para una funcidn 
monotona, las propiedades de convergencia y de acota- 
miento son equivalentes” 

64. Si la sucesion { a n } es di vergente, ^.puede concluirse que 

lim a„ = + 00 ? Justifique la respuesta e ilustrela me- 

n-M-oo 

diante un ejemplo. 


8.3 SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES 


Una parte importante del estudio del Calculo trata sobre la representa- 
cion de funciones como “sumas infinitas”. Realizar esto requiere extender la 
operation familiar de adicion de un conjunto finito de numeros a la adicion 
de una infinidad de numeros. Para llevar a cabo esto, se estudiara un proceso 
de limite en el que se consideran sucesiones. 

Suponga que asociada a la sucesion 


u\, w 2» 

se tiene una “suma infinita” denotada por 


U\ + U2 + «3 + . . . + u n + . . . 

Pero ^,que es lo que significa esta expresion? Esto es, ^que debe entenderse 
por la “suma” de un numero infinito de terminos, y en que circunstancias 
dicha suma existe? Para tener una idea intuitiva del concepto de tal suma, 
suponga que un trozo de cuerda de 2 pie de longitud se corta a la mitad. Una 
de estas mitades de 1 pie de longitud se aparta y el otro se corta a la mitad otra 
vez. Uno de los trozos resultantes de j pie de longitud se aparta y el otro se 
corta a la mitad, de modo que se obtienen dos trozos, cada uno de ~ pie de 
longitud. Uno de los trozos de ^ pie de longitud se aparta y el otro se corta a 
la mitad obteniendose dos trozos, cada uno de ~ pie de longitud. Otra vez, uno 
de los trozos se aparta y el otro se corta a la mkad. Si se continua este 
procedimiento en forma indefinida, el numero de pies de la suma de las 
longitudes de los trozos apartados puede considerarse como la suma infinita 


l + i + - + i + -^ + ... + — L- + . . . 

2 4 8 16 2"“ l 


(1) 


Como se inicio con un trozo de cuerda de 2 pie de longitud, nuestra intuicion 
nos indica que la suma infinita (1) debe ser 2. En el ejemplo ilustrativo 2 
se demuestra que en realidad esto es asi. Sin embargo, se necesitan algunas 
definiciones preliminares. 

A partir de la sucesion 


“2* «3. 

se forma una nueva sucesion {s„] sumando sucesivamente elementos de { u n ] : 
s\ = u x 

S 2 = U\ + U2 

s 3 = + u 2 + w 3 

54 — Wj + U2 + M3 + u 


"1" ^2 4 U 3 4- W 4 + . . . 4- U, 
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La sucesi6n {a n } obtenida de esta manera a partir de la sucesion {5„} es 
una sucesion de sumas parciales llamada serie infinita . 


8,3.1 Definition de serie infinita 


Si es una sueesi 6n y 

s n r = u l + u 2 + w 3 + ■ - + u n 

ententes {s n \ es una sucesion de sumas parciales denominada serie 
Infinita y se denota por 

X u ft " + U 2 + Uj + . . - + Un + . . , 

K*\ 

Los nrimerosiii, u 2l . . . T u nt . * . son los terminos de la serie infinira. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la sucesidn { 1 / 2 n 1 } : 
i i 1 i -L _L_ 

’ 2’ 4’ 8’ 16 2 n ~ ] ’ ' ' ‘ 


A partir de esta sucesion se forma la sucesion de sumas parciales: 


*1 = 1 

1 

2 


s\ = 

1 

52 = 1 + 

<=> 

5 2 = 

3 

2 

53 = 1 + 

H 

<=> 

*3 = 

7 

4 

54 = 1 + 

HI 

<=> 

54 = 

15 

8 

55 = 1 + 


<=> 

^5 = 

31 

16 

•**=■ + 

2 + 4 + 8 + 16 + * ' 

. . + -L- 
2 n ~\ 




Esta sucesion de sumas parciales {s n } es la serie infinita denotada por 

1 


y i = i+i+1 

^ '■yn- 1 9 4 

n= 1 ^ 


2 ’ 4 + 8 + 16 + ' ’ + 2” _1 


Observe que esta es la suma infinita (1) obtenida al principio de esta seccion 
en la discusion de la cuerda de 2 pie de longitud cortada repetidamente. Esta 
serie es un ejemplo de una serie geomitrica , la cual se discutira posterior- 
mente en esta seccidn. ^ 

Cuando {5 n } es una sucesidn de sumas parciales, entonces 

s n-\ = «1 + U 2 + U 3 + ... + 

De modo que 

+ U n 

Esta formula se utiliza en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO I 


Sea la serie infinita 


2>. = I 


i 


£ + » 



8.3 SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES 661 


(a) obtenga los primeros cuatro elementos de la sucesion de sumas parciales 
{^n).y 

(b) determine una fdrmula para s n en terminos de n. 


Solution 

(a) Como s n = s n _ x + u n 


s\ = 

1 

1 • 2 

\ 

2 


52 — 5j + ^3 — ^2 "*■ ^3 

1 


= I + _L_ 

2 2-3 
= 2 

3 


= - + 

3 3-4 

_ 3 

4 


(b) Comow* = 


= k 

Por tanto, 


1 


54 = 53 + W4 

= 2 + -L_ 
4 4.5 

4 

5 


k(k + 1) 


, se tiene, mediante fracciones parciales. 


1 


k + 1 


«l = 1 - 5 


u 2 2 3 


W 3 3 4 




1 1 _ 1 1 

W*7 — 1 “ ' 7 Urt — . 

n - l n n n n + 1 

De esta forma, como s n = Wj + w 2 + ... + u n + w n , 

A1 eliminar los parentesis y reducir los terminos semejantes se obtiene 


Si se considera n como 1, 2, 3, y 4 en esta ecuacion, se verd que los 
resultados anteriores son correctos. ^ 

El metodo empleado en la solucion del ejemplo anterior se aplica a 
sdlo un caso especial. En general, no es posible obtener una expresion de 
este tipo para s n . 


3.3.2 Definition de la suma de una serie infinita 


Considere que ^ u„ denote una serie infinite dada para la cual {j fl } es 

n=l 

la sucesidn de sumas parciales. Si lira s„ cxiste y es igual a S f enton- 
ces la sdne convergente y 5 es k sums de Ja serie. Si lim s„ no exis- 
te, emonces la serie es divergent^, y k sene no tiene suma. 

En esencia, esta definition establece que una serie infinita es convergente 
si y sdlo si la sucesion de sumas parciales correspondiente es convergente. 
Si una serie infinita tiene una suma S, tambien se dice que la serie converge a 5. 

Observe que la suma de una serie convergente es el lfmite de una su- 
cesion de sumas parciales y no se obtiene mediante adicidn ordinaria. Para 
una serie convergente, se utiliza el sfmbolo 
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X "n 

n = l 

con el propdsito de denotar tanto la serie como la suma de la serie. El uso 
del mismo simbolo no debe crear confusiones porque la interpretacion co- 
rrecta serd evidente en el contexto en el que se emplea. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

plo ilustrativo 1 es 


X— = 1 + ^ + 7 
“ 2 n_1 2 4 


\ + i + i + \E + ■ • • + 2 ^ + • • • 


La serie infinita del ejem- 
( 2 ) 


y la sucesion de sumas parciales es {s n ), donde 

s n = l + i + i + ~ + ... + — L 
n 2 4 8 2 n ~ l 


( 3 ) 


Para determinar si la serie (2) tiene una suma, debe calcularse lim s n . A fin de 
determinar una formula para s n se utiliza la identidad algebraica 

a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + . . . + ab n ~ 2 + /? n_1 ) 
Si se aplica esta identidad con a = 1 y b = ^ se tiene 


1--L = (i- l)(i + I + Jl 

2 n \ 2 2 2 1 


1 


+ F + 




_1 

2 n ‘ 




« i + I + I + ‘ + ... + JL 

2 4 8 2 n ~ 


1 - 


2 n 


A1 comparar esta ecuacion y (3) se obtiene 

Como lim — = 0, se tiene 
2 n 

lim s n = 2 

Por tanto, la serie infinita (2) tiene la suma 2. 


► EJEMPLO 2 


Determine si la serie infinita del ejemplo 1 tiene 


una suma. 


Solucion En la solucidn del ejemplo 1 se mostrd que la sucesion de 
sumas parciales para la serie dada es {s n } = {1 - 1 /(n + 1)}. Por tanto, 


lim s n = lim ( 1 ) 

n + 1 / 


= 1 

Por lo que la serie infinita tiene una suma igual a 1, y se escribe 


+ OC 

y — 1 — = 

" n(n + 1) 


r\n(n + 1 ) 2 6 12 20 


i + U4 + l ,, + i +ll . 


«(rt + i) 


i 
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W EJEMPL0 3 Exprese con notation sigma la serie infinita de- 
notada por la sucesidn de sumas parciales siguiente: 



Tambidn determine si la serie infinita es convergente o divergente; si es 
convergente, obtenga su suma. 

Solution Comoj] = ^entonceswj = f.Sin > l,entonces 

u n ~ s n ~ s n - 1 

J_ _ 1 

2 « 2 n ~ * 

_ _j_ 

2 " 


Por tanto, la serie infinita es 



Como 

lim s n 


lim 

n-++oo 2‘ 


= 0 

la serie es convergente y su suma es 0. M 

Como se menciond anteriormente, en la mayoria de los casos no es posi- 
ble obtener una expresion para s n en tdrminos de n\ por lo que se tienen otros 
mdtodos para determinar si una serie infinita dada tiene una suma o no, o, 
equivalentemente, si una serie infinita dada es convergente o divergente. 


8.3.3 Teorema 


Si ta serie infinita Y u„ es convergente, entonces Um w rt - 0, 

Demostracion Sea {$„) la sucesidn de sumas parciales de la serie dada y 
denote la suma por S. De la definition 8.3.2, lim s n = S y Hm s„_[ = S. 
Como u n = s n - s n ~ i , entonces 


ff lim = ^lim "(s n - s n _ j) 


= lim s n - lim 5„_j 


= S - S 
= 0 


El teorema 8.3.3 proporciona un criterio simple para la divergencia de 
una serie: si lim u n ^ 0, entonces ^ u n es divergente. 
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► EJEMPLO 4 

gentes: 


Demuestre que las dos series siguientes son diver- 


fa) 

(b) 


= 2 + 4 + £ + if + . . . 
4 9 16 


£(-l) n+1 3 = 3- 3 + 3- 3 + ... 


Solucion 


(a) 


Hm u n = 

n — > + oo 


lim 

n -M-w 


n 


+ 1 

2 


1 + -V 


= lim 


= 1 
* 0 


Por tan to, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. 

(b) lim u n = lim (-l) rt+1 3, el cual no existe. Por tanto, por el teorema 

*-* + « n— ► + « 

8.3.3, la serie es divergente. ^ 


El recfproco del teorema 8.3.3 es falso. Esto es, si lim u n = 0, no se 

n—* + oo 

infiere que la serie sea necesariamente convergente. En otras palabras, es 
posible tener una serie divergente para la cual lim u n = 0. Un ejemplo de 
tal serie es 






denominada serie armonica. Claramente, lim (1 In) = 0, pero esta serie 

n — > + oo 

diverge, lo cual se demostrar& a continuacidn como un teorema. 


y 



8.3.4 Teorema 


La serie armdnica es divergente. 

Demostracion El n-esimo t£rmino, l/n, de la serie armonica puede inter- 
pretarse geom^tricamente como el niimero de unidades cuadradas del area de 
un rectangulo que tiene ancho de 1 unidad y una altura de \jn unidad. Vea la 
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figura 1 , la cual muestra n rectdngulos que circunscriben la region limitada supe- 
riormente por la grafica de y = 1 /jc, inferiormente por el eje x y lateralmente por 
las rectas x = 1 y x = n + l.La suma de las £reas de los n rectangulos es 


la cual es j n , la n-6sima suma parcial de la serie armdnica. El area de la regidn es 



i dx = ln(n + 1) 


Por tanto, 


s n > In {n + 1) 


De modo que la sucesidn {^ n ) no estd acotada. Pero como {.$,,} es una 
sucesidn creciente, y de la seccion 8.2 se sabe que convergencia y acotamien- 
to son propiedades equivalentes de una sucesion monotona, se deduce que la 
sucesidn de sumas parciales {.s„} es divergente. Por tanto, como su sucesidn 
de sumas parciales diverge, la serie armonica diverge. ■ 


Una serie infmita de la forma 

+ oo 

ar"' 1 = a + ar + ar 2 + . . . + ar n ~ l + . . . (4) 

n = l 

se denomina serie geometrica. La serie infinita (2), discutida en los ejemplos 
ilustrativos 1 y 2, es una serie geometrica con a = 1 y r — 


8.3,5 Teorema 


La serie geometrica converge a la suma - r) si |r| < Uy diverge 

si | r | ^ L 


Demostracionf La «-6sima suma parcial de la serie geometrica (4) est£ 
dada por. 

s n = a( 1 + r + r 2 + ...+ r n ~ ] ) (5) 

De la identidad 


1 - r n = (1 - r)( 1 + r + r 2 + . . . + r"' 1 ) 
(5) se puede escribir como 


_ q(l-r”) 
” ~ 1 - r 


si r * 1 


(6) 


Enel ejemplo 3 de laseccidn 8.2, se mostrdque Um r n = Osi |r| < l.Por 
tanto, de (6), si | r | < 1 


lim = 


a 

1 - r 


Asf, si | r | < 1, la serie geometrica converge y su suma es a/( 1 - r). 

Si r = ± 1, el limite del n-esimo tdrmino no es cero. En consecuencia, la 
serie geometrica diverge cuando | r | = 1 . 

Si I r I > 1, lim ar n ~ 1 = a lim r n ~ l . Es claro que lim r rt_1 * 0 
porque | r n ~ l | puede hacerse tan grande como se desee tomando n suficiente- 
mente grande. Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. Esto 
completa la demostracidn. ■ 
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El ejemplo siguiente ilustra como puede aplicarse el teorema 8.3.5 para 
expresar un numero decimal infinito periddico como una fraction comun. 


► EJEMPLO 5 

Solution 


Exprese 0.3333 .. . como una fraccion comun. 


0.3333 . . . 


J3_ 

10 


100 1 000 


-L 

10 ooo 10" 


Esta es una serie geometrica en la cual a = ^ y r = ^ . Como | r \ < 1 , se 
deduce del teorema 8.3.5 que la serie converge y su suma es a/{ 1 - r). Por 
tanto, 

3_ 

0.3333 . . . = — iS-j- 
^ ~~ To 


Se concluye esta section con cuatro teoremas que extienden ciertas pro- 
piedades de las sumas infinitas a series infinitas convergentes. El primero de es- 
tos teoremas establece que si una serie infinita se multiplica termino a termino 
por una constante diferente de cero, la convergencia o divergencia no se afecta. 


8.3.6 Teorema 


Sea c cualquier constante diferente de cero. 

+** 

(I) Si la serie ^ u n es convergente y su suma es S t entonces la serie 
^ cu n tambidn es convergente y su suma es c ■ S. 

it — i 

+•* +** 

(Si) Si la serie u„ es divergente, emonces la serie cu n tambidn es 

divergente" - ' 


Demostracion Sea s n la n-esima suma parcial de la serie ^ u n . Por 

1 +«> 

tanto, s n = uj + w 2 + . . . + u n . La u-dsima suma parcial de la serie ^ cu n 
es c(u\ + u 2 + . . . + u n ) = cs n . ‘ 1 

+ oo 

Demostracion de (i) Si la serie £ u n es convergente, entonces Hm s n 
existe y es S. Por tanto, 

Hm cs n — c Hm s n 

= c ■ S 

+°° 

En consecuencia, la serie ^ cu n es convergente y su suma es c ■ S. 

n~ 1 

+ oo 

Demostracion de (ii) Si la serie ^ u n es divergente, entonces Hm s n 

n= l 

- +oo 

no existe. Ahora suponga que la serie ^ cu n es convergente. Entonces 

rt=l 

Hm cs n existe. Pero s n = cs n jc\ de modo que 
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lim s n = Hm i(cs n ) 

n — > + oo n — »-*-«> C 

Por tanto, lim s n existe, lo cual es una contradicci6n. En consecuencia, 

+« 

la serie cu n es divergente. ■ 


► EJEMPLO 6 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solution 


i = i + I + ± + i + ... + i + ... 


y-u = 


4« 4 8 12 16 


Como £ i es la serie armonica y es divergente, entonces por el teorema 
8.3.6(ii) con c — j, la serie dada es divergente. A 

Otra propiedad de las sumas finitas es 

£(«* ±*> k ) = X a k ± X b k 

* = 1 *=1 Jfc=l 

y su extension a series infinitas convergentes estd dada por el teorema 
siguiente. 


8.3,7 Teorema 


Si 2, a n y &n 5011 series infinite convergent cuyas sumas son 

n* \ iu) 

$ y T, respectivamente, entonces 
+— 

(i) £ {a n + b n ) es una serie convergente y su suma es S + T\ , 

H.l *> 

+ „ 

(Li) ^ ess una serie convergente y su suma es 5 - T. 


La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 60). 

El teorema siguiente es un corolario del teorema anterior y en ocasiones 
se utiliza para demostrar la divergencia de una serie. 


8.3.8 Teorema 


Si la serie ^ a„ es convergente y La serie ^ b a es divergente, entonces 


la serie ^ (a„ + b n ) es divergente. 
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Demostracion Suponga que £ (a„ + b n ) es convergente y su suma es 

n~l 

+ OC 

S. Sea T la suma de la sene ^ a n . Entonces, como 

n=l 

= XfK + b n) - <*n) 

n — 1 n = I 

+ oo 

se concluye del teorema 8.3.7(ii) que £ b n es convergente y su suma es 

n = 1 

S - T. Pero esto es una contradiccidn a la hipotesis de que £ b n es diverge nte. 

n = l 

+ oo 

En consecuencia, ^ (a n + b n ) es divergente. ■ 

«= i 


► EJEMPLO 7 


I 


4n + 4") 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


i 

Solution En el ejemplo 6, se demostro que la serie ^ — es divergente. 
Como la serie £ -t- es una serie geom6trica con | r | = ^ < 1 , es conver- 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.3.8, la serie dada es divergente. ^ 

+ oo +oo +00 

Si las dos series ^ a n y ^ b n son divergentes, la serie ^ (a n + b n ) 

n = l n= 1 n — 1 

puede ser convergente o divergente. Por ejemplo 1 , si a n = - y b n = - , 

n n 

« + " 2 i 

entonces a n + b n = - y £ - es divergente. En cambio, si = - y 

1 + “ 

b n - - - , entonces = 0 y T 0 es convergente. 

n 

El teorema final de esta section establece que la convergencia o divergencia 
de una serie infinita no se afecta al cambiar un ntimero finito de terminos. 


8.3.9 Teorema 


Si 2 a n y X son series infinitas, que difieren unicamente en sus 

If ■ I Jl=l 

primerasrot6munos(esdeeu\aj t - > m), entonces las dos series 

son convergentes o ambas son divergentes, 

Demostracion Sean ($„} y {f„] las sucesiones de sumas parciales de las 

+ oo +oo 

series ^ a n y ^ b n , respectivamente. Entonces 

B=1 B=1 


y 


s n “ a \ + a 2 + * - ■ + a m + a m + 1 + a m + 2 + • * * + a i 
l n = + h + • ■ • + b m + b m+ 1 + b m+ 2 + . . . + b r 






8.3 SERIES INFINITAS PE TERMINOS CONSTANTES 669 


Como a k - b k si k > m, entonces si n > m, 

^ = ( a \ + a 2 + ... + a m ) - (b { + b 2 + . . . + fc m ) 

De modo que 

si n > m entonces s n - t n = s m ~ t m (7) 

Se desea demostrar que los dos limites Hm s n y Hm t n existen o 

rt—4 + oo II— 4 + oo 

no existen. 

Suponga que lim t n existe. De (7), 

n —4 + 00 

si n > m entonces s n = t n + ( s m - t m ) 


= + - O 


En consecuencia, cuando 
vergen. 

Ahora, suponga que 


Hm t n existe, Hm s n existe y las dos series con- 


lim t n no existe y que Hm s n existe. De (7), 


si n > m entonces t n = s n + (t m - s m ) 
Como Hm s n existe, se infiere que 

= + {tm ~ S m> 


de modo que Hm t n debe existir, lo cual es una contradiccidn. En consecuen- 
cia, si lim t n no existe, entonces Hm s n tampoco existe, y las dos series 
divergen. ■ 


► EJEMPLO 8 

+ oo 

Y-J L_ 

H n + 4 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Solucion La serie dada es 


\ + £ + b + • * ■ + — + ' ■ • 

5 6 7 n + 4 


la cual puede escribirse como 

o+o+o+o+i+i+^+. 

5 6 7 


n 


(*) 


Ahora la serie armonica, la cual se sabe que diverge, es 

l + i + i + i + | + i + ^+ ...+ i+ ... 

2 3 4 5 6 7 n 

La serie (8) difiere de la serie armonica s61o en los primeros cuatro tdrminos. 
En consecuencia, por el teorema 8.3.9, la serie (8) tambidn es divergente. ^ 


► EJEMPLO 9 


+» 

I 


COS — JT + 2 
1- n 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


3 " 
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Solution La serie dada puede escribirse como 

[[cos 3 n + 2]] [[cos j n + 2]] [[cos n + 2J [[cos \n + 2D 
3 + P + 3 3 + ' 3 4 


[[cos | 7T + 2J [[cos 4 7T + 2J 

2 4- k 

3 5 3 6 

= i + 2 . + JL + ± + 1 + 1 


3 3 

[[cos 4 7T + 2D 

+ 37 

2 . 2 , 


+ . , 


Considere la serie geometrica con a = \ y r = j : 
3 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 


( 10 ) 


la cual es convergente. Como la serie (9) difere de la serie ( 10) unicamente en 
los primeros cinco t&minos, entonces, por el teorema 8.3.9, la serie (9) tam- 
bien es convergente. A 


Como consecuencia del teorema 8.3.9, en una serie infinita dada se puede 
sumar o restar un numero finito de terminos sin afectar su convergencia o 
divergencia. Por ejemplo, en el ejemplo 8 puede considerarse que la serie dada 
se obtuvo de la serie armonica al restarsele los primeros cuatro terminos. Puesto 
que la serie armonica es divergente, entonces la serie dada es divergente. En el 
ejemplo 9 se puede considerar la serie geometrica convergente 


1_ 

3 6 


+ 


3 7 + 3 8 


+ . . . 


(ID 


y obtener la serie dada (9) al sumarle cinco terminos. Como la serie (11) es 
convergente, entonces la serie (9) es convergente. 


EJERCICIOS 8.3 


En los ejercicios 1 a 8, determine los primeros cuatro elementos 
de la sucesion de sumas parciales (.?„}, y obtenga una fdrmula 
para s n en terminos de n. Tambien determine si la serie infinita es 
convergente o divergente; si es convergente, calcule su suma. 


»i- w = {4} 12 - w = I 3 ") 

13. (*„} = (ln(2n + 1)) 


»• I 


1 


ts ( 2n - 0(2n + 1) 

3. y i 

£ (3 n + l)(3n - 2) 

5. Yln-1~ 

n + 1 


7. 


2 ‘ 2 

n = I 

<• 2 


(4 n - 3)(4n + 1) 
2 n + L 


V 2n + 

i fl2 ( w + 
ff=l v 


1) Z 


n - 1 


8. y^- 

^ -in 


En los ejercicios 9 a 13, exprese con la notacion sigma la serie 
infinita que es la sucesidn de sumas parciales. Tambien deter- 
mine si la serie es convergente o divergente; si es convergente , 
obtenga su suma. 


En los ejercicios 14 a 24, escriba los primeros cuatro tirminos de 
la serie infinita y determine si la serie es convergente o divergen- 
te. Si la serie es convergente, calcule su suma. 


14. 

2— 

15. 

Y 2n + 1 
^!3n + 2 

n-l 



16. 

+ (-in 

17. 

m 

18. 

y 3/i 2 

19. 

fin- 1 
Zl n 

20. 

y — 

21. 

2h)” + i ^ 

22. 

i-’f 

23. 

2*- 

*=i 

24. 

Y senh n 

h n 


En los ejercicios 25 a 44, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente, obtenga su suma. 


2 n 

3 * + r 


10. [s n j 



25. 


2 — 

“ n + : 




>. i,i - 
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28. yA 


29. yi- 

30. E- 

£ 3 " 


' \ n 

1“ n { 

T \ n 


"• 5!(; 

0 


!) 


[ 4 

+°°. sen - K + 

i 

+O0 

cos - n + 1 

33 VI 

n 

34 . x 

n = l 

IL n J 

2-t 

4" 


2 " 

35 . y ( ^ 

+ ± ) 


36. Xf 

-U-L) 


2 n ) 



3” 3 n! 

y 

i- 

+ 1 ) 


38. yf 

L.±) 

tTv 2 " 

3" / 


^ V 

3” 4 n J 

39. 

n=l 

+ e n ) 


40. £ (2*" + 3") 

41. yf-!- 

-±) 


42 . y( 


"\2 n 

3 n) 



2 n In) 

43 . y (4 



44 . y( 

A- ±) 

i V 2 " 

3 / 


«=1 v 

4" 5") 


En los ejercicios 45 a 48, exprese el numero decimal infinite 

periodic o como unafraccion comun. 

45. 0.27 21 21 ... 46. 2.045 45 45 ... 

47. 1.234 234 234 .. . 48. 0.4653 4653 4653 . . . 

49. La trayectoria de cada oscilacibn, despubs de la primera, del 
disco de un pendulo es 0.93 de la trayectoria de la oscilacibn 
anterior (de un lado al otro lado). Si la trayectoria de la 
primera oscilacibn fuere de 56 cm y la resistencia del aire 
lleva eventualmente al pbndulo al reposo, £que distancia 
recorre el disco del pbndulo antes de alcanzar el reposo? 

50. Despues de que una mujer que viaja en bicicleta retira sus 
pies de los pedales, la rueda delantera gira 200 veces durante 
los primeros 10 s. Posteriormente, en cada periodo de 1 0 s, la 
rueda gira cuatro quintas partes de las veces que gird en el 
periodo anterior. Determine el numero de giros de la rueda 
antes de que la bicicleta se detenga. 

51. Se deja caer una pelota desde una altura de 1 2 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de tres cuartos de la 
distancia desde la cual cae. Determine la distancia total 
recorrida por la pelota antes de que alcance el estado de 
reposo. 


52. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


60. 


61. 


^Cual es la distancia total recorrida por una pelota de tenis 
antes de que alcance el estado de reposo si se deja caer desde 
una altura de 1 99 pie y si, despubs de cada caida rebota has- 
ta una altura de 11/20 de la distancia desde la que cae. 

(a) Demuestre que una pelota llegard al suelo en V/[/4 
segundos si se deja caer desde una altura de h pies, (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para determinar cu&nto tiempo 
empleara la pelota del ejercicio 5 1 para dejar de rebotar. 

Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 53 para 
determinar cuanto tiempo empleard la pelota de tenis del 
ejercicio 52 para dejar de rebotar. 

Los lados de un tridngulo equildtero miden 4 unidades. Se 
construye otro tri&ngulo equilatero dibujando segmentos de 
recta que unen los puntos medios de los lados del primer 
tri Angulo. Si este proceso puede repetirse un numero ilimita- 
do de veces, ^cu£l es el perfmetro total de todos los tri&ngu- 
los que se forman? 

Determine una serie geombtrica infinita cuya suma sea 6 y tal 
que cada tbrmino sea cuatro veces la suma de los terminos 
subsecuentes. 

Trace en la graficadora la sucesibn de las primeras 100 sumas 
parciales de la serie armbnica. A partir de la gr^fica estime 


25 50 75 100 

ooE 1 wX 1 mE 1 ooE 1 


Trace en la graficadora la sucesibn de las primeras 1000 
sumas parciales de la serie armbnica. A partir de la grdfica 
estime 



500 750 

(b)E 1 WE 


(d)E 1 


Utilice la graficadora, en cualquier forma que desee, para 
determinar el primer elemento de la sucesibn de sumas 
parciales de la serie armbnica el cual es menor que 1 0. 

Demuestre el teorema 8.3.7. 

(a) Si una serie infinita es di vergente, ^puede concluirse que 
su n-6simo tbrmino no se aproxima a 0 conforme n crece sin 
limite? (b) Si el n-esimo termino de una serie infinita no se 
aproxima a 0 conforme n crece sin limite, ^puede concluirse 
que la serie es divergente? Justifique las respuestas de los 
incisos (a) y (b) indicando un teorema o dando un ejemplo. 


8.4 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS 


Las series infinitas, cuyos terminos sonpositivos, tienen propiedadesespeciales. 
En particular, la sucesion de sumas parciales de dichas series es creciente y tiene 
una cota inferior 0. Si la sucesion de sumas parciales tambibn tiene una cota 
superior, entonces la sucesion es monotona y acotada. Como el acotamiento y 
la convergencia de una sucesi6n monbtona son propiedades equivalentes, 
entonces, la serie es convergente. De este modo, se tiene el teorema siguiente. 
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8.4,1 Teorema 


Una serie infinila de terminos positivos es convergente si y sGIo si su 
sucesidn de sumas parciales tiene una cola superior. 


► EJEMPLO I 

teorema 8.4.1: 



Demuestre que la serie es convergente aplicando el 


Solucion Se debe obtener una cota superior para la sucesion de sumas 

+°° | 

parciales de la serie V — . 

^ n\ 


s\ = 1 


s 2 


+ 


1 

1 ■ 2 


$3 = 1 + 


+ — 
2 1 


2 ■ 3 


, + n + 


2 • 3 


+ . . . + 


1 • 2 • 3 ..... n 


(1) 


Ahora se consideran los primeros n terminos de la serie geometrica con a = 1 



t 


1 

2 k ~\ 



x 

2 2 



(2) 


Por el teorema 8.3.5, la serie geometrica con a = 1 y r - ± tiene la 
suma a/( 1 - r) = 2. En consecuencia, la suma (2) es menor que 2. Observe 
que cada termino de la suma ( 1 ) es menor que o igual al termino correspond! ente 
de la suma (2); esto es. 


1 

it! 


< 


1 

2*- 1 


Esto es cierto porque k\ = 1 • 2 • 3 • . . . ■ k, que, ademas del factor 1, 
contiene k - 1 factores cada uno mayor que o igual a 2. En consecuencia. 


k = \ K ' fc= I Z 


< 2 


De lo anterior, { s n ) tiene la cota superior 2. Por tanto, por el teorema 8.4.1, 
la serie dada es convergente. M 


En el ejemplo 1 , se compararon los terminos de la serie dada con los de una 
serie convergente. Este peocedimiento es un caso particular del siguiente 
teorema conocido como criterio de comparacidn. 


8,4.2 Teorema Criterio de comparacion 


Sea la serie ^ u n una serie de terminos positivos. 

+— 

(i) Si ^ v n es una serie de terminos positivos que es convergente, 

fl = l 

y u n £ v n para todos los ntimetos enteros positives w, entonces 
u n es convergente. 
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(ii) Si w n es una serie dc tdrminos positives que cs divergente, y 
u n w n para todos los ntimeros enteros positivos*/?, entonces 
£ u„ es divergente. 

»»i 

Demos tra cion de (i) Sean { s n ) la sucesi6n de sumas parciales de la serie 
^ u n y {*„) la sucesion de sumas parciales de la serie ^ v n . Puesto que 

/! = 1 « = i 

£ v n es una serie de terminos positivos que es convergente, del teorema 8.4. 1 

«=i 

se infiere que la sucesidn {/„} tiene una cota superior; sea B esta cota. Como 
u n < v n para todos los numeros enteros positivos n, se puede concluir que 
s n < t n < B para todos los numeros enteros positivos n. Por tanto, B es una 

+ oo 

cota superior de la sucesidn {$„}. Debido a que los terminos de la serie £ u n 

+«*> n-\ 

son positivos, se deduce del teorema 8.4.1 que u n es convergente. 

n=i 

Demostracion de (ii) Suponga que u n es convergente. Entonces, 

+ oo +0O = l 

como £ u n y w„ son series infinitas de tdrminos positivos, y w n < u n 

+00 

para todos los numeros enteros positivos n, se deduce del inciso (i) que w n 

n = l 

es convergente. Sin embargo, esto contradice la hipotesis; de modo que la 

+ oo 

suposicidn es falsa. Por tanto £ u n es divergente. ■ 

«= i 

Como se indico en la section 8.3, la convergencia o divergencia de una 
serie infinita no se afecta al descartar un numero finito de tdrminos. Por tan- 
to, cuando se aplica el criterio de comparacion, si w,- < w, o 
cuando i > m, entonces el criterio es valido independientemente de edmo se 
comparan los primeros m terminos de las dos series. 


► EJEMPLO 2 

1-^- 
~ 3" + 1 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


Sollicion La serie dada es 

— + — + — + — + + — - — + . . . 

4 10 28 82 3 " + 1 

Al comparar el /i-dsimo tdrmino de esta serie con el rt-esimo tdrmino de la serie 
geomdtrica convergente 

i + 4 + A + 4_ + ... + ± + ... r « i < , 

3 9 27 81 3 " 3 

se tiene 

— ~ — < — 

3 " + 1 3 " 
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para cada numero entero positivo n. Por tanto, por e] inciso (i) del criterio de 
comparacion, la serie dada es convergente. d 


► EJEMPLO 3 


Determine si la serie es convergente o divergente: 



Sol UC ion La serie dada es 



Vl 





+ . . . 


Si se compara el n-esimo termino de esta serie con el n-6 simo termino de la serie 
armonica divergente se tiene 

-j= > - para cada numero entero positivo n 
V/i n 

Asf, por el inciso (ii) del criterio de comparacion, la serie dada es divergente. 

◄ 

El teorema siguiente, conocido como criterio de comparacion por paso al 
Umite, es una consecuencia del criterio de comparacidn y a menudo es mas f&cil 
de aplicar. 


8.4.3 Teorema Criterio de comparacion por paso 
a I limite 


Sean ^ u n y ^ v rt dos series de t^rminos positives. 

ml ft * I 

(i) Si lim — = c > 0, entonces las dos series son con vergentes o 

ambas series son divergentes, 

+ » + — 

(ii) Si lim — = 0, y si Y v n converge, entonces V u n converge, 

" nm 1 

+ “» +» 

(Hi) Si Jim ~ » +c*\ y si v n diverge, entonces ^ u n diverge. 


Demostracion de (i) Como lim (ujv n ) = c, existe N > 0 tal que 


si n > N entonces 


v n 

<=> si n > N entonces - J < — 


c< f 


« si n > N entonces £ < — < 4r 
2 v„ 2 

De la desigualdad derecha de (3), 


(3) 


(4) 


Si £ v„ es convergente, tambi^n lo es x§~. . De la desigualdad (4) y del 

«=) n=l 

criterio de comparacion se infiere que ^ u n es convergente. 
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De la desigualdad izquierda de (3), 


c 


( 5 ) 


+“ +* 2 

Si Y u n es convergente, tambien lo es Y - u n . De la desigualdad (5) y 

i , c 

n= 1 

+ oo 

del criterio de comparacion se deduce que ^ v n es convergente. 

n = ) 

+ oo +oo 

Si £ v n es divergente, se puede demostrar que ^ u n es divergente al 

n= 1 +co n=l 

suponer que ^ u n es convergente y obtener una contradiccion al aplicar la 

n = 1 

desigualdad (5) y el criterio de comparacion. 

+ oo +oo 

De manera semejante, si ^ u n es divergente, se deduce que v n e s 
*= i »=] 

divergente ya que se puede obtener una contradiccion de la igualdad (4) y el 

+ ©o 

criterio de comparacion si se supone que v n es convergente. 

n=l 

Por tan to, se ha demostrado el inciso (i). Las demostraciones de los incisos 
(ii) y (iii) se dejan como ejercicio (vea los ejercicios 57 y 58). ■ 

CUIDADO: Asegurese de aplicar el inciso (ii) del criterio de comparacion por 
paso al limite correctamente. Cuando lim — = 0, la convergencia de la se- 

/!-» + » V r 

+ DO +00 

rie ^ v„ implica la convergencia de la serie ^ u n > pero la divergencia de la 


n- l n- 

serie en v no implica que la serie en u diverja. 


► EJEMPLO 4 Resuelva el ejemplo 2 mediante el criterio de com- 

paracion por paso al limite. 

Solution Sean u n el «-enesimo termino de la serie dada — y v„ 

n = l + ^ 


+ °° ^ 

el rt-esimo termino de la serie geometrica convergente ^ — . Por tanto, 
4 


n = l 


'•'ra ^ = lim 

3" 


= lim 

n — ►+«> 

= lim 


3” 


mi r 

-M-oo 3 n + 1 

1 

i + 3-" 

= 1 


En consecuencia, por el inciso (i) del criterio de comparacion por paso al 
limite, la serie dada es convergente. ^ 


► EJEMPLO 5 Resuelva el ejemplo 3 por medio del criterio de 
comparacidn por paso al limite. 

Solucion Sean u n el Ai-enesimo termino de la serie dada ^ y el 
n -€ simo termino de la serie armonica divergente. Entonces n=l n 
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lim ^ = lim & 

*-* + <» V n n-»+» 1_ 

n 

= lim Vn 
= +oo 

Portanto, porel inciso (iii) del criterio de comparacion porlfmite, la serie dada 
es divergente. ^ 


► EJEMPLO 6 

+oo 3 

X- 

r , n! 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


« * + “ I 

Solucion En el ejemplo 1 se demostrd que la serie X j es convergente. 


n 3 1 

Por el criterio de comparacion por paso al lfmite con u n = — y v n = — , 

n\ n\ 


lim ^ = lim 

n\ 

- lim n 3 


- +oo 


El inciso (iii) del criterio de comparacidn por paso al lfmite no es aplicable en 

+ oo 

este caso porque £ v„ converge. Sin embargo, existe una forma en que el 

n - 1 


criterio de comparacion por paso al lfmite puede emplearse. La serie dada 
puede escribirse como 


l 3 2 3 3 3 4 3 5 3 n 3 

1! 2! 3! 4! 5! n! 


Debido a que el teorema 8.3.9 permite restar un numero finito de t^rminos 
sin afectar el comportamiento (convergencia o divergencia) de una serie, se 
descartan los primeros tres terminos y se obtiene 


41 

4! 



6i 

6 ! 


+ 


(n + 3) 3 
(n + 3)! 


+ . . . 


Ahora sea u n = 


(n + 3) 3 
(n + 3)! 


y, como antes, sea v„ = — . Entonces 


lim 



lim 

n — » -*-«> 


(*» + 3) 3 
(n + 3)! 
1 
n! 


= lim 

n — > + oo 


(n + 3) 3 n! 
(n + 3)! 


= lim 
/>-* + «> 


(n + 3) 3 /i! 

n\ (n + l)(n + 2)(n + 3) 



8.4 SERIES INFINITAS PE TlRMINOS POSmVOS 677 


,, (n + 3) 2 
= lim - — - — — — 
( n + 1)(ai + 2) 


= lim 


n 2 + 6n + 9 
n 2 + 3n + 2 


i + ^ + 4 

= lim Z—4 

1 + - + ~ 

_ i n n 2 

Del inciso (i) del criterio de comparacion por paso al lfmite, la serie dada es 
convergente. A 

Antes de establecer el siguiente teorema, se presen ta un ejemplo ilustra- 
tivo de un caso particular. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


Considere la serie geomStrica 


1 + i + i + i + ± + ± + ... + i + ... 

2 4 8 16 32 2"~ l 


la cual converge a 2, como se demostro en el ejemplo ilustrativo 2 de la section 
8.3. Una forma de reagrupar los ttiminos de esta serie es 

(l + - ) + (- + -) + ( — + — ) + . . . + ( + — r) + . . . 

V 2) V 4 8/ V 16 32/ \4"-' 2 • 4"*" 1 / 

la cual es la serie 

H + H + - + 2ri=r + - (7) 

Como la serie (7) es una serie geomtirica con a = | y r = es conver- 
gente y su suma es 


Se ha mostrado que la serie (7), la cual se obtiene de la serie convergente 
(6) al reagrupar los ttiminos, tambien es convergente, y su suma es igual a la 
de la serie (6). A 


8.4.4 Teorema 


Si X u * ^ una sc f* e convergente de tlrminos positivos, entonces sus v&r- 

«■] 

mi nos pueden reagru parse en cualquier manera, de modo que la serie resul- 
tante tambien ser i convergente y tendril la misma suma de la serie original. 


Demostracion Sea ($„} la sucesion de sumas parciales para la serie 
convergente de ttiminos positivos dada. Entonces lim s n existe; sea S este 

+ oo n + 00 

limite. Considere una serie v n cuyos terminos se obtienen al reagrupar los 

n= J 

+ » +oo 

terminos de ^ u n en alguna forma. Por ejemplo, £ v n puede ser la serie 
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“l + («2 + u i) + (“4 + “5 + w 6) + (“7 + “8 + “9 + M lo) + • • • 
o bien la serie 

(“1 + u 2) + ( w 3 + w 4) + ( w 5 + u 6 ) + («7 + w 8) + • • • 

+ oo 

etcetera. Sea { la sucesidn de sumas parciales de la serie ^ v n . Cada suma 

« = l 

parcial de la sucesion {r m } es tambien una suma parcial de la sucesidn {s n }. 
Por tanto, conforme m crece sin lfmite, tambien lo hara n. Como Um = S , 
se concluye que Um i m = S. Esto demuestra el teorema. " + " ■ 

El teorema 8.4.4 y el siguiente establecen propiedades de la suma de series 
de t£rminos positivos, similares a las propiedades que se cumplen para la 
suma de un numero finito de terminos. 


8.4*5 Definition de funcion 


Si ^ es una serie convergente de tfominGs positivos* entonccs el 

jrat 

orden de los terminos puede ser modificado* y la serie resultante tambidn 
serd convergente y teudr i la misma suma de la serie original. 


Demosfracion Sea {s n } la sucesion de sumas parciales de la serie 

+ oo 

convergente de terminos positivos dada, y sea lim s n = S. Sea v n una 

n = l 

+ oo + oo 

serie formada al reordenar los terminos de la serie £ u n , Por ejemplo, £ Vfl 
puede ser la serie , ff=1 fl=1 

W4 + W3 + U~j + U\ + Ug + W5 + ... 

+ «*> 

Sea {f n } la sucesion de sumas parciales de la serie v„ . Cada suma parcial 

n = l 

de la sucesion { t n } ser£ menor que S porque es la suma de n terminos de la serie 

+00 

infinita ^ u n . Por tanto, S es una cota superior de la sucesion { t n } . Ademds, 

" = ' +oo 

como todos los terminos de la serie ^ v„ son positivos, [t n ] es una sucesi6n 

n = 1 

monotona creciente. En consecuencia, por el teorema 8.2.1 1, la sucesidn { t n } 

+» 

es convergente, y lim t„ - T < S. Ahora, como la serie dada Y u n puede 

+ 00 n = t 

obtenerse a partir de la serie ^ v n mediante una reordenacion de los termi- 
nal 

nos, se puede emplear el mismo argumento y concluir que S < T. Como las 
dos desigualdades T<SyS<Tse cumplen, se concluye que S = T. 
Esto demuestra el teorema. m 


La siguiente serie, conocida como serie p o serie hiperarmonica, se 
emplea con frecuencia en el criterio de comparacion: 

^ + ^ + ^+ ...+ -L+... donde p es una constante (8) 

2 P 5 p n p - 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se demuestra que la serie p diverge si 
p < 1 y converge si p > 1. 
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L> EJEMPLO I LU STRATI VO 2 Si p — 1, la serie p es la se- 
ne armonica, la cual diverge. Si p < 1, entonces n p < n\ de modo que 

— > - para cada numero entero positivo n 
nP n 

Por tanto, por el criterio de comparacion, la serie p diverge si p < 1. 

Sip > l, se agrupan los terminos como sigue: 


IP 


+ + f 1 

\2 p WJ \ 4 J 


4 p+ 5 p+ 6 p 


±) + (± + ± + ... + JL) 

7 p) \8 P 9 p 15 p) 


Considere la serie 


h + h + h + p + --- + 


2^-1 


+ . . . 


(9) 


( 10 ) 


Esta es una serie geomdtrica cuya raz6n es 2j2P = \j2 p ~ x , el cual es un nu- 
mero positivo menor que 1. En consecuencia, la serie (10) es convergente. 
Ahora se reescriben los terminos de la serie (10) para obtener 


1 . 

1 + ±\ . 

i 

. J. 

1 

+ M + 

1 

, J, 

+ _l'i 

IP + 

\2 p 2 p) 

W p 

+ A p + 

4 P 

4 p ) 

\ 8 ' 

8 ^ 



A1 comparar la serie (9) y la serie ( 1 1 ) se observa que la suma de cada grupo de 
terminos en cada conjunto de pardntesis despuds del primero, es menor en (9) 
que en ( 1 1 ) . Por tanto, por el criterio de comparacidn, la serie (9) es convergente. 
Como (9) es solo un reagrupamiento de los terminos de la serie p cu ando p > 1 , 
se infiere del teorema 8.4.4 que la serie p es convergente si p >1. ^ 

Observe que la serie del ejemplo 3 es la serie p donde p = 1 < 1 , por 
tanto es divergente. 


► EJEMPLO 7 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


~ (n 2 + 2)*/ 3 


Solucion Debido a que para valores grandes de n el numero n 2 + 2 
est& cercano al numero n 2 , entonces el numero 1 /(n 2 + 2 estara cerca del 
+ ™ - 

numero 1 /n 2 ^. La serie —r^ es divergente ya que es la serie p con 


«*i « 


p = | <1. Del criterio de comparaci6n por paso al limite con u n = 


(. n 2 + 2)>/ 3 y V " n 2 ^ ’ 


1 


Urn * = lim 

n-M-oo y n-> + °° I 


= lim 


„ 2/3 

»2/3 


( n 2 + 2)'/ 3 
1/3 


= 

n_>+oa V n 2 + 2/ 
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= 1 


Por tanto, la serie es divergente. A 

En ocasiones se emplea otro teorema, conocido como criterio de la 
integral , para determinar la convergencia de una serie infinita de terminos 
positivos, dicho teorema utiliza la teoria de las integrales impropias. 


8.4.6 Teorema Criterio de la integral 


Sea /una funcidn eontinua, decreciente* y de valores positivos para toda 
x £ 1 . Entonces la serie infinita 

Z/oo = /a) + /(2) + m + 


es convergente si la integral 

f b 

lim f(x) dx = +<». 

J 


I 


f(x ) dx exists y es divergente si 


y 



Demostracion Si i es un numero entero positivo e i > 2, entonces, por 
el teorema del valor medio para integrales (4.6.3), existe un numero c tal que 
i - 1 < c < i y 


Sj 


f(x)dx = fiO ■ 1 


( 12 ) 


Puesto que /es una funcion decreciente. 


f(i - 1) 5> f(c) > /(/) 


y de (12), 


P 

1 


f(i ~ 1) > f(x)dx >/(/) 


Por tanto, si n es un ntimero entero positivo y n > 2, entonces 


y 



n f 1 

/(< -i> * 2 /«<& ^ Z/(o 

i = 2 i=2 i=2 

n-1 r n n 

« 2/(0 2: fix) dx S X/( 0 -/(l) (13) 

J t ,=i 

Las figuras 1 y 2 muestran la interpretation geometrica de la discusion 
anterior para n = 6. La figura 1 muestra la grafica de una funcion / que 
satisface la hip6tesis. La suma de las medidas de las areas de los rectdngulos es 
/(l) + /( 2) + /( 3) + /( 4) + /(5), la cual es el miembro izquierdo de la 
desigualdad (13) cuando n = 6. Es claro que la suma de las dreas de estos 
rectdngulos es mayor que la medida del are a proporcionada por la integral 
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definida cuando n = 6. En la figura 2, la suma de las medidas de las areas de 
losrectangulossombreadoses/(2) + /(3) + /( 4) + /(5) + /(6), lacualesel 
miembro derecho de la desigualdad (13) cuando n = 6. Esta suma es menor 
que el valor de la integral definida cuando n = 6. 

Si la integral impropia existe, sea L su valor. Entonces 


f 


m dx < L 


( 14 ) 


Del segundo y tercer miembro de la desigualdad (13) y de (14) se tiene 


f 


£/(0 £/(!) + f(x)dx </(l) + L 


( 15 ) 


Considere ahora la serie infinita ^ /(«)• Sea [s n ] la sucesion de sumas 

n = ] 

parciales de la serie, donde s n = ^ /(/). De (15), (s„) tiene la cota supe- 

i=\ +- 

rior/(l) + L. En consecuencia, por el teorema, 8.4.1, la serie ^ f(n ) es 
convergente. 71=1 


-r 

l-^ + OO I 

J I 


Suponga que ^lim^ | f(x) dx = +°o. De (13), 


1/(0 




f(x)dx 


,=i j i 

para todos los numeros enteros positivos «, Por tanto, 


Hm s n = lim Y /(/') 

n^ + oo + <» 


+ oo 

En consecuencia, la serie ^ f(n ) es divergente. 


► EJEMPLO 8 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


+ oo 

X 


ne n 


Solucion Sea f(x) = xe x . Entonces 

f\x) = e~ x - xe~ x 
= <r*(l - x) 


Como f\x) < 0 si x > 1, se deduce del teorema 3.4.3 que/ es decreciente 
six > l. Ademas,/ es continua y de valores positivos para toda x > 1. Asi, 
se satisface la hipotesis del criterio de la integral. A1 aplicar integracion por 
partes se tiene 

\ xe~ x dx — -e~ x (x + 1) + C 
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En consecuencia, 


r + oo 

I xe~ x dx = ^lim ^~e~ x (x + l)]* 

1+ f] 


= Hm 

b-* + oc 


b + 


Como lim (fc + 1) = +oo y lim ef ~ + oo, se puede emplear la regia de 
L’Hopital para obtener 

,, b + 1 r 1 

lim — 7— = lim —r 

- e e n 


= 0 


Por tanto. 


r 


xe x dx ~ 


De este modo, la serie dada es convergente. 4 

Si el indice de la suma para una serie inicia con n ~ k en lugar de n = 1 , 
el criterio de la integral se modifica como sigue: 

Si /es una funcion continua, decreciente y de valores positivos para toda 

+ 0C 

x > k, entonces la serie infinita ^ f(n) es convergente si la integral im- 


r + c 

pia 


propia f(x) dx existe, y es divergente si 

' k J k 

La demostracion es identica a la del teorema 8.4.6. 


si lim 


f(x) dx = +oo. 


► EJEMPLO 9 Determine si la serie es convergente o divergente: 
Y_ J . 

n^i In n 


Solucion La funcion /definida por 
/(■*) = 


Win x 


es continua y de valores positivos para toda jc > 2. Tambi6n, si 2 < jcj < 
entonces f(x\) > /( jc 2 ); de modo que / es decreciente para toda x > 2. 
Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral. 


I* +oo i* b 

= ita (In*) -1 / 2 — 

J 2 »->+”J 2 * 

= ^lim [2v'ln *] 2 
= lim [2Vln b - 2-vin 2] 


A si, la serie dada es divergente. 
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EJERCICIOS 8.4 


En los ejercicios I a 24, determine si la serie es convergente o 
divergente aplicando el criterio de comparacion o el criterio de 
comparacion porpaso al Umite. 


3. y-i 

n -[ 

5- I 

#1=1 
+ <» 

7- 1 

n=] 

+ *» 

’• I 

n=\ 

+ QO 

n. X 

#.=1 

13- S 


17- I 

#.=1 

i’- i 

n=2 

+ oo 

21. I 


25. 

y * 

26. 

y 2 . 

r2» + i 


27. 

y i 

28. 

y n 

£(« + 2) 3/J 

a* 2 - 2 

29. 

y 4 

30. 

y 2n + 3 

tin 2 -4 

tt(n 2 + 3n> 

31. 

5 - 

#1=1 

32. 

2 n 

~ n A + \ 


33. X 


In n 


34. X— r — 

, n In n 


as. 

“ /r + 1 


36. ^ rce " 2 

39. X ! 


I n n 

„3 


1 

n2 n 

2. 

y 1 

42. 

1 

n n 

3 n + 1 

4. 

6. 

y n 2 

tl 4n 2 + 1 

V 3 

45. 

2n 2 + 5 

“J Vh j + n 

47. 

cos 2 n 

8. 

10. 

y i 


3" 

1 

tl ln(« + 0 

^ | sen n | 

49. 

Vn 2 + 4 n 

la „2 

- 1 n 


n\ 

12. 

y i 


(n + 2)! 

^ Vn 3 + 1 


n 

14. 

y (« - 1)1 

50. 

5 n 2 + 3 

a <» + Dt 


n\ 

(2 n)l 

16. 

X sen ~ 
a n 

51. 

| esc n j 

18. 

y 1 

52. 

n 

la ^ r 

Wh 2 - l 

20. 

X- 

a«i 

53. 

3 

22. 

V Vfl 

54. 

2 n - 4n 

_2 , 1 
-1 n + 1 


In n 

24. 

y J 


n 2 + 2 

3" - cos « 



37. ^n 2 e~" 38. X" e ~" 

n=l n=l 

40. £cor>* 41. Resell n 

#»= 1 #i=l 

43. X^-2 - 44* ^Tsech 2 « 


#,=1 ' " 
y O + l) 2 

r (» + 2 )! 


“ «(ln «) 3 

48. y — 

~ (n + 2)(fl + 4) 


#»=i #i=i 


positivos, emplee el criterio de comparacion por paso al 

lfmite para demostrar que la serie a n b n tambidn es 
convergente. 

Utilice el criterio de la integral para demostrar que la serie p 
diverge si p < 1 y converge si p > 1 . 


si p > 1 . 

52. Demuestre que la serie ^ 


i n(\nn)P 


J n(ln w)[ln(ln n)] p 


• In n 


es convergente 


En los ejercicios 25 a 32, aplique el criterio de la integral para 
determinat si la serie es convergente o divergente . 


si y s61o sip > 1. 


P > I- 


muestre que ln(/c +1)<$*<1+ In k. Sugerencia: 

— ! — < - < — si0<m<*<m+l. Integre 
m + 1 x m 

cada miembro de la desigualdad de m a m + 1; considere 
que m toma sucesivamente los valores 1, 2, . . . , n - l,y 
sume los resultados. 

55. Utilice el m6todo del ejercicio 54 para estimar la suma 


v 1 11 

Jim 50 + 51 + ' * * H 


1 

100 


En los ejercicios 33 a 48, utilice cualquier metodo para determi- 
nar si la serie es convergente o divergente. 


56. Suponga que/ es una funcidn tal que/(n) > 0 para cual- 
quier numero entero positivo n. Ademas suponga que si p 
es algun numero positivo, entonces lim n p f{n) existe y es 

n — >+ <*> 

positivo. Demuestre que la serie ^ f(n) es convergente si 

#i=i 

p > 1 , y divergente si 0 < p < 1 . 

57. Demuestre el teorema 8.4.3(ii). 

58. Demuestre el teorema 8.4.3(iii). 

59. Explique por que el teorema 8.4.1 no secumple para una serie 
infinita de terminos positivos y negativos. Sugerencia: 

considere la serie (-l) rt+l . 




684 CAPITULO 8 APROXIMACIONES POUNOMi ALES, SUCESIONES Y SERIES INF I NITAS 


8.5 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS 


Un tipo de series infinitas que constan de terminos positivos y negativos es el 
de las series altemantes , cuyos terminos son, altemadamente, positivos y ne- 
gativos. 


8.5.1 Definicion de serie olternanfe 


Si a n > 0 para todos los ntimeros enteros positi vos n, entonces la serie 

+ M 

X(-l)" +, a n = 01 - «2 + «3 - (1) 

nm | 

y la serie 

S = ~ a l + a 2 ~ a 3 + a A “ * * * + (“1)"^ + * - - (2) 

n>l 

se denorainan series aUernantes. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un ejemplo de serie alter- 
nante de la forma (1), donde el primer termino es positivo, es 

1 .. 

Una serie altemante de la forma (2), donde el primer tSrmino es negativo, es 


+ oo 

X H)" 


1 

n\ 


-1 + 1-1 
2! 3! 


4! 


-...+ (-1 ) n 



◄ 


El teorema siguiente, denominado criterio de las series altemantes , 
establece que una serie altemante es convergente si los valores absolutos de sus 
terminos decrecen y el limite del n-esimo t&mino es cero. El criterio tambi^n 
se conoce como el criterio de Leibniz para series altemantes debido a que 
Leibniz lo formuld en 1705. 


8.5.2 Teorema Criterio de las series altemantes 


Suponga que se tiene la serie altemante (-\) n + l a n j^o J, 

donde a n > 0 y < a n para todos los ntimeros enteros positivos n. 
Si lim a„ = 0 f entonces la serie altemante es convergente. 

n — *+** 


Demostracion Suponga que el primer termino de la serie es positivo. Esta 

suposicion no hace que se pierda generalidad ya que si este no es el caso, 

entonces se descarta el primer termino, lo cual no afecta la convergencia de 

+» 

la serie. De este modo se tiene la serie altemante £ (-1) ,,+1 a n . Considere la 
suma parcial #t=1 

S2n = («i - «2> + (a 3 - a 4 ) + ...+ (a 2n ~i - a^) 
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Como por hip6tesis a n+ \ < a n , cada cantidad dentro de los pardntesis es 
positiva. Por tanto, 

0 < s 2 < S 4 < < • • • < sin < ■ • • (3) 

Tambidn se puede escribir s 2n como 

s 2n ~ a\ - i a 2 ~ a 3 ) ” ( fl 4 ” a 5) ~ • • • “ ( a 2n-2 ~ a 2n -\ ) " a 2n 

Como a n+ 1 < a n , otra vez cada cantidad dentro de los parentesis es positiva. 
Por tanto 

s 2n < a \ para cada numero entero positivo n (4) 

De (3) y (4), 

0 < s 2n < a l para cada numero entero positivo n 

De modo que la sucesion {s 2 „} es acotada. Ademas, de (3), la sucesion 
{ j 2n ] es creciente. Como {s 2n } es una sucesidn mondtona acotada, entonces es 
convergente. Suponga que 5 es el lfmite de esta sucesion; esto es lim s 2n = S. 

Entonces, por el teorema 8.2.11, S < a\. Como s 2n+1 = s 2n + a 2n+ i, en- 
tonces 

lim 5^+! = lim + lim a 2n+[ 

n-*+o» «—»+«> n-* + ~> 

Pero,porhip6tesis, lim a 2n+ j = 0;de modo que lim s 2n+] = lim $ 2n .Por 

n — >+» n — > + » n — >+«o 

tanto, la sucesidn de sumas parciales de los tdrminos pares y la sucesion de 
sumas parciales de los terminos impares tienen el mismo lfmite S. 

Ahora se mostrar£ que lim s n - 5. Como lim s 2n - 5, entonces para 

Jt— »+oo «—» + «• 

cualquier e > 0 existe un numero entero > 0 tal que 
si 2 n > Ni entonces | s 2n - S \ < e 
Como lim s 2n + x = 5, entonces existe un numero entero N 2 > 0 tal que 

si 2n + 1 > N 2 entonces |$ 2n+l - 5 | < e 

Si N es el mayor de los dos numeros enteros Aj y N 2> entonces se inflere que si 
n es cualquier numero entero, par o impar, y 

si n > N entonces | s n - S | < € 

u 

Por tanto, lim s n = 5; de modo que la serie altemante es convergente. 


► EJEMPLO 1 

vergente: 


!(-■) 



Demuestre que la siguiente serie altemante es con- 


Solucion 

l 


l - 


2 + l 


La serie dada es 
1 


■ + (-D 


_n*+i 


Como < - para todos los numeros enteros positivos/i,y lim - = 0, 

n + 1 n n 

entonces, por el criterio de las series altemantes, la serie dada es conver- 
gente. A 
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► EJEMPLO 2 


Determine si la serie es convergente o divergente: 


X (-i)" 


n + 2 
n(n + 1) 


Sol UC ion La serie dada es una serie altemante. 


Hm a n = Hm 


n + 2 
n{n + 1) 

1 . 2 


= 1 Hm 


1 + 


= 0 


Antes de que se pueda aplicar el criterio de las series alternantes, tambien debe 
mostrarse que a n+ j < a n o, equivalentemente, < 1. 

n + 3 

fln+l = (n ± 1 )(n + 2) 
a n n ± 2 

n(n + 1) 

_ n(n + 3) 

" (« + 2) 2 

- nl + 

n 2 + 4n + 4 

< 1 


Por el criterio de las series alternantes, la serie dada es convergente. 4 


8.5.3 Definition del residuo despues de k terminos 


Si una serie inflnita es convergente y su suma es S T entonces el residuo 
despues de £ se obtiene al aproximar la suma de la serie 

mediante la Jfe-£ sima suma partial s h deuotado por R h es 

R k = S ~ Sk 


Esta definition se emplea en el enunciado del siguiente teorema, el cual 
proporciona un metodo para determinar una cota superior para el error come- 
tido cuando la suma de una serie convergente se aproxima mediante la suma de 
un numero finito de terminos de la serie. 


8.5.4 Teorema 


Considere la serie altemante 




oX <-!)"* 


dondea* > Oyfl rt+ i < para todosdos nihneros enteros positivos h, y 
lim a n = 0. Si R k es el residuo obtenido al aproximar la suma de la se- 
rie mediante la suma de los primeros k Ermines, entonces j R k | < a k+ \ , 
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La demostraci6n de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
seccion. A fin de mostrarel contenido del teorema, 6ste se aplica en el siguiente 
ejemplo ilustrativo a una serie altemante cuya suma exacta se puede calcular. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere la serie geom^tri- 

cacon a = 1 y r = 



Por el teorema 8.3.5, la suma de esta serie es 

1 _ 2 
1 - (" i) 3 

= 0.66667 


con cinco digitos significativos. Suponga que se aproxima la suma de la serie 
mediante los primeros diez terminos: 

i L + J L x. J L — n 66609 

1 2 + 4 8 + 16 32 + 64 128 + 256 ‘ 512 _ UDOOUZ 

El error es 0.66667 - 0.66602 = 0.00065. El teorema 8.5.4 establece que el 
error es menor que el valor absoluto del onceavo termino, el cual es 


l 

1024 


0.00098 


y 0.00065 < 0.00098. 


◄ 


W EJEMPLO 3 Una serie para calcular ln(l + x) si x esta en el 
intervalo (-1, 1] es 

ln(l + x) = V (-!)“ +l ^ 

% n 

Obtenga una cota superior para el error cuando se utilizan los tres primeros 
terminos de esta serie para aproximar el valor de In 1.1. 


Soluci6n Se emplea la serie dada con x = 0. t para obtener 


In 1.1 


( 0 - 1) 2 ( 0 . 1) 3 _ ( 0 . 1) 4 

2 3 4 


Esta serie satisface las condiciones del teorema 8.5.4; de modo que si R 3 es la 
diferencia entre el valor real de In 1. 1 y la suma de los tres primeros terminos, 
entonces 


|*3 | < 0.000025 

De esta forma, la suma de los tres primeros terminos dard un valor de In 1 . 1 con 
una exactitud de al menos cuatro cifras decimales. De los tres primeros tdrminos 
se obtiene 

In 1.1 = 0.0953 ◄ 

Si todos los terminos de una serie se sustituyen por sus valores absolutos 
y la serie resultante es convergente, entonces se dice que la serie original es 
absolutamente convergente. 
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8.5.5 Definition de convergencia absolute 


Laserie infinite es absolutamente convergente si la-sene ^ \ u n | 
es convergente.*^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la sene 


+« 

IH) 



2 2.2 2 

3-32 + 33-3? + 


• • + (-') n+1 |r + • • • 


Esta serie sera absolutamente convergente si la serie 


(5) 



2 2 2 2 
3 + 32 + 33 + 33 + - 



es convergente. Como 6 sta es la serie geometrica con r = 5 < l,entonceses 
convergente. Por tanto, la serie (5) es absolutamente convergente. ^ 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1 se demostrd 

que la serie 

f(-i)"+ , - L 

es convergente. Esta serie no es absolutamente convergente debido a que la 
serie de valores absolutos es la serie armonica, la cual es divergente. ^ 

La serie del ejemplo ilustrativo 4, en ocasiones llamada serie armonica 
alternante, es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente . 


8.5*6 Definition de convergencia conditional 


Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente, se 
denomina condicionalmente convergente. 

La importancia de la convergencia condicional se muestra en el ejem- 
plo ilustrativo siguiente. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

altemante: 


Considere la serie armonica 


-I + !-I + I-I + . 

2 3 4 5 6 


■ + (-D 1 


- 1 V *+ 1 I + . . . 


( 6 ) 


la cual es condicionalmente convergente. Se reordenardn y agrupardn los 
terminos de esta serie como sigue: 


(1 - I) - I + (i — I) - I + (i — L) — L + 

V1 2 J 4 ^ '3 6 ' 8 V 5 10 ' 12 ^ * 

= i-.i + i- i+ _L_X + 

2 4^6 810 12 ’ * ’ 

2 2^3 4*5 6 ^ 


(7) 


Observe que la serie entre parentesis anterior es la misma que la serie ( 6 ). 
Debido a que la serie ( 6 ) es convergente, tiene una suma igual a In 2, segun el 
ejemplo 3 donde x - 1 . La serie (7) tambien tiene una suma, pero evidente 
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mente la suma de la serie (7) es un medio de la suma de la serie (6). Esta situacidn 
se presenta debido a que la serie (6) es sdlo condicionalmente convergente en 
vez de ser absolutamente convergente. ^ 

Del ejemplo ilustrativo 5, parece que no se puede cambiar el orden de los 
terminos de una serie condicionalmente convergente y preservar la suma. Sin 
embargo, recuerde del teorema 8.4.5 que para una serie convergente de terminos 
positivos, sc puede cambiar el orden de los terminos sin afectar la sumade la serie. 

El teorema siguiente permite demostrar que una serie infinita de terminos 
positivos y negativos es convergente, mostrando que es absolutamente con- 
vergente. 


8.5.7 Teorema 


Si la serie ^ j u n | esconvergente,entonces la serie ^ u H es convergente. 

A-i #=i 


Demostracion Si a cada miembro de la desigualdad 
- I I <. u n < \u n 
se le suma lu„l, se obtiene 

o =£ u n + | u n | £ 2 | u n | (8) 

+ oo +oo 

Como la serie £ | u n | es convergente, tambien lo es la serie £ 2 | u n | . 

n = l rt = l 

Entonces, mediante la desigualdad (8) y el criteriode comparacion, se concluye 
que la serie ^ (u n + \ u n | ) es convergente. La serie u n puede escribirse 


X“" = + l“«l " I u n I ) 

n = l n=l 

+ ©o +oo + og 

X“" = X<“n + i “n | ) — X |«n | 

n = l n=l n = [ 


El miembro derecho de la igualdad anterior es la diferericia de dos series 

+ 00 

convergenfes. Por tanto, es convergente. ■ 

»=i 


► ' EjmPLO 4 


+ oo 

X 


Determine si la serie es conveirgetite o divergente: 


Solucioh A1 denotar la serie dada por ^ se tiertfe 

n = l 

f u = i_i__L_i + i + _L + i_ + cos i n * + 

Z u n ]2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 ■' n 2 

= I_i_I-± + ± + _L + ±._... 

2 8 9 32 50 36 -98 

Esta es una serie de terminos positivos y riegatiVos. Se puedddeirtostriir que esta 
serie es convergente si se prueba que es absolutamente convergente. 
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V i i v | cos ^ nn \ 

2- M = 2,-2 — 


Como | cos 4 nn | < 1 para toda n, entonces 


Icos 1 nn\ 




para todos los numeros enteros positivos n 


La serie X es 1* serie p, con p = 2, y es convergente. De modo que, por 

n = l n +eo 

el criterio de comparacidn, X | | es convergente. Por tanto, la serie dada es 

n=l 

absolutamente convergente; en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es conver- 
gente. 

Observe que los terminos de la serie X | | n * crecen ni decrecen 

n = l 

monotonamente.Porejemplo, | w 4 | = |w 5 | = ^,|w 6 | = ^jdemodo 

que | « 5 | < | it 4 | , pero | u 6 \ > \ u 5 \ . ^ 


El criterio de la razon , presentado en el siguiente teorema, se emplea re- 
gularmente para determinar si una serie dada es absolutamente convergente. 


8,5,8 Teorema Criterio de la razon 


Sea una serie infmita para la cuaJ cada es diferemc de cero: 


(i) si llm 


— L < 1, entonces la serie es absolutamente con- 

i 

verge me; 

(il) si Mm = L > 1 o si Km - +m, la serie es 

u fl | 

divergente; 

(iii) si lim I I = L no se puede concluir nada acerca de la con- 


vergencia a partir de este criterio. 


Demostracion de (i) SetieneporhipdtesisqueL < l.SeaPupnumero 


talqueL < R < l.Sea R - L = € < l.Como lim 
numero entero N > 0 tal que 


= L,existeun 


si n > N entonces 
Por tanto, 

si n > N entonces 0 < 


«w+ 1 

u n 

w n+ i 


< f 


< L + € = R 


(9) 


Considere que n toma los valores sucesivos N, N + \,N + 2, . . . , etce- 
tera, De (9) se obtiene 

| U N + 1 | < R I U N | 

| U N+ 2 | < A | U N + 1 | < R 2 | U N | - 
| U N+ 3 | < R | U N+ 2 | < R 3 | U N | 
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En general, 

| u n+k | < R K | u N | para cada ntimero entero positivo k (10) 

La serie 


LK|k* = + M* a + --- + K|* n + ... 

*= 1 

es convergente porque es una serie geom6trica cuya razdn es menor que 1 . 
De modo que, de (10) y del criterio de comparacidn se infiere que la serie 

+ oo + + 00 

X I u N+k | es convergente. La serie £ | u N+k | difiere de la serie £ \ u n | 

*=i *=i , n=l 

+ oo 

unicamenteenlosprimerosNtdrminos.Portanto, £ | u n | es convergente; por 

n = ] 

lo que la serie dada es absolutamente convergente. 


Demosfrracion de (ii) Si 


Um 


U n + \ 

= L > 1 o Hm 

w n+ 1 

u n 


U n 


+oo, entonces en cualquier caso existe un numero entero N > 0 tal que si 
I «n+l 


n > N, entonces 


u n 


> 1 . Si n toma los valores N, N + 1 , N + 2, . . . , y 


asi sucesivamente, se obtiene 


| U N + 1 | > | U N | 

| U N+ 2 | > | U N + 1 | > | U N | 
| u N+3 ) > | U N + 2 | > | | 


De esta manera, si n > N, entonces | u n | > | u N | . En consecuencia, 
Hm u n * 0; por lo que la serie dada es divergente. 


Demostracion de (iii) Si se aplica el criterio de la razon a la serie p, 
se tiene 


lim 

n—> + oo 




1 

“n+1 

= lim 

(n + 1)* 

u n 

1 

nP 


= lim 

\n + 1 ) 


= 1 


Puesto que la serie p diverge si p < 1 y converge si p > 1 , se ha mostrado 
que es posible tener series tanto convergentes como divergentes para las cuales 


lim 


*n + 1 

U„ 


= 1. Esto demuestra el inciso (iii). 


► EJEMPLO 5 Determine si la serie es convergente o divergente: 

n = 1 

Solucion U n = (-D n+, ~ y u n+ 1 = (-i)«+2i±l por tanto. 
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u n + 1 
u n 

_ n + 1 
2 n 


n + 1 2^ 

2" +l ' n 


De modo que 


lim 


ffn+1 


1 + - 
= lim -- - n 

n— > + « Z 

1 

2 

< 1 


Por tanto, por el criterio de la razdn, la serie dada es absolutamente convergen- 
te y en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es convergente. M 


► EJEMPLO 6 


En el ejemplo 2 se mostrd que la serie 


I (-D n 


n ± 2 
n(n + 1) 


es convergente. <,Es esta serie absolutamente convergente o condicionalmente 
convergente? 

Solution A fin de verificar la convergencia absoluta se aplicarl el criterio 

de la razdn. En la solucidn del ejemplo 2, se mostrd que 


K+i| 


n 2 + 3 n 


K| n 2 + 4n + 4 

En consecuencia, 

Iffaiil 


lim 


“n 


1 + 


= lim 


= 1 


i + i + 4 

n n 2 


De modo que el criterio de la razdn falla. Como 

n + 2 1 

n + 1 n 

> i 

n 

+ oo 

puede aplicarse el criterio de comparacidn. Puesto que la serie £ — es la serie 

+ 00 n= 1 n 

arm6nica, la cual diverge, se concluye que la serie £ | u n \ es divergente, y 

+ 00 n = 1 

en consecuencia, £ u n no es absolutamente convergente. Por tanto, la serie es 

n= I . 

condicionalmente convergente. *9 

Observe que el criterio de la razdn no incluye todas las posibilidades para 


lim 


Mfi+i 


| porque es posible que el limite no exista y no sea + 00 . La discusidn 

de tales casos est£ mis alld del alcance de este libro. 

La demostracidn del criterio de la razdn se baso en el uso del criterio de 
comparacidn con series geomdtricas. Otro criterio cuya demostracidn es similar 
es el criterio de la ra(z. 
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8.5.9 Teorema Criterio de la raiz 


Sea £ u n una serie infinita para la cual cada u n es diferente de cero: 

«■! 

(I) si lim Vk il = L < Lentonces la serie es absoluiamente con- 
vergente; 

(il) si Hm VK 1 = L > 1, o si Hm = +oo, la serie es 

divergente; 

(ill) si lfm % H \ = 1 , no se puede concluir nada acerca de la con- 
vergcncia a partir de este criterio. 

Debido a la semejanza de la demostracidn del criterio de la rafz con la 
demostracion del criterio de la razon, se deja la primera como ejercicio (vea los 
ejercicios 50 a 52). 


► EJEMPLO 7 Aplique el criterio de la rafz para determinar si la 
serie es convergente o divergente: 

n= 1 

Sol UC ion A1 aplicar el criterio de la rafz se tiene 

lim Vkl = 


= lim 

= 0 
< 1 


32+0 fn ) 


Por tanto, por el criterio de la rafz, la serie dada es absolutamente conver- 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.5.7, la serie es convergente. A 


Los criterios de la razdn y de la rafz estan fntimamente relacionados. Sin 
embargo, el criterio de la razon generalmente es mas fdcil de aplicar; si los 
tdrminos de la serie contiene factoriales, este es ciertamente el caso. En el 
ejercicio 49 se presenta una serie para la cual el criterio de la razon falla pero 
se puede aplicar el criterio de la rafz para mostrar su convergence. Si los 
terminos de una serie contienen potencias, como en el ejemplo 7, aplicar el 
criterio de la rafz puede ser mds ventajoso que aplicar el criterio de la razdn. 
El ejemplo siguiente proporciona otra serie para la cual conviene mds aplicar 
el criterio de la rafz. 


► EJEMPLO 8 


Determine si la serie es convergente o divergente; 


I 


1 

[ln(* + 1)]" 


Sollicion Todos los tdrminos de la serie son positivos, entonces 
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Urn 


iK\ = 


lim "i 


1 


= Km 

n ~ ► + 
= 0 
< 1 


[In (n + l)] fl 
1 


In (n + 1) 


Por el criterio de la raiz, la serie dada es convergente. 


◄ 


EJERCICIOS 8.5 


En los ejercicios 1 a 14, determine si la serie altemante es 
convergente o divergente. 


l- 

tl 2/1 

2 . 

I 

1 

3 • X (- 1 )" - 2 ^— r 

“ n 2 + 1 

4. 

Y< i)»*i 4 

£ 3«-2 

s. Y ( -‘>" r~ 
lnn 

6 . 

Y(-D" +l sen — 

tl n 

7. £(-■>— - 

n=l 

8 . 

y + l In n 

, n 

n= 1 

9. Y ^ 

n=l n 

10 . 

I<- 1)n T 

ii- 

/»=! " 

12 . 


i3 - i(-D n ~ 

n=l Z 

14. 

V( n«+l 3 " 

U 1 + 3 2fl 


En los ejercicios 15 a 22 obtenga una cota superior para el error 
si la suma de los primeros cuatro t^rminos se emplea como una 
aproximacion de la suma de la serie infinita. 


is. y(-D"'± 

“ n 

n=\ 

17. X<-» 


n 

« + l 1 


(2n - l ) 2 


19- 

/r 


21 . X(-D” + ' 


1 


(n + I) ln(n + 1) 


16. 

18. Y(-l )" +l — - — x 

ts (” + ') 2 

20. X (-')" +l ~n 
£1 n 

22 . 


En los ejercicios 23 a 28, calcule la suma de la serie infinita, con 
una exactitud de tres cifras decimates. 


27. Y(-l)»+'— Lj 28. Y(-1)” l - 

r? ( 2 n ) 3 Zi (2 n + 


(2 n + l) 3 


En los ejercicios 29 a 48, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 


fique la respuesta. 



29. 

, . n 

5(-i) 

30. 

|h,-5 

31. 

Y(-D" +l — 
£ »! 

32. 


33. 

Y- 

34. 

Y(-i) n+l 1 

£ ( 2 n - 1 )! 

35. 

£<-»■$ r 

rt=l z 

36. 

Y(-D " +1 — - — 
fr n ( n + 2 ) 


V 1 1 “ 2 sen n 

lfi 


j / « 

£ 

JO« 

l) < n + !) 3 

39. 

Y(-i )" +1 — 
tr 

40. 

Y<-ir^ 

u=i " 

41. 

inr'-r 1 -! 

“ n(ln/j) 

42. 

XP COS/I 

r? 


43 V sen nn 

‘ h n 

4S ' 

47. Y — 


44. Y<-1)" + ' p- 

ti 


46. 


y 1 • 3 ■ 5 (2/» - 1) 

1 ■ 4 • 7 ■ . . . ■ On - 2) 


+o ° 1 

49. Considere la serie Y — — . (a) Muestre que el criterio 

“ ^ fl+ l + ( — I ) 
n=l ** 

de la razdn falla para esta serie. (b) Utilice el criterio de la raiz 
para determinar si la serie es convergente o divergente. 


23. 24. Z(-l )" +lJ 4 


2 

25. 


26. Y (”*)" +l ; 


50. Demuestre el inciso (i) del criterio de la raiz (teorema 8.5.9). 
Sugerencia : cojno L < 1, sea R un numero tal que 
L < R < 1, y sea R - L — .€ <1. Muestre que existe 
un numero entero N tal que si n > N, entonces | u n | < B5. 
Despu£s utilice el criterio de comparacion. 
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51. Demuestre el Inciso (ii) del criterio de la rafz. Considere la 
sugerencia para el ejercicio 50. 

52. Demuestre el inciso (iii) del criterio de la rafz aplic&ndolo a 
las dos series V- y Y-L. Sugerencia: determine 

t! n £t n 

lim > V n considerando = e (ln "V" y empleando la regia 

n->+ oq 

In n 

de L’Hopital para calcular lim - — . 

"-*+•* n 


53. Demuestre que si ^ u n es absolutamente convergente, en- 

n~\ 

tonces ^ u n 2 es convergente. 

n=L 

54. ^Sospecha que el reciproco del ejercicio 53 es verdadero o 
falso? Justifique larespuesta demostr£ndola si el reciproco es 
verdadero o dando un contraejemplo si es falso. 


8.6 RESUMEN DE CRITERIOS SOBRE CONVERGENCIA 
Y DIVERGENCE DE SERIES INFINITAS 


En las secciones 8.3 a 8.5 se presento una variedad de criterios para determinar 
la con vergencia o divergencia de una serie infinita de tdrminos constantes. A fin 
de adquirir destreza en el reconocimiento y aplicaci6n del criterio apropiado, 
se requiere de practica considerable, la cual se obtendra realizando los ejerci- 
cios de esta section. Como ayuda, se listan a continuation los criterios y se 
aconseja que sean aplicados en el orden indicado. Si un paso particular no es 
aplicable o no puede inferirse ninguna conclusion, continue con el siguiente. 
Por supuesto, en ocasiones pueden aplicarse mas de un criterio, sin embargo, 
debe elegirse el mas eficaz. 

1. Calcule lim u n . Si lim u n * 0, entonces la serie diverge. Si lim u n - 0, 

+ n — ► + °° n — > + 

no puede inferirse ninguna conclusion. 

2, Examine la serie a fin de determinar si corresponde a uno de los siguientes 
tipos especiales: 

+ 00 

(i) Una serie geometrical Y. ar n ~ 1 . Converge a la suma — — si I r I < 1 ; 

n =\ 1 - r 

diverge si | r | > 1 . 

+ 

(ii) Una serie p: X ~p (donde p es una constante). Converge si p > 1; 

« = 1 

diverge sip < 1 . 

(iii) Una serie altemante: ^(-l) n+l a n o X( -1 ) n a n . Aplique el crite- 

n = ] n = \ 

rio de las series altemantes (teorema 8.5.2): si a n > 0, y a n +\ < a n 
para todos los numeros enteros positivos n, y si lim a n = 0, enton- 
ces la serie altemante es convergente. 


3. Aplique el criterio de la raz6n (teorema 8.5.8): Sea una ser i e infinita 
para la cual cada u n es diferente de cero: rt=1 


(i) si lim 


u n + 1 


= L < 1, la serie es absolutamente convergente; 

= +<», la serie es 


si lim 

u n + 1 

- L > 1 0 si lim 


«-»+«> 


■ ■ +00 

u n 


divergente; 
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(iii) si lim 


zn±L 


= 1 , nada se puede inferir acerca de la convergencia a 
partir de este criterio. 

+ oo 

4. Apliqueel criterio delarafz (teorema 8.5.9): Sea ^w n unaserieinfinitapara 
la cual cada u n es diferente de cero: 


(i) si lim = L < 1 , la serie es absolutamente convergente; 

n — ► + °° 

(ii) si Hm = £ > 1, o si lim = + » la serie es diver- 

n— »+« n- M-oo 

gente; 

(iii) si lim = 1> nada se puede inferir acerca de la convergencia a 

n — M- 

partir de este criterio. 


5. Aplique el criterio de la integral (teorema 8.4.6): Sea/una funcidn que es 
continua, decreciente y de valores positivos para toda x > 1. Entonces la 
serie infinita 


X/(n) =/(D+ /( 2) + /( 3) + ...+/(«) + ... 


, ta f 


ph J. 


es convergente si la integral impropia | f(x) dx existe, y es divergente si 

*b 

f(x)dx = +oo. 


6. Aplique el criterio de comparacion (teorema 8.4.2): Sea la serie 51 u n una 
serie de terminos positivos. " =1 

(i) Si 51 v « es una serie de terminos positivos de la cual se sabe que 

«=i 

converge, y si u n <> v n para todo numero entero positivo n y entonces 

+ « 

51 es convergente. 

n — l 

+ «> 

(ii) Si 51 w n es una serie de terminos positivos de la cual se sabe que 

n — I 

diverge, y si u n > w n para todo ntimero entero positivo n, entonces 

+ e* 

51 u n es divergente. 


o aplique el criterio de comparacion por paso al Ifmite (teorema 8.4.3): Sean 

+ « + « 

51 y 51 v « d° s series de terminos positivos. 

n = l n = l 

(i) Si lim — = c > 0, entonces las dos series son convergentes o 

v„ 

ambas series son divergentes. 

+ oo + oo 

(ii) Si lim — = Oysi £ v n converge, entonces 51 u n converge. 

« V„ „=l . „ = | 

+ oo + oo 

(iii) Si lim — = + ooysi 51 v n diverge, entonces 51 u n diverge. 
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EJERCICIOS 8.6 


Los ejercicios siguientes proporcionan una revision de las seccio- 
nes 8.3 a 8.5. 

25. 

Y 1 

1 + 2 in n 

26. 

En los ejercicios 1 y 2, muestre los primeros cuatro elemen- 

27. 

y cos n 

28. 

ts de la sucesion de sumas parciales {.?„}, y obtenga una 




fdrmula para s n en terminos de n. Tambien determine si la serie 


+00 


infmita es convergente 0 divergente; si es convergente calcule 
su suma. 

29. 

Y 1 
Zt 2" + s enn 

30. 


„3/4 


1. 

^ 4«+ 1 


1 i*(£j{) 


- 1 (I)" 

+" , 

5. Y — 

n + 1 

7. X sen" | ?r 

«=o 

*■ £ 


4. £ e - 2 " 

n=l 

6- X [<-!)" + (- 1 )" + M 

n=0 

8. X COS" j 7T 


13 ‘ 


6w 


15. 


i-(sfci) 


it. far 
rr (2 «)i 

19. Y ( l) n In - 
^ " 

21. Y— Ur 

s«( ln ") 

“1(4-4) 


y (« + 2) 2 

S (» + 3 ) ! 


En los ejercicios 31 a 40, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 
fique la respuesta. 


En los ejercicios 3 a 12, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente obtenga su suma. 


3i. X(-D"^r 

n=0 J 

33. 


(n + I ) 3 / 4 


. Sugerencia: calcule la suma, pri- 

, (3 n - 1)(3 n + 2) P 

mero determine la sucesion de sumas parciales. 

* m 


En los ejercicios 13 a 30, determine si la serie es convergente o 
divergente. 


35. Y(-1)«-2L 
£ 10 If 

37. i(-ir '5 


39. X c„, donde c n 


40. X c tv> donde c n = 


32. — 

S (2« + l)! 

n=l J 

36. y (-1)" 

n 

38. X (~V n ~ l 1 


[In (n + 2)]" 


- - si n es un cuadrado perfecto 


si n no es un cuadrado perfecto 


- - si \n es un numero entero 

4 




41. 

14. 

Y 1 
Z! <2" + l) 3 

42. 

16. 

V 3 + sen n 


18. 

V » 

Zi ' /3n + 2 

43. 

20. 

y H)" +1 

44. 

22. 

In n 

h 


24. 

xp n\ 

a io* 



como una fraccidn comun. 

Una pelota se deja caer desde una altura de 1 8 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de dos tercios de la 
altura del rebote anterior. Calcule la distancia total recorrida 
por la pelota antes de alcanzar el reposo. 

Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 55 de la seccion 
8.3 para determinar cu&nto tiempo empleara la pelota del 
ejercicio 42 en alcanzar el reposo. 

La trayectoria de cada oscilacidn del disco de un pendulo, 
despues de la primera, es 80% de la trayectoria de la oscila- 
cion anterior, de un lado al otro. Si la trayectoria de la primera 
oscilacidn es de 18 pulg y la resistencia del aire hace que 
eventualmente al pSndulo alcance el estado de reposo, 
iqu€ distancia recorre el disco del pendulo antes de que 
alcance el reposo? 
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8.7 SERIES DE POTENCIAS 

Las series infinitas que se han estudiado hasta este momento han con- 
sistido solo de t£rminos constantes. Ahora se tratara un tipo importante de 
series de t^rminos variables denominadas series de potencias , las cuales 
pueden considerarse como una generalization de una funcidn polinomial. En 
las secciones restantes de este capitulo se estudiara como pueden emplear- 
se las series de potencias para calcular valores de funcion tales como sen x, 
e x , lnx y Vx, las cuales no se pueden evaluar mediante las operaciones 
aritmtiicas conocidas y empleadas para determinar valores de funcio- 
nes racionales. 


8-7- T Definition de una serie de potencias 


Una serie de potencias en x - a es una sene de la forma 

c 0 + C](x - a) + C 2 (jt - a ) 2 + . . . + c„<Jt - of + . . . (1) 


Se utiliza la notacibn ^ c n (x - a) n para representar la sene (1). (Ob- 

n - 0 

serve que por conveniencia, al escribir el t^rmino general se considera 
(x - a) 0 = 1, aun cuando x = a. Si x es un numero particular, la serie de 
potencias (1) se convierte en una serie infinita de t^rminos constantes. Un 
caso especial de (1) se obtiene cuando a = 0, de modo que la serie se trans- 
forma en una serie de potencias en x, la cual es 

X C n x " = c 0 + c \ x + c 2 x2 + • • • + C„ x " + . . . (2) 

n= 0 

Ademds de la serie de potencias en x - ay x, se tienen series de poten- 
cias de la forma 

X c nl<t>( x )] n = c 0 + Ci0W + c 2 [<t>(x)] 2 + . . . + c n [<t>(x)] n + .. . 

n = 0 

donde 0 es una funcion de x. Tales series se denominan series de , potencias 
en 0(x). En este libro se tratardn exclusivamente series de potencias de la 
forma (1) y (2), y cuando se emplee el termino “serie de potencias” se enten- 
dera alguna de estas dos formas. El estudio de la teorfa de series de potencias 
se limitary a las series del tipo (2). La serie de potencias m£s general (1) 
puede obtenerse de (2) mediante la traslacion x = x - a\ por tanto, los re- 
sultados pueden aplicarse a la serie ( 1 ). 

En el estudio de series infinitas de tSrminos constantes se trato la cues- 
ti6n de convergencia o divergencia de las series. Al estudiar series de po- 
tencias se tratara la cuestion: ^que valores de x hacen que la serie de potencias 
converja? Para cada valor de x en el que la serie de potencias converge, la 
serie representa el ntimero que es la suma de la serie. Por tanto, una serie de 
potencias en x define una funcidn que tiene como dominio todos los va- 
lores de x para los cuales la serie de potencias converge. 

-Se utiliza la notacidn P n (x) a fin de representar la suma parcial de la 
serie de potencias cuya potencia mayor es n. Esta notacidn es consistente 
con el uso de /^(x) en la seccidn 8.1 para representar el polinomio de Taylor 
de grado n. 




8,7 SERIES DE POTENCIAS 699 



[-2, 2] por R, 10] 


Ax) - 

1 - x 
10 

P\o(x) = S 
«=0 

FIGURA 1 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie geome- 

+ oo 

trica en la que a ~ 1 y r ~ jc, la cual es ^ jc” . Por el teorema 8.3.5 esta 

n = 0 

serie converge a la suma 1/(1 - jc) si | jc | < 1. Por tanto, la serie de poten- 

+<*= 

cias ^ jc" define la funci6n/para la cual/(jc) = 1/(1 - jc) y cuyo dominio es 


n = 0 

el intervalo abierto (-1, 1). De esta manera se escribe 

1 + jc + jc 2 + jc 3 + . . . + jc” + . . . = — I — si | jc | < 1 (3) 

1 - JC 

La figura 1 muestra las grificas de 


/(*) = r-l— y PioW 

1 - JC 



n=0 


trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-2, 2] por [-1, 10]. Observe que 
la graflca de P\q(x) aproxima la grafica de/cuando |jc| < 1, lo cual apoya 
el hecho de que la serie de potencias converge a 1/(1 - jc) si | jc | < 1. M 


La serie de potencias (3) puede emplearse para formar otra serie de 
potencias cuyas sumas pueden determinarse. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si en (3) se sustituye jc 

por -jc, se tiene 

1 - jc + jc 2 - jc 3 + . . . + (-l) n jc fl + . . . = — - — si | jc I < 1 (4) 

1 + X 

A1 reemplazar jc por jc 2 en (3) se obtiene 

1 + jc 2 + jc 4 + jc 6 + . . . + jc 2 ” + . . . = — — j si | jc | < 1 (5) 

Si se sustituye jc por -jc 2 en (3) resulta 

\ - x 2 + x 4 - x 6 + ... + (~\) n x 2n + ... = — si IjcI < 1 (6) 

1 + JC 2 


En los ejercicios 1 a 3 se le pedird que apoye gr£ficamente el hecho de 
que las series de potencias (4) a (6) convergen a la funcidn racional corres- 
pondiente si | jc | < 1. 

Ahora se mostrara, por medio de tres ejemplos, c6mo el criterio de la 
razon puede emplearse para determinar los valores de jc para los cuales una 
serie de potencias es convergente. Algunas series, como la del ejemplo 2, 
convergen para cada valor de jc. Por supuesto, toda serie de potencias (2) 
es convergente para jc = 0, pero, como se ver£ en el ejemplo 3, algunas 
series no convergen para ningun otro valor de jc. 


► EJEMPLO 7 Determine los valores de jc para los cuales la se- 
rie de potencias es convergente: 


+ OQ 

I (-1)" 


+ i 2^ 

«3” 
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Solucion Para la serie dada, 


u„ = (-1) 


|/l+ 1 


2 n x n 
n 3" 


y u n + 1 


= (. iyi+2 2 n + 1 X n+I 

(n + l)3' r+1 


De modo que 


lim 

“/>+ 1 

= lim 

n — ► +«> 


n — >+°° 


= Hm 

n— > + 


r /j + 1 


(j n + l)3 n+1 
2 ii n 


n + 1 


2 

3 


n3 n 
2 n x n 


Por tanto, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do | | jc | < 1 o, equivalentemente, cuando |jc| < La serie es divergente 
cuando ||jc| > 1 o, equivalentemente, cuando | jc | > Cuando | | jc j = 1 
(es decir, cuando jc = ± |), el criterio de la razon falla. Cuando jc = la 
serie de potencias dada se convierte en la serie armdnica altemante 


H 


+ ... + (-l)" +, i + 


la cual es convergente, como se mostro en el ejemplo 1 de la seccidn 8.5. 
Cuando jc = - 1 se tiene 


1 _ i _ 1 _ I _ I 

1 2 3 4 n 


la cual es la negativa de la serie armonica, que es divergente. Por tanto, se 
concluye que la serie de potencias dada es absolutamente convergente 
cuando -|<jc< fyes condicionalmente convergente cuando jc = 
Sijc<-|ojc> la serie es divergente. A 


Cuando se emplea n\ en la representacion del n-6 simo tSrmino de una 
serie de potencias, como en el ejemplo siguiente, se considera 0! = 1, de 
modo que la expresidn para el «-esimo termino estara definida cuando n - 0. 


► EJEMPLO 2 Determine los valores de jc para los cuales la 
serie de potencias es convergente: 

+ f x - 

*=o n! 

Solucion Para la serie dada. 


r n+l 


U „ = 


y «/i+ 1 = 


n! " (n + 1)! 

de modo que al aplicar el criterio de la razdn se tiene 

r /t+l jjjl 


lim 


1 


u n 


= lim 

n— > + « 


(n + 1)! jc n 


= ui Hm — 

n — > + <» tl + 1 

= 0 
< 1 


Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamente convergente para 
toda jc. 4 
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► EJEMPLO 3 Determine los valores de x para los cuales la 
serie de potencia es convergente: 

jr n\ x n 

n = 0 

Solucion Para la serie dada, u n = n\x n y u n+ \ = (n + l)!x n+1 . A1 
aplicar el criterio de la razdn se tiene 

Urn SttJ- = lim 

u n n-*+<* n\ x n 

= lim |(n + l)x| 

n — » + oo 

= | 0 si x = 0 

l+oo si x * 0 

Se deduce que la serie de potencias es divergente para todos los valores de 
x excepto 0. 4 

► EJEMPLO 4 Utilice el criterio de la rafz a fin de determinar 
los valores de x para los cuales la serie de potencias es convergente: 




Solucion A fin de aplicar el criterio de la rafz se calcula lim "1 | . 

n— ► + <» 

lim a j\n 3 x n | = lim n^ n lx I (7) 

n— >+t» + oo 

Para determinar lim n 3 ^ n , sea v = n 3 ^ 1 . Entonces In v = - In n. Asf, 

n 

lim In y = lim (8) 

A fin de calcular el lfmite lateral derecho de (8) primero se obtiene 
lim donde los valores de z son ntimeros reales. Como lim In z = 

l — > + oo Z Z ~ > + °° ■ 

+oo y lim z = +oo, se aplica la regia de L’Hdpital obteni£ndose 

z-> + ~ 

lim OLS = lim ? 

z— M-«> Z z— » + « Z 


3 In /i 

De este modo, por el teorema 8.2.3, lim = 0; en consecuencia, de 

ZO\ a." /I— > + 00 ft 

(8) se tiene 

lim lny = 0 
lim y = 1 

A1 sustituir este resultado en (7) se obtiene - 


lim « = \x\ 
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En consecuencia, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do \x\ < 1 . La serie es divergente cuando \x\ > 1. Cuando x = 1, la serie 

+ «» 

de potencias dada se convierte en ^ n 3 , la cual es divergente porque 

n = 1 

lim n 3 * 0. De manera similar, la serie de potencias es divergente para el 

n — > + <» 

valors = -1. ^ 

Refierase al ejemplo 1, el cual proporciona una ilustracidn del teore- 
ma siguiente. La serie de potencias en ese ejemplo es convergente para 
x — | y es absolutamente convergente para todos los valores de jc para los 
cuales \x\ < 


8.7*2 Teorema 


Si la serie de potencias ^ es convergente para x ~ x^ (x\ * 0), 

entonces es absolutamente convergente para todos los valores de x 
para los cuales \x \ < }j^i | > 


Demostracion Si V c n xi n es convergente, entonces lim c n X[ n = 0. 

b = 0 

Por tanto, si se toma € = 1 en la definition 3.7.1, entonces existe un nume- 
ro entero N > 0 tal que 

si n > N entonces | jc x | < 1 

Ahora, si jc es cualquier numero tal que | jc | < | jci | , y si n > N , entonces 


I v" I = 


Mi 


*1 


\c n x n \ - I C n X { n \ 


\c„x"\ < 
La serie 


(9) 


( 10 ) 


es convergente porque es una serie geomOtrica con r = |jc/jq| < 1 (ya 
que | jc | < | jcj | ). Compare la serie ^ \ c n x n | , donde | jc | < | jcj | , con la 

n = N 

serie (10). De (9) y el criterio de comparacibn, ^ |c n jc n | es convergente 

n = N 

para | jc | < | jcj | . Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamen- 
te convergente para todos los valores de jc para los que | jc | < | jq | . ■ 


El teorema siguiente es un corolario del teorema 8.7.2. La serie de po- 
tencias del ejemplo 1, otra vez proporciona una ilustracidn del contenido del 
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teorema debido a que la serie es divergente para x — - 1 asi como para los 
valores de x para los que | jc | > | - 1 | . 


8*7.3 Teorema 


+■* 

Si la serie de potencias ^ c rt * a es divergente para jc = jt 2 , ententes 
es divergente para todos los valores de jc para los que \x\ > | x 2 \ . 

Demostracion Suponga que la serie de potencias dada es convergente 
para algunos numeros x para los cuales [ jc | > | jc 2 | . Entonces, por el teo- 
rema 8.7.2, la serie debe converger cuando x = jc 2 . Sin embargo, esto con- 
tradice la hipdtesis. Por tanto, la serie de potencias dada es divergente para 
todos los valores de x para los que | * | > [ x 2 | . ■ 

A partir de los teoremas 8.7.2 y 8.7.3, se demuestra el siguiente teore- 
ma importante de la seccion. 


8.7.4 Teorema 


Sea ^ c„ x n una serie de potencias. Entonces s6!o una de las siguien- 

RbO 

tes condiciones se cumple: 

(i) la serie converge s61o cuando jc = 0; 

(il) la serie es absolutamente convergente para todos los valores de jc; 
(ill) existe un numero R > 0 tal que la serie es absolutamente con- 
vergente para todos los valores de jc tales que |jc| < R y es 
divergente para todos los valores de jc tales que \x\ > R. 


serie convergente para 

M < R 


— t 


'H — 

-/? 

0 

R 



-J 

r 


serie divergente para | x | > R 


Demostracion Si jc se sustituye por cero en la serie de potencias dada, 
se tiene cq + 0 + 0 + . . . , la cual obviamente es convergente. Por tanto, 

+ oo 

toda serie de potencias de la forma ^ c n x n es convergente cuando jc = 0. 

n = 0 

Si este es el unico valor de jc para el cual la serie converge, entonces se cum- 
ple la condicion (i). 

Suponga que la serie dada es convergente para jc = jc 1? donde jc 1 * 0. 
Entonces, por el teorema 8.7.2, la serie es absolutamente convergente para 
todos los valores de jc tales que | jc | < \x { \. Ahora, si ademds no existe nin- 
gun valor de jc para el cual la serie sea divergente, entonces la serie es abso- 
lutamente convergente para todos los valores de jc. Esta es la condicion (ii). 

Si la serie dada es convergente para jc = jcj, donde ^ 0 y es diver- 
gente para jc = jc 2 , donde |jc 2 | > |jq |, por el teorema 8.7.3 la serie es 
divergente para todos los valores de jc tales que | jc | > | jc 2 | . En consecuen- 
cia, | jc 2 | es una cota superior del conjunto de valores de | jc ( para los 
cuales la serie es absolutamente convergente. Por tanto, por el axioma 
* de completez (8.2.9), este conjunto de numeros tiene una minima cota supe- 
rior, la cual es el numero R de la condicidn (iii). Esto demuestra que s61o se 
cumple una de las tres condiciones. ■ 


FIGURA2 


La figura 2 ilustra en la recta numerica el inciso (iii) del teorema 8.7.4. 
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Si en lugar de la sene ^ c n x n se tiene la serie ^ c n (x - a) n , enton- 

n=\ n = 0 

ces en las condiciones (i) y (iii) del teorema 8.7.4 debe .sustituirse x por 
x - a. Asf las condiciones se transf orman en 


(i) la serie converge solo cuando x = a\ 

(iii) existe un numero R > 0 tal que la serie es absolutamente conver- 
gente para todos los valores de x tales que | x - a | < R y es di- 
vergente para todos los valores de x tales que | x - a | > R. (Vea 
la figura 3 en la que se muestra una ilustracion de esto en la recta 
numerica). 


serie convergente para 
I jc — a | < R 


H r- 

i + R j 


[T-T 


j serie divergente para j 
| jc -a I > R 


FIGURA 3 


El numero R de la condicion (iii) del teorema 8.7.4 se denomina radio 
de convergencia de la serie. Si se cumple la condicion (i), R = 0; si se 
cumple la condicion (ii), se escribe R = +oo. Si R > 0, el conjunto de todos 
los valores de jc para los que una serie de potencias es convergente se llama 
intervalo de convergencia de la serie de potencias. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la serie de potencias 

del ejemplo 1, R = y el intervalo de convergencia es (-|, |]. En el ejem- 
plo 2, R = +oo, y el intervalo de convergencia se escribe como (-oo, +oo). 4 


Si el radio de convergencia de una serie de potencias en x es /?, donde 
R > 0, el intervalo de convergencia es (-/?, R ), [-/?, /?], (-/?, R] o [-R, R ), 
mientras que para una serie de potencias en x - a, el intervalo de conver- 
gencia es (a - R,a + R), [a - R,a + R],(a - R,a + R]o[a - R,a + R). 

Una serie de potencias dada define una funcion que tiene el intervalo de 
convergencia como su dominio. A continuacion se resume el procedimiento 
para determinar el intervalo de convergencia. 


Procedimiento para determinar el intervalo de conver- 
gencia de unq serie de potencias en x a 


1* Aplique el criteria de la razdn (o en ocasiones el enteric de la rafz) 
para determinar el radio de convergencia R de la serie. Algunas se- 
ries convergen absolvitamente para todos los valores de x T como 
en el ejemplo 2 , donde R - +oo, y algunas otras convergen sdlo en 
un mimero, como en el ejemplo 3, donde R - 0. ; 

% Si R > 0, la serie converge absolutamente para toda x en el in- 
tervalo (a - R, a + R) y diverge para | x - a \ > R, Verifique la 
convergencia en los extremes del intervalo (a - R y a + /?) me- 
diante los todos resumidos en la seccidn 8.6; por supuesto, 
ninguna conclusion acerca de la convergencia en los extremes 
puede inferirse del criterio de la razdn o del criterio de la rafz. 


► EJEMPLO 5 Determine el intervalo de convergencia de la serie 

§»(* - 2)" 
n- 1 

Solucion La serie de potencias dada es 

(x - 2) + 2(x - 2) 2 + ... + n(x - 2) n + (n + l)(x - 2)” + 1 + ... 
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A1 aplicar el criterio de la raz6n se tiene 


u n + l 

— Hm 

(n + l)(x - 2)" +1 

U n 

— Hill 

/»—> + <*> 

n( x - 2) n 


= | x - 2 1 lim 

n— H-oo n 

= |*- 2 | 


La serie dada serd absolutamente convergente si | jc - 2 | < 1 o, equi- 
valentemente, -1 < x - 2 < 1 , o bien, 1 < x < 3. 

4-<» 

Cuando x = 1, la serie es ^ (-1)” n , la cual es divergente debido a que 

n = l 

+ «> 

lim u n ^ 0. Cuando jc = 3, la serie es V n , la cual es tambien divergen- 

n = i 

te ya que Hm u n ^ 0. Por tan to, el intervalo de convergencia es (1, 3). 

n — i ► + °° 

Asl, la serie de potencias dada define una funcion que tiene el intervalo 
(1,3) como su dominio. ^ 


► EJEMPLO 6 

v x 71 

" 2 + n 2 


Determine el intervalo de convergencia de la serie 


Solucion La serie de potencias dada es 


x 


v-n + l 


, . 4 - 


2 + (n + l) z 


+ . . 


Un + 1 

= lim 

n—y + °° 

x n+l 

2 + n 2 

Un 

2 + (n + l) 2 

x n 


2 + l 2 2 + 2 2 2 + 3 2 " ' 2 + n 2 

Si se aplica el criterio de la razon se obtiene 


lim 

n — > + » 


= ^1 Hm 2 +J? 

1 1 2 + n 2 + 2n + 1 

= |*| 

De esta manera, la serie dada sera absolutamente convergente si | jc | < 1 o, 
equivalentemente, -1 < jc < 1. Cuando jc = 1,1a serie es 


1 1 


2 + l 2 2 + 2 2 2 + 3 2 


+ . . . + 


2 + n z 


+ . . . 


Como — - — T < ~ para todos los numeros enteros n , y puesto que 
2 + rr n z 

+°° j 

V — r- es una serie p convergente, entonces, por el criterio de comparacion, 
, n z 

n= I 

la serie de potencias dada es convergente cuando jc — 1. Si x — -1, la se- 

rie es 2^ 2 — cua ^ es conver g ente debido a que se ha mostrado que 

es absolutamente convergente. En consecuencia, el intervalo de convergen- 
cia de la serie de potencias dada es [-1 , 1 ]. . A 

Se ha mostrado que el criterio de la razon no revelard nada acerca de la 
convergencia o divergencia de una serie de potencias en los extremos del 
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intervalo de convergencia, ademas en un extremo puede ser absolutamen- 
te convergente, condicionalmente convergente o divergente. Si una sene de 
potencias converge absolutamente en un extremo, se puede demostrar que la 
serie es absolutamente en cada extremo (vea el ejercicio 37). Tambten se pue- 
de demostrar que si una serie de potencias converge en un extremo y diverge 
en el otro, la serie es condicionalmente convergente en el extremo en que 
converge (vea el ejercicio 38). Para algunas series de potencias, la convergen- 
cia o divergencia en los extremos no puede determinarse mediante m^todos 
de Cilculo elemental. 


EJERCICIOS 8.7 


1. (a) Apoye graficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias (4) converge a f(x) = — ! — , si 

1 + x 

|x| < 1, trazando las grificas de/y /^qOc) en mis™ 0 
rectingulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (4) para de- 
terminar una representacidn en serie de potencias para 

— !— y apoye graficamente la respuesta. 

1 + LX 

2. (a) Apoye graficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias (5) converge a f(x) ~ — - — =-, si 

1 - x 2 

\x | < 1, trazando las graficas de/y P 10 (x) en el mismo 
rectingulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (5) para de- 
terminar una representacidn en serie de potencias para 

! — =- y apoye grificamente la respuesta. 

1 - 4x 2 

3. (a) Apoye grificamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias de (6) converge a f(x) = — — -, si 

1 + x 2 

| x | < 1, trazando las grificas de/y P 10 (x) en el mismo 
rectingulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (6) para de- 
terminar una representacidn en serie de potencias para 

! — - y apoye grificamente la respuesta. 

1 + 9x 2 

4. (a) Utilice la serie (4) para determinar una representacidn 

en serie de potencias para/(x) = — ^r. Apoye grifica- 

1 + x J 

mente en la graficadora el hecho de que la serie de poten- 
cias del inciso (a) converge a/(x), si |x| < 1, trazando 
las grificas de/y PjoOt) en el mismo rectingulo de ins- 
peccion. 

En los ejercicios 5 a 32, determine el intervalo de convergen- 
cia de la serie de potencias. 


V (* + 3)” 


5. 

2 o n + 1 

8 . 

Ami on 

n=0 Z 

ii. fail 

Ami 1/1 


n •W-~> y’ 

10 . \ — 

"2". 

v 2rt 

2 - S ( - I)n (b 


13 V (-n n+l - t2 "~ 1 14 . y i±lx n 

’ (2n - 1)! 4 A „2 n 


15. yi£±. 

Ami on 

17=0 ^ 

n. £(-iy 


i6. £ — — 

S<« + l)5 n 


(2 n - 1)3 2 


... (x - 1)" 


19. £(-1) 


21. (senh 2 n)x n 

n=0 

23. XH) fl+, -p 


25. 


27. £ 


y In n(x - 5) n 
n + 1 


29. £ (-1)" 


18. £(-!)< 


20. y (JL ±2l 

(n + 1)2" 

v n 

22 ‘ iRTTi) 

24. £<* + f- 


26. y 4 "* 1 * 2 " 

n + 3 


lb 


(2n - 1) 2n+l 


„ + , (n + l)-r" 


2 • 4 • 6 • . . . • 2 n 


30. 3)" 


31. 


32 v Hr'M-s 

* A* 2 . 4 . fx 


] 1 ■ 3 • 5 • ■ (2n - 1) 

2 • 4 • 6 ■ . . . 2n a 


33. La descripcidn del estado de vapor de un gas ideal, util en 
la ingenieria de refrigeracion, se determina en termodi- 
nimica mediante las ecuaciones viriales de estado: 

Z = 1 + 5 + C + D + _ 

V v 2 V 3 

Z = 1 + BP + CP 2 + DP 3 + ... 

donde B, C, D, . . . B, C, D, . . . son constantes, y donde 
Z es el factor de compresibilidad, V y P son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen y de la presidn del gas. 
Ademis, Z = PV/RT, donde T es la medida de la tempe- 
rature del gas y R es la constante universal de los gases. A 
trav6s de la comparacidn de las dos series de potencias, 
demuestre que 


B = -P- C =* 

RT r 2 t 2 


D + 2B J - 3 BC 
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34. Si ^ a n es una serie absolutamente convergente, de- 
muestre que ^ a n x n es absolutamente convergente 

n-\ 

cuando \x \ < 1 . 

35. Si a y b son numeros enteros positivos, determine el 
radio de convergencia de la serie de potencias 

V + r" 
n\(n + b)\ 

36. Demuestre que si lim ?/|« | = L (L * 0), entonces el 

n -++<*> ’ 

+ oo 

radio de convergencia de ^ u n x n es 1 \L. 

n = l 

37. Demuestre que si una serie de potencias es absolutamente 
convergente en un extremo de su intervalo de conver- 
gencia, entonces la serie es absolutamente convergente 
en cada extremo. 


38. Demuestre que si una serie de potencias converge en un 
extremo de su intervalo de convergencia y diverge en el 
otro extremo, entonces la serie es condicionalmente con- 
vergente en el extremo en que converge. 

39. Demuestre que si el radio de convergencia de la serie de 
potencias ^ u n x n es r, entonces el radio de convergencia 

n = 1 +« 

de la serie de potencias ^ w„;c 2 " es yfr . 

n = 1 

40. (a) Suponga que la serie de potencias ^ c n x n es COnver- 

r^O 

gente para x = 2. Explique por qu6 se puede concluir que 
la serie es convergente para x = 1, pero no necesaria- 
mente converge para x = 3. (b) Suponga que la serie 

+ oo 

^ c n (x - 4) n es convergente para x = 2. Explique por 

n=i 

que se puede concluir que la serie es convergente para 
x = 3 pero no necesariamente converge para x = 1 


8.8 DIFERENCIACION E INTEGRACION DE SERIES DE POTENCIAS 


A partir de series de potencias se pueden obtener otras series de potencias 
mediante la diferenciacion e integracion. En esta seccion aprendera que si 
R (donde R * 0) es el radio de convergencia de una serie de potencias que 
define una funcion /, entonces / es diferenciable en el intervalo abierto 
(-/?, R) y la derivada de / puede obtenerse al diferenciar la serie de poten- 
cias t6rmino a termino. Ademas, se mostrara que / es integrable en todo 
subintervalo cerrado de (-if, if), y la integral de/se obtiene al integrar la se- 
rie de potencias termino a t6rmino. Primero, se establecerdn dos teoremas 
preliminares. 


8.8.1 Teorema 


Si c n x n es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

helO +** 

R > 0. entonces tambi£n tiene a if como su radio de con- 

vergencia. n=t 

Este teorema, cuya demostracion se presenta en el suplemento de es- 
ta seccion, establece que la serie, obtenida al diferenciar cada termino de una 
serie de potencias termino a termino, tendra el mismo radio de convergen- 
cia que la serie dada. En el ejemplo ilustrativo siguiente se verifica el teo- 
rema para una serie de potencias particular. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie de po- 
tencias 


+ oo 

I 


r n+l 


(n + l) 2 



j^n+1 x n+ ^ 

(n + l) 2 + (n + 2) 2 


- X + 


+ . . . + 


+ . . . 
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El radio de convergencia se determina aplicando el criterio de la razdn. 


lim 

W/I+1 

= lim 

n-4+«« 

“#i 



in + l) 2 *" 42 
in + 2) 2 x n+l 


= I x I li'm 

n-»+« 

= M 


n 2 + In + 1 


n z + An + 4 


En consecuencia, la serie de potencias es convergente cuando |jc| < 1; de 
modo que su radio de convergencia es R = 1 . 

La serie que se obtiene al diferenciar tdrmino a tdrmino la serie anterior es 


y (n + \)x n = y 

(» + D 2 » + 1 


» i + i + + * 3 


r n + 1 


3 4 n + 1 n + 2 

Si se aplica el criterio de la razdn a esta serie de potencias se tiene 


lim 

n — >+«*> 


u n+\ 

“n 


lim 

/I —4 + 00 


jn + l)*"* 1 
in + 2)x n 


lim 


n + 1 
n + 2 


Esta serie es convergente cuando | x | < 1 ; asi, su radio de convergencia es 
R' = 1. Como R = R\ se ha verificado el teorema 8.8.1 para esta serie. 4 


8.8*2 Teorema 


Si el radio de convergencia de la aerie de potencias Y c n x n es 

it"0 

R > 0, emonces If tambidn es cl radio de convergencia de la serie 
I «(« - 1) cjp-i, 


Demo$traci6n El resultado deseado se deduce cuando el teorema 8,8.1 
se aplica a la serie £ nc n x n ~K ■ 

n = 1 

Ahora se establecer£ el teorema importante acerca de la diferenciacidn 
tirmino a termino de una serie de potencias. Los teoremas 8.8.1 y 8,8.2 
desempenan un papel crucial en la demos tracidn de este teorema, la cual se 
proporciona en el suplemento de esta seccidn. 


8.8,3 Teorema 


$c a 2 c n x " Ulia d* potencias cuyo radio de convergencia es 

JT-0 

If > 0. Si/es la fimckki definida per ^ 

/w = i f,,*" 

H*0 
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emonces/'(x) existe para cada x del intervalo abieito (-/?, R) y 

fix) = X nCnX n ~ l 
*■1 


En el teorema 8.8.3, si la serie para/'(jc) converge en R (o - R ), enton- 
ces R (o - R ) est£ en el dominio de /'. La demostracidn de este hecho est$ 
m&s alld del alcance de este libro. 

El ejemplo siguiente es una aplicacion del teorema 8.8.3. 


► EJEMPLO 1 Sea / la funcidn definida por la serie de poten- 
cias del ejemplo ilustrativo 1. (a) Determine el dominio de /; (b) escriba la 
serie de potencias que define a/' y obtenga su dominio. 

Solucion 


(a) f(x) = 


I 


n-0 


x" +1 
in + l) 2 


El dominio de ft s el intervalo de convergence de la serie de potencias. 
En el ejemplo ilustrativo 1 se mostrd que el radio de convergence de la 
serie de potencias es 1; esto es, la serie converge cuando | jc | < 1. 
Considere ahora la serie de potencias cuando \x\ ~ 1. Si x = 1, la 
serie es 


+ 1 + 1 + .. 
4 9 


. + 


1 


(» + 1 Y 


la cual es convergente debido a que es la serie p con p = 2. Cuando 
jc = - 1 , se tiene la serie Y la cual es convergente debido a 

+ l) 2 

a que es absolutamente convergente. En consecuencia, el dominio de / 
es el intervalo [-1, 1]. 

(b) Del teorema 8.8.3,/' est£ definida por 


f\x) 


+ oo 

I 

n = 0 


JC n 

n + 1 


( 1 ) 


y f\ jc) existe para todo jc del intervalo abierto (-1, 1). En el ejemplo ilus- 
trativo 1 se mostrtf que el radio de convergence de la serie de potencias 
de (1) es 1. Ahora considere la serie de potencias de (1) cuando 
jc = ±1 . Si jc = 1,1a serie es 


2 3 4 


n + 1 


la cual es la serie armdnica, y por tan to es di verge nte. Cuando jc = 
serie es 


-1,1a 


1 + I-i 

2 3 4 


+ (-l) n 


n + 1 


que es la serie armrinica altemante convergente. Por tanto, el dominio de 
/' es el intervalo [-1,1). _ M 


El ejemplo 1 ilustra el hecho de que si una funcitin / estd definida me- 
diante una serie de potencias, y esta serie de potencias se deriva t6rmino a 
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tdrmino, la serie que results, la cual define a /', tiene el mismo radio de 
convergencia pero no necesariamente el mismo intervalo de convergencia. 


r EJEMPLO 2 Obtenga una representation en serie de po- 
tencias de 

1__ 

(1 - x) 2 

Solucion Se aplicard el teorema 8.8.3. De (3) de la seccidn 8.7 se tiene 
- — - — = \+ x + x 2 + x^ + ...+x n + ... si 1 jc I < 1 

1 - X 

A1 diferenciar ambos extremos de la ecuacion anterior se obtiene 

— s- = 1 + 2x + 3x 2 + ... + nx n ~ l + . . . si I x I < 1 4 

(1 - X) 2 11 


► EJEMPLO 3 

Y n 


Demuestre que para todos los valores reales de x 


i + jc + + . . . + 


+ . . . 


2! 3! nl 

Solucion En el ejemplo 2 de la section 8.7 se mostrd que la serie de 

Y n 

potencias — es absolutamente convergente para todos los valores de x. 

n~o n - 

Por tanto, si/es la funcidn definida por 


f(x) = 



( 2 ) 


el dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales; es decir, es el 
intervalo de convergencia es (-oo, +oo). Del teorema 8.8.3, para todos los va- 
lores reales de x , 


+°° „ „n— 1 

/'(*) = I S2-J- 

, n\ 
n=i 


Debido a que ~ 
nl 

fXx) = £ 

n= 1 

<=> fix) = X 


1 


(n - 1)! 

n - 1 


la ecuacion anterior puede escribirse como 


n = 0 


X 

( n - D! 

x^_ 

nl 


De esta igualdad y (2), f\x) = f(x) para todos los valores reales de x. Por 
tanto, la funcidn/satisface la ecuacion diferencial 


dy 

dx 


y 


para la cual, como se mostrd en la seccidn 5.6, la solucion general es 
y — Ce x . En consecuencia, para alguna constante C, f(x) = Ce x . De (2), 
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/( 0) = 1. (Recuerde que se considero x° = 1 aun cuando x = 0 por con- 
veniencia al escribir el tdrmino general). Por tanto, C ~ 1; de mode que 
f(x) — e x y por tanto, se tiene el resultado deseado. A 

Observe que P n (x) de la serie de potencias para e x en el ejemplo an- 
terior, es el polinomio de Maclaurin de grado n para e x obtenido, en el ejem- 
plo ilustrativo 1 de la seccidn 8.1. En la seccidn 8.9 se ver£ que esta serie se 
denomina serie de Maclaurin para e x . 


V EJEMPLO 4 (a) Del resultado del ejemplo 3, obtenga una re- 

presentation en serie de potencias de e~ x . (b) Utilice la serie del inciso (a) 
para determinar el valor de e~ ] exacto con cinco cifras decimales. Compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 


Solucion 

(a) Six se sustituye por -x en la serie para e x , se obtiene 
r 2 v 3 Y n 

e -x =l _ x+ + ... + ( -ir x - + 


para todos los valores reales de x . 

(b) Si x = 1 en la serie para e~ x , se tiene 

*.-1 = 1-1 + i-i + i- i + i- i + i- i + i-_ 

2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 

= 1 - 1 + 0.5 - 0.166667 + 0.041667 - 0.008333 + 0.001389 - 
0.000198 + 0.000025 - 0.000003 + 0.0000003 - . . . 


Esta es una serie altemante convergente para la cual | w n+ { \ < \u n \. 
De modo que si los primeros diez t^rminos se emplean para aproximar 
la suma, por el teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del 
onceavo termino. Al sumar los diez primeros terminos se obtiene 
0.367880. Si se redondea a cinco cifras decimales resulta 


e~ l * 0.36788 

En la calculadora se obtiene el mismo valor con cinco cifras de- 
cimales. 4 


En el calculo con series infinitas se presentan dos tipos de error. Uno es 
el error proportionado por los terminos restantes despues de los primeros n. 
El otro es el error de redondeo que ocurre cuando cada ttimino de la serie 
se aproxima mediante un decimal con un numero finito de cifras. En particu- 
lar, en el ejemplo 4 se pidid el resultado con una exactitud de cinco cifras 
decimales; de modo que cada tdrmino se redonded a seis cifras decima- 
les. Despues de calcular la suma, se redonded este resultado a cinco cifras 
decimales. Por supuesto, el error debido al residuo puede reducirse al consi- 
derar tdrminos adicionales de la serie, mientras que el error de redondeo 
puede reducirse utilizando mas cifras decimales. 

Si toma un curso de ecuaciones diferenciales, aprenderi que es posible 
expresar las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales como series 
de potencias. En el ejemplo siguiente se tiene esta situacidn. 
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► EJEMPLO 5 


Demuestre que 


y = x + X 


n\ 


( 3 ) 


d 2 y 

es una solution de la ecuacion diferencial — -=■ - y + x = 0. 

dx z 

Solucion La serie de potencias de (3) es convergente para todos los 
valores de x. Por tanto, por el teorema 8.8.3, para toda x 


dy _ 

dx 


i + i“ 

n = \ 

+ oo 

1 + 1 


n - 1 


n - 1 


X 

(n - 1)! 


<Cy _ y (n - l)* n ~ 2 

y Jr ”" 2 

- 2)' 

= I — 

A n! 


Asi, 


</ 2 y 

ti - y + x = X , 

= 0 


* '* + l x h\ + * 


En consecuencia, la ecuacion diferencial es satisfecha; de modo que (3) es 
una solucion. M 


El teorema siguiente, que trata la integracidn termino a termino de una 
serie de potencias , es una consecuencia del teorema 8.8.3. 


8.8.4 Teorema 


Sea ^ c n x n una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

n =0 

R > 0. Si/es la funci6n definida por 

m = x c n ^ n 

n= 0 > 

4, 

entonces / es integrable en cada subintervalo cerrado de (-R, R\ y 
la integral de / se evaliia integrando termino a termino la serie de po- 
tencias dada; es decir, si x est£ en {-R, R\ entonces 

f mdt = 

Jo nTo n + 1 

Adem£s, R es el radio de convergencia de la serie resultante. 


Demostracion Sea g la funcion definida por 


g(x) = 


+ oo 

X 


c n ^n+1 

n + 1 


Como los terminos de la representation en serie de potencias de f(x) son 
las derivadas de los terminos de la representacidn en serie de potencias de 
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g(.x), las dos series tienen, por el teorema 8.8.1, el mismo radio de conver- 
gencia. Por el teorema 8.8.3 

g'W = f(x) para cada jc en ( -R , R) 

Por el teorema 8.8.2, f\x) = g"(*) para cada * en (-R, R). Debido a qu e/ 
es diferenciable en (-R, R ), / es continua en ese intervalo; en consecuencia, 
/ es continua en cada subintervalo cerrado de (~R, R). Del segundo teore- 
ma fundamental del C&lculo, se concluye que si x estd en (-/?, R ), entonces 

f Rt)dt = g{x) - g( 0) 

Jo 

= 8(x) 

~ [ md ’ - 

El teorema 8.8.4 se emplea con frecuencia para calcular una integral 
definida que no puede evaluarse directamente obteniendo una antiderivada 
del integrando. Los ejemplo 6 y 7, que a continuacidn se presentan, ilustran 
esta tecnica. La integral definida que aparece en estos dos ejemplos es similar 
a la que representa la medida del area de una region bajo la “curva normal 
de probabilidad”. 


► EJEMPLO 6 


(a) Obtenga una representacion en serie de po- 


tencias de 


jv 

Jo 


dt y determine su radio de convergencia. (b) Trace en el 


el mismo rectangulo de inspeccion las graficas de NINT(e“ f2 , 0, x) y el poli- 
nomio que consiste de los primeros diez terminos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a). 


Solution 

(a) Del ejemplo 4, 

y H)V 

para todos los valores de x. Si x se sustituye por t 2 , se tiene 
2 o 

e~ l = 1 - t 2 + — - — -f . . . + (-l) n — + . . . para todos los valores de t 


A1 aplicar el teorema 8.8.4, se integra termino a termino la ecuacion an- 
terior obteniendose 


r 

Jo 


■dt = 



= JC - 



2! -5 



+ (-l) n 


x 2n+l 

n\(2n + 1 ) 


-I- . . . 


La serie de potencias representa la integral para todos los valores de x ; 
por tanto, el radio de convergencia R es +oo. 
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fix) = NINT(c-'\o,jc) 


FIGURA 1 


(b) Puesto que el desarrollo en serie de potencias de Jg e~* 2 dt contiene s61o 
potencias impares de jc, la suma de los primeros diez terminos distintos 
de cero esta dada por P 19 (jc). 

La figura 1 muestra las grdficas de 

NINT(,-.>.0.„ , fl.W - t (-1)” ^T) 

trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe 
c6mo la grdfica del polinomio aproxima la grdfica de la integral. 4 


► EJEMPLO 7 


(a) Utilice el resultado del ejemplo 6 para calcu- 

‘ 1/2 

i 

lar con una exactitud de tres cifras decimates el valor de 


rh 

Jo 


e 1 dt. 


(b) Apoye la respuesta del inciso (a) empleando NINT en la graficadora. 


Solucion 

(a) Se sustituye x por i en la serie de potencias obtenida en el ejemplo 6 a 
fin de obtener 


l 


1/2 


-' 2 dt 


0.5 - 0.0417 + 0.0031 - 0.0002 + . . . 


Esta es una serie altemante convergente con | u n+ { \ < | u n \ . Asi, 
si se emplean los primeros tres terminos para aproximar la suma, por el 
teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del cuarto termino. 
De los primeros tres terminos se tiene 
r 1/2 

| e~ ,2 dt » 0.461 

Jo 

(b) En la graficadora se obtiene 

NINT(<r' 2 , 0, 0.5) = 0.461 

con tres cifras decimales, lo cual apoya la respuesta del inciso (a). M 


► EJEMPLO 8 

cias de tan -1 x. 


Obtenga una representacidn en serie de poten- 


Solucion De la serie (6) de la seccidn 8.7, se tiene 


1 


= 1 - JC 2 


+ jc 4 - jc 6 + . . . + (~\) n x 2n + . . . si | jc | < 1 


1 + jc 2 

A1 aplicar el teorema 8.8.4 e integrando termino a termino se obtiene 


Jo 


i r 3 r 5 r 2«+l 

rh dt - x - T-T“- + ( “ iy, 5rn 


+ . . . 


Por tanto, 


tan l x = X (“I)" 
« = 0 


r In -4-1 


si |x| < 1 


In + 1 


(4) ◄ 
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Aunque el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie de potencias (4) 
represen ta a tan" 1 * solo para valores de x tales que \x\ < 1, el intervalo de 
convergencia de la serie de potencias es [-1, 1] y la serie de potencias re- 
presenta a tan -1 x para toda x en su intervalo de convergencia. Se le pedira 
que demuestre esto en el ejercicio 82 de los ejercicios de repaso para este ca- 
pita lo. Por tan to, 



/(*) = tan"' x 


tan“* x 


I (-D" 


n = 0 



2 n + 1 

i! - 
5 


si | x | £ I 


(5) 


La figura 2 muestra las graficas de 

, 9 r 2/i+l 

fix) = tan" 1 * y P l9 (x) = £ ("l)" f— - ; 

trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [-2, 2] por [-3, 3]. Observe que 
la grafica del polinomio aproxima a la grafica de tan -1 x cuando | x | < 1, lo 
cual apoya (5). 


P l9 (x) = 


lH) fl 


n = 0 


x 2n+t 

(2/i+ 1) 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Six = 1 en (5), entonces 


FIGURA 2 


5 = 1 


^ + 5 


1 1 




+ (-1)” 


1_ 

2 n + 1 


+ . . 


◄ 


La serie del ejemplo ilustrativo 2 no es adecuada para calcular n debido 
a que converge muy lentamente. El ejemplo siguiente proporciona un 
mejor metodo. 


► EJEMPLO 9 Demuestre que 
~ = tan -1 { + tan -1 1 

Aplique esta fdrmula y la serie de potencias para tan" 1 x del ejemplo (8) para 
calcular el valor de /r, con una exactitud de cinco digitos significativos. . 


Solution Sean a = tan 1 ~ y /? = tan 1 Entonces 


tan(a + f$) - 


tan a + tan ft 
1 - tan a tan (3 



3 + 2 
6 - 1 
1 


Por tanto, como 0 < a + f$ < 

f = « + P 

- = tan' 1 \ + tan -1 1 


4 


( 6 ) 
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De la f6rmula (5) con x = ^ , 



- 0.500000 - 0.041667 + 0.006250 - 0.001 116 + 0.000217 - 0.000044 + 0.000009 - 0.000002 + . . . 

Como la serie es altemante y |w n+ i | < | w„ | , entonces, por el teorema 
8.5.4, si los primeros siete t6rminos se emplean para aproximar la suma de la 
serie, el error serd menor que el valor absoluto del octavo tfrmino. Por tan to, 

tan' 1 i « 0.463648 

De la f6rmula (5) con x = {, 



= 0.333333 - 0.012346 + 0.000823 - 0.000065 + 0.000006 - 0.0000005 + . . . 
Si se utilizan los primeros cinco t£rminos para aproximar la suma, 
tan’ 1 1 «. 0.321751 

A1 sustituir los valores de tan -1 \ y tan -1 1 en (6) se tiene 

f - 0.463648 + 0.321751 
= 0.78540 

Si se multiplica por 4 se obtiene, con cinco digitos significativos, n ~ 
3.1416. ◄ 


EJERCICIOS 8.8 


En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: (a) obtenga el ra- 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de 
f; (b) verifique el teorema 8.8.1 para la funcion f esc ribiendo 
la serie de potencias que define a la funcion f y calculando su 
radio de convergencia; (c) determine el dominio de f. 


13. Obtenga una representacidn en serie de potencias de 

— - si I x I < 1, diferenciando (irmino a t^rmino la 

(1 + x) 2 11 

serie (4) de la seccidn 8.7. 

14. Obtenga una representaci6n en serie de potencias de 


i. /(*> = £ : 


2- fix) = £ (-1)" 


3. fix) = £ 


4- fix) = 

Zi vn - 1 




, y, AH" 4 

7. fix) = £ in + 1)(3* - iy 8. fix) = £ {2 X n _ -- 


9. fix) = 


(* ~ D" 


10. fix) = £(-l)' 


, (* - 3)” 
nin - 1) 


11. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener una repre- 


sentaci6n en serie de potencias de ! — — . 

(1 - X) 3 

12. Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una re- 
presentation en serie de e ^~ x . 


si I x I < 1, diferenciando ttimino a ttimino 

(l + x 2 ) 2 1 1 

la serie (6) de la section 8.7. 

±q 2 n 

15. Sea cosh x = > — — para toda *. Obtenga una re- 

Ziw- 

presentacidn en serie de potencias para senh x integran- 
do termino a t^rmino la serie dada de 0 a x. 

16. Obtenga una representaci6n en serie de potencias para 
tanh -1 x integrando termino a ttimino de 0 a a: la repre- 
sentacidn en serie de potencias para (1 - t 2 )~ ] . 

17. (a) Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una 
representaci6n en serie de potencias para e* 2 , (b) Derive 
termino a ttimino la serie obtenida en el inciso (a) 
para determinar una representaci6n en serie de poten- 
cias para xe xl . 

18. Sea / definida por f(x) - Y (-1)" - . (a) De- 

n =o 3 n (n + 2) 

termine el dominio de/. (b) Obtenga f'(x) y determine el 
dominio de/'. 
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19. Utilice el resultado del ejemplo 4(a) para obtener el valor 
de l/Ve con una exactitud de cinco cifras decimales y 
compare el resultado con el valor obtenido en una 
calculadora. 

+ OD 2 n 

20. Si/(;c) = ^ (-l) n calcule /'(|) con una exactitud 

n= 0 3 * 

de cuatro cifras decimales. 

21. Utilice los resultados de los ejemplo 3 y 4(a) para obtener 
una representation en serie de potencias de (a) senh x y 
(b) cosh x. 

22. Demuestre que cada serie de potencias de los incisos (a) y 
(b) del ejercicio 21 pueden obtenerse una a partir de la 
otra me di ante diferenciaciOn tOrmino a termino. 

En los ejercicios 23 a 27, demuestre que la serie de potencias 

es una solucidn de la ecuacion diferencial. 

- 2y = 0 


(a) Demuestre que / es conti nua en 0. (b) Obtenga una 
representation en serie de potencias de J 0 /(r) dt y deter- 
mine su radio de convergencia. (c) Trace en el mismo 
rectOngulo de inspection las gr£ficas de NINT(/(f), 0, x) 
y el polinomio que consiste de los primeros diez tOrmi- 
nos diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

38. Realice el ejercicio 37 si 


m = 


tan 


si t * 0 
si t = 0 


23. y 


2 " „ 

L n\ X ' dx 


24. 


+« i 

I — 

Jmd n 


i.Jy 

2 n n\ * ’ dx 


xy = 0 


39. Para la funciOn del ejercicio 37, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular J 0 f(t ) dt con una exacti- 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

40. Para la funcion del ejercicio 38, utilice la serie del inciso 

r |/4 

(b) de ese ejercicio para calcular j 0 f{t) dt con una exac- 
titud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

En los ejercicios 41 a 46, calcule con una exactitud de tres cifras 


25. 

y. V ,2.-1. *7 + y = 0 

y ~j(2n - 1)! X 'dx 2 y 

decimales el valor de la integral definida empleando series, y 
apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora . 

26. 

r 2n j2 

y = x + y (- 1 )” 4 — ; —4 + y - x = o 
n tV dx 2 

4, j 

f * 

J 

r * 


l 1 + * 3 

1 i + * 4 

27. 

y = I(-I)V jy- t r 2 "+>;f?+x d /+y = 0 

“ 0 (2n + 1)! dx 2 dx 

43. 1 

rm 

tan’ 1 x 2 dx 

44. 1 

r i/2 

e~ xl dx 

28. 

Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener la suma de 

J 

0 

J 

0 


la serie Y — 

l—L r, n 

n = l Z 

En los ejercicios 29 a 32, obtenga una representacion en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye graficamente la respuesta. 


29. 


45. 


f 1 
Jo 


x senh fx dx 


46. 


r 1/2 

C 

Jo 


cosh x 2 dx 


„ r 


e l dt 

30. [ dt 


Jo ' 2 + 4 


f X 

dt 

32. tan ’ 1 1 dt 

4.- r 

Jo 


47. Utilice la serie de potencias de (4) para calcular tan -1 \ 
con una exactitud de cuatro cifras decimales, y compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 

X MV y/U) = 0, calcule /(f) 

n=0 


48. Si fix) 

con una exactitud de tres cifras decimales. 


49. Si g'(x) = £ (-1)" 


En los ejercicios 33 a 36, calcule con una exactitud de tres ci- 
fras decimales el valor de la integral mediante dos metodos : 
(a) utilice el segundo teorema fundamental del Cdlculo; (b) 
emplee el resultado de ejercicio indicado. 


n = 0 


n L + 3 


y g{ 0) = 0, obtenga g{ 1) 


f 1 

I. e t dt ; ejerci 

Jo 

r 


; ejercicio 29 34. 


■ l 

; ejercicio 30 

Jo ' 2 + 4 


con una exactitud de dos cifras decimales. 

50. Obtenga una serie de potencias para xe x al multiplicar 
la serie para e x por x; despuOs integre, tOrmino a ttirnino 
de 0 a 1, la serie resultante para demostrar que 

+°° 

v 1 


' nl (#i + 2) 


1 

2' 


ejercicio 31 


51. (a) Obtenga una representation en serie de potencias para 
x 2 e~ x . (b) Al diferenciar tOrmino a tOrmino la serie del 


inciso (a), demuestre que £ (-2)" +1 


n + 2 


= 4. 


36. | tan 1 t dr, ejercicio 32 

37. Sea 


52. (a) Obtenga una representation en serie de potencias para 


fit) = 


e' - 1 


1 


e* - 1 


si t * 0 
si r = 0 


. (b) Al diferenciar tOrmino a tOrmino la serie del 


inciso (a), demuestre que ^ 




i. 
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53. 


54. 


55. 


A1 integrar, termino a termino de 0 a x, la representa- 
ci6n en sene de potencias para t tarf 1 /, demuestre que 


XH) n+l 


JC 2 " 41 

(2 n - 1)(2 n + i) 


j(( x 2 + l)tan l x - x] 


(a) Obtenga una representation en serie de potencias para 
e' x . (b) A1 diferenciar termino a termino dos veces la 
serie de potencias del inciso (a), demuestre que 


Xc-ir 41 


2n + 1 
2 n n\ 


1 


Suponga que la funcion / tiene la representacidn en serie 


57. 


58. 


para toda x, y /( 0) = 1. (b) Verifique el resultado del 

dy 

inciso (a) resolviendo la ecuaci6n diferencial = 2xy 
condition inicial y — 1 cuando x — 0. 

Suponga que una funcion / tiene la representacion en serie 

de potencias £ c n x n . Si / es una funcion par, demuestre 

n = 0 

que c n = 0 cuando n es impar. 

Determine la serie de potencias en x de fix) si f"(x) = 
- fix), /( 0) = 0 y /'( 0) = 1. Tambidn, determine el 
radio de convergence de la serie resultante. 


de potencias £ c n x n , donde el radio de convergence es 

n=0 

R > 0. Si / f (jt) = f(x ) y /(0) = 1, obtenga la serie de 
potencias empleando solo propiedades de series de po- 
tencias. No utilice nada acerca de la funci6n exponencial. 


59. Suponga que la constante 0 tiene una representacion en 

-f-OQ 

serie de potencias £ c„x n > donde el radio de convergen- 

/i=0 

cia es R > 0. Demuestre que c n = 0 para toda n. 


56. (a) Utilice unicamente propiedades de las series de po- 
tencias para obtener una representacion en serie de 
potencias de la funcion / si f{x) > 0 y f\x) = 2x f{x) 


60. Discuta la importancia de la diferenciacion e integracion 
de series de potencias. lncluya en la discusion un ejem- 
plo de como se aplica cada operacion. 


8.9 SERIES DE TAYLOR 


Se ha visto como ciertas funciones racionales asi como algunas funcio- 
nes trascendentes, tales como e x y tan -1 x , pueden expresarse como series 
de potencias. Ahora se mostrara como obtener representaciones en series de 
potencias de funciones que tienen derivadas de todos los ordenes, es decir, 
funciones que son infinitamente diferenciables. 

Suponga que / es una funcion definida mediante una serie de poten- 
cias; esto es, 

f{x) = C Q + C\X + C'lX 2 + C 3* 3 + . . . + c n x n + . . . (1) 

cuyo radio de convergencia es R > 0. De las aplicaciones sucesivas del teo- 
rema 8.8.3, / es infinitamente diferenciable en (-/?, R). Las derivadas con- 


secutivas de/son 

f(x) - c | + 2 c 2 x + 3 c 3 x 2 + 4c 4 jc 3 + . . . + nc n x n ~ l + . . . (2) 

f'ix) = 2 c 2 + 2 • 3c 3 x + 3 • 4 c 4 x 2 + ... + («- 1 )nc n x n ~ 2 + . . . (3) 

fix) = 2 • 3 C 3 + 2*3* 4 C 4 X +... + («- 2 )in - l)nc n x n ~ 3 + . . . (4) 

f\x) = 2*3-4 c 4 + ... + (« - 3)(« - 2 )(n - 1 )nc n x n ~ 4 + . . . (5) 

etc. Si a: = 0 en (1) - (5), 


m = c 0 /'( 0) = Cl /"( 0) = 2 !c 2 /'"( 0) = 3!c 3 / (4 >(0) = 4 \c 4 


De modo que 

Co = /( 0) c, = /'( 0) c 2 = f - c 3 


rm r - 

3! 4 _ 4! 


En general 

= / (n) (0) 


para todo numero entero positivo n 
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Esta formula tambi6n se cumple cuando n = 0 si se considera /< 0) (0) 
como /( 0) y 0! = 1 . For lo que de esta formula y de (1), la serie de potencias 
de/en x se puede escribir como 


£ - AO) + HO* + 


OLS..... 

2! n! 


(6) 


En un sentido mds general, considere la funcion / como una serie de 
potencias en x - a; es decir, 


m = £ C„ (At - a)" 

n = 0 

= c 0 + CjU - a) + c 2 t* - a) 2 + . . . + c n (x - a) n + . . . (7) 

Si el radio de esta serie es R, entonces / es infinitamente diferenciable en 
(( a - R, a + R). Las derivadas sucesivas de la funcion (7) son 

f\x) = Ci + 2 c 2 (x - a) + 3c 3 (jc - a) 2 + 4c 4 (jc - a) 3 + ... + nc n (x - a) n ~ l + . . . 

f"(x) = 2c 2 + 2 • 3 c3(x - a) + 3 • 4 c 4 (x - a) 2 + . . . + (n - \)nc n (x - a) n ~ 2 + . . . 

/'"(*) = 2 • 3c 3 + 2 • 3 • 4c 4 (x -«) + ... + («- 2 )(/i - l)nc n (jc - a) rt “ 3 + . . . 

etc. Si se considera x = a en la represen taciones de series de potencias de/y 
en sus derivadas, se tiene 


cq = f(d) c { = f\a ) c 2 


/"(g) 

2 ! 


c 3 


rxa) 

3! 


y en general 

r _ f {n) (a) 

n ~ n\ 


( 8 ) 


De esta fdrmula y (7), la serie de potencias de / en jc - a puede escribir- 
se como 


Z ~ a ? = m + /(«)(* - «) + - «) 2 + • • . + - a) n + . . . (9) 

»=0 

La serie (9) se denomina serie de Taylor de /en a. El caso especial de 
(9), cuando a = 0, es (6), y se llama serie de Maclaurin. 

Observe que la «-6sima suma parcial de la serie infinita (9) es el poli- 
nomio de Taylor de grado n de la funcion /en el numero a , estudiado en la 
section 8.1. 


► EJEMPLO I 


Calcule la serie de Maclaurin para e x . 


Solution Si f{x) = e x ,f^ n Xx) = e x para toda jc; por tanto, /W(0) = 1 

para toda n. Asi, de (6) se tiene la serie de Maclaurin: 


e x - 1 + x + 



+ 


+ 


*1 

n\ 


+ . . . 


( 10 ) 

◄ 
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sen x 


Observe que la serie para e x del ejemplo anterior es la misma que la 
del ejemplo 3 de la seccibn 8.8. 


► EJEMPLO 2 (a) Obtenga la serie de Taylor para sen jc en a. 

(b) Utilice la respuesta del inciso (a) para escribir la serie de Taylor de sen x 
en \n. 

Solucion 

(a) Si /(j c) = sen jc, entonces f\x) = cos x , /"(jc) = -sen jc, f"\x) = 
-cos x ,f^ 4 \x) = sen jc, y asi sucesivamente. De este modo, de la formu- 
la (8), c 0 = sen a, C\ = cos a, C 2 = (-sen a)/ 2!, c 3 = (-cos a)/ 3!, 
c 4 - (sen a) j 4!, etc. La serie de Taylor requerida se obtiene de (9), y es 


sen jc = sen a + (cos a)(x - a) - (sen a) 


(x 


2! 


0)2 - (cos a) — 


a) 2 


3! 


+ (sen a) 


(x - a) 4 
4! 


+ . . 


(b) Con a - x -n en la serie anterior, se tiene 


sen \n + (cos \k)(x - \k) - (sen -k) 


(X - \ n) 2 


2! 


- (cos j n) 


(•* - 4 n) 3 , _Jx - | n ) 4 


V2 V2 _ , _ V2 ~ ? ^) 2 _ V2 (£ 4 

2 2 1 4 ; 2 2! 2 3! 


1 n:) 3 


3! + (sen |tt)- 

V2 (* ~ 7 ff ) 4 

h 2 4! 


4! 


+ . . . 


V2 

2 


+ (jc - \ k) - 


(x - l K) 2 _ u 4__ 

2! 3! 


f 7T) 3 


(x - \k) 4 


4! 


+ . . . 


(ID 

◄ 


Se puede deducir que una representacibn en serie de potencias de una 
funcion es unica. Esto es, si dos funciones tienen los mismos valores de fun- 
cibn en algun intervalo que contiene a a, y si las dos funciones tienen una 
representacion en serie de potencias en jc - a, entonces estas series deben ser 
la misma debido a que los coeficientes en la series se obtienen a partir de los 
valores de las funciones y sus derivadas en a . Por tan to, si una funcion tiene 
una representacion en serie de potencias en jc - a , esta serie debe ser su se- 
rie de Taylor en a. En consecuencia, la serie de Taylor para una funcion dada 
no se obtiene empleando la formula (9). Cualquier metodo que proporcione 
una serie de potencias en jc - a que representa la funci6n, ser£ la serie de 
Taylor de la funcibn en a. 


► EJEMPLO 3 Utilice la serie (10) a fin de obtener la serie de 
Taylor parae x en a . 

Solution Primero se escribe e x = e a e x ~ a y despubs se utiliza la serie 
(10) donde jc se reemplaza por jc - a. Por tanto, 


+ (jc _ a) + (£^ + (£^£)i + 




◄ 


Una cuestibn natural que surge es: Si una funcibn tiene una serie de 
Taylor en jc - a cuyo radio de convergencia es R > 0, £esta serie represen- 
tar& la funcibn para todos los valores de jc del intervalo (a - R, a + R ) ? Para 
la mayoria de las funciones elementales la respuesta es si. Sin embargo, exis- 
ten funciones para las cuales la respuesta es no. El ejemplo siguiente muestra 
este hecho. 
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► EJEMPLO 4 


Sea / la funci6n definida por 


e x 2 si jc ^ 0 

0 si jc = 0 


Obtenga la serie de Maclaurin para /, y demuestre que converge para todos 
los valores de jc, y que s61o representa a /(jc) cuando jc = 0. 

Solucion Observe que / es continua en jc = 0 porque lim e~^ x2 = 0 

x->0 

y/(0) = 0. A fin de obtener/'(0), se aplica la definici6n de derivada. 


/'( 0) = lim 


-Ux 2 _ 0 


o JC - 0 


Como lim(l/jc) = +oo y lime 1 /* 2 = +oo, puede emplearse la regia 

x — >0 x — >0 

de L’Hopital. Por tanto, 


/'( 0) = lim — — 
*-»« e Ux 2 


(-i) 



[-3, 3] por [-2, 2] 


e ,x si x * 0 
0 si jc — 0 


FIGURA 1 


Por medio de un m6todo semejante, empleando la defmicidn de derivada y 
la regia de L’Hopital, se obtiene 0 para cada derivada. Asi,/ (rt) (0) = 0 para 
toda n. Por tanto, la serie de Maclaurin para la funcidn dada es 0 + 0 + 
0 + ... + 0 + .... Esta serie converge a 0 para toda jc; pero, si 
* * 0,/(.t) * 0. ◄ 

La figura 1 muestra la gr&fica de la funcion del ejemplo 4 y su asfntota 
horizontal y = 1 trazadas en el rectdngulo de inspeccidn de [-3, 3] por [-2, 2]. 
Observe que la grdfica es tangente al eje jc el origen, lo cual apoya el hecho de 
que/'(0) = 0. Lo “piano” de la grdfica en el origen es consistente con el he- 
cho de que las derivadas de orden superior tambi£n son cero cuando jc = 0. 

El teorema siguiente proporciona un criterio para determinar si una 
funcion esta representada por su serie de Taylor. 


Teorema 


Sea /una funcitio tal que/ y todas sus derivadas existen en algiin in- 
tervale (a - r y a + r). Emonces la funcidn esed representada por su 
serie de Taylor 


n-0 n - 

para toda jc tal que I x - a \ < r si y s6\o si 
lim R n (x) = lim } — t ^(x - 

ti — ►+** 11 a-» + « (« + i)! 

= 0 

donde cada z n esta entre x y a. 
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Demostracion En el intervalo (a - r, a + r), la funcion / satisface la 
hipotesis del teorema 8.1.1, entonces 

fix) = P n (x) + R n (x) ' (12) 

donde P n (x) es el polinomio de Taylor de n-esimo grado de/en a y R n (x) es 
el residuo, expresado como 

R„(x) = ~ af +i (13) 

in + 1)! 

donde cada z n esta entre xy a. 

Ahora bien, P n ix) es la n-esima suma parcial de la serie de Taylor de 
/en a. De modo que si se demuestra que Mm P n i x) existe y es igual a fix) si 

y solo si lim ft„(;c) = 0, el teorema se habrd demostrado. De (12), 

/I-M-oo 

P n( x ) = f(x) ~ R„(X) 

Si lim R„(x) = 0, se deduce de esta ecuacion que 
lim Pnix) = f(x) - lim R n (x) 

n— » + eo n-4 + OO 

= fix) - 0 
= f(x) 

Ahora, dada la hipotesis de que lim P n (x) = fix) se desea demostrar que 
lim R n {x) = 0. De(12), 

n— > + <» 

R n (x) = fix) - P„(x) 


A si. 


lim R„(x) = fix) - lim P„(x) 

n — ► + °° n — > + °° 

= fix) - fix) 

= 0 

Esto demuestra el teorema. ■ 


El teorema 8.9.1 tambien se cumple para otras formas del residuo R n ix) 
ademas de la forma de Lagrange. 

A menudo es dificil aplicar el teorema 8.9.1 debido a que los z„ son 
arbitrarios. Sin embargo, en ocasiones puede obtenerse una cota superior 
para R„ix), y puede ser posible demostrar que el lfmite de la cota superior es 
cero conforme n — > +oo. El lfmite siguiente es dtil en algunos casos: 

lim — — — 0 paratodajc (14) 

n^ + oo nl 


Esto se deduce del ejemplo 2 de la seccion 8.7, donde se demostro que la serie 

de potencias ^ — es convergente para todos los valores de jc, y en Conse- 
nt n ' 

cuencia, el lfmite de su rc-esimo termino debe ser cero. De manera similar, 

a \n 

como 2^ - es convergente para todos los valores de x , entonces 

n=0 


lim 


n\ 

jx - a) n 
nl 


= 0 para toda x 


(15) 
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► EJEMPLO 5 Aplique el teorema 8.9.1 a fin de demostrar que 
la sene de Maclaurin de e x y obtenida en el ejemplo 1, representa la funcion 
para todos los valores de x . 

Sol UC ion La serie de Maclaurin de e x es la serie ( 10) y 

n() (n + l)! 
donde cada z n esta entre 0 y x. 

Se debe demostrar que lim R n = 0 para toda x. Se tienen tres casos: 
x > 0, x < 0 y x = 0. 

Si x > 0, entonces 0 < z n < x\ en consecuencia, e Zn < e x , por lo que 


e ” , x n+l < e x ~ L 


(n + 1)!' 


( n + 1)! 


De(14), lim — = 0, y asi, 

( n + 1 )! 


lim e x = 0 

n-H-oo ( n + 1)! 


Por tanto, de ( 1 6) y del teorema de estriccion se infiere que lim R n {x) = 0 

n— M-oo 

Si jc < 0, entonces x < z n < 0 y 0 < e Zn < 1. Por tan to, si jc^ 1 > 0, 


0 < x " +l < 

(« + D! 

y si x n+ 1 < 0, entonces 


(n + ])! 


f". . < e ±— x n+i < 0 

(n + 1)! (n + 1)! 

En cualquier caso, como lim = 0, se concluye que lim R n = 0. 

n — ► +°o (n +1)! n-^+oo 

Por ultimo, si x - 0, la serie tiene la suma de 1, la cual es e°. En 
consecuencia, la serie (10) representa e x para todos los valores de x. A 

Del ejemplo anterior se puede escribir 


= y' — 
n 1 


X 2 Jc 3 

= !+*+— + —+... para toda x 


y esto concuerda con el ejemplo 3 de la seccion 8.8. 


► EJEMPLO 6 Demuestre que la serie de Taylor para sen x en a, 
obtenida en el ejemplo 2(a), representa la funcion para todos los valores de jc. 

Sol UC ion Se aplicara el teorema 8.9. 1 ; esto es, se demostrara que 
lim R„(x) = lim ¥*L(x ~ a) n+l 

n -+ + '*> w /i-> + - (/j +1)! 
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FIGURA 2 



[-K, n ] por f-2, 2] 


f(x) - sen x 



Como/(jc) = sen jc, entonces f^ n+x \z n ) serd uno de los numeros: cos z n , sen z n 
-cos z n o -sen z n . En cualquier caso, |/ (n+1) fe n ) I ~ 1* P° r tanto, 




(17) 


lx — 

De (15), lim — = 0. Asi, por el teorema de estriccidn y (17) se 

( n + 1 )! 

deduce que lim R n (x) = 0. 4 


En el ejemplo 2(b), se obtuvo la serie de Taylor (11) para sen * en ±;r, 
del ejemplo 6 se sabe que esta serie representa sen jc para todos los valores de 
jc. La gr&fica de la funcidn seno y de los polinomios de Taylor P^(jc), P 2 ( jc), 
P 3 (jc), P 4 (x) y P$(x) en ^ estdn trazados en las figuras 2 a 6, respecti- 
vamente. Observe c<5mo aproximan las gr£ficas de los polinomios la gr£fica 
de la funcidn seno en | /r, y como las aproximaciones mejoran conforme n 
se incrementa. 


► EJEMPLO 7 Utilice la serie de Taylor para sen jc en x -n para 
calcular el valor de sen 47° con una exactitud de cuatro cifras decimales. 
Compare el resultado con el valor de sen 47° obtenido en una calculadora. 

Solution Primero se expresa sen 47° en radianes: 47° equivale a 
^;rrad. De la serie (11), con jc = ~ny x - \n - <^;r,setiene 

sen ^q71 = - 42 + - 42 * - ~ 42 ^ ^ 7t) 2 - - 42 • ~ ^ ft) 3 + . . . 

- \ 42(1 + 0.03490 - 0.00061 - 0.000002 + . . .) 

Si se considera 42 ~ 1.41421 y se emplean los tres primeros terminos de la 
serie, se obtiene 


FIGURA 3 


sen *Ln * (0.70711)(1.03429) 
* 0.73136 



A1 redondear a cuatro cifras decimales se tiene sen 47° ~ 0.7314. El error 
cometido al utilizar los tres primeros tdrminos es R 2 ( ^ ft) y de (17), 



Entonces, el resultado esti entre 0.73136 - 0.00001 y 0.73136 + 0.00001; 
esto es, el resultado estd entre 0.73135 y 0.73137. Asi, con una exactitud de 
cuatro cifras decimales, se tiene 


f(x) = sen x 



sen * 0.7314 

En la calculadora se obtiene sen 47° = 0.731354, lo que, con cuatro ci- 
fras decimales, concuerda con el resultado anterior. M 


Si se considera a = 0 en la serie de Taylor para sen jc, obtenida en el 
ejemplo 2(a), se tiene la serie de Maclaurin: 


sen* * 


£o (2 « + D! 



para toda * 


FIGURA 4 
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/( Jt) = sen x 


p < w =f[ 1+ ( x "H - 


A1 diferenciar termino a termino esta serie (vea el ejercicio 1), se obtiene 
la serie de Maclaurin para cos jt: 






.. 2 y 4 

2? 41 6! 


para Coda x 


1 " - ► EJEMPLO 8 


Utilice series para evaluar con cinco cifras 


2! decimales 

r ' 


3 ! 

FIGURA 5 


4! 


h f senjc 

^ *' 0.5 x 


dx 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


Solucion No puede obtenerse una antiderivada de la integral en t6rmi- 
nos de funciones elementales. Sin embargo, de la serie de Maclaurin para 
sen x se tiene 



f{x) - sen X 


P 3 U) = — 1 + (x - ~ n) - 


(* “ \ *) 2 
2 ! 


(^ - 4 ^) 3 t 


4! 






sen jc 

jt 


= - • senjc 
jc 


= 1 
jt 


_ *3 ! + _ ) 

3! 5! 7 ! 9 ! / 

Jt 2 JC 4 Jt 6 Jt 8 

3! 5! 7! 9! 


lo cual es cierto para toda Jt * 0. A1 emplear la integracidn termino a t€r- 
mino resulta 


f sen jc 

Jo.5 * 


dx = jc - 


3 • 3! 5-5! 7-7! 9 -9! 


l 

0.5 


* (1 - 0.0555555 + 0.0016667 - 0.0000283 + 0.0000003 - . . .) 
- (0.5 - 0.0069444 + 0.0000521 - 0.0000002 + . . .) 

Cada conjunto de parSntesis contiene una serie altemante convergente con 
\u n+ \ | < | «„ | . En el primer grupo de parentesis se emplean los prime- 
ros cuatro tdrminos debido a que el error obtenido es menor que 0.0000003, y 
en el segundo conjunto, se utilizan los tres primeros terminos, donde el error 
obtenido es menor que 0.0000002. A1 realizar los cdlculos y redondear a 
cinco cifras decimales resulta 


FIGURA 6 


£ 


sen jc 


dx « 0.45298 


En la graficadora se obtiene 

NINT((senjt)/jt,0.5, 1) = 0.45298 


lo cual apoya la respuesta. 
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EJERCICIOS 8.9 


1. Obtenga la sene de Maclaurin para cos* diferenciando 
tOrmino a termino la sene de Maclaurin para sen *. 

2. Obtenga la serie de Maclaurin para senh* aplicando la 
f6rmula (6), y demostrando que la serie representa a 
senh * para todos los valores de *. 

3. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh* aplicando la 
formula (6), y demostrando que la serie representa a 
cosh * para todos los valores de *. 

4. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh * efectuando ope- 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e~ x . 

5. Obtenga la serie de Maclaurin para senh * realizando ope- 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e~ x . 

6. Obtenga la serie de Maclaurin para senh* diferencian- 
do termino a termino la serie de Maclaurin para cosh*. 
Tambien diferencie la serie de Maclaurin para senh* a 
fin de obtener cosh *. 

7. Obtenga la serie de Taylor para e x en 3 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

8. Obtenga la serie de Taylor para e~ x en 2 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

En los ejercicios 9 a 14, obtenga una representacion en serie 
de potencias para la funcion en el numero a, y determine su 
radio de convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 

9. f(x) = In*; a = 1 10. /(*) = Tx\a = 1 

11. /(*) = \fx;a = 8 12. /(*) = sen*; a = 

13. fix) - cos *; a = | k 14. /(*) = 2 X ; a = 0 

15. Obtenga la serie de Maclaurin para sen 2 *. 

Sugerencia: sen 2 * = |(1 - cos lx). 

16. Obtenga la serie de Maclaurin para cos 2 *. 

Sugerencia: cos 2 * = |(1 + cos 2*). 

17. Determine los tres primeros terminos diferentes de cero 
de la serie de Maclaurin para tan *. 

18. Determine los tres primeros terminos diferentes de cero 
de la serie de Taylor para cot * en ~ k. 

19. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la diferenciacion 
termino a termino para obtener los tres primeros termi- 
nos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para sec 2 *. 

20. Emplee la respuesta del ejercicio 18 y la diferenciacion 
termino a termino para obtener los tres primeros terminos 
diferentes de cero de la serie de Taylor para esc 2 * en | k. 

21. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la integration ter- 
mino a termino para obtener los tres primeros terminos 
diferentes de cero de la serie de Maclaurin para In sec *. 

22. Utilice la respuesta del ejercicio 18 y la integration ter- 
mino a termino para obtener los tres primeros terminos di- 
ferentes de cero de la serie de Taylor para In sen * en x -n. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice una serie de potencias para 
calcular con la exactitud indicada el valor de la cantidad y 
compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 


23. cos 58°; cuatro cifras decimales. 

24. \[e ; cuatro cifras decimales. 

25. 3/30 ; cinco cifras decimales. 

26. senh ^ ; cinco cifras decimales. 

27. ln(0.9); cuatro cifras decimales. 

28. 3/29 ; tres cifras decimales. 

29. Emplee la serie de Maclaurin para e x a fin de calcular el 
valor de e con una exactitud de siete cifras decimales, y 
demuestre que la respuesta tiene la exactitud requerida. 

En los ejercicios 30 a 33, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida. Apoye 
la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


T 

T' 


4xe 


dx 


cos V* dx 


,, f 

r 

Jo 


sen x 2 dx 


ln(l + sen*) dx 


34. (a) Obtenga la serie de Maclaurin para fit ) dt , donde 


/(') = 


sen t 
t 


si t * 0 
si t = 0 


Observe que / es continua en 0 debido a que lim/(f) = 

/(0). (b) Trace en el mismo rectangulo de inspection las 
graficas de NINT(/(r), 0, *) y del polinomio de Maclaurin 
que consiste de los diez primeros tOrminos diferentes de 
cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la serie del inciso 
(a) para calcular J 0 fit) dt con una exactitud de tres 
cifras decimales y apoye la respuesta empleando NINT 
en la graficadora. 

35. (a) Obtenga la serie de Maclaurin para j* git) dt, donde 


f 1 ~ cos t 
8(t) = \ t 
0 


si t * 0 
si t = 0 


Observe que g es continua en 0 debido a que 
lim git) = g(0). (b) Trace en el mismo rectangulo de ins- 
pection las graficas de NINT(g(f), 0, *) y del polinomio 
de Maclaurin que consiste de los diez primeros terminos 
diferentes de cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la 
serie del inciso (a) para calcular J 0 git) dt con una exacti- 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta emplean- 
do NINT en la graficadora. 

36. La funcion E definida por 

E(x) = 3= [ e~' 2 dt 

se denomina funcion error, y es importante en estadfstica 
matematica. Obtenga la serie de Maclaurin para la funciOn 
error. 
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37. Determine a n (n = 0, 1, 2, 3, 4) de modo que eJ polino- 
mio 

fix) = 3* 4 - 17 X 3 + 35* 2 - 32* + 17 
se escriba en la forma 

fix) = a 4 (x - l) 4 + a 3 (x - l) 3 + 

a 2 (x - l) 2 + a x {x - 1) + a 0 

38. Determine a n (n - 0, 1, 2, 3) de modo que el polinomio 


f(x) = 4* 3 - 5* 2 + 2x - 3 
se escriba en la forma 

f(x) = a 3 (;t + 2) 3 + a 2 (jr + 2) 2 + £](.* + 2) + a 0 

39. Cuando se utiliza una serie de Taylor de una funcion / en 
a para calcular un valor de funcion particular, ^que es lo 
que determina la eleccion de n? Invente un ejemplo para 
ilustrar la respuesta. 


8.10 SERIES DE POTENCIAS PARA LOGARITMOS NATURALES 
Y SERIE BINOMIAL 


Se concluye el estudio de series infinitas en esta seccidn al considerar y apli- 
car dos series basicas: (i) la serie para calcular logaritmos naturales y (ii) la 
serie binomial. 

A fin de obtener la serie para calcular logaritmos naturales, primero se 
determinard una representacion en serie de potencias de ln(l + x ), en el 
ejemplo ilustrativo siguiente 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

finida por 

m = 


Considere la funcion / de- 


1 + t 


Una representacion en serie de potencias para esta funcion esta dada por la 
serie (4) de la seccion 8.7, la cual es 


= 1 - t + t 2 - t 3 + ... + (-iy t n + 

l + t 


Al integrar tdrmino a tdrmino se obtiene 

X 

i-\) n t n dt si |*| < 1 


si m < 1 


J m x + oo rx 

.r 


Por tanto, 
ln(l + x) = x - 
« ln(l + *) = si b| < 1 


„ r n+1 

- + v - ^ + • • • + (-iy £ — t 

2 3 4 n + 1 


si \x\ <1 


( 1 ) 


Como | x | < 1, |l + x | = 1 + x. Por esta razdn no son necesarias 
las barras de valor absolute al escribir ln(l + x). A 


En el ejemplo ilustrativo 1, el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie 
de potencias (1) representa la funcion s<51o.para valores de x en el intervalo 
abierto (-1, 1). Sin embargo, la serie de potencias es convergente en el ex- 
tremo derecho 1, como se mostro en el ejemplo 1 de la seccidn 8.5. Cuando 
x = -1, la serie de potencias se transforma en la negativa de la serie armo- 
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nica y es divergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie 
de potencias ( 1 ) es (-1, 1], 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra que la serie de poten- 
cias (1) representa ln(l + x) en x = 1 al probar que la suma de la serie 

— n 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 


fix) = In LZ*. 

I - x 

P X (X) = 2x 

FIGURA 1 


2j - — “ — la rt-6nesima suma parcial es 

1.1 1 




Para la serie infinita 


( 2 ) 



De la definici6n 8.3.2 se deduce que si se muestra que lim s n = In 2, se 
habra probado que la suma de la serie es In 2. 

De algebra, se tiene la siguiente formula para la suma de una serie 
geometric a finita: 

a + ar + ar 2 + ar 3 + ... + ar n ~ x = a - ~ ar - 


1 - r 


1 - t + t 2 - t 3 + ... + (- t) n ~ x = 1 ^ ^ * -- ■ 


fix) = In 


t - x 


7jU) 


■ i- * t ) 


De esta fdrmula, con a = 1 y r = -t, se obtiene 
1 - t + t 2 - t 3 + . . , 
lo que puede escribirse como 


l - t + t 2 - t 3 + ... + (-ir-V' 1 -' = + (-iy +l 

i + t l + t 


FIGURA 2 


f 

JO 


[1 - 


Al integrar de 0 a 1 resulta 
/ + 1 2 - 1 2 + ... + 
de donde, 


= ( r— — + (-l) n+1 f -~dt 

Jo + 1 Jo 1 + ' 



+ + " + (“I)"' 11 = 1" 2 + (-l) n+l f ~~dt (3) 

2 3 4 n J 0 1 + t 

Con respecto a (2), se observa que el miembro izquierdo de (3) es s n . Si se 
considera 


*• ~ ( " ir ' f rn 

se puede escribir (3) como 
S n = In 2 + R n 

tn 


dt 


(4) 


P 5 ix) 


7*t) 

FIGURA 3 


t n 

Como ^ + ^ t n para toda t en [0, 1], entonces, por el teorema 4.6.1, se obtiene 

f ~—dt < [ t n dt 

Jo 1 + t Jo 
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En consecuencia. 


os |s ' 1 ^ 


Como lim - = 0, de la desigualdad anterior y del teorema de es- 

«->+~ n + 1 

tricci6n se infiere que lim R n = 0. Por tanto, de (4), 


lim j n = In 2 + lim R n 

n— ♦+« n— >+“ 

= In 2 


Asi, 


K-i) 


«- a _ 


= i 




” T + 


= In 2 


(5) 

◄ 


De los ejemplos ilustrativos 1 y 2 se puede concluir que la serie de po- 
tencias (1) representa ln(l + x) para toda x en su intervalo de convergen- 
ce (-1, 1]. 

Aunque la suma de la serie (5) es In 2, esta serie converge muy len- 
tamente para aplicarla en el calculo de In 2. Se necesita otra serie para el 
cdlculo de logaritmos naturales, y ahora se procederd a obtenerla. 

De (1) 


ln(l + x) = x- 4 + 4 - • + ("I)"" 1 — + • ■ 

2 3 n 


para x en (-1, 1] (6) 


Si jc se sustituye por ~x en esta serie, resulta 


r 2 v 3 y -4 y.n 

ln(1 - x) = -x - y ~ T ~T ~ ~ 


parajc en [-1, 1) (7) 



fix) = In 


1 + * 
t - a: 


P n ix) = l[x + — -f- — + — ) 
V 3 5 7 / 


3 5 

FIGURA 4 


A1 restar termino a tfrmino (7) de (6) se obtiene 

r 2u-i 


In 




2n - l 


. . .) si I 


X < 1 


( 8 ) 


1 4* JC 

Las graficas de /(jc) = y de los polinomios /^(jc), P 3 (jc), P 5 (jc) y 

P 7 (x) de la serie (8) se han trazado en las figuras 1 a 4, respectivamente, mos- 
trando como las grdficas de los polinomios aproximan la grafica de / 
cuando | jc | < 1. 

La serie (8) puede emplearse para calcular el logaritmo natural de cual- 
quier numero positivo. Para aplicar la serie al cdlculo de In y se considera 


y = 


1 + jc 

1 - JC 


y entonces 


y - 1 

* = 

y + i 


M < 1 


(9) 


► EJEMPLO 1 Calcule In 2 con una exactitud de cinco cifras 
decimales y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 
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Solution De (9), si y = 2, entonces x = ± . Por tanto, de (8), 

1" 2 = 2 ( 3 + F + 5 • 3 5 + 7 • 3? + 9 • 3 9 + 1 1 • 3 U + " ') 

/11 1 1 1 1 \ 

_ 2 \ 3 81 1 215 15 309 177 147 1 948 617 + ' ' J 

= 2(0.333333 + 0.012346 + 0.000823 + 0.000065 + 0.000006 + 0.000001 + . . .) 

A1 utilizar los primeros seis terminos del pardntesis, multiplicar por 2, y re- 
dondear a cinco cifras decimales se obtiene 

In 2 * 0.69315 

lo que concuerda con el valor obtenido en la calculadora. ^ 


A fin de obtener la serie binominal , primero se considera el teorema del 
binomio estudiado en algebra. El teorema del binomio expresa (a + b ) m , 
donde m es un numero entero positivo, como la suma de potencias de a y b 
como sigue: 

(. a + b) m = a m + ma m ~'b + + . . . + m(m zJl— Lj- ~ * + \ l a m ~ k b k + ...■¥ b m 

A1 considerar a = 1 y b = x, y aplicar el teorema del binomio a la expre- 
sion (1 + jc) m , donde m no es un numero entero positivo, se obtiene la serie 
de potencias 


1 + mx + 


mjm ~ 1) „2 . m(m - l)(m - 2) 3 m(m - l)(m - 2) 

2! 3! n 


(m - n + 1) 


( 10 ) 


Esta es la serie de Maclaurin para (1 + xY 1 denominada serie binomial. 
Para determinar el radio de convergencia se aplica el criterio de la razon y 
se obtiene 


lim 

/!->+■» 


+ 1 
u n 


lim 

/!-» + « 


m(m - 1) • . . . • (m - n + 1 )(m - n) n+1 
(n ± 1 )! ^ 

m(m - 1) • . . . ♦ (m - n + 1) n 


= lim 


n + 1 


M 


= lim 


bl 


i + 


bl 


Por lo que la serie es convergente si | jc | < 1. A continuacion se demostrard 
que la serie representa (1 + x) m para todos los numeros reales m six est£ en 
el intervalo abierto (-1, 1). Esto no se hara calculando R n (x) y mostrando que 
su lfmite es cero porque eso resulta bastante dificil, como pronto lo vera si lo 
intenta. En lugar de esto, se empleara el siguiente mdtodo. Sea 


m = i + | m(OT - zl) (w ~ w 


x\ < 1 


( 11 ) 
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Se desea demostrar que f(x) = (1 + x) m , donde | x | < 1. Por el teore- 
ma 8.8.3, 


_ £ m(w - 1) • . . . • (/w - n + l) „ n . 


U < 1 


( 12 ) 


(» " «' 

A1 multiplicar ambos miembros de ( 1 2) por x, por el teorema 8.3.6, se obtiene 


x/Xx) = X ( 13 ) 

Si se reescribe el miembro derecho de (12), resulta 
r„ . tfS m(m - 1) ■ . . . ■ (m - n + 1) 

■ ” * I <^«1 *" 

A1 expresar esta suma con el limite inferior disminuido en 1 , y sustituyendo n 
por n + 1, se tiene 


m(m - 1) 


(m - n + \) x „ 


f'(x) = m + ]T (m - n) 


En (13) se multiplica el numerador y el denominador por n para obtener 


xf'(x) = 


m(m - 1) • . . . • (m - n + 1) 
~n\ 


x" 


La serie para f\x) y x/'(x) son absolutamente convergentes para 
| jc | < L Asi, por el teorema 8.3.7, se pueden sumar termino a termino y la 
serie resultante tambien sera absolutamente convergente para |x| < 1. De 
la adicion, 


(l + x)/'(x) = m 


\ + V m ( m ^ 1) - ; ■ : ; (m - n + 1) 


Debido a (1 1), la expresion entre corchetes es/(jc), entonces 

(1 + x)/'(x) = mf(x) 

f\x) _ m 
fix) 1 + x 

El miembro izquierdo de la ecuacion anterior es DJln fix)]; asi, 

-f [In fix)] = -2- 

dx 1 + jc 

Sin embargo, tambi6n se sabe que 

-f [ln(l + x) m ] = r ^L_ 
dx 1 + x 

Como In fix) y ln(l + x) m tienen la misma derivada, entonces difieren por 
una constante. En consecuencia. 


infix) = ln(l + x) m + C 
De ( 1 1),/(0) = 1. Por tanto, C = 0; de modo que 
fix) « (1 + x)"* 


Asi, se ha demostrado la siguiente forma general del teorema del binomio. 
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[-2, 2] por [-2, 2] 
fix) — sen -1 x 

n / \ 1 3 3 5 5 7 

P-,(x) = JC + - X + — JC + ■ - JC 

6 40 1 12 

FIGURA 5 


8,10.1 Teorema del binomio 


Si m es eualquier ndmeno real, entonces 

<1 + xf 1 = 1 + £ m(m ~ ~ 2) -■■.•(«- n + 

n “ I 

para todos los valores de x tales que |x| < I. 

Si m es un numero entero positivo, la serie binomial termina despu£s de 
un numero finito de t&minos. 


► EJEMPLO 2 


Exprese como una serie de potencias en x: 


1 

V 1 + x 

Solution Del teorema del binomio, cuando | x \ < 1 

(1 + ar* = 1 - la + ~ + 

2 2! 3! 

(- f )(- f )*..■■(- * - n + 1) 


-x n + ... 


, 1 . 1 • 3 2 1 * 3*5 ^ . 

1 - -jc + — ~ x z - — ~- x 3 + ... + 

2 2 2 - 2! 2 3 • 3! 


H ).13 5. .. .-(2.-1)^ ... < 

2 n n\ 


► EJEMPLO 3 Del resultado del ejemplo 2, obtenga una serie 
binomial para ( 1 - x 2 )~ ^ 2 , y utilfcela para determinar una serie de potencias 
para sen -1 x. Apoye grdficamente la respuesta. 

Solution Se sustituye x por -x 2 en la serie para (1 + x)~^ 2 y se ob- 
tiene, para \x\ < 1, 

(i - x 2 y l/2 = i + i * 2 + \ '■ 3 ■ jc 4 + 1 , 3 ' V + . . . + 1 ' 3 ' 5 ' • • • ’ (2n ~ - x 2n + ... 
2 2 2 - 2! 2 3 * 3! 2 n n\ 


f 


dt 


JT^t 2 


= X + - 


A1 integrar termino a termino resulta 

1*3*5 


+ 


2 3 2 2 • 2! 5 2 3 ■ 3! 7 

Por tanto, 


+ . . . + 


(2 n - 1) x 2n+] 


2 n n\ 


2 n + 1 


+ . . . 


-i v? 1 • 3 • 5 • . . . • (2n - 1) x 2n+l - ■ , 

sen 1 x = x + > - • para jc < 1 

n = 1 


2 *n\ 

La figura 5 muestra las graficas de 


2 n + 1 


f(x) = sen 1 X y P 7 ix) = x + lx 3 + 2jc 5 + jLx 7 


en el rectdngulo de inspection de [-2, 2] por [-2, 2]. El hecho de que la grdfi- 
ca de P 7 (jt) aproxima la grdfica de / para | x | < 1 apoya la respuesta. 4 
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► EJEMPLO 4 Aplique la serie de potencias obtenida en el 
ejemplo 3 para calcular sen -1 0.35 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
males, y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 

Solution Con x = 0.35 en Py(x), considerando los primeros cuatro ter- 
minos diferentes de cero de la serie para sen -1 x, se tiene 

P 7 (0.35) = 0.35 + i(0.35) 3 + ^(0.35) 5 + ^(0.35) 7 

- 0.35 + 0.00715 + 0.00039 + 0.00003 
« 0.3576 

En la calculadora se obtiene el mismo valor con cuatro cifras decimales. 4 


► EJEMPLO 5 (a) Exprese (1 - 4x) 2 ^ como una serie en x. 

(b) Del resultado del inciso (a), calcule con una exactitud de tres cifras de- 
cimales el valor de 


I 


1/4 


(1 - y[x) 2 l 3 dx 


Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solucion 

(a) Se aplica el teorema del binomio con m = | obteniendose 

l l (_ i) it- Iv- 1) l (- I)(- £)(- 2) 

1 V v' -> A 32 x 3 + 3 V 3 A 3 A 3 _ x 4 


(1 + xf* = 1 + ±x + * 2 + 3 


3! 


— 1 -}- ? jr — -X 2 + — X 3 — _Z_ r 4 4 - 

1 T 3 9 a 81 243 


4! 


si \x \ < 1 
si |*| < 1 


Si se sustituye * por - V* , resulta 

(1 - 4x) 2 ^ = 1 - \x x ! 2 - ~jX - A* 3 / 2 - ^3 jc 2 + . . . si 0 < x < 1 
(b) Si se integra termino a t6rmino la serie anterior se tiene 


I 


1/4 


j_ v-5 n _ 

7 

* 3 - . 

ll/4 

405 

729 


' Jo 

1 8 . 

16 405 

1 

32 

_ 7 . 

729 

1 

64 


4 9 8 1 

* 0.2500 - 0.0555 - 0.0035 - 0.0006 - 0.00002 

* 0.190 

En la graficadora se obtiene, con tres cifras decimales, 

NINT((1 - V*) 2/3 , 0,0.25) = 0.190 
lo cual apoya la respuesta. < 


EJERCICIOS 8.10 


En los ejercicios 1 a 4, utilice la serie de potencias (8) para 
calcular el logaritmo natural con una exactitud de cuatro 
cifras decimales y compare el resultado con el obtenido en 
una calculadora. 


In 3 2. In 0.8 3. In 1.4 4. In 2.5 

(a) Demuestre que In * = In a + In . *? j t don- 

de a > 0. (b) Utilice la ecuacion del inciso (a) y la se- 
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rie (1) de ln(l + x) a fin de obtener la serie de Taylor 
para In x en a , donde a > 0. 

6. Emplee el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de In x en 1 . (b) Utilice la serie 
obtenida en el inciso (a) para calcular In 0.8 con cuatro ci- 
fras decimales. Compare el c&lculo con el del ejercicio 2. 

7. (a) Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de In x en 2. (b) Dado 
In 2 = 0.693 1, utilice la serie obtenida en el inciso (a) para 
calcular In 3 con una exactitud de cuatro cifras decima- 
les. Compare el cilculo con el del ejercicio 1 . 


8, Obtenga una serie de potencias para ln( 1 + ax) inte- 
grando t&mino a termino de Oar una representation en 

serie de potencias de — ! — . 

1 + at 

En los ejercicios 9 a 18, utilice una serie binomial para obtener 
la serie de Maclaurin de la funcidn y determine su radio de 
convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora . 


9. m = vm 

10. f(x) = 

(3 - xT 2 

11. f(x) = (4 + xf' 12 

12. fix) = 

WTfc 

13. fix) = Vl - Jc 3 

14- /(x) = 

(4 + X 2 )-' 

15. fix) = (9 + x 4 )-' 12 

16. /(x) = 

X 

VI “ X 

17. f( ri - X 2 - 

18. /(x) = 

X 

x ’ ■ J n 

vl + X 

l]l + x 2 


19. (a) Exprese if\ + x 2 como una serie de potencias en x , 
obteniendo primero una serie de potencias para i] 1 + x, 
y reemplazando despues x por x 2 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres ci- 
fras decimales el valor de J Q 1/2 ifl + x 2 dx. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

20. (a) Exprese (1 - x 3 ) -1 ^ 2 como una serie de potencias en x , 
obteniendo primero una serie de potencias para (1 - x) -1 ^ 2 , 
y sustituyendo despues x por x 3 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de (1 - x 3 ) -1 ^ 2 dx. Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 


En los ejercicios 21 a 26, utilice series para calcular con una 
exactitud de tres cifras decimales el valor de la integral defi- 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


['I* , 

r 2/5 , 

21. f\ + x 3 dx 

22. Vl + X 4 dx 

Jo 

Jo 


f 1/2 

23. ^8 + x 2 dx 

24. Vl - x 3 dx 

Jo 

Jo 

r 1/2 

r 1/3 

25. [ ^ 

26. 

Jo Vl + X 4 

Jo V. 2 + 1 


27. Sea 


fit) = 


ln(l + Q 

t 

1 


si t * 0 
si t = 0 


(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Obtenga una 
representacion en serie de potencias de fit) dt y de- 
termine su radio de convergencia. (c) Trace en el mismo 
rectangulo de inspection las graficas de NINT(/(r), 0, x) y 
el polinomio que consiste de los primeros diez terminos 
diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

28. Haga el ejercicio 27 si 

f si < * 0 

fit) = i ' 

[ 1 si t = 0 

29. Para la funcion del ejercicio 27, utilice la serie del inciso 

(b) de ese ejercicio para calcular J Q 1/3 fit) dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

30. Para la funcion del ejercicio 28, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular \^ 2 f(t) dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

31. Obtenga la serie de Maclaurin de senh" 1 x integrando 
termino a termino la serie binomial para (1 + f 2 )“^ 2 y 
determine su radio de convergencia. 

32. Obtenga la serie de Maclaurin de tanh -1 x integrando 
termino a termino la serie binomial para (1 - 1 2 )~ l y 
calcule su radio de convergencia. 

En los ejercicios 33 a 36, utilice una serie de Maclaurin para 
calcular un valor aproximado de la cantidad con una exactitud 
de cuatro cifras decimales y compare el resultado con el valor 
que se obtiene en la calculadora. En el ejercicio 35 emplee la 
serie determinada en el ejercicio 31, y en el ejercicio 36 utili- 
ce la serie obtenida en el ejercicio 32. 

33. sen -1 0.24 34. seiT 1 (-0.62) 

35. senh"' (-0.15) 36 . tanh -1 0.27 

37. A1 integrar ttimino a termino de 0 a x una representacidn 
en serie de potencias para ln(l - 0* demuestre que 


+ oo 

I 


(n - 1 )n 


= x + (1 - x) ln(l - x) 


38. A1 integrar termino a termino de 0 a x una representacidn 
en serie de potencias para ln( 1 + f), denruestre c|ue 


Y (-1)" 

h (n + I )(n + 2) 


2 In 2 - 1 


39. La expresion relativista para E c , la medida de la energfa 
cin£tica de una particula, obtenida al restar la medida de 
la energfa en reposo de la medida de la energfa total es 



(14) 


donde m 0 es la medida de la masa de la particula en re- 
poso, c es la medida de la velocidad de la luz en el vacfo, y 
v es la medida de la velocidad de la particula. Para valo- 
res pequenos de-v, comparados con c, la medida de la 
energfa cinetica newtoniana esta dada por 

E c = 
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40 . 


Deduzca este hecho desarrollando (1 - v 2 /c 2 )“ 1 ^ 2 me- 
diante el teorema del binomio y sustituyendo en (14) para 
obtener 


n 1 2 3 v 4 ^ 5 

E c = 2 m ° V + 8 mo ? + i6 mo 

Qbtenga la serie de Maclaurin para 


f 

Jo 


tP 


4T 


~dt si 


p es un numero entero no negativo. Determine el radio de 
converge ncia de la serie. 

41. Explique como puede emplearse la respuesta del ejercicio 

I X y 

32 a fin de obtener la serie (8) para . 

1 - x 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 8 


1. Que es la formula de Taylor y en qud condiciones se dim- 
ple esta formula? ^Que es la fdrmula de Maclaurin! 

2. ^Que es el polinomio de Taylor de grado n y la forma de 
fxzgrange del residuo para una funcion /? 

3. Jnvente un ejemplo en el que se calcule el polinomio de 
Taylor de grado tres y el residuo en forma de Lagrange 
para una funcion racional, donde la eleccion de a es dife- 
rente de cero. Explique como se estima el error cuando el 
polinomio se emplea para calcular un valor de funcidn. 

4. Responda la sugerencia 3 para una funcion exponential. 

5. Responda la sugerencia 3 para una funcidn trigonomdtrica. 

6. ^Que es una funcion sucesion ? ^Que es una sucesionl 

7. Defina el limite de una sucesion. ^Que significa sucesion 
convergente y sucesion divergente ? Proporcione un ejem- 
plo de una sucesion convergente y muestre por que es 
convergente; haga lo mismo para una sucesion divergente. 

8. Defina una sucesion creciente, y d£ un ejemplo; haga lo 
mismo para una sucesion decreciente. Proporcione un 
ejemplo de una sucesion que no sea mondtona . 

9. ^Qu6 es una cota inferior de una sucesidn? Proporcione 
un ejemplo de una sucesibn que tenga una cota inferior, 
e indique su maxima cota inferior. 

10. ,-Que es una cota superior de una sucesion? Proporcione 
un ejemplo de una sucesi6n que tenga una cota superior, 
e indique su minima cota superior. 

11. ^Cuales dos propiedades para sucesiones mondtonas son 
equivalentes? De un ejemplo de una sucesion creciente y 
establezca esas propiedades para su ejemplo; haga lo mis- 
mo para una sucesion decreciente. 

12. i,Que es una sucesion de sumas parciales de una serie 
infinita? ^Por que es importante esta sucesion? 

13. ^Qu6 significa serie infinita convergente y serie infinita 
divergente ? De un ejemplo de una serie infinita convergen- 
te y muestre por que es convergente; haga lo mismo para 
una serie infinita divergente. 

14. iQue es la serie armonical i,Es convergente o divergente 
esta serie, y por que? 

15. ^Que es una serie geometrical ^Cuales series geometricas 
son convergentes y cuales son divergentes? De un ejem- 
plo de una serie geometrica convergente y de otro de una 


serie geometrica divergente. ^Cual es la suma de una serie 
geometrica convergente? Ilustre mediante un ejemplo. 

16. Establezca algunas propiedades de las sumas finitas que 
puedan extenderse a las series infinitas. Muestre cada una 
de estas propiedades para series infinitas proporcionando 
un ejemplo. 

17. Establezca el criterio de comparacion. Proporcione un 
ejemplo que muestre como se aplica el criterio de compa- 
racion para probar que una serie infinita es convergente; 
de otro ejemplo en el que se pruebe que una serie infinita 
es divergente. 

18. Responda la sugerencia 17 para el criterio de compara- 
cion por paso al limite. 

19. ^Que es una serie pi ^Cu&les series p son convergentes y 
cuales son divergentes? De un ejemplo de una serie p 
convergente y otro de una serie p divergente. 

20. Establezca el criterio de la integral. Proporcione un ejemplo 
que muestre como se aplica el criterio de la integral para 
probar que una serie infinita es convergente; de otro ejem- 
plo en el que se pruebe que una serie infinita es divergente. 

21. ^Que es una serie altemantel De un ejemplo de una serie 
altemante convergente y un ejemplo de una serie alteman- 
te que sea divergente. 

22. ^Que es el criterio de las series altemantesl Proporcione 
un ejemplo que muestre como se aplica el criterio de las 
series altemantes para probar convergencia. 

23. ^Cbmo se estima el error introducido cuando la suma de 
una serie altemante convergente se aproxima mediante un 
numero finito de terminos de la serie? De un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

24. Defina convergencia absoluta y convergencia conditio- 
nal de una serie infinita. De un ejemplo de una serie infinita 
de terminos positivos y negativos, y muestre como se apli- 
ca la convergencia absoluta. Proporcione un ejemplo de 
una serie infinita de terminos positivos y negativos que 
sea condicionalmente convergente. 

25. ^Que es el criterio de la razonl De un ejemplo que mues- 
tre como se aplica el criterio de la razbn para demostrar 
que una serie infinita es (i) absolutamente convergente, 
y (ii) divergente. Proporcione un ejemplo de una serie in- 
finita para la cual no se puede hacer ninguna conclusibn 
acerca de la convergencia al aplicar el criterio de la razbn. 
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26. Responda la sugerencia 25 para el criterio de la rai'z. 

27. Liste y describa todos los criterio que conoce para deter- 
minar la convergencia o divergencia de una serie infinita 
de terminos constantes. 

28. Defina una serie de potencias en x. Defina una serie de 
potencias en x - a. 

29. ^Como se determinan los valores de * para los cuales una 
serie de potencias converge? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

30. Suponga que R es el radio de convergencia de una serie 
de potencias en x. ^Para que valores de x se esta seguro de 
que la serie de potencias es absolutamente convergente? 
i,Para que valores de x se esta seguro de que la serie es 
divergente? ^Para que valores de x es cuestionable la con- 
vergencia o divergencia de la serie de potencias, y cdmo 
se determina la convergencia o divergencia en esos valo- 
res de *? 

31. Responda la sugerencia 30 si R es el radio de convergen- 
cia de una serie de potencias en x - a. 

32. Establezca el teorema que permite diferenciar tdrmino a 
termino una serie de potencias. ^Los intervalos de con- 
vergencia de las dos series son necesariamente el mis- 
mo? ^Los radios de convergencia de las dos series son 
necesariamente el mismo? D6 un ejemplo que ilustre las 
respuestas. 

33. Establezca el teorema que permite integrar t&mino a t£r- 
mino una serie de potencias. ^Los intervalos de conver- 
gencia de las dos series son necesariamente el mismo? 


^Los radios de convergencia de las dos series son necesa- 
riamente el mismo? Proporcione un ejemplo que ilustre 
las respuestas. 

34. De un ejemplo en el que se obtenga una representation en 
serie de potencias de una funcion racional mediante la 
integration termino a ttimino de una serie de potencias. 

35. Proporcione dos ejemplos en los que se calcule el valor de 
un numero irracional (que no contenga radicales) median- 
te una serie de potencias. 

36. i QuO es la serie de Taylor de una funcion / en un numero 
al DO un ejemplo de una funcion y su serie de Taylor en 
un numero diferente de cero. 

37. iQuc es la serie de Maclaurin de una funcion /? De un 
ejemplo de una funciOn y su serie de Maclaurin? 

38. Establezca dos razones para estudiar series de Taylor. 
Proporcione un ejemplo de cada razon. 

39. /.Como se puede determinar si una funcion es represen- 
tada por su serie de Taylor? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

40. ^Por que una representacion en serie de potencias de 
ln(l +■ jc) no es conveniente para calcular el logaritmo 
natural de un numero? ^Cudl es una mejor serie para efec- 
tuar tal cdlculo? De un ejemplo que ilustre la respuesta. 

41. Establezca la serie binomial . <C0mo es esta serie en rela- 
tion al desarrollo binomial estudiando en los cursos de 
algebra? Proporcione un ejemplo particular. 

42. De un ejemplo que muestre la aplicacion de una serie bino- 
mial a un problema diferente al del c&lculo de un radical. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 8 


Vea los ejercicios de la seccion 8.6 para los ejercicios de re- 
paso de las secciones 8.3 . a 8.5. Los siguientes son ejercicios 
de repaso para las secciones 8.1, 8.2 y 8.7. a 8. JO. 

En los ejercicios J a 6, obtenga el polinomio de Taylor o de 
Maclaurin del grado indicado en el numero a dado para la 
funcion f con el residuo en la forma de Lagrange. Trace las 
graficas de f y del polinomio en el mismo rectangulo de ins- 
peccion y observe como la grafica del polinomio aproxima la 
grafica defcerca del punto donde x = a. 

1. fix) = sen 2 jt;a = 0; grado 5 

2. /(*) = e j2 \ a - 0; grado 4 

3. f(x) = x~^ 2 \ a = 9; grado 4 

4. /(*) = (1 + x 2 )~ { \a = l;grado3 

5. f{x) - xe x \a = 0; grado 6 

6 . f{x) = x cos x\ a = j tv, grado 5 

7. Calcule sen 2 0.3 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
males empleando un polinomio de Maclaurin, y demues- 
tre que la respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye 
graficamente la respuesta. 

8. Calcule \[e con una exactitud de cinco cifras decimales 
utilizando un polinomio de Taylor, y demuestre que la 


respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye grdficamen- 
te la respuesta. 

9, Evalue lim . cc ? s — en dos formas: 

(a) aplique la regia de L’Hopital; (b) exprese e~ x 2 ^ 2 y 
cos x como un polinomio de Maclaurin de grado 4. 

10. Aplique la formula de Taylor para expresar el polinomio 
Pix) = 4jc 3 + 5jc 2 - 2jc + 1 
como un polinomio de potencias de jc + 2. 

En los ejercicios 11 a 18, esc riba los prime ros cuatro elemen- 
tos de la sucesidn y determine si es convergente o divergente. 
Si la sucesidn converge, calcule su Umite y apoye graficamen- 
te la respuesta. 
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18. 


(n + 2) 2 (n + 2) 2 


n + 4 


19. 


#r + 4 






»• {^?t} 


24. 


1-4-7 


3 • 6 


• ...» (3i» - 2) ] 
9 ■ • (3 n) j 


25. 

V£l 

hrn 

26. 

y(x- 2) n 

k n 

27. 

y X" 

£?3 "(n 2 + n) 

28. 

I- 

ko 2" 

29. 

S£<*-3 )' 

n = 0 4 

30. 

y (-\) n - X x' ln - { 

k (2n - D! 

31. 

2 

IfT'-* 1 ’- 

32. 

f>( 2x - 1 )" 

n= 1 

33. 

y - D" 

ft nl n 

34. 

n — 1 


35. (sen 2rt)x” 

/i = 0 

36. xc-ir 1 - 


(n + 1) ln(n + 1) 


37. f(x) = X (-D" : 

/l = l 

* M ‘ l.«7 


2« 


38. fix) = X^ 

S n 


40. /(*) = £ 


(JC + l ) 71 
nl n 




dt 


+ 16 


; ejercicio 4 1 


44. j J~^~\ ’ e J erc * 


; ejercicio 42 


En los ejercicios 19 a 22, estime en la graficadora el Umite de la 
sucesion convergente. Confirme analUicamente la estimation. 


Para los ejercicios 45 y 46, use la serie respectiva obtenida en 
los ejercicios 34 y 35 de la section 8.9 para calcular, con una 
exactitud de tres cifras decimales, el valor de la integral defi - 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 


En los ejercicios 23 y 24, demuestre , aplicando el teorema 
8.2.10, que la sucesion es convergente. 


45. J 

Jo* 

46. J 

Jo 


fit) dt, donde fit) = 


sen t 
t 


si f ^ 0 
l si t = 0 

I 1 - cos t 


En los ejercicios 25 a 36, calcule el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias. 


g{t)dt, donde git) = j t 1 * 

1 0 si / = 0 

47. (a) Obtenga una serie de Maclaurin para J Q /(/) dt donde 
f cosh t - 1 


At) 


o 


si t 
si t 


(b) Demuestre que / es continua en 0. (c) Trace en el 
mismo rectangulo de inspeccion las graficas de 
NINT(/(t), 0, jc) y del polinomio de Maclaurin que consis- 
te de los primeros diez terminos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a), (d) Utilice la serie del inciso (a) para 
calcular J 0 fit) dt con una exactitud de tres cifras deci- 
males y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 

En los ejercicios 48 a 50, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida, y apoye 
la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

• 1/2 /. 1/4 

48. | fo • 49. I fixstnxdx 

Jo 


En los ejercicios 37 a 40, haga lo siguiente: (a) calcule el ra- 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de f; 
(b) escriba la serie de potencias que define la funcion fi y 
establezca su radio de convergencia; (c) obtenga el dominio 
def. 


dx 

0 1 + * 5 

'. f e~ x ~ dx 

Jo 


En los ejercicios 51 a 58, emplee una serie de potencias para 
calcular con una exactitud de cuatro cifras decimales ti valor 
de la cantidad y comparelo con el valor obtenido en una 
calculadora. 


51. Te 

55. cos 3° 


52. sen 1 0. 1 
56. sen 0.3 


53. tan' 1 \ 
57. In 5 


54 . ym 

58. senh 0.3 


En los ejercicios 41 y 42, obtenga una representation en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye grdficamente la respuesta. 

41. 42. r* 

J o ' 2 + 16 J 3 ‘ - 1 

En los ejercicios 43 y 44, calcule con una exactitud de tres 
cifras decimales el valor de la integral definida mediante dos 
metodos: (a) utilice el segundo teorema fundamental del 
Calculo; (b) emplee la serie obtenida en el ejercicio indicado. 


En los ejercicios 59 a 62, utilice dos series infinitas diferen- 
tes para aproximar el valor del numero irrational con cuatro 
digitos significativos. 


59. k 


60. ^ 




62. In 1.3 


En los ejercicios 63 a 66, obtenga la serie de Maclaurin para 
la funcion, y determine su intervalo de convergencia. Apoye 
grdficamente la respuesta. 

63. f(x) = fx + 1 64. fix) = — ! — 

2 - x 

65. fix) - a x , a > 0 66. fix) = sen 3 jc 



738 CAPITULO 8 APROXIMACIONES POUNOMjALES, SUCESjONES Y SERIES INF IN HAS 


En los ejercicios 67 a 70, obtenga la serie de Taylor de la 
funcibn en el numero indicado , y determine su intervalo de 
convergencia . Apoye grdficamente la respuesta. 


67. fix ) = sen3jc;-| 
69. fix) = In | Jr | ; — 1 


71. Calcule lim 


/' 


X 

X + 


68. f(x) = 
70. fix) - e 

dx. 


-;2 

x 

X-2; 2 


72. Obtenga la serie de Maclaurin para (1 + jc) " donde n es un 
numero entero positivo, y demuestre que la serie es la mis- 
ma que el desarrollo de esta expresion, la cual se deduce 
en los cursos de algebra, mediante el teorema del binomio. 

73. Obtenga la serie de Maclaurin para cos 2 x a partir de la 
serie de Maclaurin para cos 2x. 

Sugerencia: cos 2x = 2 cos 2 x - 1 . 

74. Obtenga los primeros tres terminos diferentes de cero de 
la serie de Maclaurin para sen 2x a partir de la serie 
de Maclaurin para sen x y cos x. 

Sugerencia: sen 2x = 2 sen x cos x . 


Los ejercicios 75 a 79 tratan acerca de las funciones Jq y J { 
definidas mediante series de potencias como sigue: 


“ mu! 2*" 

J ' (x) - I™ 


Las funciones J 0 y 7, se denominan funciones de Bessel del 
primer tipo de ordenes cero y uno, respectivamente. 

75. Demuestre que J 0 y 7, convergen para todos los valores 
reales de x. 

76. Demuestre que y = J Q ix) es una solucidn de la ecuacidn 
diferencial 


„ d 2 y dy 
dx 2 dx 


+ xy - 0 


77. Demuestre que J 0 \x) = -J x ix). 

78. Demuestre que D^xJ^x)) - xJ Q {x). 

79. Demuestre que y = Jj(jc) es una solucibn de la ecuacion 
diferencial 


x 


2 


d 2 y dy 

— “ + x~ 

dx 2 dx 


+ (jc 2 


1 )y = 0 


80. En mecanica cuantica, la medida E de la energfa prome- 
dio por oscilador esta dada por 

£ N Q nhFe- nHFlkT 

E = 

I N 0 e-^' kT 

n=Q 

donde T es la medida de la temperatura, h es la constante 
de Plank, k es la constante universal de los gases, F es la 
frecuencia constante y N 0 es el numero de osciladores en 
la energfa minima. 

(a) Sea* = e~ hF ^ kT , demuestre que 


E = 



1 + 2x + 3x 2 
1 + x + x 2 


+ 4x 3 + . . ) 
+ x 3 + . . . 


(b) Utilice el resultado del inciso (a) y la serie de potencias 
para ( 1 - jc ) -1 y ( 1 - x)~ 2 para demostrar que 


E = 


hF 
0 hF!kT , 


e "* - 1 

81. Demuestre que si x = e~ ahF y a = \/kT, entonces E , 
definida en el ejercicio 80, satisface las ecuaciones: 


da 


82. En el ejemplo 8 de la seccibn 8.8 se obtuvo 

.2n+l 

si \x\ < 1. Demuestre que 


tan" 1 jr = £(-l)» 

/i = 0 


2 n + 1 

el intervalo de convergencia de esta serie de potencias 
es [-1, 1] y que la serie de potencias representa a tan -1 x 
para toda x de su intervalo de convergencia. 




C a p j t ii I o 
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I I asta este momento se hem tratado curvas que 
son graficas de funciones consideradas en 
I I un sistema de coordenadas cartesianas rec- 
tangulares. En este capitulo se estudiaran otras curvas 
planas. La seccion 9.1 se dedica a las curvas definidas me- 
diante ecuaciones parametricas, y en la seccion 9.3 las 
curvas son graficas polares definidas en terminos de 
coordenadas polares. 

En el capitulo 6 se estudio como aplicar la integral 
definida para determinar la longitud de arco de la grafica 
de una funcion. En la seccion 9.2 se aplicara la integracion 
a fin de obtener la longitud de arco de una curva definida 
mediante ecuaciones parametricas, y en la seccion 9.4 
para calcular la longitud de arco de una grafica polar. El 
calculo del area de una region plana limitada por gra- 
ficas polares es otra aplicacion de la integracion presen- 
tada en la seccion 9.4. En la seccion final del capitulo se 
presenta un tratamiento unificado de las secciones co- 
nicas al definir una conica en terminos de su excentri- 
i cidad. 

\ Este estudio conduce naturalmente a las ecuaciones 
polares de las conicas. 


Ecuaciones parqm^tricqs y 
curvas pianos 

Longitud de arco de una curva 
plana : 

Coordenadas polares 
y graficas polares -vQS.'H,;:;:?. 

de una region para graficas 
polares 

rratam lento unificado 
de krs secciones conicas- - ; . 
y ecuaciones polares 
de tas conicas 
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9.1 ECUACIONES PARAMETRICAS Y CURVAS PLANAS 

Suponga que una partfcula se mueve en un piano de modo que las coordenadas 
(jc, y ), de su posicidn en cualquier tiempo t , estan dadas por las ecuaciones 

x = fit) y y = git) (l) 

Entonces, para cada numero t del dominio comun de / y g la partfcula se 
encuentra en el punto (/(f), g(t)) y estos puntos describen una curva plana C 
recorrida por la partfcula. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones 
paramdtricas de C y la variable t se llama pardmetro. La curva C tambien 
recibe el nombre de grafica; esto es, el conjunto de todos los puntos ( x , y) que 
satisfacen (1) es la grafica de las ecuaciones parametricas. 

Si se elimina el pardmetro t del par de ecuaciones (1), se obtiene una 
ecuacion en jc y y, denominada ecuacion cartesiana de C. La eliminacion del 
pardmetro puede conducir a una ecuacidn cartesiana cuya grdfica contiene 
mds puntos que la grdfica definida por las ecuaciones parametricas. Esta 
situacion se presenta en el ejemplo 3. 


y 



W EJEMPLO 1 Obtenga una ecuacidn cartesiana de la curva de- 
finida por las ecuaciones parametricas 

jc = 2/-3 y y = At - 1 

y dibuje la curva. 

Solucion El pardmetro t se elimina de las dos ecuaciones al resolver la 
primera ecuacion para f, obteniendose 


y sustituirlo en la segunda ecuacidn: 

y = 4<2 •* + 1) - i 

y = 2x + 5 

La grdfica de esta ecuacidn es una recta con pendiente 2 e intercepcidn y 
igual a 5. Esta recta se muestra en la figura L Observe en las efeuaciones 
parametricas que conforme / crece tambien lo hacen x y y. Por tanto, 
una partfcula que se mueve sobre esta recta va hacia arriba y a la derecha, 
indicado en la figura mediante la flecha. ^ 

En general, la grdfica de cualquier par de ecuaciones parametricas de la 
forma 

x - at + b y y = ct + d 
donde a * 0 o c * 0, es una recta. 


r EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion cartesiana de la grdfica de 
las ecuaciones parametricas 

x - 2 cos t y y - 2. sen t 0 < r < 2n 

y dibuje la grafica. 
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Solucion A fin de eliminar t de las dos ecuaciones parametricas, se 
elevan al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y se su- 
man, obteniendose 

x 2 + y 2 = 4 cos 2 / + 4 sen 2 1 
x 2 + y 2 = 4(cos 2 t + sen 2 f) 

X 2 + y 2 = 4 

La grafica de esta ecuacion es una circunferencia con centra en el origen y 
radio 2. Si se permite que f tome todos los valores del intervalo cerrado 
[0, 2 k\, se obtiene la circunferencia completa iniciando en el pun to (2, 0) y se 
recorre en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, como se in- 
dica en la figura 2. A 

Si bien el parametro de un par de ecuaciones parametricas representa 
regularmente el tiempo, esto no siempre es asi. En el ejemplo 2, el pardme- 
tro t puede representar la medida en radianes del dngulo medido a partir del 
semieje x positivo hasta el segmento de recta que une el origen con el pun- 
to (jc, y) de la circunferencia, como se muestra en la figura 3. 


y 



FIGURA 3 


W EJEMPLO 3 Considere las ecuaciones parametricas 
x = cosh t y y = senh t 

(a) Dibuje la grafica definida por estas ecuaciones, y (b) obtenga la ecuaci6n 
cartesiana de la grafica. 

Solucion 

(a) Al elevar al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones parametricas 
y restando se tiene 

x 2 - y 2 = cosh 2 t - senh 2 t 

De la identidad cosh 2 t - senh 2 / = 1, esta ecuaci6n se transforma en 
x 2 - y 2 = 1 


y 



x = coshr y y - senhf 


cuya grdfica es la hipdrbola unitaria. Sin embargo, observe que para 
cualquier numero real f, cosh t nunca es menor que L Por tanto, la curva 
definida por las ecuaciones parametricas consiste de solo los puntos de 
la rama derecha de la hiperbola. Esta curva se muestra en la figura 4. La 
curva “punteada” de la figura es la rama izquierda de hiperbola urtitaria. 
(b) Una ecuacion cartesiana de la grafica es 

x 2 - y 2 = 1 x > 1 ◄ 

Si una curva plana C esta definida mediante una ecuacion de la forma 
y = f(x), donde / es continua, entonces se pueden obtener las ecuaciones 
parametricas para C considerando 

x = t y y = f(t) 

donde t esta en el dominio de f Otras sustituciones para x tambien pueden 
proporcionar ecuaciones parametricas para C estipulando que x toma todos 
los valores del dominio de/. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO l La parabola que tiene la 

ecuacion y = x 2 tambien esta definida por las ecuaciones parametricas 
x = t y y = t 2 


FIGURA 4 
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asi como por las ecuaciones parametricas 
x — / 3 y y = t 6 

Sin embargo, las ecuaciones parametricas 
x = t 2 y y = t 4 

definen solo la porcion derecha de la parabola donde jc > 0. 4 



FIGURA 5 


y 



Con el fin de trazar la grafica de un par de ecuaciones parametricas, 
consulte el manual del usuario para su graficadora particular. Algunas grafi- 
cadoras requieren que se active el modo parametrico, mientras que otras 
graficadoras pueden emplear un formato de trazado parametrico. En cual- 
quier caso, se necesitara introducir a la graficadora las ecuaciones que de- 
finen a x y y como funciones de t. Ademas, debe indicar los valores minimo 
y maximo de t a considerar. Estos valores se denotardn por / min y / mix . 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la gr£fica de 

las ecuaciones parametricas del ejemplo 2, se introduce 
x = 2 cos t y y - 2 sen t 

y se considera / min = 0 y t m ^ = 2k. En el rectangulo de inspeccidn de 
[-4.5, 4.5] por [-3, 3], se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. A 

Las ec uaciones parametricas pueden emplearse para def inir una curva des- 
crita por un movimiento fisico. Como ejemplo, se considera una cicloide, la 
curva descrita por un punto de una circunferencia conforme esta rueda a lo 
largo de una recta. Sea a el radio de la circunferencia y sea el eje x la recta fija 
sobre la cual rueda la circunferencia. Considere al origen como uno de los 
puntos donde el punto dado P hace contacto con el eje jc, despues de lo cual la 
circunferencia ha rodado un Angulo de t radianes, como se muestra en la fi- 
gura 6. La circunferencia ha rodado una distancia de \OT\ unidades, la 
cual tambien es la longitud del arco PT de la circunferencia. Asf, | OT \ = at. 
Las coordenadas de C, el centro de la circunferencia, son entonces (at, a). 
Del triangulo rectangulo PAC, \ PA \ = a sen t y \ AC \ = a cos t. Asi, 

= \0T\ - [PA\ y y = |rc| - |Ic| 
jc = at - a sen t y y = a - a cos t 
Por tanto, las ecuaciones parametricas de la cicloide son 

x = a(t - sen/) y y — a(l - cos f) (2) 


donde t es cualquier numero real. En la figura 7 se muestra una porcion de la 
cicloide. 



x — a{t — sen f) y y - a( 1 - cos t) 


FIGURA 7 






FIGURA 8 
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A corrtinuacion se definMn algunos t^rminos relacionados con las curvas 
planas, los cuales se empleardn posteriormente. 


9.1,1 Definition de curva lisa 


Una curva plana C definida por las ecuackmes parametric as 
x - fit) y y ~ g(t ) a ^ t ^ b 

se dice que es lisa (o suave) en el intervalo cerrado [a, 6] si /' y g' son 
continuas en \a , b} t y /TO y gXt) no son eero simullineamente en cada 
ndmero del intervalo abierto (a, £). ' 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la circunferencia del 

ejemplo 2 mostrado en la figura 2 

fit) = 2 cos t g(f) = 2 sen f 

fit) = -2senr g f (t) = 2 cos t 

Como f y g f son continuas para todo t y f(t) y g'(t) no son cero a la vez en 
cualquier numero, entonces la circunferencia es una curva lisa. A 

Si un intervalo / puede partirse en un numero fmito de subintervalos en 
los que la curva C es suave, entonces se dice que C es lisa a trozos en /. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Para la cicloide definida por 

las ecuaciones parametricas (2) y mostrada en la figura 7 
/(f) = a(t - senf) g(t) = a{\ - cos f) 

fit) = a( 1 - cosf) g\t) = a sen t 

Las funciones/'y g' son continuas para todo f, pero /'(/) y git) son iguales a 
cero si t = 2 nn, donde n es cualquier numero entero. Por tanto, la cicloide 
no es una curva lisa. Sin embargo, la cicloide es lisa a trozos porque es lisa en 
cada subin tervalo [2 nn , 2 n(n + 1 )], donde n es cualquier numero entero. A 


9.1,2 Definicion de curva cerrada 


Una curva plana C definida por las ecuaciones : 

* - fit) y y = git) a £ t £ b 

se dice que es cerrada si el punto inicial A(f(a) f g(a)) y el punto ter- 
minal B{f{b\g{b)) coincides 

La figura 8 muestra una curva cerrada y lisa donde los puntos A y B 
coinciden. Una curva que no se cruza a si misma se denomina curva simple . 


9.T.3 Definicion de curva simple 


Una curva plana C definida por las ecuaciones 
x = fit) y y ^ g(t) a <> t b 

se dice que es simple entre los puntos A\f(a) t g(a)) y B(f(b X g(W) si 
(/OiX g(/i» es diferente del punto (/(f 2 ), £(* 2 )) P^a todo h y t 2 dtfe~ 
rentes del intervalo abierto (a, b) r 
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Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas sim- 
ples lisas. La curva de la figura 8 es otro ejemplo de curva cerrada simple lisa. 
La figura 9 presenta ejemplos de curvas lisas que pueden ser simples o ce- 
rradas, o no. En (a) la curva es simple pero no cerrada; en (b) la curva es 
cerrada pero no simple, y en (c) la curva ni es simple ni es cerrada. 

Suponga que una curva lisa C esta definida parametricamente por 

* = f{t) y y = g(t ) (3) 

y que este par de ecuaciones define al menos una funcion diferenciable h para 
la cual y = h(x). Entonces la derivada de cada funcidn h, denotada por 
dyjdx, esti relacionada con dxjdt y dy\dt mediante la siguiente ecuacion 
dada por la regia de la cadena: 

dy _ dy ' dx 
dt dx dt 


(b) Cerrada pero no simple 



Si dxjdt 0, se pueden dividir ambos miembros de esta ecuacidn entre 
dxjdt y obtener 


dy 

dy = di 

dx dx 
dt 


(4), 


(c) Ni simple ni cerrada 

FIGURA 9 


Observe que esta ecuacion expresa la derivada de y con respecto a ^ en ter- 
minos del par^metro t para toda funcion diferenciable h , tal que y = h(x), 
con x = f(t)yy = g(t). 


d 2 y 
dx 2 


d(y f ) 

dr 

dx 

dt 


(5) 


► EJEMPLO 4 Dadas las ecuaciones parametricas 
x — 4 — t 2 y y = t 2 + 4t 

determine —■ y sin eliminar t. 
dx J dx 2 

Solucion Como = 2t + 4 y — = -2/, se tiene, de (4), 
dt J dt 

dy _ 2t + 4 
dx -It 



Puesto que y' = -1 - 2//, d(f)jdt = 2 jt 2 . Entonces de (5) 


d 2 y _ d(y , )jdt 
dx 2 dxjdt 

= 2 !£_ 

-It 
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FIGURA 10 


De (4), la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de- 
finida por las ecuaciones parametricas (3) es (dyjdt)j(dxjdt). Por tanto, la 
grafica tiene una recta tangente horizontal en un punto donde dyfdt = 0 
y dxjdt ^ 0. La grafica tiene una recta tangente vertical en un punto donde 
dxjdt = 0 y dyjdt ^ 0. 


► EJEMPLO 5 Para la grafica de las ecuaciones parametricas 
del ejemplo 4 (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y verticales, y 

(b) determine la concavidad. (c) Dibuje la grafica. (d) Apoye la grafica en la 
graficadora. 


Solucion 

(a) Del ejemplo 4, 

x = 4 - t 2 y 

dx « 

di = - 2f y 


y = t 2 + At 


% = 2t + 4 

dt 


Cuando t = -2, dyjdt = 0 y dxjdt * 0. Asi, la grdfica tiene una recta 
tangente horizontal en (0, -4). Cuando t = 0, dxjdt = 0 y dyjdt * 0. 
Por tanto, la grafica tiene una recta tangente vertical en (4, 0). 

(b) Tambien de la solucion del ejemplo 4, 


d 2 y _ _j_ 
dx 2 " *3 



x - 4 - t 2 y y - t 7 + At 

FIGURA 11 


3 ’ 



Como d 2 yjdx 2 > 0 cuando t < 0, entonces la grafica es cdncava 
hacia arriba para estos valores de t . De manera semejante, la grafica es 
concava hacia abajo cuando t > 0, debido a que d 2 yjdx 2 < 0. 

(c) La tabla 1 presenta valores de jc y y para valores particulars de t. Con los 
puntos obtenidos a partir de estos valores, y el conocimiento de las rectas 
tangentes horizontal y vertical asi como de la concavidad, se obtiene la 
grafica mostrada en la figura 10. 

(d) La figura 1 1, que muestra la grafica trazada en el rectangulo de ins- 

peccion de [-20, 10] por [-5, 15], apoya la grafica dibujada de la fi- 
gura 10. ^ 

Como se indico en la seccidn 7.7, donde se establecio y demo&tro el 
teorema del valor medio de Cauchy, ahora se dara una interpretacidn geo- 
metrica de este teorema. Recuerde que el teorema establece que si / y g son 
dos funciones tales que (i) / y g son continuas en [a, b] (ii), f y g son di- 
ferenciables en (a, b ), y (iii) para toda jc en {a, b), g'(*) * 0, entonces 
existe un numero z en el intervalo abierto (a, b) tal que 

m - m = f\ Z ) 

g(b) - g(a) g\z) 

La figura 12 muestra una curva que tiene las ecuaciones parametricas 
jc = g(t) y y = f(t ), donde a < t < b. La pendiente de la curva de la fi- 
gura en un punto particular esta determinada por 

dy _ f\t) 
dx g’(t) 

y la pendiente del segmento de recta que pasa por los puntos A(g(a),f(a)) 
y B(g(b ), f(b)) esta dada por 
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fib) - f{a ) 
gib) - g{a) 

El teorema de valor medio de Cauchy establece que las pendientes son igua- 
les para al menos un valor de t entre a y b. Para la curva mostrada en la figu- 
ra 12, cuatro valores de t satisfacen la conclusidn del teorema: t - z\, 
t = Z 2 , t = y / = z 4 . 


EJERCICIOS 9.1 


En los ejercicios 1 a 10, dibuje la grdfica de las ecuaciones 
parametricas y obtenga una ecuacidn cartesiana de la grdfica. 


1. x - 4 cos t, y = 4 sen t\t G [0, 2 k] 

2. x = 4 cos t, y = 4 sen t\ t G [0, k] 

3. x = 4 cos t, y - 4 sen t\t G [- 1 n, 

4. x = 9 cos t, y = 4 sen f; / G [0, 2/r] 

5. * = 4 cos t, y = 25 sen /; r G [0, 2 tt] 

6. x = 4 cos t, y = 25 sen t\ t G [- ^ n, ± ;r] 

7. jc = 4 sec t, y = 9 tan /;/€(-£ a; i ?r) 

8. jc = 4 tan f, y = 9 sec t\ t G [0, ± a) U [;r, | ;r) 

9. jc = 3 - 2t, y = 4 + f 

10. jc = 2/ - 5, y = t + 1 


los ejercicios 11 a 16, 
parametro. ^ 

11. x = 3t,y = It 2 
13. jc = t 2 e l , y = t In t 
15. x — a cos t, y = b sen t 


calcule ~ y sin eliminar el 
dx 7 dx 2 

12. ^ = l - t 2 ,y = 1 + t 
14. jc = e 2i ,y = 1 + cos t 
16. x — a cosh t,y - b senh t 


En los ejercicios 17 a 21, para la grdfica de las ecuaciones 
paramitricas (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y 
verticales, y (b) determine la concavidad. (c) Dibuje la grdfica. 
(d) Apoye la grdfica en la graficadora. 


17. jc = 4r 2 - 4 t,y = 1 - 4/ 2 


18. x = t 2 + t,y = t 2 - t 

19. jc = 2/ 3 , y = 4 1 2 

20 . jc = 2t\y = 3 1 3 


21 . jc = 


3 1 

1 + t 3 ’ 


y = 


3 t l 
1 + 


•; t 


(la hoja de Descartes) 


* -1 


22. Trace la hoja de Descartes del ejercicio 21 en la grafica- 
dora y determine la porcion de la hoja generada cuando 
(a )t < -1 ; (b) -1 < t < 0;(c)f > 0. 


23. Obtenga una ecuacidn cartesiana de la hoja de Descartes 
del ejercicio 21. Sugerencia: elimine t evaluando jc 3 + y 3 . 

24. Un proyectil se desplaza de modo que las coordenadas de 
su posicidn en cualquier instante t estan dadas por las 
ecuaciones parametricas jc = 60f y y - 80 1 - 1 6t 2 . 
Dibuje la trayectoria del proyectil y verifique la grdfica en 
la graficadora. 


25. 


26. 


27. 


Obtenga una ecuacidn de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones parametricas jr = 2 
sen / y y - 5 cos t y para el cual t = | n. 

Obtenga una ecuacidn de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones parametricas 
jc = 1 + 3 sen t y y = 2 - 5 cos t, para el cual t = in. 


dy d 2 y d^y 

Calcule -j - , — f y — rr en el punto de la cicloide que 
dx dx 1 dx* 

tiene ecuaciones (2) para el cual y alcanza su valor maxi- 
mo cuando jc esta en el intervalo cerrado [0, 2 nd\. 


28. Demuestre que la pendiente de la recta tangente a la ci- 
cloide que tiene ecuaciones (2) en t = t ] es cot £/j. 
Despues, deduzca que la recta tangente es vertical cuan- 
do t = 2 nn, donde n es cualquier numero entero. 


29. Calcule el Irea de la region limitada por el eje jc y un arco 
de la cicloide que tiene las ecuaciones (2). 

30. Determine el centroide de la region del ejercicio 29. 


31. Las ecuaciones paramdtricas para la trocoide son 


x = at - b sent y y - a - b cos t 


(a) Si a > b > 0, demuestre que la trocoide no tiene 
ninguna recta tangente vertical. Trace la trocoide en la 
graficadora para t G [-n, n\ si (b) a = 3 y b = 1 , y 
(c) a = 1 y b = 3. Dibuje lo que muestra la pantalla de la 
graficadora. Verifique que para el dibujo del inciso (b), 
donde a > b, la trocoide no tiene ninguna recta tangente 
vertical, mientras que en el inciso (c), donde a < b, la 
trocoide tiene dos rectas tangentes verticales. 

32. Una hipocicloide es la curva descrita por un punto P de 
una circunferencia de radio b que rueda dentro de una 
circunferencia fija de radio a, a > b. Si el origen esta en el 
centro de la circunferencia fija ,A(a y 0) es uno de los 
puntos en los que el punto P hace contacto con la circun- 
ferencia fija, B es el punto movil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parametro t es el numero de radianes 
del Ingulo AOB, demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de la hipocicloide son 

x = (a - b) cos t + b cos a — t 
b 

y b 

y - {a - b) sen f - b sen a ^ ° t 

33. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 
(a) a = 6 y b = 2 para t G lt\\ (b) a = 12 y 
b ~ 2 para t G [~7t y k\. 

Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. ^Cuan- 
tas cuspides tiene la hipocicloide en cada caso? 
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34. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 

(a) a = 8 y b - 1 para t G [— 87T, 8/r}; (b) a = 8 y 
b = 3 para t G [-4k, 4tt]. Dibuje lo que muestra la pan- 
talla de la graficadora. i,Cu£ntas ctfspides tiene la hipoci- 
cloide en cada caso? 

35. Si a* = 4b en el ejercicio 32, se tiene una hipocicloide de 
cuatro cuspides . (a) Demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de esta curva son x = a cos 3 t y y = a sen 3 1. Trace 
en la graficadora la hipocicloide de cuatro cuspides si 

(b) a - 4 para t G [-7T, /r], y (c) a = 8 para t G [ -n ; k ). 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

36. (a) A partir de las ecuaciones param6tricas del ejercicio 
35, obtenga una ecuacion cartesiana de la hipocicloide de 
cuatro cuspides. (b) Utilice la ecuacidn cartesiana del in- 
ciso (a) para dibujar la grdfica de esta hipocicloide. 

37. En e] ejercicio 44 de la seccidn 7.3, se definid la tractriz 
como la curva tal que la longitud del segmento de toda 
recta tangente desde el punto de tangencia al punto de 
interseccidn con el eje x es una constante positiva a. En ese 
ejercicio se obtuvo la ecuacidn cartesiana de la tractriz: 


(a) Demuestre que las ecuaciones param^tricas de la 
tractriz son 

jc = t - a tanh — y y — a sech - 
a a 

Sugerencia: sustituya el valor de y en t£rminos del para- 
metro t en la ecuacidn cartesiana, simplifique utilizando 
identidades hiperbdlicas, y obtenga el valor de x en tdr- 
minos del parametro t. 

(b) Utilice las ecuaciones param^tricas del inciso (a) para 
trazar en la graficadora la tractriz para la cual a = 4. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

38. Demuestre que el parametro t de las ecuaciones para- 
m6tricas de la tractriz (vea el ejercicio 37) es la intercep- 
cidn x de la recta tangente. 

39. Explique la importancia de las ecuaciones param6tricas en 
el estudio de las curvas planas. 


9.2 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA 


En la seccirin 6.1 se obtuvo una formula para calcular la longitud de arco de 
la grafica de una fund on. Ahora se desarrollard un metodo para determinar la 
longitud de arco de una curva plana general, no necesariamente la grdfica de 
una funcidn. 

Sea C la curva definida por las ecuaciones paramdricas 

x = fit) y y = g(t) 

y suponga que/y g son continuas en el intervalo cerrado [a, b\. Se desea 
asignar un mimero L para representar el numero de unidades de la longitud 
de arco de C desde t - a hasta t = b. Se procederd como en la seccidn 6.1. 





Sea A una particidn del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el 
intervalo en n subintervalo eligiendo n - 1 numeros entre a y b, Sean 
l 0 = a y t n = b,y t\,t 2 > . . . , t n -\ los ndmeros intermedios: 


< ^ < ... < t n _i < t t 



748 CAPiTULO 9 ECUACIONES PARAMETRICAS, CURVAS PLANAS Y ORAFjCAS POLARES 


E] i~t simo subintervalo es r,] y el numero de unidades de su longi- 
tud, denotado por A ,7, es t t - r,_ j , donde i = 1, 2, . . . , n. Sea || A || la nor- 
ma de la particidn, de modo que A ,7 < || A || . 

Asociado con cada numero se tiene un punto Pj (/(//), #(/,)) de C. 
Desde cada punto P,_| se dibuja un segmento de recta hasta el siguiente 
punto Pi. Vea la figura 1. El numero de unidades de la longitud del segmen- 
to de recta de P,-_ j a Pj se denota por | Pj-\Pi | . De la formula de la distancia 
se tiene 


l^-iP.-l = - f(ti-O) 2 + - *(t,--i)] 2 (1) 

La suma de los numeros de unidades de las longitudes de los n 
segmentos es 

ifrai 

Nuestra nocidn intuitiva de la longitud de arco desde t = a hasta t = b nos 
conduce a definir el numero de unidades de la longitud de arco como el 
limite de esta suma cuando || A || tiende a cero. 


9.2,1 Definicion de longitud de arco de una curva plana 


Sea C la curva que tiene las ecuaciones param&tricas x = /(f) y 
y = g{t). Suponga que existe un fttimer© L que dene la siguiente pro- 
piedad: Para cualquier € > 0 existe 5 > 0 tal que para toda parti- 
c\6n A del intervalo [a, 6] para la cual || A || < ft entonces 


Ll< f 
Esto se expresa como 

l ti^i 

Halloo ft 


y L unidades se denomina la longitud de arco de la curva C desde el 
punto C /(a), g{a)) hasta et punto (f{b), g(b)). 


Se dice que el arco de la curva es rectificable si el limite de la definicidn 
9.2.1 existe. Si/' y g' son continuas en [a, b], se procede como sigue para 
determinar una formula a fin de evaluar este limite. 

Como f'yg' son continuas en [a, b] y son continuas en cada subinter- 
valo de la partition A. De modo que / y g satisfacen la hipdtesis del teorema 
del valor medio en cada subintervalo [r,^, rj; por tanto, existen numeros 
Zj y Wj en el intervalo abierto (r z _^ , tj) tales que 

/(',) - = f'(Zi)&it y g(ti ) - ,) = g'(wj) Aii 

A1 sustituir de estas ecuaciones en (1 ) se obtiene 

\Pi-\Pi I = V t/'(z, )A,/] 2 + )A,/] 2 

| /*,_!/», I = a/ t/'Ui)] 2 + [«'(w,)] 2 _ A ,r (2) 

donde Zj y w, est£n en el intervalo abierto (r,_j, /,). Asi, de la definicidn 9.2.1 
y (2), si el limite existe, entonces 
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L = lira £ V t/Xzj)] 2 + U'(w, )] 2 A,/ (3) 

INI-»o £i 

La suma en (3) no es suma de Riemann debido a que y w z no son 
necesariamente los mismos numeros. Por esta razdn no puede aplicarse la 
definicidn de integral definida para evaluar el lfmite de (3). Sin embargo, 
existe un teorema que puede aplicarse con el fin de evaluar este lfmite. Se 
establecerd el teorema sin demostracidn debido a que est£ mds alia del al- 
cance de este libro. La demostracidn puede encontrarse en un texto de 
Cdlculo avanzado. 


9.2.2 Teorema 


Si las func tones F y G son continuas en el intervalo cerrado [a, b], en- 

tonces la fiincidn V F 1 + G 2 tambitfn es continua en [a* y si A es 
una particidn del intervalo [a, b], y n y w; son cualesquiera dos ntoe- 
ros de //), entonces 

p, [ b - 

„ Um 2 V + [OCH-itfA // = Vf^COJ 2 + {GVrfdt 

I|a||-*o" J a 

A1 aplicar este teorema a (3) donde F es/' y G es g\ se tiene 

L= \ V + t£'(0] 2 dt 

Ja 

Este resultado se establece en el teorema siguiente 


9.2.3 Teorema 


Sea C la curva ciiyas ecuaciones param£tricas son* = /( f) yy - g(/). 
y suponga que/ r y g * son continuas en el intervale cerrado [a f b]. Si 
L unidades es la longitud de arco de la curva C desde el punto ( f(a ), 
fiasla el punto ( f(b) t g(b )), entonces 

L = 



► EJEMPLO I 

ciones param&ricas son 


Calcule la longitud de arco de la curva cuyas ecua- 


x = / 3 y y - It 2 


y 



para cada uno de los casos: (a) de t = 0 a t = 1 ; (b) de t = -2 a t = 0. 

Solution La curva se muestra en la figura 2 y tiene las ecuaciones 
paramStricas x = f(t) y y = g(t ) donde 

/(0 = f 3 s(f) = 2f 2 

/'(f) = 3t 2 g'(t) = 4f 

El teorema 9.2.3 se aplica a los incisos (a) y (b) donde L a unidades es la lon- 
gitud de arco de t = 0 a t = 1, y es la longitud de arco de t = -2 a 
t = 0. 
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(a) L a =[ V9?? + \0t 2 dt 

Jo 

= f -ft T -J9 / 2 + 16 dt 

Jo 

= /V 9t 2 + 16 dt 

Jo 


= ^[(25) 3 / 2 - (16) 3 ' 2 ] 

= ^ (125 - 64) 

_ 

27 


(b) 4 = V9f 4 + 16r 2 <* 


= 1 

T 

=/: 


+16 A 


t^9t 2 + 16 A 


= __L . l(9f 2 + 

18 3 V 


I6) 3 / 2 ]_ 2 

= -^[(16) 3/2 - (52) 3 / 2 ] 


= 1 (104VT3 - 64) 
= 11.5 


Observe que en la tercera integral del inciso (a) se sustituy 6 -Jt 2 por t 
ya que 0 < / < 1. En cambio, en la tercera integral del inciso (b) se 
reemplazo yt 2 por -t puesto que -2 < / < 0 . ^ 


► EJEMPLO 2 Deduzca la formula para determinar la longitud 
de la circunferencia de radio a al calcular la longitud de arco de 


x = a cos t y y = a sen / 0 < / < 27 T 

Solucion Con f(t) = a cos t y g(t) = a sen t, f\t) = - a sen t y 
g \t) = a cos t. Si L es la longitud de la circunferencia, del teorema 9.2.3, 
se tiene 

f 2K 

L = I 4^~ a sen 0 2 + (« cos t) 2 dt 

JO 



= 2 na A 

Justo como ocurrio cuando se calculo la longitud de arco de la grdfica 
de una funcion, la integral definida obtenida al aplicar el teorema 9.2.3 fre- 
cuentemente es dificil o imposible de evaluar mediante el segundo teorema 
fundamental del Cdlculo. Sin embargo, con el procedimiento NINT de la gra- 
ficadora se puede aproximar el valor como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 3 


Trace la curva cuyas ecuaciones param&ricas son 


jc = sen t y y — e t 0 < t < 71 


y calcule su longitud de arco con cuatro digitos significativos. 
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[0,2] por [0,25] 
x = sen t y y = e ( 0 <, 1 ■< 71 


Solucion La figura 3 muestra la curva trazada en el rectdngulo#de 
inspeccirin de [0, 2] por [0, 25]. Sean f(t) = sen t y g(t) = e l , de modo 
que f\t) = cos t y g\t) = e f . Del teorema 9.2.3, si L es la longitud de arco 
de la curva dada, entonces, 

[* , 

L = Vcos 2 t + e 2t dt 

Jo 

En la calculadora se obtiene 

NINT ( -J cos 2 r + e 2 ' ; 0, n) = 22.40 


FIGURA 3 


Conclusion: La longitud de arco es 22.40. 


| EJERCICIOS 9.2 


En los ejercicios 1 a 14, calcule la longitud de arco exacta de 
la curva definida por el fonjunto dado de ecuaciones parame- 
tricas. Trace la curva en la graficadora y observe si la lon- 
gitud de arco aparente que se muestra en la grafica apoya la 
respuesta. 

1. x = \ t 1 + r, y = \ t 2 - r; de t = 0 a t = 1 

2. x = 3 t 2 ,y - 2r 3 ;der = 0 a t - 3 

3. x = t 2 + 2t, y - t 2 - 2t\ de t - 0 a t = 2 

4. x = r 3 , y = 3f 2 ; de t = -2 a t = 0 

5. x = 2 t 2 ,y - 2/ 3 ;der = 1 a t = 2 

6. x ~ t,y = cosh r; de t = Oar = 3 

7. x — 3e 2t , y = -4^ 2r ;der = 0 a t = In 5 

8. x = r 2 + 3, y = 3r 2 ;der = 1 ar = 4 

9. x - ^'cosr , y = e^sen^der = Oar = 1 

10. x = 1 n sen r, y = r + 1 ; de r = | ;r a t - 

11. x = tan* 1 r, >■ = ~ln(r 2 + 1); de t - 0 a r = 1 

12. x = 2(cos r + r sen r), y = 2(sen r - t cos r); de t = 0 
a r = ^ 

13. x = 4 sen 2 r, y = 4 cos 2r; de r = 0 a r = ^ 

14. x = e~' cos r, y = e“ f senr;der - 0 a t = ;r 

los ejercicios 15 a 22, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado con cuatro digitos significativos 
de la longitud de arco de la curva definida por las ecuacio- 
nes parametricas dadas. 

15. x = r + 2, y = 4r 2 + r; de r = 0 a r = 3 

16. x = 2r 2 + 3 r, y = 2 r - l;der = 1 ar = 2 

17. x = 3 cos r, y = 2 sen r; de r = 0 a r = ~n 

18. x = 2 sec r, y = 3 tan r; de r = 0 a t - | n 

19. x = 8 tan r, y = 6 sec r; de r = | n a r = n 

20. x = e f , y — In r; de r = 1 a r = 5 

2L x = 4 - r 2 , y = r 2 + 4r; de t = -4 a t = 4 


22. x = 3 r, y = 4r 3 ; de r = -1 a r = 1 

23. Calcule la longitud de la hipocicloide completa de cuatro 
cdspides: 

x = a cos 3 r y y = a sen 3 r 

24. Calcule la longitud de un arco de la cicloide 

x - a(t - sen r) y y = a(l - cos r) 

25. Calcule la longitud de la tractriz 

x = t - a tanh - y y - a sech - 
a a 

desde t - a a t = 2a. 

26. Determine la distancia recorrida por una tachuela clavada 
en la llanta de una rueda de bicicleta si su radio es de 
40 cm y la bicicleta recorre una distancia de 50;r m. Su - 
gerencia: la trayectoria de la tachuela es una cicloide. 

27. (a) Demuestre que la curva definida por las ecuaciones 
parametricas 

x = asenr y y - b cos t a > b 
es una elipse. 

(b) Si C es la longitud de la elipse del inciso (a), demues- 
tre que 

rxl 2 

C = 4 aV 1 - k 2 sen 2 t dt 

Jo 

donde k 1 = ( a 2 - b 2 )/a 2 < 1. Esta integral se deno- 
mina integral eliptica y no puede evaluarse exactamente 
en t6rminos de funciones elementales. 

28. (a) Utilice la formula del ejercicio 27(b) y NINT en la 
graficadora para determinar la longitud de la elipse defi- 
nida por las ecuaciones parametricas 

x = 5 sen r y y = 4 cos t 

(b) Trace la elipse en la graficadora. Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando los perimetros del rombo inscrito 
y del rectingulo circunscrito en la elipse y mostrando que 
la longitud de la elipse esta entre estos dos perimetros. 





752 CAPITULO 9 ECUACIONES PARAMETRICAS, CURVAS PLANAS Y GRAFICAS POLARES 


9.3 COORDENADAS POLARES Y GRAFIC AS POLARES 


P(r,0) 



FIGURA 1 

Pi 2 , 7 *) 



(a) 


F(5, j?r) 



(b) 


Hasta ahora, se ha localizado un punto en un piano mediante sus coordenadas 
cartesianas rec tan gu lares. Otros sistemas coordenados permiten ubicar un 
punto en el piano, y el sistema de coordenadas polares es uno de ellos. Este 
sistema es importante debido a que ciertas curvas tienen ecuaciones mas 
simples en coordenadas polares. Ademas, las tres conicas (parabola, elipse e 
hiperbola) pueden representarse mediante una ecuacion, como se vera en 
la seccidn 9.5. Esta ecuacion se aplica en ffsica para deducir las leyes de 
Kepler, y en astronomfa, en el estudio del movimiento de los planetas. 

Las coordenadas cartesianas son numeros, la abscisa y la ordenada, 
que representan la distancia dirigida a partir de dos rectas fijas. Las coor- 
denadas polares consisten de una distancia dirigida y la medida de un an- 
gulo en relacion a un punto fijo y un rayo fijo (o semirecta). El punto fijo se 
denomina polo (u origen) y se representa mediante la letra O. El rayo fijo 
recibe el nombre de eje polar (o recta polar), la cual se denota por OA. El 
rayo OA usualmente se dibuja horizontal y se prolonga indefinidamente 
hacia la derecha. Vea la figura 1 . 

Sea P cualquier punto del piano diferente de O. Sea 0 la medida en ra- 
dianes del angulo dirigido AOP , positivo cuando se mide en el sentido con- 
trario al giro de las manecillas del reloj y negativo en el caso contrario, que 
tiene como su lado inicial el rayo OA y como su lado final el rayo OP . Si r 
es la distancia no dirigida de O a P (esto es, r = | OP | ), un conjunto de 
coordenadas polares de P esta dado por r y 0, y se denotan estas coorde- 
nadas como ( r , 6). 


W EJEMPLO 1 Localice cada uno de los siguientes puntos que 
tienen los conjuntos dados de coordenadas polares: (a) (2, \ 7t); (b) (5, \n)\ 
(c)(l, f 7T); (d) (3, 1 7T); (e) (4 f - 1 tt); (f ) ( f , 


Pih 



(c) 



(e) 

FIGURA 2 


Solution 

(a) El punto (2, \n) se determina al dibujar primero el angulo que tiene 
una medida en radianes de ~ 7t, cuyo v&tice estd en el polo y su lado ini- 
cial sobre el eje polar. El punto en el lado terminal que esta a 2 unidades 
del polo es el punto (2, \k). consulte la figura 2(a). De manera seme- 
jante se obtienen los puntos que se muestran en las figuras 2(b)-(f). “4 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 3 muestra el pun- 
to (4, | ri). Otro conjunto de coordenadas polares para este punto es (4, n)\ 

vea la figura 4. Ademas, las coordenadas polares (4, ~k) tambien repre- 
sentan el mismo punto, como se muestra en la figura 5. “4 

En realidad, las coordenadas (4, f n + 2kK), donde k es cualquier nu- 
mero entero, proporcionan el mismo punto. A si, un punto particular tiene 
un niimero ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, a diferencia del 
sistema de coordenadas cartesianas rectangu lares, en el cual existe una 
correspondencia uno a uno entre las coordenadas y la posicion de los pun- 
tos en el piano. Un ejemplo mas se tiene al considerar conjuntos de coorde- 
nadas polares para el polo. Si r = 0 y 0 es cualquier numero real, se tiene el 
polo designado por (0, 6). 
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P( l -*) 



(f) 


FIGURA 2 


A 


A continuacion se consideraran las coordenadas polares para las cuales r 
es negativo. En este caso, en lugar de que el punto este en el lado terminal 
del angulo, el punto se encuentra sobre la prolongacidn del lado terminal, la 
cual es el rayo desde el polo que se extiende en sentido opuesto al lado ter- 
minal. En consecuencia, si P esta sobre la prolongation del lado terminal 
del Angulo cuya medida en radianes es 0, entonces un conjunto de coorde- 
nadas polares de P es (r, 0), donde r = - 1 OP \ . 


n 4 , !*) 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 El punto (-4, -\ri) mos- 

trado en la figura 6 es el mismo punto que (4, - n ), (4, - \n) y (4, j ri) del 
ejemplo ilustrativo l. Otro conjunto de coordenadas polares para este punto 
es (-4, j n); vea la figura 7. 


FIGURA 3 






A menudo el angulo se mide en radianes: de modo que un conjunto 
de coordenadas polares de un punto es un par ordenado de numeros reales. 
Para cada par ordenado de numeros reales existe un unico punto al que le 
corresponde este conjunto de coordenadas polares. Sin embargo, se ha visto 
que un punto particular puede representarse mediante un numero ilimitado 
de pares ordenados de numeros reales. Si el punto P no es el polo, y r y 0 se 
restringen de modo que r > 0 y 0 < 0 < 2^, entonces P tiene un tinico 
conjunto de coordenadas polares. 

En ocasiones se desea hacer referenda a las coordenadas cartesianas 
rectangulares y coordenadas polares de un punto. Para lograr esto, se consi- 
der el origen del primer sistema como el polo del segundo sistema, el eje 
polar como la parte positiva del eje jt y el rayo para el cual 0 = ~ n como la 
parte positiva del eje y. 

Suponga que P es un punto cuya representacidn en el sistema de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares es ( x , y), y (r, 0) es la representacion en 
coordenadas polares de P. Como caso particular, suponga que P esta en el 
segundo cuadrante y r > 0, como se muestra en la figura 8. Entonces 

COS 0 = -=rr Sen = r=— 

I OP\ \OP\ 

_ x = y 

r r 

De este modo, 

x - r cos 0 y y - r sen 0 (1) 

Estas ecuaciones se cumplen para P en cualquier cuadrante y r positivo 
o negativo. De las ecuaciones no s61o se pueden obtener las coordenadas 
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FIGURA 9 


cartesianas rectangulares de un punto cuando se conocen las coordenadas 
polares, sino que tambidn se puede obtener una ecuacion polar de una curva 
a partir de su ecuacidn cartesiana rectangular. 

Con el fin de deducir las ecuaciones que proporcionen un conjunto de 
coordenadas polares de un punto cuando se conocen sus coordenadas carte- 
sianas rectangulares, se elevan al cuadrado los dos miembros de cada ecua- 
cion de ( 1 ), se iguala la suma de los miembros izquierdos a la suma de los 
miembros derechos, y se resuelve para r, obtenidndose 


r = ±^ 3 + ( 2 ) 

Al dividir miembro a miembro las ecuaciones de (1) se tiene 

r sen 6 _ y 
r cos 6 x 

tan 6 ~ ^ si x # 0 (3) 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 9 muestra el punto 
cuya represen tacion en coordenadas cartesianas es (- V3 , -1). Para obtener las 
* x coordenadas polares (r, 0), donde r > 0 y 0 < 6 < 2 k, se aplican (2) y (3): 

• r = V3TT tan 6 = 

— V3 

= 2 6 = \n (ya que n < 6 < \n) 

Asi, el punto es (2, \ 7t). M 

Una ecuacion en coordenadas polares se denomina ecuacion polar a fin 
de distinguirla de una ecuacion cartesiana, t£rmino empleado cuando una 
ecuacion est£ dada en coordenadas cartesianas rectangulares. 


r EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacidn cartesiana de la grdfica 
que tiene la ecuacidn polar 

r 2 = 4 sen 26 

SolllCIOn Debido a que sen 20 = 2 sen 0 cos 6, se tiene que sen 26 = 
2{yjr){xjr), donde r * 0. Con esta sustitucidn y r 2 = x 2 + y 2 , se obtiene de 
la ecuacidn polar dada 


x 2 + y 2 = 4(2)- • i 
r r 

X 2 + y2 = *Jl 

x 2 + y 2 

(x z + y 2 ) 2 = 8 xy 


4 


La grafica de una ecuacidn en coordenadas polares, denominada grafi- 
ca polar, consiste de aquellos, puntos y sdlo aquellos, que tienen al menos 
un par de coordenadas polares que satisfacen la ecuacidn. A continuacidn 
se trataran las propiedades de dichas graficas, las cuales se obtendrdn a 
mano y en la graficadora. 
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FIGURA 10 


La ecuacion 
Q = C 

donde C es una constante, es satisfecha por todos los puntos cuyas coordenadas 
polares son (r, C) sin importar el valor de r. Por tanto, la grafica de esta ecuacion 
es una recta que contiene al polo y forma un angulo de C radianes con el eje 
polar. Vea la figura 10. La misma recta esta representada por la ecuacion 

6 = C ± kn 

donde k es cualquier numero entero. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La grafica de la ecuacion 

e = 

se presenta en la figura 1 1 , y es la recta que pasa por el polo y forma un 
angulo de ~ n radianes con el eje polar. La misma recta esta dada por las 
ecuaciones 


FIGURA II 


e = \n e = \n e = -\n e = -\n 



y asi sucesivamente. 

(b) La figura 12 muestra la grafica de la ecuacion 
6 = \n 

la cual es la recta que pasa por el polo y forma un dngulo de \ it ra- 
dianes con el eje polar. Otras ecuaciones de esta recta son 

Q = In 6 - \n 6 = ~- 3 n 6 = -\n 

etcetera. 4 

En general, la forma polar de una ecuacion de una recta no es tan simple 
como la forma cartesiana. Sin embargo, si la recta es paralela al eje polar o 
al eje entonces la ecuacion es bastante sencilla. 

Si una recta es paralela al eje polar y pasa por el punto B cuyas cobrde- 
nadas cartesianas son (0, b) y cuyas coordenadas polares son ( b , 1 71), enton- 
ces una ecuacion cartesiana es y = b. Si se sustituye y por r sen 6 , se tiene 


r sen 0 = b 



la cual es la ecuacion polar de cualquier recta paralela al eje polar. Si b es 
positivo, la recta est& por arriba del eje polar. Si b es negativo, la recta 
esta por debajo del eje polar. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En la figura 13 se tiene la 

grafica de la ecuacidn 
r sen 0 = 3 

mientras que en la figura 14 se muestra la grafica de la ecuacion 


FIGURA 13 


r sen 0 = -3 


◄ 
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FIGURA 15 


Ahora considere una recta paralela al eje j n o, equivalentemente, per- 
pendicular al eje polar. Si la recta pasa por el punto A, cuyas coordena- 
das cartesianas son ( a , 0) y cuyas coordenadas polares son (a, 0), una 
ecuacidn cartesiana es x = a . Al sustituir x por r cos 0 se obtiene 

rcos 0 s= a 

la cual es la ecuacion de cualquier recta perpendicular al eje polar. Si a es 
positivo, la recta esta a la derecha del eje \ n. Si a es negativo, la recta est£ 
a la izquierda del eje | n. 

t> EJEMPLO I LU STRATI VO 6 La figura 15 muestra la gra- 
fica de la ecuacion 

r cos 0=3 

y la figura 16 presenta la grdfica de la ecuacidn 

r cos 0 = -3 ^ 

La grafica de la ecuacion 

r = C 

donde C es cualquier constante, es una circunferencia cuyo centro esta en el 
polo y su radio es | C | . La misma circunferencia esta dada por la ecuacion. 

r = -C 



r = 4 


FIGURA 17 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 En la figura 17 se muestra la 

grdfica de la ecuacion 
r = 4 

la cual es una circunferencia con centro en el polo y radio 4. La misma 
circunferencia esta dada por la ecuacion 

r = -4 

aunque el uso de esta ecuacion no es comun. ^ 

Como ocurre para la recta, la ecuacidn polar general de una circunfe- 
rencia no es tan simple como la fompa cartesiana. No obstante, se tienen 
casos especiales en los que una ecuacidn de una circunferencia merece 
considerarse en forma polar. 

Si una circunferencia contiene al origen (el polo) y tiene su centro en el 
punto de coordenadas cartesianas (a, b ), entonces una ecuacidn cartesiana de 
la circunferencia es 

x 2 + y2 _ 2ax - 2 by - 0 

Una ecuacidn polar de esta circunferencia es 

(rcos 6) 2 + (rsen 6) 2 - 2a(rcos 6) - 2fc(rsen 9) = 0 
r 2 (cos 2 6 + sen 2 6) -2arcos 6 - 2brsen 6=0 
r 2 - 2 ar cos 6 - 2 br sen 0=0 
r(r - 2 a cos 6 - 2b sen 0) = 0 
r = 0 r - 2a cos 0 - 2b sen 0 = 0 

Como la grafica de la ecuacidn r = 0 es el polo y el polo (r = 0 cuando 
0 = tan -1 (-a/fc)) esta en la grdfica de r - 2 a cos 6 - 2b sen 0 = 0, una 
ecuacion de la circunferencia es 
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r = 2a cos 6 

FIGURA 18 


r = 2a cos 0 + 2b sen 0 
Cuando b — 0, en esta ecuacion, se tiene 

r = la cos 0 

Esta es una ecuacidn polar de la circunferencia de radio | a | unidades, tan- 
gente al eje y con su centro en el eje polar o en su prolongacion. Si 
a > 0, la circunferencia estd a la derecha del polo como en la figura 18, y 
si a < 0, la circunferencia se encuentra a la izquierda del polo. 

Si a = 0 en la ecuacidn r = 2 a cos 0 + 2 b sen 0 , se tiene 

t - 2b sen 0 

la cual es la ecuacion polar de la circunferencia de radio | b | unidades, con 
su centro sobre el eje \n o en su prolongacidn, y es tangente al eje polar. 
Si b > 0, la circunferencia estd por arriba del polo, y si b < 0, la circun- 
ferencia se encuentra debajo del polo. 



W EJEMPLO 3 Dibuje la grdfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) r = 5 cos 0; (b) r = -6 sen 0. 

Solucion 

(a) La ecuacion 

r = 5 cos 0 


es de la forma r - la cos 0 con a - | . Por tanto, la grdfica es una cir- 
cunferencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares ( § , 0) y 
es tangente al eje ~ n. La grdfica se presenta en la figura 19. 

(b) La ecuacion 

r ~ -6 sen 0 


r - 5 cos 0 

FIGURA 19 


es de la forma r - 2b sen 0 con b = -3. La grafica es una circunfe- 
rencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares (3, | it) y 
es tangente al eje polar. La figura 20 muestra la grdfica. A 


n f 


r= -6 sen 8 



0 


Resumen de ecuaciones polares de rectos 
y circunferencias 


C r ay b son constantes 


0 = C 

r sen 8 — b 
r cos 8 - a 

r = C 

r = 2a cos 0 
r - 2 h sen 0 


Recta que contiene al polo; forma tin dngulo 
de C radianes con el eje polar. 

Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar 
si b > 0; debajo del eje polar si b < 0. 

Recta paralela al eje a la derecha del eje 
si a > 0; a la izquierda del eje \ft si 
a < 0. 

Circunferencia; centro en el polo; radio C. 
Circunferencia; radio \a | ; tangente al eje ^ n; 
centro en el eje polar o en su prolongacidn. 
Circunferencia; radio | b | ; tangente al eje po- 
lar; centro en el eje \ n o en su prutongacitfn. 


FIGURA 20 
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Antes de discutir otras graficas polares, se estableceran los siguientes 
criterios de simetria, Los cuales pueden demostrarse a partir de la definition de 
simetria de una grafica dada en la seccidn del ap^ndice A.2. 


Criterios de simetria 


Una gr&fica es 

(i) stm&rica con respectoal eje polar si se obtiene una ecuacidn 
equivalente cuando (r, 0) se sustituye por ( r , -8) o (-r, n - 0); 

(ii) sim&rica con respect© al eje ! n si se obtiene una ecuacidn equiva- 
lence cuando ( r , 8) se sustituye por (r, K - 0) o {-r t -0); 

(ill) sim6trica con respecto al polo si se obtiene una ecuaci6n equivalente 
cuando (r, 0) se sustituye por (-r, 0) o (r, it + 0). 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la grafica delaecuacidn 


Table 1 


6 

r 

0 

-1 

5* 

1 - V3 

J* 

0 

1* 

1 

!* 

2 


1 + V3 

K 

3 


r = 4 cos 20 

se aplicaran los criterios de simetria con respecto al eje polar, al eje \k y 
al polo. 

Para el criterio de simetria con respecto al eje polar, se sustituye 
(r, 0) por (r, -0) y se obtiene r - 4 cos(-20), la cual es equivalente a 
r — 4 cos 20. Por tanto, la grdfica es simtirica con respecto al eje polar. 

Para el criterio de simetria con respecto al eje \ n, se sustituye (r, 0) 
por (r, k - 8) en la ecuacion dada y se obtiene r - 4 cos (2 (k - 0)) o, 
equivalentemente, r = 4 cos (2 K - 20), que equivale a r = 4 cos 20. Por 
tanto, la grdfica es simdtrica con respecto al eje \ n. 

Para el criterio de simetria con respecto al polo, se sustituye (r, 0) 
por (-r, 0) y se obtiene -r - 4 cos 20, la cual no es equivalente a La ecua- 
ci6n dada. No obstante, tambi£n debe determinarse si el otro conjunto 
de coordenadas funciona. Al sustituir (r, 0) por (r, n + 0) se obtiene r = 4 
cos(2 (k + 0)) o, equivalentemente, r = 4 cos(2/r + 20), que equivale a 
r = 4 cos 20. Por tanto, la gr&fica es sim^trica con respecto al eje polo. ^ 

Cuando se dibuja una grafica polar, a fin de determinar si contiene al 
polo se sustituye 0 por r en la ecuacidn y despu^s se resuelve para 0. 


► EJEMPLO 4 


Dibuje la grafica de la ecuacion 



r = 1-2 cos 0 

Solucion Como se obtiene una ecuacidn equivalente cuando se sustituye 
(r, 0) por (r, - 0), la grafica es simetrica con respecto al eje polar. 

Si r = 0, se obtiene cos 0 = y si 0 < 0 < /r, entonces 0 = \n. 
Asf, el punto (0, \k), el polo, esta en la grafica. La tabla 1 presenta las 
coordenadas de algunos otros puntos de la grdfica. A partir de estos puntos 
se dibuja la mitad de la gr&fica; el resto se dibuja teniendo en cuenta su si- 
metria con respecto al eje polar. La grdfica se muestra en la figura 21. A 

En la figura 21, la grafica se ha dibujado en un si sterna de coordena- 
das polares. En los ejercicios 51 a 60 se le pedir& que dibuje algunas grdfi- 
cas polares en un sistema de coordenadas polares. 

El teorema siguiente muestra como definir una grafica polar mediante 
una par de ecuaciones paramtiricas. 


FIGURA 21 
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[-3, 3] por [-2, 2] 
r- 1-2 cos 6 

FIGURA 22 



r = a + bcosd 0 < f < 1 
b 

(a) caracol con lazo 



r = a + bcosd 1 < - <2 
b 


(c) caracol con hendidura 

FIGURA 23 


9,3.1 Teoremo 


La grifica de La ecuacidn polar r = /(0) est& defmida por- las ecua- 
ciones paratm6tricas 

x = _ftr)cos t y y = /(/)se n t 

Demostracion Sea (jc, y) la representacion cartesiana de un punto P 
cuya representacion polar es (r, 0). Entonces 

x — r cos 0 y y = r sen 6 

Como r = f(6), se tiene 

jc = /(0)cos 0 y y = /(0)sen 0 

A1 sustituir 0por t de modo que el parametro sea /, se tiene 

x = f{t) cos r y y = /(/)sen t m 

Las ecuaciones parametricas del teorema 9.3.1 son utilizadas por algu- 
nas computadoras y graficadoras para trazar graficas polares. Otras grafi- 
cadoras permiten trazar una grafica polar directamente de la ecuacion 
r = /( 6) empleando el modo polar de la graficadora. 


\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para trazar la grafica del 
ejemplo 4 en la graficadora, se utilizan las ecuaciones del teorema 9.3.1, 
como f(9) =1-2 cos 6, se consideran 

x - (1 - 2cos/)cos/ y y = (1 - 2cost)senr 

Con la graficadora en modo parametrico y de radianes, y 0 < / < 2/r, se eli- 
ge [-3, 3] por [-2, 2] como rectangulo de inspeccidn y obteniendose la gra- 
fica mostrada en la figura 22, la cual es acorde con la curva de la figura 21.^ 

La grafica polar del ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 9 se deno- 
mina lima^on, palabra francesa que proviene del latin Umax que significa 
caracol . Un caracol (o lima^on) es la grdfica de una ecuacion de la forma 

r = a ± b cos 0 o r — a ± b sen 6 

donde a > 0 y b > 0. Existen cuatro tipos de caracoles que dependen de la 
razon ajb. 


Tipos de caracoles 


De la ecuacidn r = a + b cos 0, donde a > 0 y b > 0: 

Caracol con lazo. Vea la figura 23(a). 

Cardioide (forma de corazdn). Vea La figura 23(b). 
Caracol con hendidura. Vea la figura 23(c). 
Caracol convexo (sin hendidura). Vea la figura23(d). 


1. 0 < - < 1 

b 

2, - = 1 
b 

3 . 1 < - < 2 

b 

4. 2 £ - 


Mas adelante en esta seccidn, cuando se estudien las rectas tangentes 
horizontales y verticales de graficas polares, sera evidente el por que los 
caracoles del tipo 3 tienen una hendidura y los del tipo 4 no. 
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Simetria con respecto al eje polar; apimta hacia 
la derecha. 

Simetria con respecto al eje polar; apunta hacia 
la izquierda. 

Simetria con respecto al eje ^ it\ apunta hacia 
arriba, 

Simetria con respecto al eje \ tt, apunta hacia 
abajo. 


A partir de la ecuacion de un caracol, tambien se puede determinar su 
simetria, y la direccidn en la que apunta. 


Simetria y direction de un caracol 


FIGURA 23 



[-9, 9] por [-6, 6] 
r = 3 + 2 sen 9 

FIGURA 24 



r = 2 + 2 cos 0 

FIGURA 25 



[-6, 6] por [-4, 4] 
r = 2 - sen 9 

FIGURA 26 


► EJEMPL0 5 Para cada uno de los caracoles siguientes, de- 
termine el tipo, su simetria y la direccion en la que apunta, ademas trace el 
caracol: (a) r = 3 + 2 sen 0; (b) r = 2 4- 2 cos 0; (c) r = 2 - sen 0. 

Solucion 

(a) La ecuacidn r - 3 + 2 sen 0 es de la forma r — a + b sen 6 con 
a = 3 y b = 2. Como | = |yl< | < 2, la grafica es un cara- 
col con hendidura. Es simStrico con respecto al eje y apunta 
hacia arriba. Se traza la grdfica en el rectangulo de inspeccion de 
[-9, 9] por [~6, 6] y se obtiene el caracol de la figura 24. 

(b) La ecuacion r = 2 + 2 cos 6 es de la forma r = a + b cos 6 con 

a - 2 y b = 2. Como | = 1, la grafica es una cardioide. Es si- 

metrica con respecto al eje polar y apunta hacia la derecha. Se traza 
la cardioide en el rectangulo de inspeccion de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] 
como se muestra en la figura 25. 

(c) La ecuacidn r = 2 - sen 6 es de la forma r = a - b sen 6 con a = 2 

y b = 1 . Como | = 2, la grdfica es un caracol convexo. Es simStrico 

con respecto al eje \n y apunta hacia abajo. La grdfica se presenta en 
la figura 26. ^ 

La grafica de una ecuacion de la forma 
r - a cos nB o r — a sen n9 
es una rosa, que tiene n hojas si n es impar y In hojas si n es par. 


W EJEMPL0 6 Describa y trace la ecuacion 
r = 4 cos 20 

Solucion La ecuacion es de la forma r = a cos n6 y donde n es igual 
a 2. Como n es par, entonces la grafica es una rosa de cuatro hojas. La lon- 
gitud de cada hoja es 4. En el ejemplo ilustrativo 8, se demostro que la gra- 
fica es simdtrica con respecto al eje polar, al eje | n y al polo. La grafica 
contiene al polo debido a que cuando r = 0 se tiene 




9.3 COORPENAPAS POLARES Y GRAFICAS POLARES 761 



FIGURA 27 


cos 20 = 0 

de donde se obtiene, para 0 < 0 < 2 n, 

0 = \k 0 - \k 0 = \k 0 = \k 

4 4 4 4 

Se traza la grafica en el rectangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por 
[-5, 5] como se muestra en la figura 27. La grafica concuerda con la des- 
cription. 4 

Observe que si en la ecuacion para una rosa se toma n = 1 , resulta 
r - a cos 0 o r - a sen 0 


f/m 



J)))/ 


[-42, 42] por [-28, 28] 
r = e 6 > d 

FIGURA 28 


las cuales son ecuaciones de una circunferencia. Por tanto, una circunfe- 
rencia puede considerarse como una rosa de una hoja. 

Otras grdficas polares que a menudo se presentan son las espirales 
(consulte los ejercicios 37 a 40) y las lemniscatas (vea los ejercicios 41 a 
44). La grafica del ejemplo siguiente se denomina espiral de Arqui'medes. 


W EJEMPLO 7 Describa y trace la ecuacion 
r = 6 6 £: 0 

Solution Observe primero que la grafica no es sim^trica con respecto 
a los ejes ni respecto al polo. Ademas, conforme 6 crece, tambien lo hace r. 
Cuando r = 0, 6 = 0; de modo que el polo estd en la grdfica. Cuando 
6 = tin, donde n es cualquier numero entero, la grafica intersecta al eje 
polar o a su prolongacidn, y cuando 6 = \nn, donde n es cualquier nu- 
mero entero impar, la grdfica intersecta al eje o a su prolongacidn. Se 
traza la grdfica en el rectdngulo de inspeccidn de [-42, 42] por [-28, 28], 
como se muestra en la figura 28, la cual concuerda con la descripcidn. 4 


Una formula para determinar la pendiente de una recta tangente a una 
grafica polar la proporciona el teorema siguiente. 


9.3.2 Teorema 


Si m es la pendiente de la recta tangente a la gjlfica de r “ f($) en el 
punto (/; 0), entonces i 

sen $ ^ + r cos 0 
m - — — 

cos 0 — - r sen 0 
d$ 

Demostracion Del teorema 9.3.1, la grafica de r = f{6) esta definida 
por las ecuaciones parametricas 

x = /(0)cos 6 y y = /(0)sen 0 

en donde 0 es el pardmetro. De la fdrmula (4) de la seccion 9.1, se tiene 

dy 

dy _ d6_ 
dx dx 
d6 

f{0) sen 0 4- /(0) cos 0 
- f\Q) cos 0 + /(0)(-sen 0) 



762 CAPiTULO 9 ECUACIONES PARAMETRjCAS, CURVAS PLANAS Y GRAFICAS POLARES 


A1 sustituir dyjdx por m,f(0) por r y f\9) por drjd9 y se obtiene 
sen 0 + r cos 0 

m = ■ 

cos 0 - r sen 0 

du 

• 

La formula del teorema 9.3.2 puede emplearse para determinar donde 
una grafica polar tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Esta infor- 
macion es util cuando se dibujan graficas polares. El procedimiento se mues- 
tra al aplicarlo, a dos de los caracoles del ejemplo 5, en el siguiente ejemplo 
ilustrativo y en el proximo ejemplo. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 El caracol del ejemplo 5(c) 

tiene la ecuacion 
r = 2 - sen 0 

Con este valor de r y drjdO = -cos 0, por el teorema 9.3.2, se tiene 


sen 0(-cos 0) + (2 - sen 0) cos 0 
cos 0(-cos 0) - (2 - sen 0) sen 6 

-sen 6 cos 9 + 2 cos 9 - sen 9 cos 9 
-cos 2 9-2 sen 9 + sen 2 9 

2 cos 9-2 sen 9 cos 9 
-(1 - sen 2 9) - 2 sen 9 + sen 2 9 

2 cos 0(1 - sen 9) 

2 sen 2 9 - 2 sen 9 - 1 


Las rectas tangentes horizontales de este caracol ocurren cuando m = 0. 
Asf, se iguala a cero el numerador de (4) y se resuelve para 9 . 



9 = 


2 cos 9( 1 
cos 0=0 
-n 9 = 


sen 9) = 0 


1 


sen 0=0 
sen 0 = 1 

0 = U 


Por tanto, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos (1, \ n) 
y (3, 1 7T). Las rectas tangentes verticales ocurren cuando el denominador 
de (4) es cero y el numerador es diferente de cero. Al resolver la ecuacion 
que resulta se obtiene 

2 sen 2 0-2 sen 0-1 = 0 


sen 0 = 


-b ± V b 2 - 4 ac 
2 a 

2 ± V 4 + 8 


sen 0 = 1.3660 
no hay solucion 


sen 0 = -0.3660 
0 - 3.51 0 - 5.91 


En consecuencia, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos que 
tienen coordenadas polares (2.37, 3.51) y (2.37, 5.91). La figura 29 muestra 
el caracol y las rectas tangentes horizontales y verticales. 4 
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► EJEMPLO 8 Determine los puntos en los que el caracol del 
ejemplo 5(a) tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibuje la griifica 
y muestre sus rectas tangentes. 

Solution El caracol tiene la ecuacion 

r = 3 + 2 sen 0 


Con este valor de r y dr/dG = 2 cos 9 , por el teorema 9.3.2, se tiene 

— sen 9(2 cos 9) + (3 + 2 sen 9) cos 9 • 

m ~ cos 6(2 cos 6) - (3 + 2 sen 9) sen 6 

2 sen 9 cos 6 + 3 cos 9 + 2 sen 9 cos 9 

2 cos 2 9 - 3 sen 9 - 2 sen 2 9 

_ 4 sen 9 cos 9 + 3 cos 0 

2-2 sen 2 0-3 sen 9-2 sen 2 9 

- cos 0(4 sen 0 + 3) 

4 sen 2 0 + 3 sen 0 - 2 

A fin de determinar las rectas tangentes horizontales se iguala el numerador 
de (5) a cero. A1 resolver para 9 se tiene 


cos 9 (4 sen 9 + 3) = 0 
cos 0 =0 

9 - \k 9 - \k 


4 sen 0 +3 =0 
sen 0 - - 1 
0 * 3.99 0 - 5.44 


De este modo, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos 
(5, ijr),(l, jJT), (§, 3.99) y ( |, 5.44). 

Las rectas tangentes verticales se determinan al igualar a cero el de- 
nominador de (5). Al resolver la ecuacidn resultante se obtiene 


4 sen 2 0 + 3 sen 0-2 = 0 


S e„ G = zlAJEUsc 
2 a 



r = 3 + 2 sen 0 

FIGURA 30 


= -3 + V4l 
8 

sen 0 = 0.4254 sen 0 = -1.1754 

9 ss 0.44 0 a* 2.70 no hay solucidn 

Por tanto, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos de coorde- 
nadas polares (3.85, 0.44) y (3.85, 2.70). 

La figura 30 muestra el caracol y las rectas tangentes horizontales y 
verticales. 4 

Observe en la figura 30 que el caracol tiene una hendidura. Este hecho 
se manifiesta debido a las cuatro rectas tangentes horizontales. El caracol 
de la figura 29 no tiene hendidura; solo tiene dos rectas tangentes hori- 
zontales. 
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En los ejercicios 1 a 4, ubique los puntos que tienen el con- 
junto dado de coordenadas polares. 


1. 

(a) 

<M*> 

(b) 

(2,.f/r) 

(0 

(1, n) 


(d) 

(4, f>r) 

(e) 

(5, 'in) 



2. 

(a) 

(4, i K) 

(b) 

(3, \n) 

(c) 

(1. \n) 


(d) 

(2. !*) 

(e) 

(5, f/r) 



3. 

(a) 

0.-;*) 

(b) 

(3.-f*) 

(c) 

(-1. \n) 


(d) 

(-3, | n) 

(e) 

(-2 -iff) 



4. 

(a) 

(5,-|>r) 

(b) 

(2. -I*) 

(c) 

(-5, \n) 


(d) 

(-2. \n) 

(e) 

(-4. ~ f *) 




En los ejercicios 5 y 6, obtenga las coordenadas cartesia- 
nas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares se 
indican. 

5. (a) (3, n) (b) (V2,-f/r) 

(c) (-4, | n) (d) (-1,-2/r) 

6. (a) (-2, - ■ n) (b) (-1, \n) 

(c) (2, - 1 n) (d) (2, \k) 

En los ejercicios 7 y 8, obtenga un conjunto de coordenadas 
polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas rectan- 
gulares se proporcionan. Considere r > 0 y 0 < 0 < 2k. 

7. (a) (1,-1) (b) (-V 3,1) 

(c) (2,2) (d) (-5,0) 

8. (a) (3,-3) (b) (-1, V3) 

(c) (0,-2) (d) (-2,-2V3) 

En los ejercicios 9 a 12, obtenga una ecuacidn cartesiana de la 
grdfica que tiene la ecuacidn polar indicada. 

9. (a) r 2 = 2 sen 20 (b) r 2 - cos 6 

10. (a) r 2 cos 26 =10 (b) r 2 = 4 cos 20 

11. (a) rcos 6 = - 1 (b) r = 5 

2-3 sen 6 

12. (a) r = 2 sen 3 6 (b) r = - 

3 - 2 cos 0 

En los ejercicios 13 a 20, dibuje la grdfica de la ecuacidn. 

13. (a) 0 = \k (b) r = | K 

14. (a) 0= f/r (b) r = \n 

15. (a) 0=2 (b) r = 2 


16. (a) 0 = -3 (b) r = -3 

17. (a) r cos 6 = 4 (b) r = 4 cos 0 

18. (a) r sen 6=2 (b) r = 2 sen 6 

19. (a) r sen 6 = -4 (b) r = -4 sen 6 

20. (a) rcos 6 = -5 (b) r = -5 cos 6 

En los ejercicios 21 a 30, determine el tipo de caracol, su sime- 
tria y la direccion en la que apunta . Trace el caracol. 

21. r = 4(1 - cos 6) 22. r = 3(1 - sen 0) 

23. r = 2(1 + sen 6) 24. r = 3(1 + cos 6) 

25. r = 2 - 3 sen 6 26. r = 4 - 3 sen 6 

27. r = 3-2 cos 6 28. r = 3 - 4 cos 6 

29. r = 4 + 2 sen 0 30. r = 6 + 2 cos 0 

los ejercicios 31 a 50, describa y trace la grdfica de la 
ecuacidn. 

31. r = 2 sen 3 6 32. r = 4 sen 50 

33. r = 2 cos 40 34. r = 3 cos 20 

35. r = 4 sen 2 0 36. r = 3 cos 30 

37. r = e e (e spiral logarltmica) 

38. r = e 9 ^ (e spiral logarltmica) 

39. r = ^(espiral reclproca) 

40. r = 20 (e spiral de Arqulmedes) 

41. r 2 = 9 sen 20(lemniscata) 

42. r 2 = 16 cos 20(lemniscata) 

43. r 2 = -25 cos 20(lemniscata) 

44. r 2 = -4 sen 20 (lemniscata) 

45. r = 2 sen 0tan 0(cisoide) 

46. r 2 = 80 (e spiral de Fermat) 

47. r = 2 sec 0 - 1 (concoide de Nicomedes) 

48. r = 2 esc 0 + 3 (concoide de Nicdmedes) 

49. r = | sen 20 | 50. r = 2 | cos0 | 

51. Las grdficas polares pueden dibujarse en papel polar en el 
que utiliza un sistema de coordenadas polares como se 
muestra en la flgura 21. Construya un sistema de estos con 
regia, compas y transportador. En este sistema dibuje la 
grdfica de r = 1 + 4 sen 0. 

52. Siga las instrucciones del ejercicio 51 para la grafica de 
r = 2 + cos 0. 

En los ejercicios 53 a 60, determine los puntos en los que la 
grdfica tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibu- 
je la grdfica y muestre sus rectas tangentes. Para los dibujos 
puede emplear un sistema de coordenadas polares tal como el 
sugerido en el ejercicio 51. 
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53. r ~ 4 + 3 sen 0 
55. r - 4 - 2 cos 0 
57. r = cos 20 
59. r 2 = 4 sen 20 


54 r = 2 + cos 0 
56. r = 3 - 2 sen 0 
58. r = 2 sen 30 
60. r 2 = 9 cos 20 


En los ejercicios 61 a 64, trace las graficas de las dos ecuacio- 
nes en el mismo rectangulo de inspeccion. Despues utilice los 
procedimientos interseccion ( intersect ), o rastreo y aumento 
(trace y zoom-in), para aproximar a dos digitos significativos 
las coordenadas cartesianas rectangulares de los puntos de 
interseccion de las graficas. En la seccion 9.4 se estudia un 
metodo ahalUico para obtener los puntos de interseccion de 
graficas polares. 



fr = 3 


f r - 2 cos 0 

61. 

l r = 2(1 + cos 0) 

62. , 

1 

[r = 2 sen 0 


| r - 2 sen 30 


f r - 2 cos 20 

63. 

1 r - 4 sen 0 

64. , 

i 

[r ~ 2 sen 0 

65. 

Explique por qud existe una correspondencia uno-a-uno 
entre la posicion de un punto en el piano y sus coordenadas 


cartesianas rectangulares, pero no existe dicha correspon- 
dence para las coordenadas polares del punto. En su 
explicacidn muestre dos puntos como ejemplos: uno en el 
primer cuadrante y el otro en segundo cuadrante. 


9.4 LONGITUD DE ARCO Y AREA DE UNA REGION 
PARA GRAFICAS POLARES 


La formula del teorema 9.2.3 para la longitud de arco L de una curva C, 
cuyas ecuaciones parametricas son x = /(r) y y = g{t ), desde el punto 
(/(a), g(a)) al punto (f(b\ g(b)) es 

L = f -J UW + ts'(f )] 2 dt 

Ja 

donde f'yg' son continuas en el intervalo cerrado [a, b], Al sustituir /'(f) 
por dx/dt y g’(t) por dyjdt , esta fdrmula se transforma en 



Suponga que se desea obtener la longitud de arco de una curva C cuya 
ecuacion polar es r = F(8). Si (jc, y) es la representacion cartesiana de un 
punto P de C y (r, 0) es una representacion polar de P, entonces del teorema 
9.3.1, las ecuaciones parametricas de C, donde 0es el parametro, son 

x = F(6 ) cos 8 y y = F(8 ) sen 8 (2) 

Por tanto, si F' es continua en el intervalo cerrado [a, fi], la fdrmula para la 
longitud de arco de C se obtiene a partir de (1) considerando t = 8, de 
modo que 



De las ecuaciones parametricas (2), 

^ = F'(0)cos 6 - F( 6 ) sen 9 j | = F'(0)sen 6 + F(0 ) cos 6 
do du 

De donde, 

) 2 + (S) 2 = ( ~ F ' ( - e '> cos 6 - F (0) sen 0 ) 2 + (FX6)sen d + F(0) cos d) 2 
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El miembro derecho de esta ecuacidn puede simplificarse de manera que 

* (IF ■ + if,8 » 2 - < 4 > 

En el ejercicio 50 se le pedir£ que verifique esta ecuacidn. A1 sustituir de (4) 
en (3) y reemplazar F'(6) por drjdO y F(6) por r, se obtiene la formula si- 
guiente para la longitud de arco de una gr&fica polar: 



r = 2(1 + cos 0) 

FIGURA 1 


^ - r 


► EJEMPLO I Calcule la longitud de arco de la cardioide 
r — 2(1 + cos 6). 

Solution La cardioide se muestra en la figura 1. Para calcular la longi- 
tud de la curva completa se permite que 6 tome los valores de 0 a 2 it o 
puede emplearse la simetria de la curva y obtenerse la mitad de la longitud 
considerando que 6 toma los valores de 0 a it. 

Como r - 2(1 + cos 6 ), 4^ = -2 sen 6. A1 sustituir en (5), integrar 

da 

de 0 a it y multiplicar por 2 se tiene 

L - 2 V( - 2sen 0) 2 + 4(1 + cos 0) 2 dO 

Jo 


= 4 Vsen 2 0 + 1 + 2 cos 6 + cos 2 0 d6 

Jo 

= A4i\ 4\ + cos 0 d6 

Jo 

A fin de evaluar esta integral, se utiliza la identidad cos 2 — 
|(1 + cos 0), de modo que V 1 + cos 6 = V^lcos^l. Puesto/que 0 < 
6 < n, 0 < \0 < ~k\ entonces cos \6 > 0. Por tanto, V 1 + cos 0 - 
cos ~6. Asf, 


L = A42 f V"2cos ^6d6. 

Jo 

= 1 6 sen i 0J 
= 16 

Como sucedio con las formulas anteriores para la longitud de arco, la 
formula para la longitud de arco de una grdfica polar conduce, la mayorfa 
de las veces, a una integral definida dificil o imposible de evaluar me- 
diante el segundo teorema fundamental del Caleulo. Sin embargo, la grafi- 
cadora proporciona un valor aproximado, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 
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t , , , vcd 

"X . , , , 

■q 

p 


[-6, 6] por [-4, 4} 
r = 2 - sen 9 


FIGURA 2 


► EJEMPLO 2 


Obtenga la longitud de arco del caracol 


r = 2 - sen 0 

Solucion Este caracol se trazd en el ejemplo 5(c) de la section 9.3. La 
figura 2 muestra su gr&fica. De (5), 


L = 



+ r 2 dO 


rin 

= J i 

Jo 

■/: 


cos 2 0 + (2 - sen 6) 2 dd 


a/cos 2 0 + 4-4 sen 0 + sen 2 0 d$ 


a/5-4 sen 0 dd 


En la graficadora se obtiene 

NINT(V5 - 4 sen 0,0, In) = 13.36489322 

De modo que, con cinco dfgitos significativos, la longitud del caracol es 
13.365. ◄ 


e = 



A continuation se desarrollara un metodo para calcular el &rea de una 
regidn acotada por dos rectas que pasan por el polo, y una grdfica polar. 

Sea / una funcidn continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, /?]. 
Sea R la region limitada por la curva cuya ecuaci6n es r = f(0) y por las 
rectas 0 = ay 6 = fi.La region R es la region AOB mostrada en la figura 3. 
Considere una particidn A de [a, /?] definida por 

a = Oq < 0 1 < 02 <...< 0 M <0 ( <.,.< 0„_! < 0„ = p 

De este modo se tienen n subintervalos de la forma [0;_i, 0,], i = 1, 

2 n. Sea un valor de 0 en el /-esimo subintervalo [0j_|, 0,]. Vea la 

figura 4, donde el i-esimo subintervalo se muestra junto con 0 = vv r La me- 
dida en radianes del angulo entre las rectas 0 = 0 { _j y 0 = 0; se denota 
por Aj0. El numero de unidades cuadradas del ^rea del sector circular de 
radio /(vv f ) unidades y angulo central de medida A/0 radianes esta dada por 


FIGURA 3 


i [/(w ,)] 2 a ,e # 

Existe un sector circular como este para cada uno de los n subinterva- 
los. La suma de las medidas de las areas de estos n sectores circulares es 



FIGURA 4 


i[/(K-i)] 2 A,0 + - 2 [f(w 2 )] 2 A 2 e + ... + |[/(*v,)] 2 A,0 + ... + j [f(w n )] 2 A n 6 
la cual puede expresarse, empleando la notacidn sigma, como 

i|[/( Wi )] 2 A,-0 (3) 

1 = 1 

Sea || A || la norma de la particion A^esto es, || A || es la medida del 
m£s grande A/0. Entonces, si A unidades cuadradas es el &rea de la region R , A 
es el lfmite de la suma de Riemann (6) cuando || A || tiende a 0, el cual es 
una integral definida como se establece en el teorema siguiente. 
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9,4*1 Teoremo 


Sea R la regi6n liroitada por las rectas 0 = ay $ = /3 y la curva cuya 
ecuacidn es r — f($\ donde / es continua y no negatfva en el inter- 
valo cerrado [a, /?]. Emonces, si A unidades cuadradas es el 6re a de la 
regidn R, 

A = Ita £i[/( Wi )] 2 M 

IfiNo * 

= \ impdo 


V EJEMPLO 3 Calcule el ire a de la region limitada por la car- 
dioide del ejemplo 1 : r = 2 + 2 cos 0. 

Sol UC ion La region junto con un elemento de area se muestra en la figu- 

ra 5. Como la gr&fica es sim6trica con respecto al eje polar, se consideran 
los lfmites para 9 de 0 a K, que determinan el drea de la region acotada por 
la curva que se encuentra arriba del eje polar. Despu^s, el drea de la region 
completa se obtiene al multiplicar esa area por 2. Asi, si A unidades cuadra- 
das es el &rea requerida, entonces 


A = 


2 lim V 1(2 + 2 cos tv.-) 2 A ,-0 

NM frl 2 


= 2 f 1(2 + 2 cos 9) 2 d9 

Jo 


= 4 (1+2 cos 9 + cos 2 9) d9 

JO n 

= 4 [9 + 2 sen 9 + 10+ Isen 20 J 


= + 0 + \k + 0 - 0 ) 

= 6/r 



r ~ 2 + 2 cos Q 


4 


FIGURA'5 


Ahora considere la region acotada por las rectas 9 = ay 0 = p y las 
dos curvas cuyas ecuaciones son r = f (9) y r = g(0), donde / y g son 
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continuas en el intervalo cerrado [a, p] y f{8) > g(8) en [a, p], Vea 
la figura 6. Se desea calcular el area de esta regidn. Para este fin, se conside- 
ra una partition del intervalo [a, p] con w,- como valor de 9 en el /-esimo 
subintervalo [0,__ 0,]. La medida del area de un elemento es la diferencia de 
las medidas de las areas de los sectores circulares: 

i[/(w,)] 2 A,0 - i[ g (w i )] 2 A,e = 2 (t/(w,)] 2 - [gK)] 2 )A,0 

La suma de las medidas de las areas de los n elementos esta dada por 

Ita £i[(/(w,)] 2 - [g(w,)] 2 )A,e 
haii-»o nrf 2 


En consecuencia, si A unidades cuadradas es el area deseada de la region, se 
tiene 


A = Xi[(M)l 2 - Es(Wi)] 2 )A(« 

Como fyg son continuas en [a, p], tambien lo es / - g\ por tanto, el limite 
existe y es igual a una integral definida. Asf, 

fP 

a = arm 2 - igm^ae 


W EJEMPLO 4 Calcule el area de la region dentro de la circunfe- 
rencia r = 3 sen 6 y fuera del caracol r = 2 - sen 8. 

Solution Primero se determinan los puntos de intersection de las dos 
curvas. A1 igualar los miembros derechos de las dos ecuaciones, se tiene 

3 sen 0=2- sen 8 
sell 8 = f 

6 =\n e = \ n 

En la figura 7 se muestra la curva y la region junto con un elemento de area. 


r=f{9) 



g{6) - 2 - sen 6 

FIGURA 7 
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Si se considera/(0) = 3 sen 0 y g(6) = 2 - sen 0 , entonces laecua- 
cion de la circunferencia es r = /(0) y la ecuacidn del caracol es r = g(0). 

En lugar de tomar los limites de | k a 1 7r se empleara.la propiedad de 
simetria con respecto al eje \ 7r, por lo que se consideraran los limites de ^a 
±7C, y luego se multiplicara por 2. Entonces, si A unidades cuadradas es el 
area de la regidn dada, 


A = 2 ljm £ jd/K')] 2 " k(w,)] 2 )A,e 
l|A|l->0 ft 2 


= 2 'jl 

■I 


([/(0)] 2 - fe (0)] 2 ) rfe 


[9 sen 2 $ - (2 - sen0) 2 ] dd 


rm rut 2 rx, 

= 8 sen 2 0^0 + 4 sen Odd - 4 
Jnf 6 J71I6 Jaft 

= 4 f (1 - cos 20) rf0 + [-4 cos 0 - 40 ] 
Jff/6 L J 


= 40 - 2 sen 20 - 4 cos 0 - 40j 


-i*/2 

7f/6 


- -2 sen 20-4 cos 0 


tt/2 

ji/6 


= (-2 sen ^ - 4 cos j tt) - (-2 sen -/r — 4 cos 1 7r) 

— 2 • 1 
z 1 

= 3V3 


= 2- * V3 + 4- 1 V3 


En el ejemplo anterior, se determinaron los puntos de intersection de las 
dos grdficas polares al resolver las dos ecuaciones simultineamente. Este 
procedimiento no siempre proporciona todos los puntos de interseccidn, 
como ocurre cuando se trata con ecuaciones en coordenadas cartesianas. 
Debido a que un punto tiene un ntimero ilimitado de conjuntos de coorde- 
nadas polares, es posible tener, como interseccidn de dos grdficas polares, 
un punto para el cual no haya un solo par de coordenadas polares que satis- 
faga las dos ecuaciones. Esta situacidn se muestra en el ejemplo ilustrati- 
vo siguiente. 



[-3, 31 por [-2, 2] 
r - 2 - sen 2G y r = I 

FIGURA 8 


\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 8 muestra las gr£- 

ficas de la rosa de cuatro hojas r = 2 sen 20 y de la circunferencia r = 1, 
trazadas en el mismo rect£ngulo de inspeccidn de [-3, 3] por [-2, 2]. Observe 
que las graficas se intersectan en ocho puntos. 

Al resolver las dos ecuaciones simulttiieamente se tiene 

2 sen 20 = 1 
sen 26 = ~ 

En consecuencia, 

20 = ~7T 20 = \n 20 = 20 = 

6 = ~7t 0 = ^7t 0 = j|/r 0 = x ~n 
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Por tanto, se han obtenido cuatro puntos de intersection: (1, (1, ^tt), 

(1, ~7t) y (1, n ). Los otros cuatro puntos se obtienen al considerar otra 

forma de la ecuacion de la circunferencia r — 1 ; esto es, se toma la ecua- 
cion r — -1, la cual es una ecuacidn de misma circunferencia. Si se resuel- 
ve esta ecuacion simultaneamente con la ecuacion de la rosa de cuatro hojas, 
se tiene 

sen 20 = 

Entonces resulta 

20 = \k 20 = n K 20 = {f n 20 = 

0 = V2* 6 = $* o = 0 = M* 

De esta forma se obtienen los puntos: (-1, ^tt), (-1, j^;r), (-1, — 7r) y 
(-1, ~7t). Incidentalmente, (-1, ~n) tambien puede expresarse como 
(1, }§ x), (-1, ~^) puede escribirse como (1, (-1, ||; r) puede expre- 

sarse como (1, 2-k) y (-1, ~ n) puede escribirse como (1, 

La figura 9 muestra las dos graficas dibujadas en un sistema de coor- 
denadas polares, donde los ocho puntos de interseccion se han indicado 
mediante sus coordenadas polares. A 


r = 2 sen 20 y r 


1 


FIGURA 9 



Si traza las dos graficas del ejemplo ilustrativo anterior en el modo si- 
multaneo de la graficadora, observara que el segundo grupo de cuatro pun- 
tos no se obtienen al mismo tiempo debido a que las dos graficas no tienen 
el mismo valor de 0 para estos puntos. 

Al trazar dos grdficas polares se indicard el numero de puntos de in- 
tersection, las coordenadas polares de estos puntos no siempre se obtienen 
facilmente mediante los procedimientos de rastreo y aumento (trace y 
zoom-in) de la graficadora. Sin embargo, se tiene un metodo general para 
determinar los puntos de interseccion analfticamente. El metodo esta basado 
en el hecho de que si una ecuacion de una grdfica polar es r = f(0 ), enton- 
ces la misma curva esta determinada por 
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(-1)" r =/(fl + nx) 
donde n es cualquier numero entero. 


( 7 ) 


> EJEMPLO I LU STRATI VO 2 Considere las grdficas del 
ejemplo ilustrativo 1. La grafica de la ecuacion r - 2 sen 20 tambi6n tiene 
la ecuacion (tomando n = 1 en (7)) 

(-l)r = 2 sen 2(0 + n) <^> -r — 2 sen 20 

Si se considera n = 2 en (7), la grdfica de r - 2 sen 20 tambien tiene la 
ecuacion 

(-1 ) 2 r = 2 sen 2(0 + 2k) r = 2 sen 20 

la cual es la misma que la ecuacion original. A1 tomar cualquier otro nume- 
ro entero n , se obtiene r = 2 sen 20 o r = -2 sen 20. La grdfica de la 
ecuacion r = 1 tambi6n tiene la ecuacion, tomando n = 1 en (7), r = -L Si 
se consideran otros valores enteros de n en (7), aplicada a la ecuacidn 
r = 1 , proporcionan r = 1 o r = - 1 . M 

Otra observacidn necesaria acerca de las intersecciones es la siguien- 
te. Como (0, 0) representa el polo para cualquier 0 , se puede determinar si 
el polo es un punto de interseccion considerando r = 0 en cada ecuacion 
y resolviendo para 0. 


Metodo general para determinar todos los pantos 
de interseccion de las graficas polares de las 
ecuaciones r y r g{u) 


1. Utilice (7) para determinar todas las distintas ecuaciones de las 
grificas: 

r = /,(0), r = f 2 (0), r - / 3 (0), ... (8) 

r = g|(0), r - g 2 (0\ r = g y (0\ . . . (9) 

2. Rfcsuclva cada una de las ecuaciones (8) simulitfneamente con cada 
una de las ecuaciones (9). 

3. Verifkjue si el polo es un punto de intersection considerando r^= 0 
en cada ecuacidn, de modo que 

m » 0 y g($) = 0 



FIGURA 10 


Si cada una de estas ecuaciones tiene solution para $> no necesaria- 
mente la misma, entonces el polo pertenece a las dos grificas. . > 


r EJEMPLO 5 Calcule el area de la region dentro de la rosa de 
cuatro hojas r - 2 sen 20 y fuera de la circunferencia r — 1. 

Solucion En el ejemplo ilustrativo 1, se determinaron los ocho puntos 
de intersection de las dos grdficas y se dibujaron en la figura 9. A partir de la 
figura observe que, debido a la simetrfa, un cuarto del area requerida se 
obtiene considerando los limites para 0 de - ^ k a ~ K. Esta regi6n y un 
elemento de &rea se muestran en la figura 10. Asi, si A unidades cuadradas 
es el drea requerida, entonces 
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A = 4 „ l > m X jt(2 sen 2w[) 2 - i(l) 2 ]A,0 

(i ah— ir? l 

r 5tt/12 

= 4- i (4 sen 2 26 - 1 )dG 

Z Jnf\2 

r 5x1 12 

= 2 (2-2 cos 40 - 1 )d6 

J r 5x/l2 

(1 - 2 cos 4 6)d0 

*/12 

p -,5xll2 

= 2 0 - jsen 40 

L 2 J/r/12 

= 2 tc ^ sen ^ /r yj tt + -2 sen 

= 2[i* - + j(j V3)] 

= + -J 3 ^ 


EJERCICIOS 9.4 


£« los ejercicios 1 a 4, utilice lafdrmula de la longitud de arco 
para determinar la longitud de la circunferencia que tiene la 
ecuacidn polar dada . 

1. r = 5 cos 0 2. r = 4 sen 0 

3. r = a, a > 0 4. r = a sen 0, a > 0 

En los ejercicios 5 a 12, calcule la longitud de arco exacta de 
la grafica polar indicada. 

5. La curva completa r = 4 + 4 cos 0 

6. La curva completa r = 1 - sen 0 

7. La curva completa r = 3 cos 2 1 0 

8. r = 3ft de 0 = 0 a 0 = In 

9. r = e 20 ; de 0 = 0 a 0 = 4 

10. r = 30 2 ; de 0 = 0 a 0 = n 

11. r = 2 sen 3 1 0; de 0 = 0 a 0 = 6n 

12. r = sen 2 !0;de0=Oa0 = 1 /r 

En los ejercicios 13 a 20, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado a cuatro digitos significativos de 
la longitud de arco de la grafica polar dada. 

13. El caracol r = 3 + cos 6. 

14. El caracol r = 3 - 2 sen 6. 

15. El lazo del caracol r = 2-3 sen 0. 

16. El lazo del caracol r = 1 + 2 cos 0. 

17. Una hoja de la rosa r - 2 sen 30. 


18. Una hoja de la rosa r = 3 cos 40 

19. La lemniscata r 2 = 25 cos 20 

20. La lemniscata r 2 = 4 sen 20 

En los ejercicios 21 a 26, calcule el area exacta de la region 
limitada por la grafica de ecuacion . 

21. r = 3 cos 0 22. r - 2 - sen 0 

23. r = 4 cos 3 0 24. r = 4 sen 2 10 

25. r 2 = 4 sen 20 26. r = 4 sen 2 0cos 0 

27. Obtenga el area de la region acotada por la grafica de la 
ecuacion r = 0 desde 0 = 0 hasta 0=2/ r. 

28. Calcule el area de la regidn limitada por la grdfica de la 
ecuacidn r = e 0 y las rectas 0 = 0 y 0 = 1 . 

En los ejercicios 29 a 32, determine el area de la region aco- 
tada por un lazo de la grafica de la ecuacion . 

29 r = 3 cos 20 30. r = 4(1 - 2 cos 0) 

31. r = l + 3 sen 0 32. r = 4 sen 30 


En los ejercicios 33 a 36, calcule el drea de la interseccidn de 
las regiones limitadas por las grdficas de las dos ecuaciones . 


33. 


35. 


r = 2 

r = 3 - 2 cos 0 

r = 3 sen 20 
r = 3 cos 20 


34. 


36. 


r = 4 sen 0 
r = 4 cos 0 

r 2 = 2 cos 20 
r = 1 
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En los ejercicios 37 a 40, obtenga el area exacta de la region 
dentro de la grafica de la primera ecuacion y fuera de la grd- 
fica de la segunda ecuacion. 


[ r - 3(1 - cos 0) 


jr 2 -4 sen 20 
1 r = V2 


\ r - 2 sen 0 

39. j 40. 

I r = sen 0 + cos 0 


r = 4 sen 0 
r = 2 


41. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection del caracol r - 1 + 4 cos 0 y la circunfe- 
rencia r = l. 

(b) Calcule el area de la regidn dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

42. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection del caracol r = 1 - 3 sen 0 y la circunfe- 
rencia r = 1. 

(b) Calcule el £rea de la regidn dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

43. (a)Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection de la rosa r = 4 cos 20 y la circunferencia 
r = 2. 

(b) Calcule el area de la regidn dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

44. (a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection de la rosa r = 2 sen 20 y la circunferencia 
r - 2 sen 0. 


(b) Calcule el area de la regidn dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

45. La cara principal de una corbata de mono corresponde a la 
regidn acotada por la grdfica de la ecuacidn r 2 — 4 cos 20. 
^Cuanto material se requiere para cubrir dicha cara? 

46. Determine el valor de a para el cual el area de la region li- 
iftitada por la cardioide r = a(\ - cos 0) es 9 tt unidades 
cuadradas. 

47. Calcule el area de la region barrida por el radio vector de 
la espiral r = a0 durante su segunda revolution y que 
no lo fue durante su primera revolution. 

48. Obtenga el £rea de la regidn barrida por el radio vector de 
la espiral del ejercicio 47 durante su tercera revolucidn y 
que no lo fue durante su segunda revolution. 

49. Determine el area de la regidn dentro de la cardioide 
r = a( 1 + cos 0) y que se encuentra fuera de la circun- 
ferencia r = 2 a cos 0. 

50. Verifique la ecuacion (4). 

51. Suponga que un compaiiero de clases calcula el area de la 
region del ejercicio 49 como 

rln 

ia 2 I [(l + cos 0) 2 - 4 cos 2 0]d0 

Jo 

^Como explicaria el error de su compaiiero? 


9.5 TRATAMIENTO UNIFICADO DE LAS SECCIONES CONICAS 
Y ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS 


Tal vez estudio las crinicas en un curso de matematicas previas al Calculo 
donde cada una de los tres tipos de conicas se definio en forma separada. Para 
una revision o primer contacto con esa forma de estudiar las conicas, refie- 
rase a las secciones del apendice A.4 a A.8 Un enfoque altemativo de es- 
tudio consiste en iniciar con una definition que proporcione una propiedad 
comun de las crinicas y despues presentar cada una de las conicas como 
caso especial de la definition general. Esta definicirin se establece en el 
siguiente teorema. La constante positiva e del enunciado del teorema se 
denomina excentricidad de la cdnica. 


9.5. T Teorema 


Una seccidn cdnica puede definirse como el conjimio de todos los pun- 
tos P del piano tales que la razdn de la distancia no dlrigida de P a un 
punto fijo a la distancia no dirigida de P a una recta fija* la cual no con- 
tiene al punto fijo, es una constante positiva e . Ademds, si e ~ 1, la 
cdnica es una parabola i si 0 < e < I, es una elipse; y si e > l t es 
una hip£ rbola. 
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l 



FIGURA 1 


Demostracion Si e - 1, se observa al compara la dfinicion de una 
parabola como conjunto de puntos que equidistan de un foco y una directriz 
(definition A.4.1) con el enunciado de este teorema, que el conjunto es 
una pardbola que tiene el punto fijo como su foco y la recta fija como su 
directriz. 

Suponga ahora que e ^ 1. Primero se obtendra una ecuacion polar del 
conjunto de los puntos descritos. Considere que F denota el punto fijo y / 
representa la recta fija. Se toma el polo como Fyel eje polar y su prolonga- 
ci6n perpendicular a 1. En primer lugar se considerara el caso en el que la 
recta l esta a la izquierda del punto F. Sean D el punto de intersection de l 
con la prolongation del eje polar, y d la distancia no dirigida de F a /. Refie- 
rase a la figura 1. Sea P(r, G) cualquier punto del conjunto a la derecha de 
l y en el lado terminal del angulo de medida 6 . Dibuje las perpendiculares 
PQ y PR al eje polar y a la recta /, respectivamente. El punto P esta en el 
conjunto descrito si y s61o si 

\TP\ = e[RP\ (1) 

Como P esta a la derecha de /, RP > 0; de modo que | RP \ = RP. Ademas, 
| FP | = r porque r > 0. Asi, de (1), 


r = e(RP) 


( 2 ) 


Sin embargo, RP - DQ , y como DQ = DF + FQ, se tiene 
-RP - d + r cos G 


Al sustituir esta expresion para RP en (2) resulta 
r = e(d + r cos G) 

Si se resuelve la ecuacidn anterior para r , se obtiene 

r — e d 

~ 1 - e cos Q 


(3) 


A fin de obtener una representacion cartesiana de esta ecuacidn, primero se 
reemplaza cos 6 por xjr . Asi, 


r = 

r - ex 

r - ex - ed 

r = e(x + d) 

Ahora se sustituye r por ± ^fx 2 + y 2 y resulta 
±^jx 2 + y 2 = e(x + d) 

Al elevar al cuadrado ambos miembros de esta ecuacidn se tiene 

x 2 + y 2 = e 2 x 2 + 2e 2 dx + e 2 d 2 
y 2 + jc 2 (1 - e 2 ) = 2 e 2 dx + e 2 d 2 

Como e ^ 1 , se puede dividir cada miembro de esta ecuacion entre 1 - e 2 
para obtener 


x 


2 


le 2 d 

\-e 2 


x + 


1 

1 - e 2 


e 2 d 2 

\-e 2 
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Si se completan cuadrados para los terminos que contienen x, al agregar 
e A d 2 \(\ - e 2 ) 2 en los dos miembros de la ecuacidn anterior, resulta 


x - 


e*d ) 2 
1 -e 2 ) 


+ 



e 2 d 2 
(1 - e 2 ) 2 


Al dividir ambos miembros de esta ecuacion entre e 2 d 2 j( 1 - e 2 ) 2 se ob- 
tiene una ecuacion de la forma 


(x-h) 2 + y 2 = x 
e 2 d 2 e 2 d 2 
(1 - e 2 ) 2 1 - e 2 

donde 


Ahora considere 

e 2 d 2 2 a a ^ n 

rrr = or donde a > 0 

(1 -e 2 ) 2 


( 4 ) 


( 5 ) 

( 6 ) 


Entonces (4) puede expresarse como 

(*-*) 2 , y 2 = , 

a 2 a 2 { l - e 2 ) 

Si 0 < e < 1, entonces a 2 ( 1 - e 2 ) > 0 y puede considerarse 
b 2 — a 2 ( 1 - e 2 ) donde 0 < e < 1 
Al sustituir de (8) en (7), se tiene 


( 7 ) 

( 8 ) 


(X - ft ) 2 y 2 = . 
a 2 b 2 

la cual es una ecuacion de una elipse que tiene su eje principal sobre el eje x 
y su centro en (h, 0), donde h > 0. 

Si e > 1, entonces a 2 (e 2 - 1) > 0, de modo que puede considerarse 

b 2 = a 2 (e 2 — 1) donde e > 1 (9) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (7), se obtiene 

(x - h) 2 i 

a 2 b 2 

la cual es la ecuacion de una hiperbola que tiene su eje principal sobre el 
eje x y su centro esta en ( h , 0), donde h < 0. 

De manera similar se puede deducir una ecuacion de una conica central 
(una elipse o una hiperbola) de ( 1), cuando e ^ 1 , si la recta / esta a la derecha 
del punto F y este en el polo. En este caso en lugar de la ecuacion (3) se tiene 


1 + e cos 0 

La deduccion de la ecuacion (10) se deja eomo ejercicio (vea el ejercicio 33). 

Tambien se puede deducir una ecuacion de una conica central a partir 
de (1) cuando e ^ 1 si la recta / es paralela el eje polar y el punto F esta en 
el foco. En este caso, en lugar de la ecuacion (3) se obtiene 
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r 


ed 

l ± e sen 6 


(ID 


donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la dist&ncia no dirigida 
entre F y /. El signo mas se toma cuando l estd arriba de F, el signo menos 
se considera cuando l esta debajo de F. Las deducciones de (11) se dejan 
como ejercicios (vea los ejercicios 34 y 35). 

Se pueden invertir los pasos (1) a (7). Asi, si P es cualquier punto de 
una conica central, entonces la ecuacion (1) se satisface. 

Por tanto, se concluye que una conica puede definirse mediante el con- 
junto de puntos descrito. ■ 


En las secciones A. 7 y A. 8 del apendice, se define la excentricidad e de 
una cdnica central mediante la ecuacion 

e — - <=> c = ae 

a 

A fin de demostrar que el numero e del enunciado del teorema 9.5.1 satisface 
esta ecuacion para una elipse, se sustituye de (8) en la ecuacion c 2 = a 2 - b 2 ; 
para mostrar que la misma ecuacion se satisface para una hiperbola, se susti- 
tuye de (9) en la ecuacidn c 2 = a 2 + b 2 . Para una elipse se tiene 

c 2 = a 2 - a 2 ( 1 - e 2 ) 
y para una hiperbola resulta 

c 2 — a 2 + a\e 2 - 1) 

En ambos casos se obtiene 


c — ae 


En la demostracidn del teorema 9.5.1 se probo que cuando la conica es 
una parabola, el punto fijo F mencionado en el teorema es el foco de la pa- 
rabola, y la recta fija es su directriz. En el ejercicio 40, se le pedira que 
demuestre que el punto F es uno de los focos cuando se tiene una conica 
central. Si (7) es una ecuacion de una elipse, entonces F es el foco de la 
izquierda; y si (7) es la ecuacion de una hipdrbola, F es el foco de la derecha. 

Considere ahora la forma estandar de una ecuaci6n cartesiana de una 
conica central que tiene su eje principal sobre el eje x y su centro en el origen: 


a 2 { 1 - e 2 ) 


= 1 


( 12 ) 


La recta fija mencionada en el teorema 9.5. 1 es la directriz de la conica cen- 
tral correspondiente al foco en F. Cuando la cdnica definida por la ecuacidn 
(12) es una elipse, la directriz correspondiente al foco ubicado en (~c, 0) 
o, equivalentemente {- ae , 0), tiene la ecuacion 


jc - -ae - d 

De (6), cuando 0<e< 1, d - a{\ - e 2 )/e , de modo que la ecuacion de 
la directriz se transforma en 


x = -ae 


a 


a ( 1 - e 2 ) 
e 


x 


e 
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De manera semejante, cuando la c6nica definida por (12) es una hiperbola, 
la directriz correspondiente al foco ubicado en (c, 0) o, equivalentemente 
(ae, 0), tiene la ecuacion 


x — ae- d 

Otra vez, de (6), cuando e > 1, d = a(e 2 - \)je, de modo que la ecuacion 
anterior de la directriz puede expresarse como 



0 < e < 1 

FIGURA 2 



e > 1 

FIGURA 3 


e 

En consecuencia, se ha demostrado que si (12) es una ecuaci6n de una 
elipse, un foco y su directriz correspondiente son (-ae, 0) y jc = -aje; y si 
(12) es la ecuacion de una hiperbola, un foco y su directriz correspondiente 
son (ae, 0)y x = aje . 

Como (12) contiene s61o potencias pares de jc y y, su grafica es sim6tri- 
ca con respecto a los ejes jc y y. Por tanto, si existe un foco en (-ae, 0) que 
tiene una directriz correspondiente cuya ecuacidn es jc = -aje, entonces, 
por simetria, existe tambien un foco en (ae, 0) que tiene una directriz 
correspondiente de ecuacion x — aje. De igual manera, para un foco ubi- 
cado en (ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuacion jc = aje, tam- 
bien existe un foco en (-ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuaci6n 
jc = -aje. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


9.5.2 Teorema 


La cdnica central que tiene la ecuacidn 


*L + yl = I 

a 2 a 2 ( 1 - e 2 ) 


(13) 


donde a > 0, tiene un foco en (-ae, 0), cuya directriz correspondiente es 
x - -aje,ym foco en (ae.O), cuya directriz correspondiente esjc = aje. 


Las figuras 2 y 3 muestran dibujos de la grdfica de (13) junto con los 
focos y directrices para los casos respectivos de una elipse y una hiperbola. 


► EJEMPLO 7 

ecuacion 



La elipse del ejemplo 1 de la seccion A. 7 tiene la 


(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta elipse. (b) Dibuje la 
elipse y muestre las directrices y los focos. Tambien elija cualesquiera tres 
puntos P de la elipse y dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son 
las distancias no dirigidas desde Faun foco y a su directriz correspondiente. 
Observe que la razon de estas distancias es e. 


Solucion 

(a) A partir de la ecuacion de la elipse, a = 5 y b = 4. Para una elipse, 
c 2 = a 2 - b 2 ; por lo que c - 3. Como e = cja, e = 3/5. Debido a 
que aje — 25/3, se infiere, por el teorema 9.5.2, que la directriz co- 
rrespondiente al foco ubicado en (3, 0) tiene la ecuaci6n x — 25/3, y la 
directriz correspondiente al foco (-3, 0) tiene la ecuacion x = -25/3. 
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25 16 

\£Pj _ 3 

\RP\ 5 


X 


FIGURA 4 


(b) La figura 4 muestra la elipse, las directrices y los focos, asf como tres 
puntos P h Pi y P 3 de la elipse. Para cada uno de estos puntos, 

M _ 3 '4 

l*p| ' 5 


► EJEMPLO 2 La hipdrbola del ejemplo l de la seccidn A. 8 tiene 
la ecuacidn 



(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta hipdrbola. (b) Dibu- 
je la hiperbola y muestre las directrices y los focos. Tambien elija cuales- 
quiera tres puntos P de la hiperbola y dibuje los segmentos de recta cuyas 
longitudes son las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz 
correspondiente. Observe que la raz6n de estas distancias es e. 



\fp\ S 

ITO'I 3 

FIGURA 5 


Solucion 

(a) A partir de la ecuacidn de la hiperbola, a = 3 y b = 4. Para una hipdr- 
bola, c (i) 2 = a 2 + fc 2 ;porloquec = 5. Como e = c/a, e = 5/3. Debido 
a que aje = 9/5, se concluye, por el teorema 9.5.2, que la directriz 
correspondiente al foco ubicado en (5, 0) tiene la ecuacidn * = 9/5, y 
la directriz correspondiente al foco (-5, 0) tiene la ecuacion x - - 9/5. 

(b) La figura 5 muestra la hiperbola, las directrices y los focos, asi como 
tres^puntos P 2 y P3 de la hiperbola. Para cada uno de estos puntos 


En la demostracidn del teorema 9.5.1 se mostro que los tres tipos de 
cdnicas tienen ecuaciones polares de la misma forma. Cuando un foco est£ 
en el polo y la directriz correspondiente es perpendicular o paralela al eje 
polar, una ecuacion de la cdnica es de la forma (3), (10) u (1 1). Por tanto, se 
tiene el teorema siguiente. 


\fp\ 


9,5.3 Teorema 


Los ntimeros eyd son, respectivamente, la excentricidad y la distapcia 
no dirigida entre el foco y la directriz correspondiente de una cdnica. 


(i) Si un foco de la cdnica esti en el polo y la directriz correspondiente 
es perpendicular al eje polar, entonces una ecuacidn de la cdnica es 


r = 


ed 

L ± e cos § 


(14) 


donde el siguo m&s se toma cuando la directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, esti a ta derecha del foco, y se considera 
el signo me nos cuando dicha directriz esti a la izquierda del foco. 
(if) Si un foco de ta cdnica es ii en el polo y la directriz correspondiente 
es paralela al eje polar, entonces una ecuacidn de la cdnica es 



ed 

1 ± e sen & 


(IS) 


donde el signo mis se toma cuando la directriz correspondieiUe al 
foco, ubicado en el polo, esti arriba del foco, y se considera el 
signo menos cuando dicha directriz esti debajo del foco. 
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FIGURA 6 


W EJEMPL0 3 Una pardbola tiene su foco en el polo y su Veni- 
ce en el punto (4, n). Obtenga una ecuacibn polar de la pardbola y una ecua- 
ci6n de la directriz. Dibuje la pardbola y muestre su directriz. Verifique la 
grdfica en la graficadora. 

Solucion Como el foco estd en el polo y el vbrtice en (4, n), el eje 
polar y su prolongacibn coinciden con el eje de la parabola. Ademds, el vbr- 
tice estd a la izquierda del foco; de modo que la directriz tambibn esta a la 
izquierda del foco. En consecuencia, una ecuacibn de la parabola es de 
la forma (14) con el signo menos. Puesto que el vbrtice estd en (4, n), 
\d - 4; por lo que d — 8. La excentricidad e es igual a 1, por tanto, se ob- 
tiene la ecuacion 

r = — 1— 

1 - cos 0 

Una ecuacion de la directriz estd dada por r cos 0 = - d , y como d = 8, 
esta ecuacion es r cos 6 = -8. 

La figura 6 muestra la parabola y la directriz. En la graficadora se ob- 
tiene la misma grafica. ^ 


► EJEMPL0 4 


Una ecuacibn de una cbnica es 


5 

3 + 2 sen 9 



r = 

3 + 2 sen 6 

FIGURA 7 


Identifique la cbnica, obtenga la excentricidad, escriba una ecuacibn de la 
directriz correspondiente al foco, ubicado en el polo, y determine su vbrtice. 

Solucion Al dividir entre 3 el numerador y el denominador de la fraccibn 
dada en la ecuacibn se obtiene 


/ — ~ 

1 + j sen 9 

la cual es una ecuacibn de la forma (15). con signo m£s. La excentricidad 
e = Como e < 1, la cbnica es una elipse. Debido a que ed = |, 
d = § + | ; de donde d = §« El eje \ny su prolongacion coinciden con 
el eje principal de la elipse. La directriz correspondiente al foco, ubica- 
do en el polo, esta arriba del foco, y una ecuacibn de ella es r sen 6 = §. 
Cuando 0 = r = 1; y cuando 0 = \n, r - 5. Por tanto, los vertices 
estdn en (1, \k) y (5, \n). 

La elipse se muestra en la figura 7. En la graficadora se obtiene la 
misma curva. A 


W EJEMPLOS El eje polar y su prolongacion coinciden con el 
eje principal de una hipbrbola que tiene un foco en el polo. La directriz 
correspondiente esti a la izquierda del foco. Si la hipbrbola contiene al punto 
(1, \ n) y e - 2, obtenga (a) una ecuacibn polar de la hipbrbola, (b) los ver- 
tices, (c) el centro, (d) una ecuacibn de la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo, (e) Dibuje la hipbrbola y verifique la grlfica en la gra- 
ficadora. 


Solucion Una ecuacibn de la hipbrbola es de la forma (14) con el 
signo menos, donde e = 2. Entonces se tiene 
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r - — 

1 - 2 cos 6 

(a) Como el punto ( 1 , | n) esta en la hiperbola, entonces sus coordenadas 
satisfacen la ecuacidn. Por tanto, 

i = -Jin— 

1 - 2(— i) 

de donde se obtiene d = 1 . En consecuencia una ecuaci6n de la hipdr- 
bola es 



2 

1 - 2 cos 6 

FIGURA 8 


r 


2 

1 - 2 cos 0 


( 16 ) 


Los vertices son los puntos de la hiperbola para los cuales 6 = 0 y 
0 = n.De (16), cuando 6 = 0, r = -2; y cuando 0 = 7 t, r = En 
consecuencia, el vdrtice izquierdo Vi est£ en el punto (-2, 0), y el vdr- 
tice derecho V 2 est£ en el punto ( j , 7t). 

El centro C de la hiperbola es el punto del eje principal ubicado a la 
mitad entre los dos vertices. Este es el punto ( f , 7t). 

Una ecuacidn de la directriz correspondiente al foco ubicado en el 
polo esta dada por r cos 6 = - d . Como d - 1, entonces esta ecua- 
cidn es r cos 0 = -1. 

Como una ayuda para graficar hiperbola, primero se dibujan las dos 
asintotas. Estas son las rectas que pasan por el centro de la hiperbola 
que son paralelas a las rectas 6 = y 6 = 0 2 , donde 6\ y 0 2 son los 
valores de Q en el intervalo [0, In) para los cuales r no estd definido. 
De (16), r no estd definido cuando 1 - 2cos0 = 0. Por tanto, 6 } = { -7t 
y 0 2 = \n. La figura 8 muestra la hiperbola, asi como las dos asin- 
totas y la directriz correspondiente al foco ubicado en el polo. En la 
graficadora se obtiene la misma gr£fica. ^ 


EJERCICIOS 9.5 


En los ejercicios 1 a 8 (a), determine la excentricidad, los fo- 
cos, y las directrices de la conica central, (b) Dibuje la conica 
y muestre los focos y las directrices. Tambien elija cuales- 
quiera tres puntos P (en diferentes cuadrantes) de la conica y 
dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son las distan- 
ces no dirigidas desde P a un foco y a su directriz corres- 
pondiente. Observe que la razdn de estas distancias es e. 


1. 4* 2 + 9y 2 = 36 
3. 25x 2 + 4 y 2 = 100 
5. 4* 2 - 25 y 2 = 100 
7, 16x 2 - 9y 2 = 144 


2. 4* 2 + 9y 2 = 4 
4. 16* 2 + 9y 2 = 144 
6. x 2 - 9y 2 = 9 
8. 4y 2 - x 2 = 16 


10. (a) r 


(c) r = 


(b) r = 


(d) r = 


En los ejercicios 11 a 22, la grafica de la ecuacidn es una cdni- 
ca que tiene un foco en el polo, (a) Determine la excentricidad; 
(b) identifique la cdnica ; (c) escriba una ecuacidn de la di - 
rectriz correspondiente al foco ubicado en el polo; y (d) dibuje 
la curva y verifique la grafica en la graficadora. 


En los ejercicios 9 y 10, la ecuacidn polar representa una 
cdnica que tiene un foco en el polo. Identifique la cdnica. 

9 * < a > r = T~ a < b) r = — 

1 — cos 0 ■ 


4 + 5 sen $ 


(c) r = 


(d) r = 
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19. r = 20. r = 

7-2 sen 6 3 + 4 cos 6 

it 10 1 

21. r = r: 22. r = 

4+5 cos 6 5-3 sen 6 

En los t ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuacion de la conica 

que tiene un foco en el polo y satisface las condiciones dadas. 

23. Parabola; vertice en (4, | n). 

24. Elipse; e = ^ ; vdrtice conespondiente en (4, n). 

25. Hipdrbola; e = \ ; r cos 9 = 9 es la directriz correspon- 
diente al foco ubicado en el polo. 

26. Hiperbola; vertices en ( 1 , ~ tt) y (3, | tt). 

27. Elipse; vertices en (3, 0) y (1, 7t). 

28. Parabola; vertice en (6, \ k). 

29. (a) Obtenga una ecuacion polar de la hiperbola que tiene 
un foco en el polo y la directriz conespondiente esta a la 
izquierda de este foco, si el punto (2, \jt) pertenece a 
la hiperbola y e — 3. (b) Escriba una ecuacion de la direc- 
triz que conesponde al foco ubicado en el polo. 

30. (a) Obtenga una ecuacion polar de la hiperbola para la cual 
e = 3 y que dene la recta r sen 6 = 3 como directriz 
conespondiente al foco ubicado en el polo, (b) Obtenga 
las ecuaciones polares de las dos rectas que pasan por el 
polo que son paralelas a las asintotas de la hiperbola. 

31. Calcule el area de la region dentro de la elipse 
r = 6/(2 - sen 6) y ubicada arriba de la parabola 
r = 3/(1 + sen 9). 

32. Para la elipse y la parabola del ejercicio 31, calcule el area 
de la regidn dentro de la elipse y debajo de la parabola. 

33. Demuestre que una ecuacion de una conica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje polar y su prolongacion, tiene 
un foco en el polo, y su directriz conespondiente esta a la 
derecha del foco, es r = edj{\ + e cos 6). 

34. Demuestre que una ecuacidn de una cdnica, cuyo eje 
principal coincide con el eje y su prolongacion, tiene 


un foco en el polo y su directriz conespondiente esta arriba 
del foco, es r = edj{\ + e sen 0). 

35. Demuestre que una ecuacidn de una conica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje \ n y su prolongacion, tiene un 
foco en el polo, y su directriz conespondiente esta debajo 
del foco, es r = ed\{ 1 - e sen 6). 

36. Demuestre que la ecuacion r - k esc 1 2 3 4 donde k es 
una constante, es una ecuacion de una parabola. 

37. Un cometa se desplaza en una orbita parabolica alrededor 
del Sol, siendo este el foco de la parabola. Cuando el co- 
meta esta a 80 millones de millas del Sol, el segmento 
de recta desde el Sol hasta el cometa forma un angulo de 
| it rad con el eje de la orbita. (a) Obtenga una ecuacion 
de la orbita del cometa. (b) ^Qu6 tanto se acerca el cometa 
al Sol? 

38. La orbita de un planeta tiene la forma de una elipse cuya 
ecuacion es r = p/( 1 + e cos 6 ), donde el polo esta en 
el Sol. Determine la medida promedio de la distancia del 
planeta desde el Sol con respecto a 6. 

39. Un satelite se desplaza alrededor de la Tiena en una 6rbi- 
ta elfptica que tiene al centro de la Tierra como un foco y 
una excentricidad de ~ . La menor distancia del satelite a 
la Tierra es de 300 mi. Determine la mayor distancia que 
puede separarse el satelite de la Tierra. Suponga que el 
radio de la Tierra es de 4000 mi. 

40. Muestre que el punto F mencionado en la demostracion 
del teorema 9.5.1 es uno de los focos cuando la conica es 
una elipse o una hiperbola. Sugerencia: utilice (7), la cual 
es la ecuacion cartesiana de una conica central que tiene 
su centro en (h, 0), considere el valor de h de la ecua- 
cion (5), el valor de a de la ecuacion (6) y el hecho de 
que c = ae. 

41. Demuestre que si a es el angulo entre las asintotas de una 
hiperbola de excentricidad e , entonces 

a = 2 tan -1 4e 2 - \ 

42. Describa como cambia la forma de una conica conforme 
la excentricidad toma los valores siguientes: 0.01, 0.10, 

0.50, 0.99, 1.00, 42 , 1.50, 2.00. 


REVISION DEL CAPITULO 9 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 9 


1. £Cbmo se obtiene una ecuacion cartesiana de la grafica 
de un par de ecuaciones parametricas ? 

2. ^Cdrno se puede representar la grafica de una funcion 
mediante un conjunto de ecuaciones parametricas? 

3. Si x = f(t) y y = g{t ), £C<5mo se calcula dyjdx y 
d 2 yjdx 2c l lnvente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

4. i,C6mo se determinan las rectas tangentes horizontales 
y verticales de la grafica de un par de ecuaciones pa- 
ramdtricas? 


5. es una cicloide'l Defina una cicloide mediante un 
par de ecuaciones parametricas. 

6. iC u&l es la formula para la longitud de arco de una curva 
pla^a definida mediante las ecuaciones parametricas 
x = f(t) y y = g(t)2 

7. Coloque un sistema de coordenadas polares y un siste- 
ma de coordenadas cartesianas rectangulares en el mismo 
diagrama y muestre las relaciones entre los dos conjuntos 
de coordenadas. 
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8. Si un punto P tiene coordenadas polares (r, 6 ), donde 
r > 0 y 0 < 0 < ±?r, muestre otros dos conjuntos 
de coordenadas polares de P, un conjunto para el cual 
r < 0 y el otro con r > 0. 

9. Responda la sugerencia 8 si r < 0 y < 9 < it. 

10 . ^Cdmo se obtiene una ecuacion cartesiana de una grafica 
a partir de su ecuacion polar ? 

11. Escriba una ecuacidn polar de (a) una recta que contiene al 
polo, (b) una recta paralela al eje polar, y (c) una recta 
paralela al eje ^ n. Dibuje cada una de las rectas. 

12. Escriba una ecuacidn polar de (a) una circunferencia cuyo 
centro estd en el polo, (b) una circunferencia tangente al 
eje ~7i y que su centro este en el eje polar (c), una circunfe- 
rencia tangente al eje polar cuyo centro est£ en el eje \ n. 
Dibuje cada una de las circunferencias. 

13. Defina la grafica de la ecuacion polar r = f{6) mediante 
un par de ecuaciones parametricas. Invente un ejemplo 
que ilustre la respuesta. 

14. Escriba una ecuacion polar de cada uno de los tipos de 
caracol y dibuje los caracoles. 

15. Escriba una ecuacion polar de (a) una rosa de tres hojas 
y (b) una rosa de cuatro hojas. Dibuje las rosas. 


16. ^Cudl es la f6rmula para la longitud de arco de una grdfica 
polar? 

17. ^Cudl es la formula para el area de una regidn limitada por 
grdficas polares? 

18. iQu6 es lo m£s dificil de obtener, puntos de interseccion de 
gr£ficas polares o puntos de interseccion de grdficas 
cartesianas? 

19. Establezca la definicidn que proporciona una propiedad 
comtin de las conicas relacionada con la excentricidad e. 
i,Como determina el valor de e el tipo de c6nica? 

20. Escriba la ecuacidn de una elipse cuyo foco est£ en el polo 
y para la cual la directriz correspondiente es perpendicular 
al eje polar si (a) la directriz esta a la derecha del foco y 
(b) la directriz est£ a la izquierda del foco. Dibuje cada 
una de las elipses. 

21. Escriba la ecuacion de una hiperbola cuyo foco est£ en el 
polo y para la cual la directriz correspondiente es parale- 
la al eje polar si (a) la directriz estii arriba del foco y (b) la 
directriz esta debajo del foco. Dibuje cada una de las 
hipdbolas. 

22. Escriba la ecuacion de una parabola cuyo foco esten el 
polo y (a) la directriz correspondiente sea perpendicular 
al eje polar, (b) la directriz correspondiente sea paralela al 
eje polar. Dibuje cada una de las parabolas. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 9 


En los ejercicios l a 4, (a) dibuje la grafica de las ecuacio- 9. (a) (2, -n) 

nes parametricas y verifiquela en la graficadora; (b) obtenga 

una ecuacion cartesiana de la grafica. ^ ~ 3 ^ 


(b) (-3, In) 
(b) (-1, \n) 


1. .* = 2 - t,y = It 

2. x - t 2 , y = t 3 + 1 

3. x = 2 t\y = 3t 2 - 4 

4. x = 4 cos t - 2, y = 4 sen t + 3 


dy ci y 

En los ejercicios 5 y 6, calcule — y — f 
, * dx dx L 

parametro . 


sin eliminar el 


9 1 2 - 1 ,y = 3t + 1 6. x = e 2 \ y — e~ 3t 


En los ejercicios 7 y 8, obtenga ecuaciones de las rectas tan - 
gentes horizontales y verticales, y despues dibuje la grafica 
del par de ecuaciones parametricas dadas. 


7. x - \2 




I2t - t 3 


8. x = 


2 at 1 


1 + t 2 * y 1 + t 2 
(la cisoide de Diodes) 


lat* 


a > 0 




En los ejercicios 9 y 10, localice el punto que tiene el conjunto 
de coordenadas polares dado ; despuis obtenga otros dos con- 
juntos de coordenadas polares del mismo punto : uno con el 
mismo valor de ry el otro con un r de signo opuesto. 


En los ejercicios 1 1 y 12, obtenga las coordenadas cartesia- 
nas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares se 
proporcionan. 


11. (b) (2,-i*) 

(c) (4. \k) (d) (-3, \n) 

12. (a) (5, n) (b) (-2, §*) 

(c) (-V2,ijr) <d) (1, \n) 


En los ejercicios 13 y 14, obtenga un conjunto de coordena- 
das polares del punto cuyas coordenadas cartesianas rectan- 
gulares se proporcionan . Considere r > Oy 0 < 9 < 2n. 


13. (a) (-4,4) 
(c) (0,6) 

14. (a) (-4,0) 
(c) (-2,-2) 


<b)(l,-V3) 

(d) (-2V3.-2) 

(b) (V3, 1) 

(d) (3, -3 1 / 3 ) 


En los ejercicios 15 a 18, obtenga una ecuacion polar de la 
grafica que tiene la ecuacion cartesiana indicada. 

15. 4jc 2 - 9y 2 = 36 16. 2xy = 1 

17. x 2 + y 2 - 9x + 8y = 0 18. y 4 = x 2 (a 2 - y 2 ) 
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En los ejercicios 19 a 22, obtenga una ecuacion cartesiana de la 
grafica que tiene la ecuacion polar indie ada. 

19. r 2 sen 29 = 4 20. r( 1 - cos 0) = 2 

21. r 2 = scn 2 0 22. r = a tan 2 9 


En los ejercicios 23 a 26, dibuje la grafica de la ecuacion. 


23. (a) 0 = '-n 

4 

24. (a) 9 = ? 

25. (a) r cos 9 = 3 

26. (a) r sen 9 - 6 


(b) r = 4 

(b) r = § 

(b) r = 3 cos 0 

(b) r = 6 sen 9 


En los ejercicios 27 a 32, determine el tipo de caracol, su si- 
metria y la direccion en la que apunta. Trace el caracol en la 
graficadora . 

27. r = 3 + 2 cos 9 28. r = 2 + 3 sen 6 

29. r = 2(1 - cos 0) 30. r = 3(1 + sen 9) 

31. r = I - 2 sen 0 32. r = 2 - cos 0 


£>i los ejercicios 33 a 38, describa y trace la grafica de la 
ecuacion en la graficadora. 

33. r - 3 sen 20 34. r = 3 cos 20 

35. r - | cos 0 1 36. r = | sen 20 | 

37. r 2 = -sen 20 38. r 2 — 16cos0 


39. Describa y trace cada una de las siguientes ecuaciones: 
(a) r9 - 3 (espiral reciprocal (b) 3 r = 6 (espiral de 
Arqufmedes). 

40. Muestre a mano que las ecuaciones r = 1 + sen 0 y 
r — sen 0 - 1 tienen la misma grafica. Despues verifique 
las graficas en la graficadora. 

41. Obtenga la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones parametricas x = 2 — tyy — t 2 de 1 = 0 
a t = 3. 


42. Calcule la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones parametricas x = t 2 y y = t 2 de / = 1 a 
t = 2. 


43. Obtenga la longitud de arco exacta de la cardioide 
r - 4(1 - sen 0). 

44. Determine la longitud de arco exacta de la grdfica polar 
r = 3 sec 0 de 0 = 0 a 9 - -K. 

A 

45. Calcule el area de la region limitada por (a) el lazo del ca- 
racol r - 4(1 +2 cos 0), y (b) la parte exterior del lazo 
del caracol. 

46. Obtenga el area de una de las hojas de la rosa r — 2 sen 30. 

47. Determine el area de la region dentro de la grafica de 
r = 2a sen 0 y fuera de la grafica de r — a. 

48. Calcule el area de la region dentro de la grafica de la 
lemniscata r 2 = 2 sen 20 y fuera de la grdfica de la cir- 
cunferenciar = 1. 


49. Determine el area de la region barrida por el radio vector 
de la espiral logaritmica r = e ke , donde k > 0, conforme 
0 varia de 0 a In. 

50. Calcule el area de la intersection de las regiones acotadas 
por las graficas de las dos ecuaciones r = a cos 0 y 
r = a( 1 - cos 0), donde a > 0. 

51. Obtenga una ecuackm polar de la circunferencia que tiene 
su centro en (r 0 , 0 O ) y un radio de a unidades. Suge- 
rencia: aplique la ley de los cosenos al triangulo cuyos 
Vertices estan en el polo, (r 0 , 0 O ) y (r, 0). 

52. Calcule el area de la region limitada por un lazo de la 
curva r = a sen n6, donde n es cualquier numero entero 
positivo. 

En los ejercicios 53 a 56, la ecuacion corresponde a una coni - 
ca que tiene unfoco en el polo, (a) Calcule la excentricidad; 
(b) identifique la conica; (c) esc riba una ecuacion de la direc- 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo; (d) dibuje 
la curva. 

2 5 

53. r = 54. r = 

2 - sen 0 3 + 3 sen 0 

4 4 

55. r = 56. r - 

2 + 3 cos 0 3 - 2 cos 0 

En los ejercicios 57 a 60, obtenga una ecuacion polar de la 
conica que satisface las condiciones, y dibuje la grafica. 

57. Un foco ubicado en el polo; vertices en (2, n) y (4, n). 

58. Un foco ubicado en el polo; un vertice en (6, K -it)\e - | . 

59. Un foco ubicado en el polo; un vertice en (3, | n)\ e ~ l. 

60. La recta r sen 0 = 6 es la directriz correspondiente al foco 

ubicado en el polo ye- ^ . 

En los ejercicios 61 a 64, utilice NINT para obtener un valor 
aproximado a cuatro digitos significativos de la longitud de 
arco de la curva indicada. 

61. x = 2/ 3 , y = /-2;def = 2af=3 

62. x = e l ,y — cos t\ de t = -\n a t = ~n 

w 2 2 

63. El caracol completo r = 4 - 2 sen 0. 

64. Una hoja de la rosa r = 4 cos 30. 

65. La orbita del planeta Mercurio alrededor del Sol tiene la 
forma de una elipse con el Sol como uno de sus focos, un 
semieje mayor de 36 millones de millas, y una excentri- 
cidad de 0.206. Obtenga (a) la distancia minima a la que 
Mercurio se acerca al Sol, (b) la distancia maxima po- 
sible entre Mercurio y el Sol. 

66. Un satelite se desplaza alrededor de la Tierra en una orbita 
eliptica que tiene a la Tierra en uno de sus focos y una 
excentricidad de ~ . La distancia minima a la que el sateli- 
te se acerca a la Tierra es de 200 mi. Obtenga la distancia 
maxima a la que el satelite estara de la Tierra. Suponga 
que el radio de la Tierra es de 4000 mi. 

67. Un cometa que se desplaza en una orbita parabolica al- 
rededor del Sol tiene a dste como el foco F de la parabola. 
Se efectua una observacion del cometa cuando esta en el 
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punto Pj, a 15 millones de millas del Sol, y se realizd una 
segunda observacidn cuando estaba en P 2 , a 5 millones de 
millas del Sol. Los segmentos de recta FP { y FP 2 son 
perpendiculares. Con esta information existen dos posi- 
bles 6rbitas para el cometa. Determine la distancia minima 
entre el cometa y el Sol en cada 6rbita. 

68. Si la distancia entre las dos directrices de una elipse es 
tres veces la distancia entre los focos, determine la 
excentricidad. 

69. Obtenga una ecuacidn polar de la parabola que contiene 
el punto (2, ^ tt), cuyo foco esta en el polo y cuyo vdrtice 
se encuentra en la prolongacidn del eje polar. 

70. Calcule el area de la region acotada por las dos parabolas 
r = 2/(1 - cos0)yr = 2/(1 + cos 0). 

71. Una cuerda focal es un segmento de recta que pasa por 
tin foco y tiene sus extremos en la conica. Demuestre que 
si dos cuerdas focales de una parabola son perpendicu- 
lares, entonces la suma de los recfprocos de las medidas 
de sus longitudes es una constante. Sugerencia : utilice 
coordenadas polares. 

72. Una cuerda focal es dividida en dos segmentos por el 
foco. Demuestre que la suma de los recfprocos de las me- 


didas de las longitudes de los dos segmentos es la misma, 
sin importar que cuerda se tome. Sugerencia: utilice coor- 
denadas polares. 


73. Una epidcloide es la curva descrita por.un punto P de la 
circunferencia de radio b que rueda extemamente so- 
bre circunferencia fija de radio a . Si el origen esta en el 
centro de la circunferencia fija, A(a , 0) es uno de los pun- 
tos en los que el punto P hace contacto con la circunfe- 
rencia fija, B es el punto movil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el pardmetro t es la medida en radianes 
del angulo AOB , demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de la epidcloide son 


jc — (a + b) cos t - b cos 


a + b 
b 


y 


y 


= (a + b) sen t - b sen 


a + b t 
b 


74. Trace en la graficadora la epicicloide del ejercicio 73 si 
(a) a = 4 y b = 2 para t € [~n, k]\ (b) a - 24 y 
b - 3 para t € [-2 k, 2^J; (c) a = 8 y b = 3 para 
t € [-4 k, Ak]. Dibuje lo que se muestra en la pant alia 
de la graficadora. 
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Vectores, recta# 
pianos y superfii 
en el espacio 


\ I estudio sobre vectores presentado en este 

capitulo es un enfoque moderno y sirve como 
introduccion tanto desde el punto de vista del 
algebra lineal como del analisis vectorial clasico. En las 
secciones 10.1 y 10.2 se definen los vectores como pares 
ordenados y ternas ordenadas de numeros reales, respec- 
tivamente. En estas secciones asi como en las secciones 
10.3 y 10.5 se realizan operaciones con vectores efec- 
tuando operaciones algebraicas entre sus coordenadas. 
Las aplicaciones de los vectores tratan sobre fisica, 
ingenieria, navegacion y geometria. 

En este capitulo se incluyen los ternas de geometria 
analitica solida debido a que su estudio se simplifica al 
emplear vectores. Estos ternas, se presentan en las seccio- 
nes 10.4 y 10.6, entre ellos se estudian pianos, rectas, 
cilindros, superficies de revolucion y las superficies 
L cuadricas. 


Vecrfpres en el piano 

10.2 Vectores en el espacio 
tridimertsional • 

10.3 ProdgSto punto 

10.4 Pianos y rectas en k 

10.5 Prbducto Cruz 
10«6 Superficies 
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10.1 VECTORES EN EL PLANO 



Las aplicaciones matematicas con frecuencia se relacionan con magnitudes 
que poseen tanto cantidad (o intensidad) como direccion. Un ejemplo de ta- 
les magnitudes es la velocidad. Asi, la velocidad de un avion tiene cantidad (la 
rapidez con que este vuela) y direccion, la cual determina su curso. Otros 
ejemplos de dichas magnitudes son la fuerza , el desplazamiento y la acele- 
racion. Los fisicos e ingenieros entienden por vector un segmento rectilineo 
dirigido, y las magnitudes que poseen cantidad y direccion se denominan 
magnitudes vectoriales. En contraste, una magnitud que tiene cantidad pero 
no direccion se llama magnitud escalar. Ejemplos de magnitudes escalares 
son la longitud, el area, el volumen, el costo, la utilidad, y la rapidez. El estudio 
de los vectores recibe el nombre de analisis vectorial. 

El analisis vectorial puede estudiarse en forma geometrica o analftica. Si 
el estudio es geometrico, primero se define un segmento rectilineo dirigido 
(o brevemente segmento dirigido) como un segmento de recta que parte 
desde un punto P y llega hasta un punto Q, y se denota por PQ. El punto P se 
llama punto initial, y el punto Q se denomina punto terminal. Despues, 
se dice que dos segmentos dirigidos son iguales si tienen la misma longitud 
y la misma direccion , y se escribe PQ = RS (consulte la figura 1 ). El segmento 
dirigido PQ se llama vector de P a Q. Un vector se denota por una sola letra 
en tipo negro tal como A. En algunos libros, se emplea una sola letra en tipo 
claro y con una flecha encima para denotar un vector, por ejemplo A. Cuando 
trabaje con vectores, puede usar esa notacion o A a fin de distinguir el sfm- 
bolo para un vector del simbolo para un numero real. 

A1 continuar con el aspecto geometrico del analisis vectorial, observe 
que si el segmento dirigido PQ es el vector A, y PQ = RS, entonces el seg- 
mento dirigido RS tambien es el vector A. Por esto se considera que un vector 
permanece sin cambio si se mueve paralelamente a si mismo. Con esta 
interpretation de vector, se puede suponer, por conveniencia, que cada vector 
tiene su punto initial en algun punto de referencia fijo. Si se considera este 
punto como el origen del sistema coordenado cartesiano rectangular, entonces 
un vector puede definirse analiticamente en terminos de numeros reales. Tal 
definition permite el estudio del analisis vectorial desde un punto de vista 
puramente algebraico. 

En este libro se emplea el estudio analftico, mientras que la interpreta- 
tion geometrica se utiliza con fines ilustrativos. Un vector en el piano se de- 
nota por un par ordenado de numeros reales y la notacidn (*, y ) se emplea en 
lugar de (x, y) para evitar la confusion entre vector y punto. V 2 es el conjunto 
de todos los pares ordenados ( x , y). 


10.1.1 Definition de vector en el piano 


Un vector en el piano es un par ordenado de numeros reales (jc, y). 
Los numeros xy y son las componentes del vector (x, y). 


De esta definition, dos vectores (a h a 2 ) y (b\, b 2 ) son iguales si y solo 
si a\ ~ b] y a 2 — b 2 . 

Existe una correspondence entre los vectores ( x , y) del piano y los pun- 
tos Ot, y) del piano. Sea el vector A el par ordenado de numeros reales 
(a\,a 2 ). Si A es el punto (a\,a 2 ), entonces el vector A puede representarse 
geometricamente por el segmento dirigido OA. Este segmento dirigido es 
una representation del vector A. Cualquier segmento dirigido a OA tambien 
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y 

A 

( 2 , 3 ) 



(h, k ) 

FIGURA 2 


es una representaci6n del vector A. La representacidn particular de un vector 
con su punto inicial en el origen se denomina representation de position 
del vector. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El vector (2, 3) tiene como 

su representacion de posicion el segmento dirigido desde el origen hasta el 
punto (2, 3). La representacion del vector (2, 3) cuyo punto inicial es (h, k ) 
tiene como punto terminal (h + 2, k + 3); consulte la figura 2. ^ 

El vector (0, 0) se denomina vector cero y se denota por 0; esto es, 

0 = ( 0 , 0 ). 

Cualquier punto es una representacion del vector cero. 


10.1.2 Definition de modulo* y direction de un vector 


El m6dulo de un vector A, denotado por |j A || , es la longitud de 
cualquiera de sus representaciones, y la direccion de un vector di- 
ferente del vector cero es la direccidn de cualquiera de sus repre- 
sentaciones. 


10.1.3 Teorema 


Si A es el vector (a\ 9 a 2 ), entonces || A || = + a 2 2 

Demostracion De la definicion 10.1.2, || A || es la longitud de cualquiera 
de las representaciones de A, entonces || A || sera la longitud de la representa- 
cion de posici6n de A, la cual es la distancia del origen al punto (a\, a 2 ). De 
la formula de la distancia entre dos puntos, se obtiene 

|| A || = V(«i - 0) 2 + (a 2 “ 0) 2 

I ry 9 

= + a 2 ■ 

Observe que || A || es un numero no negativo y no un vector. Del teo- 
rema 10.1.3, se tiene ||o|| = 0. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si A = (-3, 5), entonces 
|| A || = V(-3) 2 + 5 2 " 

= V32 4 

► EJEMPLO 1 Sean A el vector (-4, 5) y P el punto (6, -2). 
(a) Dibuje la representacion de posicion de A y tambien la representacion par- 
ticular de A que tiene a P como su punto inicial. (b) Determine el modulo 
de A. 

Solution 

(a) Sea A el punto (-4, 5). La figura 3 muestra el segmento dirigido OA, el 
cual es la representacion de posicion del vector A. Sea PQ la representa- 


*N. del T. Otros nombres para el modulo de un vector son magnitude intensidad y tamaho. 
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cion particular del vector A que tiene a P como su punto inicial. Si 
Q = (jc, y), entonces 

x - 6 = -4 y + 2 = 5 
x = 2 y = 3 

Por tanto, Q = (2, 3) y PQ se muestra en la figura 3. 

(b) Del teorema 1 0. L3, 

|| A || = V(-4) 2 + 5 2 

= V4l 4 


El angulo director de cualquier vector diferente del vector cero es el 
angulo 6 medido desde la parte positiva del eje x en el sentido contrario al 
giro de las manecillas del reloj hasta la representacion de posicidn del vector. 
Si 0se mide en radianes, entonces 0 < 0 < In. Si A = (aj, <a 2 ), entonces 


tan 9 = — si ^ 0 (1) 

a \ 

Si = 0 y a 2 > 0, entonces 0 = si a x = 0 y a 2 < 0, entonces 
0 = Las figuras 4 a 6 muestran el angulo director 6 para vectores es- 
pecificos cuyas representaciones de posicion estan dibujadas en ellas. 


y ( 0 |» a i) 



a 2 ) y 



FIGURA 5 


y 



► EJEMPL0 2 Determine la medida en radianes del angulo 
director de cada uno de los siguientes vectores; (a) (-1, 1); (b) (0,-5); 
(c) <1, -2). 

Solution Las representaciones de posicion de los vectores de (a), (b) y 
(c) se muestran en las figuras 7, 8 y 9, respectivamente. 



y 




0 ,- 2 ) 


FIGURA 7 


FIGURA 8 


FIGURA 9 
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(a) tan 6 = -1, y < 6 < n\ de modo que 0 = |n. 

(b) tan 6 no existe, y a 2 < 0; por lo que 6 = | n. 

(c) tan 6 = -2, y < 6 < 2 n\ por tanto d = tan~ { (~2) + 2 tt; es decir, 

0 « 5.176. 4 

Observe que si A = (a\, a 2 ) y 0es el angulo director de A, entonces 

ai = || A || cos 6 y a 2 - ||A||sen0 (2) 

Refierase a la figura 10, donde el punto (a\ t a 2 ) esta en el primer cuadrante. 

Si el vector A = {a h d 2 ), entonces la representacion de A cuyo punto ini- 
cial es (x, y) tiene como punto terminal al punto (x + d],y + d 2 ). De esta 
manera, un vector puede considerarse como una traslacion del piano en sf 
mismo. La figura 1 1 muestra cinco representaciones del vector A = (a u a 2 ). 
En cada caso A traslada el punto (x t , en el punto (jc r + d\, y f - + a 2 ). 



FIGURA 11 


>' 



W EJEMPLO 3 Suponga que P es el punto (- 1 , 8 ) y Q es el pun- 
to (3, 2). Determine el vector A que tiene a PQ como una representacion. 
Dibuje PQ y la representacion de posicion de A. 

Solution La figura 1 2 muestra el segmento dirigido PQ. Sea el vector 
A = (a h a 2 ). Como PQ es una representacion del vector A, el vector A tras- 
lada el punto P(-l, 8 ) al punto Q( 3,2). Pero el vector (a\,a 2 ) traslada el 
punto (-1, 8 ) al punto (-1 + < 2^8 + a 2 ). Asi, 

■~1 + a\ = 3 8 + d 2 — 2 

a\ ~ 4 a 2 = -6 

Por tanto, A = (4,-6). La figura 12 tambi 6 n muestra la representacion de 
posicion de A. 4 

La definicion siguiente proporciona el metodo para sumar dos vectores. 


10.1.4 Definicion de la suma de vectores 


La suma de los vectores A = (d h d 2 ) y B = (b\, b 2 ) es el vector 
A + B definido por 

A + B = (oj + b x ,d 2 + b 2 ) 


FIGURA 12 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si A = (3,-1) y B =. 

(-4, 5), entonces 

A + B = (3 + (-4), -1 + 5) 

= H,4) 4 

La interpretation geometrica de la suma de dos vectores se muestra en 
la figura 13 . Sean A = (a\, a 2 ) y B = (b h b 2 \ y sea P el punto ( jc , y). Enton- 
ces A traslada el punto P al punto (jc + a\, y + a 2 ) = Q. El vector B 
traslada el punto Q al punto ((* + a]) + b\, (y + a 2 ) + b 2 ) o, equivalen- 
temente, (jc + (a\ + + ( a 2 + b 2 )) = R. Ademas, 

A + B = {ci\ + b\, a 2 + b 2 ) 


En consecuencia, el vector A + B traslada el punto P al punto (jc + ( a \ + b\), 
y + (a 2 + b 2 )) = R. Asf, en la figura 13, PQ es una representacion de A, 
QR es una representacion del vector B, y PR es una representacidn de A + B. 
Las representaciones de los vectores A y B son lados adyacentes de un para- 
Ielogramo, y la representacion del vector A + B es una diagonal del paralelo- 
gramo. Esta diagonal se denomina resultante de los vectores A y B. La regia 
para la adicidn de vectores tambien se conoce como la ley del paralelogramo. 

La fuerza es una magnitud vectorial donde la cantidad se expresa en unida- 
des de fuerza y el angulo director se determina mediante la direction de la fuerza. 
En fisica se demuestra que dos fuerzas aplicadas a un objeto en un punto par- 
ticular pueden reemplazarse por una fuerza equivalente, la cual es su resultante. 


y 



► EJEMPLO 4 Dos fuerzas de 200 lb y 250 lb forman un angulb 
de entre si y estan aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine 
(a) la intensidad o modulo de la fuerza resultante, y (b) el angulo que forma 
la resultante con la fuerza de 200 lb. 

Sollicion Consulte la figura 14, donde los ejes se han elegido de modo 
que la representacion de posicion de la fuerza de 200 lb coincida con la parte 
positiva del eje jc. El vector A denota esta fuerza, por lo que A = (200, 0). El 
vector B representa la fuerza de 250 lb. De las formulas (2), si 
B = (&!, b 2 ), entonces 

b\ = 250 cos | n b 2 = 250 sen l - n 
= 125 = 216.5 


Asi, B - (125, 216.5). La fuerza resultante es A + B, por lo que 

A + B = (200,0) + (125,216.5) 

= (325,216.5) 


(a) || A + B || = V (325) 2 + (216.5) 2 

= 390.5 

(b) Si 0es el angulo que el vector A + B forma con el vector A, entonces 


tan 8 


216.5 

325 


tan 8 ~ 0.6662 


8 ~ 0.5877 


4 


792 CAPjTULO 10 VECTORES, RECTAS, PLANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 



10.1 >5 Pefinicion del negativo de un vector 


Si A = (a^a 2 ), entonces el negativo de A, denotado por - A, es el 
vector {~a h -a 2 ). 

• 

Si el segmento dirigido PQ es una representacion del vector A, entonces 
el segmento dirigido QP es una representacion de - A. Cualquier segmento 
dirigido paralelo a PQ , que tenga la misma longitud de PQ y sentido contrario 
al de PQ , es tambi£n una representaci6n de - A. Refi£rase a la figura 15. 


10.1.6 Definicion de la diferencia de dos vectores 


La diferencia de los vectores A y B, denotada por A - B, es el vector 
que se obtiene al sumar A al negativo de B; es decir, 

A - B * A + (-B) 


Asi, si A = (a\,a 2 ) yB = (b h b 2 ), entonces -B = (-b\,~b 2 ),y 
A - B = (a i - b\,a 2 - b 2 ) 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 si a = (4, -2) y b = 

(6, -3), entonces 



y 



A - B = <4, -2) - (6, -3) 

= (4,-2) + (-6,3) 

= (- 2 , 1 ) ◄ 

A fin de interpretar geometricamente la diferencia de dos vectores, con- 
sidere que las representaciones de los vectores A y B tienen el mismo punto 
inicial. Entonces el segmento dirigido desde el punto terminal de B al pun- 
to terminal del segmento dirigido de la representacidn de A es una repre- 
sentacidn del vector A - B. Esto obedece la ley del paralelogramo 
B + (A - B) = A. Consulte la figura 16. 

El ejemplo siguiente, que involucra la diferencia de dos vectores, trata 
acerca de la navegacidn aerea. La velocidad al aire (o con respecto al aire ) de 
un avi6n es su velocidad con relacion a la velocidad del aire en que navega, 
y la velocidad a tierra (o con respecto a la tierra ) es su velocidad conside- 
rada desde el suelo. Cuando hay viento, la velocidad del avion relativa al 
suelo es la resultante del vector que representa la velocidad del aire y el vector 
que representa la velocidad del avi6n relativa al aire. En navegacion, el curso 
de un barco o un avi6n es el angulo medido en grados en el sentido en que 
giran las manecillas del reloj desde el norte a la direccion en la que se encamina 
la nave. El dngulo se considera positivo aunque se recorre en el sentido del 
giro de las manecillas del reloj. 


► EJEMPLO 5 Un avion puede volar a 300 mi/h. Si el viento, 
sopla hacia el este a 50 mi/h, ^cual debe ser el enfilamiento del avidn para que 
el curso sea de 30°? ^Cual ser3 la velocidad a tierra del avidn si vuela en 
este curso? 

Solution Refierase a la figura 17, la cual muestra las representaciones de 
posicion de los vectores A y B asi como una representacion de A - B. El 
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FIGURA 18 


vector A representa la velocidad a tierra del avion sobre un curso de 30°. El *- 
angulo director de A es 60°. El vector B representa la velocidad del viento. 
Como B tiene una intensidad de 50 y un angulo director de 0°, entonces 
B = (50, 0). El vector A - B representa la velocidad del avion al aire; asi, 

|| A - B || = 300. Sea 6 el angulo director de A - B. De la figura 17 se 
obtiene el triangulo mostrado en la figura 18. Al aplicar la ley de los senos a 
este tridngulo, se tiene 


sen <£ 

50 

sen 4> = 

sen <f) = 
= 


sen 60° 
300 

50 sen 60° 
300 
0.1433 

8.3° 


Por tanto, 


9 = 60° + 8.3° 
= 68.3° 


Si se aplica otra vez la ley de los senos al tri&ngulo de la figura 1 8, se tiene 

M = 300 

sen(180° - 9) sen 60° 

H A || 300 sen 1 1 1.7° 

l|A|1 = --sen 60° ~ 

|| A || = 322 


y 



Conclusion: El enfilamiento del avibn debe ser 90° - 9 , el cual es 21.7°, y 

si el avion vuela en este curso, su velocidad a tierra serd de 322 mi/h. <4 

Suponga que P es el punto (<z 1? a 2 ) y Q es el punto (b\, b 2 ). Se emplea- 
ra la notation \{PQ) para denotar el vector que tiene al segmento dirigido PQ 
como una representation. Consulte la figura 19, la cual muestra representa- 
ciones de los vectores \(PQ ), \(OP) y \(OQ). Observe que 

\(PQ) = \(OQ) - \(OP) 

V{PQ) = <fc|,*2> - (flb a i> 


\(PQ) m (6, - a u b 2 - a 2 ) 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Si P es el punto (-6, 7) y Q 
es el punto (2, 9), entonces 

y(PQ) = <2 - (-6), 9-7) 

= < 8 , 2 ) 4 

Otra operacion con vectores es la multiplication escalar (o multiplica- 
tion por un escalar) que implica el producto de un vector y un escalar (un 
numero real). 
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10.1.7 Definicion del producto de un vector 
y un escolar 


Si c es un escalar y A es el vector (a^, a 2), entonces el producto de 
c y A, denotado por cA, es el vector defmido por 

cX = c(a h aj) 

= (ca\, ca-i) 




D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si A = {4, -5), entonces 

3A = -3(4, -5) 

= (12,-15) ◄ 

En el ejercicio 45 se le pedira que demuestre que si A es cualquier vector 
y c es cualquier escalar, entonces 

0(A) - 0 y c( 0) = 0 

El modulo del vector cX se caleula como sigue: 

|| <?A || = v(cai ) (i) 2 + («; 2 ) 2 
= V c2 (ai 2 + a 2 2 ) 

= + fl2 2 

= kll|A|| 

Por tanto, el modulo de cX es el valor absoluto de c por el modulo de A. 

La interpretacion geometrica del vector cX se presenta en las figuras 20 y 
21. Si c > 0, entonces cX ps un vector cuya representacion tiene una longi- 
tud de c veces el modulo de A y tiene la misma direccion de A; un ejemplo 
de esto se muestra en la figura 20, donde c = 3. Si c < 0, entonces cX es 
un vector cuya representacion tiene una longitud que es | c \ veces el mddulo 
de A y posee direccion opuesta a la de A. Esta situacion se muestra en la 
figura 2 1 , donde c = - j . 

El teorema siguiente proporciona las leyes que satisfacen las operacio- 
nes de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar de vectores de V 2 . 


10.1 .8 Teorema 


SiA.ByC son tres vectores cualesquiera de y e y d son dos escalares 
cualesquiera, entonces la adicidn vectorial y la multiplicacidn por un 
escalar satisfacen las siguienies prupiedades: 

(i) A + B = B + A (ley conmutativa) 

(M) A + (B + C) = (A + B) + C (ley asociativa) 

(ill) Existe un vector 0 en V 2 para el cual A + 0 = A 

(existencia del identico aditivo) 

(iv) Existe un vector -A en V 2 tal que A + (-A) = 0 
(existencia del inverso aditivo o negativo) 

(v) (cd) X = c(dX) (ley asociativa) 

(vi) c(A + B) = cA + cB {ley” distributive) 

(vii) (c 4- d)A cA + dX (ley distributiva) 

(viii) 1(A) = A (existencia del ktentico multiplicativo escalar) 
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Demostracion Se presentaran las demostraciones de (i) y (vi), las demas 
se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 46 a 50). En la demostracion 
de (i) se utiliza la propiedad conmutativa para los numeros reales, y en la de- 
mostracion de (vi) se emplea la propiedad distributiva para los numeros rea- 
les. Sean A = (a],a 2 ) yB = (b l5 b 2 )- 

Demostracion de (vi) 

c(A + B)= c((a h a 2 ) + ( b u b 2 » 

= c{(a\ + b h a 2 + b 2 )) 

= (c(a l + b ] \c(a 2 + h)) 

= {ca\ + cb h ca 2 + cb 2 ) 

= (ca\,ca 2 ) + (cb] , cb 2 ) 

= c(a u a 2 ) + c(b h b 2 ) 

= cA + cB ■ 


Demostracion de (i) 

A + B = (a\,a 2 ) + (b ]f b 2 ) 
= ( a 1 + a 2 + b 2 ) 
~ (b] + a\,b 2 + a 2 ) 
= (b^b 2 ) + (a\,a 2 ) 

= B + A 


El teorema 10.1.8 es muy importante debido a que cualquier ley alge- 
braica para las operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un esca- 
lar en V 2 se puede deducir a partir de las ocho propiedades establecidas en el 
teorema. Estas leyes son semejantes a las leyes de la aritmetica de numeros 
reales. Ademas, en algebra lineal, un espacio vectorial real se define como 
un conjunto de vectores junto con el conjunto de ntimeros reales (< escalares ) y 
las dos operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar que 
satisfacen las ocho propiedades presentadas en el teorema 10.1.8. 


10.1,9 Definition de espacio vectorial real 


Un espacio vectorial real V es un conjunto de elementos, llamados 
vectores , junto con el conjunto de numeros reales, denominados esca- 
lares , con dos operaciones llamadas adicion vectorial y multiple 
cacidn por un escalar , tal que para cada par de vectores A y B en V y 
para cualquier escalar c, se definen los vectores A + B y cA de modo 
que las propiedades (i)-(viii) del teorema 10.1.8 se cumplan. 

De esta definicion, V 2 es un espacio vectorial. 

Ahora se considerara un vector arbitrario de V 2 y se expresara en una 
forma especial: 

(a h a 2 ) = (a,, 0) + (0, a 2 ) 

(a h a 2 ) = fl,<l, 0> + a 2 ( 0,1) (3) 


y 

4 


o 


j 


x 


) 


Debido a que el modulo de cada uno de los dos vectores (1,0) y (0, 1) es 
una uni dad, se les conoce como vectores unitarios. A continuacidn se pre- 
senta la notacion para estos dos vectores unitarios: 

i = (1.0) j = <0, 1> 

Con estas notacion es, se tiene de (3) 

(a h a 2 ) = a t i + a 2 j (4) 

La representacion de posicion de los vectores i y j se muestra en la figu- 
ra 22. La ecuacion (4) establece que cualquier vector de V 2 puede escribirse 
como una combinacion lineal de i y j. De esta proposicion y del hecho de que 
i y j son independientes (es decir, sus representaciones de posicion no son 
colineales), se dice que los vectores i y j forman una base para el espacio 


FIGURA 22 
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y 



vectorial V 2 . Refierase al ejercicio 52 para un ejemplo de una base que consisle 
de vectores no unitarios. El numero deelementos de una base de unespacio vecto- 
rial se denomina dimension del espacio vectorial. Por tanto,'V 2 es un espacio 
vectorial bidimensional o de dos dimensiones. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 De(4), 


<3, -4) = 3i - 4j 4 

Sean A el vector (aj, a 2 ) y 0 el Angulo director de A. Observe la figu- 
ra 23, donde el punto {a h a 2 ) estci en el segundo cuadrante y se muestra la re- 
presentation de posicion de A. Como A = cqi + a 2 j, a j = || A || cos 0 , 
y a 2 = I) A || sen 0 , entonces se puede escribir 


A = || A || cos Oi + || A || sen 0 j 


A a= || A || (cos 0 i + sen 6 j) 


(5) 


Esta ecuacion expresa el vector A en terminos de su modulo, del coseno y del 
seno de su angulo director, y de los vectores unitarios i y j. 


► EJEMPLO 6 


Exprese el vector (-5, -2) en la forma (5). 



Solucion Vea la figura 24, la cual muestra la representacion de posicion 
del vector (-5, -2). Al calcular el modulo y el coseno y seno del angulo di- 
rector, se tiene 

|| (-5, -2)|| = V(-5) 2 + (-2) 2 
= V29 

cos 8 = — == y sen 6 — — %= 

V29 7 a/29 

Por tanto, de (5), 


<-5, -2) = -s/29 




◄ 


10.1.10 Teorema 


Si el vector A = a|i + a es diferente del vector cero, entonces 
el vector unitario U que tiene la misma direccidn y el mis mo sentido de 
A esta definido por 


U =* 




Demostracion Se demostrara que el vector U es un vector unitario que 
tiene la misma direccion de A. 


u . 


" ■ M *”' 1 * * s> 


2 
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* 


I 2 

+ a 2 

= TaF 

= M 

II A || 

= 1 



Como || U || = 1, U es un vector unitario, y debido a que U es igual al pro- 
ducto de un escalar positivo y el vector A, la direccion y el sentido de U son 
los mismos que los de A. ■ 


► EJEMPL0 7 Dados A = 3i + j y B = -2i + 4j, obtenga 
el vector unitario que tiene la misma direccion de A - B. 

Solution 

A - B = (3i + j) - (-21 + 4j) 

= 5i - 3j 

Asi, 

|| A - B || = v'5 2 + (-3) 2 
= V34 


Por el teorema 10.1.10, el vector unitario requerido es 


U = 


_L_i - _i_j 

V34 V34 


◄ 


EJERCICIOS 10.1 


En los ejercicios 1 a 4, (a) dibuje la representation de position 
del vector A y tambien la representation particular que pasa 
por el punto P. (b) Calcule el modulo de A. 

1. A = <3, 4); P = (2, 1) 

2. A = <-2,5 )\P = (-3,4) 

3. A = (e,-\)-,P = (-2, -e) 

4. A = <4, 0); P = (2, 6), 

En los ejercicios 5 y 6, obtenga la medida exacta en radianes 
del angulo director del vector. En el inciso (c) aproxime la me- 
dida a centesimos de radian. 

5. (a) (1,-1) (b)<-3,0> (c)<5,2> 

6. (a)<V3,l> (b) (0,4) (c) <-3,2> 

En los ejercicios 7 a JO, obtenga el vector A que tiene al seg- 
mento dirigido PQ como una representation. Dibuje PQ y la 
representation de position de A. 

7. P = (3, 7); Q = (5, 4) 8. P = (5, 4); Q = (3, 7) 

9. P = (-5, -3); Q = (0, 3) 

10. P = (-V2 .0); Q = (0,0) 

En los ejercicios 11 a 14, determine el punto S de modo que 
PQ y RS sean representaciones del mismo vector. 

11. P = (2, 5); Q = (1,6);/? - (-3,2) 

12. P = (-2, 0); Q = (-3, -4); R = (4, 2) 


13. P = (0, 3); Q = (5, -2); R = (7, 0) 

14. P = (-1, 4); Q = (2,-3);/? = (-5,-2) 

En los ejercicios 15 y 16, calcule la suma del par de vectores e 
ilustrela geometricamente. 

15. (a) (2, 4>, (-3, 5) ' (b) (-3, 0>, <4, -5> 

16. (a) <0, 3>, <-2, 3> ■ (b) <2, 3>,<-V2,-l> 

En los ejercicios 17 y 18, reste el segundo vector del primero e 
ilustre la diferencia geometricamente. 

17. (a) <-3, -4>, <6, 0> (b) <1, e\ <-3, 2e) 

18. (a) <0, 5>, (2, 8> (b) <3, 7>, <3. 7> 


En los ejercicios 1 9 y 20, determine el vector o el escalar si 
A = <2,4>,B = (4, -3> y C = <-3, 2>. 

19. (a) A + B (b) || C - B || (c) || 7A - B || 

20. (a) A - B (b) || C || (c) || 2A + 3B || 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga el vector o el escalar si 

A = 2i + 3j y B = 4i - j. 


21. (a) 5A (b) -6B 

22. (a) -2A (b) 3B 

23. (a) || A || + || B || . 
(c) || 5A - 6B || 

24. (a) || A || - || B || 

(c) || 3B - 2A || 


(c) A + B (d) || 

(c) A - B (d) || 

(b) 5A - 6B 
(d) || 5A || - |[ 6B 
(b) 3B - 2A 
(d) || 3B || - || 2A 


A + B | 
A - B II 
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En los ejercicios 25 y 26, A = -4i + 2j, B = -i + 3j y 
C = 5i - j. 

25. Obtenga: (a) 5A - 2B - 2C; (b) || SA - 2B - 2C || . 

26. Determine: (a) 3B - 2A . - C; (b) || 3B - 2A - C || . 


42. Una Iancha puede desplazarse a 15 nudos con respectq^al 
agua. En un rfo, cuya corriente es de 3 nudos hacia el oeste, 
Ia Iancha tiene un enfilamiento hacia^el sur. ^Cual es la 
velocidad de la Iancha con respecto a tierra y cual es su 
curso? 


En los ejercicios 27 y 28, A = 8i + 5j y B = 3i - j. 

27. Determine un vector unitario que tenga la misma direccion 
que A + B. 

28. Obtenga un vector unitario que tenga la misma direccion 
que A - B. 


En los ejercicios 29 a 32, exprese el vector dado en la forma 
r ( 'cos 9 i + sen 9\), donde r es el modulo y 9 es el angulo di- 
rector. Tambien obtenga un vector unitario que tenga la misma 
direccion. 


29. (a) 3i - 4j 

30. (a) 8i + 6j 

31. (a) -4i + 4 a/ 3 j 

32. (a) 3i - 3j 

33. Si A = -2i + j, B 
termine los escalares h 

34. Si A = 5i - 2j, B 
determine los escalares 


(b) 2i + 2j 
(b) 2 y/5 i + 4 j 
(b) — 1 6i 
(b) 2j 

: 3i 2j y C — 5i - 4j, de- 
k tales que C = h A + it B. 

= -4i + 3j y C = -6i + 8j, 
i y k tales que B = hC - k\. 


35. Si A = i — 2j, B = -2i + 4j y C = 7i - 5j, demues- 
tre que C no puede expresarse en la forma h\ + &B, 
donde h y k son escalares. 


36. Dos fuerzas de 340 lb y 475 lb forman entre sf un angulo 
de 34.6° y se aplican a un objeto en el mismo punto. 
Calcule (a) el modulo o intensidad de la fuerza resultante, 
y (b) el angulo que forma la resultante con la fuerza de 
475 lb con aproximacion de decimos de grado. 


37. Dos fuerzas de 60 lb y 80 lb forman entre sf un angulo de 
30° y se aplican a un objeto en el mismo punto. Obtenga 
(a) el modulo o intensidad de la fuerza resultante, y (b) el 
angulo que forma la resultante con la fuerza de 60 lb 
con aproximacion de grados. 


38. Una fuerza de 22 lb y otra de 34 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto y forman un angulo 6 entre sf. Si la 
fuerza resultante es de 46 lb, determine 9 con aproxi- 
macion de grados. 


39. Una fuerza de 1 12 lb y otra de 84 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto, y la fuerza resultante es de 162 lb. 
Determine el angulo formado por la resultante y la fuer- 
za de 1 12 lb con aproximacion de decimos de grado. 

40. Un avion tiene una velocidad al aire de 350 mi/h. Para que el 
curso real del avion sea el norte, su enfilamiento debe sec 
340°. Si el viento sopla del oeste, (a) ^cual es la rapidez 
del viento? (b) ^Cual es la velocidad a tierra del avion? 

41. En un avion que tiene una velocidad al aire de 250 mi/h, el 
piloto desea volar hacia el norte. Si el viento sopla hacia 
el este a 60 mi/h, (a) ^cudl debe ser el enfilamiento del 
avion? (b) ^Cual serfa la velocidad a tierra si el avion volase 
en este curso? 


43. Un nadador con una velocidad de nado de 1.5 mi/h con 
respecto al agua, parte de la ribera sur de un rfo y se dirige al 
norte directamente a traves del rfo. Si la corriente del no 
fluye hacia el este a 0.8 mi/h, (a) ^en que direccion va el 
nadador? (b) ^Cual es la velocidad del nadador con respec- 
to a tierra? (c) Si la distancia a traves del rfo es de 1 milla. 
^que tan lejos, rfo abajo, el nadador alcanza la otra orilla? 

44. Suponga que el nadador del ejercicio 43 desea llegar al 
punto ubicado directamente al norte a traves del rfo. (a) ^En 
que direccion debe dirigirse el nadador? (b) ^,Cu2I sera la 
velocidad respecto a tierra del nadador si elige esta 
direccion? 

45. Demuestre que si A es cualquier vector y c es cualquier 
escalar, entonces 0(A) = 0yc(0) = 0. 

46. Demuestre el teorema 10.1.8(ii). 

47. Demuestre el teorema 10.1.8(iii) y (viii). 

48. Demuestre el teorema 10. 1.8 (iv). 

49. Demuestre el teorema 10.1.8(v). 

50. Demuestre el teorema 10.1.8(vii). 

51. Sean A = (2,-5), B = (3, 1} yC = (-4, 2). 

(a) Calcule A + (B + C) e ilustre geometricamente, 

(b) Calcule (A + B) + C e ilustre geometricamente. 

52. Se dice que dos vectores son independientes si y solo si 
sus representaciones de posicion no son colineales. Ade- 
mas, se dice que dos vectores A y B forman una base para 
el espacio vectorial V 2 si y solo si cualquier vector de V 2 
puede expresarse como una combinacion lineal de A y B. 
Se puede demostrar un teorema que establece que dos 
vectores forman una base para el espacio vectorial V 2 si 
son independientes. Muestre que este teorema se cumple 
para los dos vectores (2,5) y (3,-1) haciendo lo si- 
guiente: (a) verifique que los vectores son independientes 
mostrando que sus representaciones de posicion no son 
colineales; y (b)verifique que los vectores forman una 
base al mostrar que cualquier vector n, i + a 2 j puede 
expresarse como c(2i + 5j) + d( 3i - j), donde c y d 
son escalares. Sugerencia : exprese c y d en terminos de 

y a 2 . 

53. Consulte las dos primeras oraciones del ejercicio 52. Se 
puede demostrar un teorema que afirma que dos vecto- 
res forman una base para el espacio vectorial V 2 solo si son 
independientes. Muestre que este teorema se cumple para 
los vectores (3, -2) y (-6, 4) efectuando lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son dependientes (es decir, 
no son independientes) probando que sus representacio- 
nes de posicion son colineales; (b) verifique que los vec- 
tores no forman una base tomando un vector particular y 
demostrando que no puede expresarse en la forma 
c(3i - 2j) + d{- 6i + 4j), donde c y d son escalares (es 
decir, no generan el espacio vectorial). 
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54. Un conjunto de vectores Vj, V 2 , V3 , . . . , V„ se dice que es 
linealmente dependiente si y solo si existen escalares 
k\,ft 2 ,ky ... * k n , no todos cero, tales que 

*iV, + k 2 \ 2 + * 3 V 3 + . . . + k„\„ = 0 

Demuestre que si Vj = 3i — 2j, V 2 = i + 4j y V 3 = 
2i + 5j,entonces Vj, V‘ 2 y V3 son linealmente dependientes. 

55. Sean PQ una representation del vector A, QR una re- 
presentation del vector B, y RS una representacion del 


vector C. Demuestre que si PQ , QR y RS son los lados de 
un triangulo, entonces A +■ B + C = .0. 

56. Demuestre analiticamente la desigualdad del triangulo 
para vectores: 

II A + B || < || A || -h || B || 

57. Explique la diferencia entre magnitud vectorial y magnitud 
esc alar. 
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Si sterna coordenado derecho 

FIGURA 2 



Hasta ahora se han tratado el espacio numerico unidimensional R , la recta 
numerica, y el espacio bidimensional R 2 , el piano numerico. Se identificaron 
los numeros reales de R con los puntos de un eje horizontal y los pares de nu- 
meros reales de R 2 con los puntos de un piano geometrico. Ahora, antes de 
extender el concepto de vector a tres dimensiones, se discutira el espacio 
numerico tridimensional . 


10.2.1 Definicion de espacio numerico tridimensional 


El conjunto de todas las temas ordenadas de numeros reales recibe 
el nombre de espacio numerico tridimensional, y se denota por R 3 . 
Cada tema ordenada (. x , >\ z) se denomina punto del espacio nume- 
rico tridimensional. 

Con el fin de representar R? en un espacio geometrico tridimensional, se 
consideran las distancias dirigidas de un punto a tres pianos mutuamente 
perpendiculares. Los tres pianos se forman al tomar tres rectas perpen- 
diculars entre si, las cuales se intersectan en un punto llamado origen y de- 
notado por O. Estas rectas, denominadas ejes de coordenadas, se designan 
como el eje x, eje y y eje z. Por lo comun los ejes x y y se consideran en 
un piano horizontal, y el eje z vertical. El sentido positivo, elegido en cada 
eje como se muestra en la flgura 1, proporciona un sistema coordenado 
derecho. Este nombre se deriva del hecho de que si se coloca la mano dere- 
cha de modo que el dedo fndice apunte en la direccion positiva del eje x y y 
el dedo medio apunte hacia el sentido positivo del eje y, entonces el pulgar 
apuntara en la direccion positiva del eje z. Observe la figura 2. Los tres ejes 
determinan tres pianos coordenados : el piano xy que contiene a los ejes x 
y y , el piano xz que contiene a los ejes x y z, y el piano yz que contiene a los 
ejes yyz, como se muestra en la figura 3. 

Una tema ordenada (jc, y, z) se asocia con cada punto P del espacio 
geometrico tridimensional. La distancia dirigida de P al piano yz es la coor- 
denada x, su distancia dirigida al piano xz es la coordenada y , y la coorde- 
nada z es la distancia dirigida de P al piano xy. Estas tres coordenadas se 
denominan coordenadas cartesianas rectangulares de P, y existe una 
correspondence uno a uno, denominada sistema coordenado cartesiano 
rectangular, entre las femas ordenadas de numeros reales y los puntos del 
espacio geometrico tridimensional. En consecuencia, se identifica R 3 con 
el espacio geometrico tridimensional. En la figura 4 se muestran los puntos 
(2, 3, 4) y (4, -2, -5). Los tres pianos coordenados dividen al espacio en 


FIGURA 3 
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• {4, -2, -5) 


FIGURA 4 


U 



Recta paralela al piano xy 


FIGURA 7 


ocho partes denominadas octantes. El primer octante es aquel en el que las 
tres coordenadas son positivas. 

Una recta es paralela a un piano si y solo si la distancia' desde cualquier 
punto de la recta al piano es constante. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una recta paralela al piano 
yz, otra paralela al piano x z, y otra mas paralela al piano xy , se muestran en 
las figuras 5, 6 y 7, respectivamente. ^ 



Recta paralela al piano yz 


Recta paralela al piano xz 


FIGURA 5 


FIGURA 6 


El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la discusion anterior. 


10.2.2 Teorema 


(i) Una recta es paralela al piano yz si y s61o si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x. 

(ii) Una recta es paralela al piano xz si y solo si todos los puntos de la 

y recta tienen la misma coordenada y. 

(iii) Una recta es paralela al plane xy si y sdlo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada z. 

Como caso especial, se consideran todas las rectas que est£n en un piano 
dado como paralelas al piano. En este caso, la distancia de cualquier punto de 
una de estas rectas al piano es cero. 

En el espacio tridimensional, si una recta es paralela a cada uno de dos 
pianos que se intersectan, entonces la recta es paralela a la recta de intersec- 
ci6n de los dos pianos. Tambi6n, si una recta dada es paralela a una segunda 
recta, entonces la recta dada es paralela a cualquier piano que contenga a la 
segunda recta. El teorema siguiente se infiere de estos dos hechos geom6- 
tricos y del teorema 10.2.2. 


10.2.3 Teorema 


(i) Una recta es paralela al eje jc si y solo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y y la misma coordenada z. 

(ii) Una recta es paralela al eje y si y s61o si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada z. 
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Recta paralela al eje x 


(iii) Una recta es paralela al eje z si y s61o si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada y . 


l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una recta paralela al eje x, 

otra paralela al eje y, y otra mds paralela al eje z, se presentan en las figuras 
8, 9, y 10, respectivamente. ^ 

Las formulas para determinar la distancia de un punto a otro de una 
recta paralela a uno de los ejes coordenados se obtienen a partir de la defi- 
nicion de distancia dirigida dada en la seccion A. 2 del apendice, y se establecen 
en el teorema siguiente. 


FIGURA 8 


z 



Recta paralela al eje y 


10.2.4 Teorema 


(i) Si A(x\ 9 y, z) y B(x 2 , y, z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje x, entonces la distancia dirigida de A a B, denotada por AB y 
est£ dada por 

AB = x 2 - Xy 

(ii) Si C(x , y|, z) y D(j c, y 2> z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje y, entonces la distancia dirigida de C a D, denotada por CD , 
est& dada por 

CD = y 2 - 

(iii) Si E(x,y, y F(x , y, z 2 ) son dos puntos de una recta paralela al 
eje z , entonces la distancia dirigida de E a F, denotada por EF , 
est£ dada por 


FIGURA 9 


EF = z 2 “ zi 


z 



FIGURA 10 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La distancia dirigida PQ 

del punto P( 2, -5, -4) al punto Q{ 2, -3, -4) estd dada por el teorema 
10.2.4(ii): 

PQ = (-3) - (-5) 

= 2 ◄ 

El teorema siguiente proporciona una formula para determinar la 
distancia no dirigida entre dos puntos cualesquiera del espacio tridi- 
mensional. 


10.2.5 Teorema 


La distancia no dirigida entre los puntos />}(*], yj, z\) y P 2 (* 2 > yi* z 2 ) 
esta dada por 

\~m\ = F*2 - *l) 2 + (y~2 - yi) 2 + (Z2 - Zl) 2 


Demostracion Se construye un paralelepfpedo rectangular que dene a P| 
y P 2 como vertices opuestos y caras paralelas a los pianos coordenados (consulte 
la figura 1 1). 
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FIGURA 11 


Por el teorema de Pitagoras, 

\p ^\ 2 = \p^a \ 2 + \aF 2 \ 2 

Como 

\p^a \ 2 = \T^b \ 2 + |& 4| 2 

se obtiene, al sustituir de esta ecuacion en (1), 

\T^F 1 \ 1 = \p^b \ 2 + |& 4| 2 + \aF 2 \ 2 

Si se aplica el teorema 10.2.4(i), (ii) y (iii), a los lados rectos se obtiene 
\P\P 2 \ 2 = (x 2 - X X ) 2 + ( y 2 - >’i) 2 + (z 2 - z i) 2 
| P\Pl I = 2 - *1 ) 2 + (^2 - y\) 2 + (22 - Zl) 2 


( 1 ) 


► EJEMPLO I 

P(- 3, 4,-1) y 2(2, 5,-4). 


Calcule la distancia no dirigida entre los puntos 


Solucion Del teorema 10.2.5, 


\pq\ = v(2 + 3) 2 + (5 - 4) 2 + (-4 + l) 2 

= V35 4 

La formula de la distancia entre dos puntos de R 2 es una extension de la 
formula para la distancia entre dos puntos de R 2 . Cabe hacer notar que la dis- 
tancia dirigida entre dos puntos x j y jc 2 de R esta dada por 

1*2 “ *1 | = x /(*2 " * l ) 2 

Las fdrmulas para determinar las coordenadas del punto medio de un seg- 
mento de recta se deducen al considerar los triangulos congruentes que 
se forman, y proceder de manera analoga al caso de dos dimensions. Estas 
formulas se establecen en el teorema siguiente y la demostracion se deja 
como un ejercicio (refierase al ejercicio 18). 


10.2.6 Teorema 


Las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extre- 
mos son P |(jcj, yq, Z|) y P 2 {x 2 , y 2 , z 2 ) estin dadas por 

y _ *1 + *2 y - y» + ^ 7 - + 

2 y ~ 2 2 ~ 2 


10.2.7 Definicion de la grafica de una ecuacion en 


La grafica de una ecuacion en R 3 es el conjunto de puntos (x,y, z) 
cuyas coordenadas son mimeros que Satisfacen la ecuacidn. 

Una superficie es la grafica de una ecuacion en /? 3 . La esfera es un ejemplo 
de una superftcie. 
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FIGURA 12 


10.2.8 Definicion de esfera 


Una esfera es el conjunto de todos Ios puntos del espaciojridimensio- 
nal que equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro 
de la esfera y la medida de la distancia constante se llama radio. 


10.2.9 Teorema 


Una ecuacion de la esfera de radio r y centro en (h, k , /) es 

(jc - h) 2 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = t 2 (2) 

Demostracion Denote punto f/i. k, l) por C (vea la figura 12). El punto 
P(x, y , z) es un punto de la esfera si y solo si | CP \ — r ; es decir, 

- h) 2 + (y - k) 2 + (z - W 2 = r 

Ai elevar al cuadrado los dos miembros de esta ecuacion se obtiene el resultado 
requerido. ■ 


Si el centro de la esfera esta en el origen, entonces h = 0, k = 0 y 
/ = 0; por lo que una ecuacion de esta esfera es 


x 2 + y 2 + z 2 


r 2 


Si se desarrollan los cuadrados de (2) y se reagrupan los terminos se tiene 
x 2 + y 2 + z 2 - 2hx - Iky - 2 lz + (h 2 + k 2 + l 2 - r 2 ) = 0 
Esta ecuacion es de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Jz + J = 0 (3) 

donde G, H, I y J son constantes. La ecuacion (3) se denomina forma ge- 
neral de la ecuacidn de la esfera, mientras que (2) recibe el nombre de forma 
centro-radio. Como toda esfera tiene un centro y un radio, su ecuacion 
puede expresarse en la forma centro-radio, y por tanto, en la forma general. 
Cualquier ecuacion de la forma (3) puede presentarse en la forma 

(x - h) 2 + (y - k ) 2 + (z - l) 2 = K (4) 

donde 

h = -|C k = -i H I = I K = \(G 2 + H 2 + I 2 - 47) 

Se le pedira que demuestre esto en el ejercicio 19. 

Si K > 0, entonces (4) tiene la forma de la ecuacion (2); de modo que 
la grafica de la ecuacion es una esfera que tiene su centro en {h, k, l ) y radio vAT . 
Si K - 0, la grafica de la ecuacion es el punto ( h , k, /). Si K < 0, entonces 
la grafica es el conjunto vacfo debido a que la suma de los cuadrados de 
tres numeros reales es no negativa (es decir, es mayor que o igual a cero). Este 
resultado se establece en el teorema siguiente. 


10.2.10 Teorema 


La grafica de cualquier ecuacion de segundo grado en jc, y y z, de la 
forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + lz + J - 0 
es una esfera, un punto o el conjunto vacfo. 
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► EJEMPLO 2 


Determine la grafica de la ecuacion 


x 2 + y 2 + z 2 ~ 6x - 4y + 2z = 2 



FIGURA 13 


Sol UC ion Si se reagrupan los terminos y se completan los cuadrados 
se tiene 

x 2 - 6x + 9 + y 2 - Ay + 4 + z 2 + 2z + 1 = 2 + 9 + 4 + 1 
(x - 3) 2 + (y - 2) 2 + (z + l) 2 = 16 

La grafica es una esfera que tiene su centro en (3, 2, -1 ) y radio 4. ^ 

La figura 1 3 muestra la esfera del ejemplo 2. 


W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuaci6n de la esfera que tiene 
los puntos A (-5, 6, -2) y B{ 9, -4, 0) como los extremos de uno de sus 
diametros. 

Sol UC ion El centro de la esfera es el punto medio del segmento de rec- 

ta AB. Sea este punto C(x,y,z). Por el teorema 10.2.6 se tiene 

9-5 _ -4+6 _ 0-2 

*= — y= z= — 

=2 =1 = -1 

De modo que C es el punto (2, 1,-1). El radio de la esfera es | CB \ . En 
consecuencia, 

r = v"(9 - 2) 2 + (-4 - l) 2 + (0+ l) 2 
- V75 

Por tanto, del teorema 10.2.9, una ecuacion de la esfera es 

(x - 2) 2 + (y - l) 2 + (z + l) 2 = 75 
jc 2 + y 2 + z 2 - 4x - 2y + 2z - 69 = 0 ^ 

En la seccion 10.1 se definio un vector en el piano como un par orde- 
nado de numeros reales. Ahora se extendera esta definicion a un vector en el 
espacio tridimensional. 


10.2.1 1 Definicion de vector en el espacio 
tridimensional 


Un vector en el espacio tridimensional es una tema ordenada de nu- 
meros reales ( x , y» z). Los numeros jc, y y z se denominan compo- 
nentes del vector (x, y 9 z). 

Se dice que los vectores (a h a 2 , a 3 ) y {b\, b 2 , b 3 ) son iguales si y solo 
si a \ = b h a 2 = b 2 y a 3 = b 3 . 

El conjunto de todas las temas ordenadas (jc, y, z), donde x, y y z son 
numeros reales, se denota por V 3 . Del mi$mo modo que para los vectores de 
V 2 , un vector de V 3 puede representarse mediante un segmento dirigido. Si 
A = (a\ 9 a 2 , a 3 \ entonces el segmento dirigido que tiene su punto inicial en 
el origen y su punto terminal en el punto (a^a 2 ,a 3 ) recibe el nombre de 
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representation de position de A. Un segmento dirigido que tiene su punto 
inicial en (*, y, z ) y su punto terminal en el punto ( x + a\,y + a 2 , z + 03) 
es tambien una representacidn del vector A. Consulte la figura'14. 

El vector cero es el vector (0, 0, 0) y se denota por 0. Cualquier punto 
es una representation del vector cero. 

El modulo de un vector es la longitud de alguna de sus representa- 
ciones. Si el vector A = (aj, a 2 , 03 ), el modulo de A se denota por || A || , y 

II A || = -yjai 2 + a 2 2 + a 2 2 

La direction de un vector diferente del vector cero de V 3 esta deter- 
minada por tres Angulos llamados dngulos directores del vector. 


10.2.12 Definition de angulos directores de un vector 


Los Angulos directores de un vector diferente del vector cero son los 
tres Angulos que tienen la menor medida en radianes no negativa a, p 
y ymedidos a partir de los ejes jc, y y z, respectivamente, hasta la 
representacidn de position del vector. 

La medida en radianes de cada Angulo director de un vector es mayor 
que o igual a 0 y menor que o igual a k. Los angulos directores del vec- 
tor A = {a\,a 2 , a ?>)> cuyas medidas en radianes son a, /3 y y 9 se muestran en la 
figura 15. En esta figura, las componentes de A son numeros positivos, y los 
angulos directores de este vector tiene medidas en radianes positivas me- 
nores que j n. En la figura se observa que el triangulo POR es un triangulo 
rectangulo y 


cos a = 


_2l__ 

II a II 


Puede demostrarse que la misma formula se cumple si < a < n. 
De igual manera pueden deducirse formulas para cos ft y cos y, obteniAndose 


cos a = 



cos p = 


Q2 

l|A|| 


cos y = 


Q3 

II A || 


(5) 


Los tres numeros cos a, cos P y cos y se denominan cosenos directores 
del vector A. El vector cero no tiene angulos directores, y, en consecuencia, 
tampoco cosenos directores. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se determinarAn el modulo 
y los cosenos directores del vector A = (3,2, -6). 

|| A || = V(3) 2 + (2) 2 + (~6) 2 

= 7 

De las formulas (5), 

cos a = ~ cos p = ^ cos y = - * ^ 

Si el modulo de un vector y sus cosenos-directores se conocen, entonces el 
vector esta determinado de manera unica debido a que de (5) 

a x = || A || cos a a 2 = || A || cos /3 a 3 = (| A || cos y 


( 6 ) 
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Los tres cosenos directores de un vector no son independientes entre 
sf, como lo muestra el siguiente teorema. 


10.2.13 Teorema 


Si cos a, cos p y cos / son los cosenos directores de un vector, entonces 
cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y = 1 


Demostracion Si A = (aj, a 2 , a^), entonces los cosenos directores de A 
estan dados por (5), de modo que 


cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y - - + a 2 - + t~~~ 

l|A|| 2 II A [j 2 || A || 2 

a , 2 + a 2 2 + a 3 2 


|a || 2 


I A || 2 


= i 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificar£ el teorema 
10.2. 13 para el vector del ejemplo ilustrativo 4 


cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y - ( | ) 2 + ( 2 ) 2 + (- ^ ) 2 
= ± + ± + L* 

49 T 49 49 

= 1 ◄ 

El vector A = (a\, a 2 , a 3 ) es un vector unitario si || A || = 1, y de las 
ecuaciones (5), las componentes de un vector unitario son sus cosenos 
directores. 

Las operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacion por un escalar 
en V 3 se definen de manera similar a las definiciones correspondientes para 
vec tores de V 2 . 

Si A = (fl], a 2 , a 3 ) y B = (b j, b 2 , bj) y c es un escalar, entonces 

A + B = (a] + b], a 2 + b 2 , <33 + b$) -A = (-a j , -a 2 , -a^) 

A - B = A + (-B) cA ~ a 2 , a^) 

= (a \ - b\ , a 2 - b 2 , <33 - £ 3 ) = (co . | , c< 32 , ^ 3 ) 


► EJEMPLO 4 Dados A = (5, -2, 6) y B = (8, -5, -4), 
calcule A + B, A - B, 3A y -5B. 

Solucion 

A + B = <5 + 8, -2 + (-5), 6 + (-4)) 

= <13, -7, 2) 

A - B = <5 - 8, -2 - (-5), 6 - (-4)> 

= <-3,3, 10) 

3A = 3<5, -2, 6) -5B = -5<8, -5, -4) 

= <15,-6, 18) =<-40,25,20) 


4 
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FIGURA 16 
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FIGURA 17 



FIGURA 18 
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La interpretation geometrica de la suma de dos vectores de V 3 es sente - 
jante a aquella para vectores de V 2 . Refierase a la figura 16. Si P es el punto 
(x, y, z), A = {a h a 2 , a 3 ) y PQ es una representacion de A,' entonces Q es el 
punto Ox + a h y + a 2 , z + a 3 ). Sean B = (b\, b 2 ,b^)'y QR una representa- 
cion de B, entonces (x + (ci\ + b\),y + ( a 2 + b 2 ), z + (a 3 + 63)) es el 
punto /?. Por tanto, PR es una representacion del vector A + B, y se cumple 
la ley del paralelogramo. 

La diferencia de dos vectores de V3 tambien se interpreta geometrica- 
mente de manera semejante como se hace en V 2 . Consulte la figura 17. Se 
puede obtener una representacion del vector A - B al elegir las representa- 
ciones de A y B de modo que tengan el mismo punto inicial. Entonces, una 
representacion del vector A - B es el segmento dirigido del punto terminal 
de la representacion de B al punto terminal de la representacion de A. 

La figura 18 muestra los puntos P(a h a 2 , a 3 ) y Q(b\, b 2 , £3), y los seg- 
ments dirigidos PQ, OP y OQ. Observe que 

V(PQ) = \(OQ) - V(OP) 

= (b h b 2 ,b 3 ) - (a,, a 2 > a 3> 

Por tanto, 

V(PQ) = (b\ - a h b 2 - a 2 ,b 3 - a 3 ) 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 19 muestra el 
segmento dirigido PQ, donde P es el punto (1, 3, 5) y Q es el punto (2,-1, 4). 
Por tanto, 

\(PQ) = <2 - 1,-1 - 3,4 - 5) 

= 0,-4,-l> ◄ 


Suponga que A = (a\,a 2 >a 2 ) es diferente del vector cero y que tiene 
los cosenos directores cos a , cos p y cos y y que c es cualquier escalar. En- 
tonces cA. = (ca\, ca 2 , c« 3 ); y si cos ct \ , cos p\ y cos /] son los cosenos 
directores de cA, entonces, de las ecuaciones (5), se tiene 


cos a i = 

'ca\ 

lkA|| 

COS p] = 

ca 2 

l|cA|| 

COS = 

c a\ 

cos p\ = 

C 

MINI 

kl II a || 

COS «i = 

p-cos a 

k 

COS p\ = 

p-cos/3 

K 


cos Yi = -- a ^~ 
1 llcAll 


C 

cos 71 = n id 7 ' 

\c\ All 


cos Y] - ~ cos y (7) 

k 


De modo que si c > 0, entonces, de las ecuaciones (7), los cosenos direc- 
tores de cA son los mismos que los cosenos directores de A. Si c < 0, los 
cosenos directores de cA son los negativos de los cosenos directores de A. 
Por tanto, si c es un escalar diferente de cero, entonces el vector cA es un vector 
cuyo modulo es | c | veces el modulo de A . Si c > 0, c A tiene la misma direccion 
que A. Si c < 0, el sentido de cA es el opuesto al de A. 

Las operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 3 satisfacen las propiedades enunciadas en el 
teorema 10.1.8; se le pedirS que las demuestre en los ejercicios 47 y 48. 


FIGURA 19 
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A partir de este hecho y de la definicion 10 . 1 . 9 , V3 es un espacio vectorial 
real. Los tres vectores unitarios 

i = (1,0,0) j = <0, 1,0) k = (0,0, 1) 

forman una base para el espacio vectorial V3 debido a que cualquier vector 
(a 3 , a 2 , 03) puede expresarse en terminos de ellos como sigue: 

(ci j, # 2 , #3) = fl](L 0, 0) + # 2 (0, 1,0) + #3(0, 0, l) 

En consecuencia, si A = (a\, a 2 , 03), tambien se puede escribir 

A — ci] i + cz 2 j ■*" 03k (8) 

Ahora bien, como hay tres elementos en una base, V3 es un espacio vectorial 
tridimensional. 

Si se sustituye de (6) en (8) se dene 
A = [| A || cos ai + || A || cos y 3 j + || A || cos y k 

A = || A || (cos ai + cos / 3 j + cos y k) ( 9 ) 

Esta ecuacion permite expresar cualquier vector dife rente de cero en 
terminos de su modulo y de sus cosenos directores. 


► EJEMPLO 5 Exprese el vector del ejemplo ilustrativo 4 en 
terminos de su modulo y de sus cosenos directores. 

Solution En el ejemplo ilustrativo 4 , A = ( 3 , 2, -6) y se obtuvo 
|| A || = 7 , cos a = ]< cos p = Z y cos y = En consecuencia, de ( 9 ), 

A = 7 (|i + ?j - ‘k) ◄ 


10.2.14 Teorema 


Si A = aji + a 2 j + a 3 k es diferente del vector cero, entontfes el 
vector unitario U que tiene la misma direccidn que A esta determinado 
por 


U = 


Q\ 

II A || 


i + 


ai 

II All 


II A II 


La demostracion de este teorema es analoga a la demostracion del teo- 
rema 10. 1.10 para un vector de V 2 y se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 55 ). 


► EJEMPLO 6 Dados los puntos R( 2 , - 1 , 3 ) y 5 ( 3 , 4 , 6), obten- 
ga el vector unitario que tiene la misma direction que V(RS). 

Solution 

\(RS) = <3 - 2.4 - (-1), 6 - 3) j| \(RS) || = V I 2 + 5 2 + 3 2 
= 1 + 5j + 3k = V35 
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Por tanto, por el teorema 10.2. 14, el vector unitario pedido es 


U 


1 


l + 


V35 V35 


J + 



◄ 


Las operaciones con vectores, tales como la adicion y la multiplication 
por un escalar, asi como la determination del modulo de un vector y de un 
vector unitario que tenga la misma direction que un vector dado, piie- 
den efectuarse en algunas computadoras y calculadoras. Refierase al manual de 
usuarios correspondiente a fin de conocer el metodo para realizar ciertas 
operaciones vectoriales. 


EJERCICIOS 10.2 


En los ejercicios l a 5, los puntos A y B son vertices opuestos 
de un paralelepipedo que tiene sus earns paralelas a los pia- 
nos coordenados. En cada ejercicio, (a) dibuje la figura, 
(b) obtenga las coordenadas de los otros sets vertices, (cjcalcule 
la longitud de la diagonal AB. 

1. A(0, 0, 0); B(7, 2, 3) 2. 4(1, 1, 1); 5(3, 4, 2) 

3. A{- 1, 1,2); 5(2, 3,5) 

4. 4(2, -1,-3); 5(4, 0-1) 

5. 4(1, -1,0); 5(3, 3,5) 

6. El vertice opuesto al rincon de una sala esta a 18 pie al 
este, 15 pie al sur y 12 pie por arriba del primer rincon. (a) 
Dibuje la figura; (b) determine la longitud de la diagonal 
que une dos vertices opuestos; (c) obtenga las coordena- 
das de los ocho vertices de la sala. 

En los ejercicios 7 a II, determine (a) la distancia no diri- 
gida entre los puntos A y B, y (b) el punto medio del segmento 
de recta que une a A con B: 

7. 4(3, 4, 2); 5(1, 6, 3) 

8. 4(4, -3, 2); 5(-2, 3, -5) 

9. A(2,-4, 1);S( i,2,3) 

10. A(-2,-±,5);fl(5, 1.-4) 

11. A(-5, 2, 1 ); B(3, 7, -2) 

12. Demuestre que los trespuntos(l, -1,3), (2,1,7) y (4,2,6) 
son los vertices de un tri&ngulo rectdngulo, y calcule 
su area. 

13. Se dibuja una recta que pasa por el punto (6, 4, 2) y que 
es perpendicular al piano yz. Obtenga las coordenadas de 
los puntos de la recta que est£n a una distancia de 1 0 uni- 
dades del punto (0, 4, 0). 

14. Resuelva el ejercicio 13 si la recta se dibuja perpendicular 
al piano xy. 

15. Demuestre que los tres puntos (-3,2,4), (6, 1,2) y 
(-12,3,6) son colineales empleando la formula de la 
distancia. 

16. Determine los vertices del triangulo cuyos lados tienen los 
puntos medios en (3, 2, 3), (-1,1,5) y (0, 3, 4). 


17. Para el triangulo que tiene vertices 4(2, -5, 3), 5(-l, 7, 0) 
y C(-4, 9, 7) calcule (a) la longitud de cada lado, y (b) 
los puntos medios de cada lado. 

18. Demuestre el teorema 10.2.6. 

19. Demuestre que cualquier ecuacion de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J ~ 0 
puede expresarse en la forma 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = a: 

En los ejercicios 20 a 25, determine la grdfica de la ecuacion. 

20. x 2 + y 2 + z 2 - 8y + 6z - 25 = 0 

21. x 2 + y 2 + z 2 - 8* + Ay + 2z - 4 = 0 

22. x 2 + y 2 + z 2 - x - y - 3z + 2 = 0 

23. x 2 + y 2 + z 2 — 6z +9—0 

24. x 2 + y 2 + z 2 - 8x + 10y - 4z + 13=0 

25. x 2 + y 2 + z 2 - 6x + 2y - 4z + 19 = 0 

En los ejercicios 26 a 28, obtenga una ecuacion de la esfera 
que satisface las condiciones indicadas. 

26. Uno de sus diametros es el segmento de recta que tiene 
extremes en (6, 2, -5) y (-4, 0, 7). 

27. Es concentrica con la esfera que tiene la ecuacion 
x 2 + y 2 + z 2 - 2y + 8z - 9 = 0, y tiene radio 3. 

28. Contiene los puntos (0,0,4), (2, 1, 3) y (0,2,6) y su 
centro se encuentra en el piano yz. 

En los ejercicios 29 a 34, A = (1,2, 3), B = (4, -3, -1), 
C = (-5, -3,5) y D = (-2, 1,6). 

29. Calcule (a) A + 5B; (b) 7C - 5D; (c) || 7C || - || 5D ||; 

(d) || 7C || - || 5D || . 

30. Calcule (a) 2A - C; (b) || 2A || - || C || ; 

(e) 4B + 6C - 2D; (d) || 4B |j + j| 6C || - || 2D || . 

31. Calcule (a) C + 3D - 8A; (b) || A || || B || (C - D). 

32. Calcule (a) 3 A - 2B + C - 12D; 

(b) || A || C - || B || D. 
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33. Determine los escalares ay b tales que 

a( A + B) + b(C + D) = 0 

34. Determine los escalares a, b y c tales que 

aX + bB + cC = D 

En los ejercicios 35 a 38, determine los cosenos directores del 
vector \(P\P 2 ) y verifique las respue stas al mostrar que la 
suma de sus cuadrados es 1 . 

35. P { (3, -1, -4); P 2 (7, 2, 4) 

36. P { (-2, 6, 5); P 2 (2, 4, I ) 

37. P,(4,-3,-1);P 2 (-2,-4,-8) 

38. P,(l, 3, 5); P 2 (2, -1,4) 

39. Utilice los puntos P x y P 2 del ejercicio 35 y obtenga el 
punto Q tal que \(P\P 2 ) = 3 \(P\Q). 

40. Utilice los puntos Pj - y P 2 del ejercicio 38 y obtenga el 
punto R tal que \(P^R) = -2\(P^R\ 

41. Dados Pj(3, 2, -4) y P 2 (-5, 4,2), determine el punto 
P 3 tal que 4V(fYP 2 ) = -3V(P^P 3 ). 

42. Dados Pj(7, 0, -2) y P 2 (2, -3,5), determine el punto 
P 3 tal que \(Pf 3 ) = 5 V(P^P 3 ). 

En los ejercicios 43 y 44, exprese el vector en terminos de 
su modulo y de sus cosenos directores. 

43. (a) -6i + 2j + 3 k (b) -2i + j - 3k 

44. (a) 2i - 2j + k (b) 3i + 4j - 5k 

En los ejercicios 45 y 46, obtenga el vector unitario que tiene 
la misma direccion de\(P ] P 2 ). 

45. (a) P ( (4, -1, -6) y P 2 (5,7,-2) 

(b) (P[(-2, 5, 3) y P 2 (-4, 7, 5) 

46. (a) Pj(3, 0, -1) y P 2 (-3,8,-I) 

(b) Pj(-8, -5, 2) y P 2 (-3, -9, 4) 

En los ejercicios 47 y 48, demuestre la propiedad si A, B y C 
son tres vectores cualesquiera de V 3 y c es cualquier escalar. 

47. (a) A + B = B + A (ley conmutativa) 

(b) Existe un vector 0 en V 3 para el cual A + 0 = A 
(existencia del identico aditivo). 

(c) Existe un vector -A en V 3 tal que A + (-A) = 0 
(existencia del negativo). 

(d) c(A + B) = cA + cB (ley distributiva). 

48. (a) A + (B + C) = (A + B) + C {ley asociativ a). 

(b) (cd ) A = c(d\) (ley asociativa). 

(c) (c -I- d) A = cA + d A (ley distributiva). 

(d) 1(A) = A 


49. Demuestre mediante geometna analftica que las cuatro dia- 
gonales que unen los vertices opuestos de un paraielepfpede 
se bisectan mutuamente. 

50. Si P, Q,R y 5 son cuatro puntos del espacio tridimensional 
y A, B, C y D son los puntos medios de PQ , QR , RS y SP , 
respectivamente, demuestre mediante geometna analftica 
que ABCD es un paralelogramo. 

51. Demuestre mediante geometna analftica que las cuatro 
diagonales de un paralelepfpedo rectangular tienen la 
misma longitud. 

52. Se dice que tres vectores en V 3 son independientes si y 
solo si sus representaciones de posicion no estan en un 
piano; tambien se dice que tres vectores, E ]t E 2 y E 3 , 
forman una base para el espacio vectorial V 3 si y solo si 
cualquier vector de V 3 puede expresarse como una 
combinacion lineal de E h E 2 y E 3 . Se puede demostrar 
un teorema que establece que tres vectores forman una 
base para el espacio vectorial V 3 si son independientes. 
Muestre que este teorema se cumple para los tres vec- 
tores (1,0,0), (1, 1,0) y (1, 1, 1) haciendo lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son independientes demos- 
trando que sus representaciones de posicion no son co- 
planares; (b) verifique que los vectores forman una base 
probando que cualquier vector A puede expresarse como 

A = r (1,0,0) + 5(1, 1,0) + f(l, 1, 1) (10) 

donde r,syt son escalares. (c)Si A = (6, -2, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se 
cumple (10). 

53. Consulte el ejercicio 52. (a)Verifique que los vectores 
(2,0, 1),(0,-1,0) y (1, -1, 0) forman una base para V 3 al 
demostrar que cualquier vector A puede expresarse como 

A = r( 2,0,1) + 5(0, -1,0) + r < 1 , —1,0) (11) 

donde r, s y t son escalares. (b) Si A = (-2, 3, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se cum- 
pie(ll). 

54. Refierase al primer enunciado del ejercicio 52. Se puede 
demostrar un teorema que afirma que tres vectores de V 3 
forman una base para el espacio V 3 solo si son indepen- 
dientes. Muestre que este teorema es valido para los tres 
vectores F t = (1, 0, 1), F 2 = (1, 1,-1) y F 3 = <2, 1, 2), 
realizando lo siguiente: (a) Verifique que Fj, F 2 y F 3 no 
son independientes al demostrar que sus representa- 
ciones de posicion son coplanares; (b) verifique que los 
vectores no forman una base probando que no todo vec- 
tor de V 3 puede expresarse como una combinacion lineal 
de Fj, F 2 y F 3 (es decir, no generan el espacio vectorial). 

55. Demuestre el teorema 10.2.14. 

56. Si las medidas en'radianes de los angulos directores de 
un vector son iguales, £ cu al es la medida de cada uno? 
Explique como llegb a la respuesta. 
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10.3 PRODUCTO PUNTO 


Hasta este momenta se han definido las siguientes operacienes con vecto- 
res: adicion, sustraccion y multiplicacion de un vector por un escalar. El resul- 
tado de cada una de estas operaciones es un vector. A continuation se definira 
la operation en la que se multiplicaran dos vectores, denominada producto 
punto, la cual tiene como resultado un escalar y no un vector. 


10.3.1 Definition de producto punto 


El producto punto de dos vectores A y B, denotado por A • B, se 
define como sigue: 

(i) Si A = (a\,a 2 ) y B = (b], by) son dos vectores de V 2 , entonces 

A • B = a\b\ + a 2 b 2 

(ii) Si A = (a\,a 2 ,a 3 ) y B = (b^b 2 ,b^) son dos vectores de V 3 , 
entonces 

A • B = Q\b\ + ^ 2^2 + 

En ocasiones el producto punto recibe el nombre de producto interior o 
producto escalar, no debe confundirse con la multiplicacion escalar (mul- 
tiplicacion por un escalar) la cual es el producto de un escalar y un vector. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(-^,4), entonces 

Si A = <2, -3) y B = 

A B = (2, -3) ' <- j, 4) 


= (2)(-i) + (-3) (4) 
= -13 

◄ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

B = (-5, 3, -2), entonces 

Si A = (4, 2, -6) y 

A B = <4, 2, -6) -(-5, 3,-2) . 


= 4(-5) + 2(3) + (-6) (-2) 
= -2 

◄ 

Los productos puntos que contienen los vectores unitarios i, j y k son 
utiles y pueden verificarse facilmente (consulte los ejercicios 5 y 6): 

i • i = 1 j * j = 1 k • k = 

i - j = 0 i • k = 0 j • k = 

1 

0 

El teorema siguiente afirma que el producto punto es conmutativo y 
que se distribuye con respecto a la adicion vectorial. 

j 10.3.2 Teorema ] 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , entonces 


(i) A * B = B • A (ley conmutativa) 

(ii) A * (B + C) = A * B + A • C (ley distributiva) 
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Las demostraciones se dejan como ejercicios (refierase a los ejercicios 7 y 8). 
Como A • B es un escalar, la expresidn (A • B) • C carece de signrfi- 
cado. En consecuencia, no se considera la asociatividad del producto punto. 

En el teorema siguiente se presentan otras leyes del producto punto. 


10.3.3 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , y c es cualquier 
escalar, entonces 

. (i) c ( A • B) = (cA) ■ B 

(ii) 0 • A = 0 

(iii) A • A = || A || 2 


y 



Z 



FIGURA 2 


Las demostraciones se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 
9 y 10). 

Ahora se considerard el significado de angulo entre dos vectores , el 
cual conduce a otra expresion para el producto punto de vectores. 


10.3.4 Definition del angulo entre dos vectores 


Sean A y B dos vectores diferentes del vector cero. 

(i) Si A no es un miiltiplo escalar de B y si OP es la represen tacidn 
de posicidn de A y OQ es la representation de position de B, 
entonces el angulo entre los vectores A y B es el dngulo de me- 
dida positiva entre OP y OQ e interior al tridngulo determinado 
por O y P y Q. 

(ii) Si A = c B, donde c es un escalar, entonces si c > 0, el dngulo 
entre los vectores mide 0 radianes; y si c < 0, entonces el dn- 
gulo entre los vectores mide it radianes. 


El sfmbolo empleado para denotar el dngulo entre dos vectores tam- 
bien se utiliza para representar la medida del angulo. De la definicion, si 0 es 
la medida en radianes del angulo entre dos vectores, entonces 0 < 6 < 7t. La 
figura 1 muestra el dngulo 6 entre los vectores A y B (donde A no es un 
miiltiplo escalar de B) de V 2 > y la figura 2 muestra el angulo cuando los vec- 
tores pertenecen a V3. 



10.3.5 Teorema 


Si 6 es el dngulo entre los vectores A y B, diferentes del vector cero, 
entonces 

A • B = || A || || B || cos 6 


Demostracion La figura 3 muestra la representation de position OP de A, 

la representation de posicidn OQ de B, la representacidn PQ de B - A, y 
el angulo 6 en el origen, dentro del triangulo POQ. De la ley de los cose- 
nos, se tiene 


IIa || 2 + IIbIP - IIb - aII 2 

2(|a||||b|| 


FIGURA 3 


cos 9 = 


( 1 ) 
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A1 aplicar las propiedades del producto punto, de los teoremas 10.3.2 y 
10.3.3, resulta 

||B - A|| 2 = (B - A)-(B - A) 

= (B - A) • B - (B - A) • A 

= B • B - A • B - B • A + A-A 

= ||B|| 2 - 2AB + || A || 2 (2) 

Si se sustituye de (2) en (1), se obtiene 

|| A || 2 + ||B|p - (|| B |p - 2A B + j|AjP) 

2||A||||B|| 

c °s 6 = i^n'ii 8 1 , 

2||a||||b|| 

A • B = || A || || B || cos 6 • 

El teorema 10.3.5 afirma que el producto punto de dos vectores es el 
producto de los mddulos de los vectores y el coseno del dngulo entre ellos. 


► EJEMPLO I Dados los vectores 
A - 6i - 3j + 2k y B = 2i + j - 3k 
determine cos 0 si 0es el angulo entre A y B. 
Solution Primero se calcula A * B, || A || y || B || . 


A B = (6,-3, 2)- <2, 1,-3} || A || 

= 12-3-6 
= 3 


V 36 + 9 + 4 || B || = V4 + 1 + 9 

V49 = VT4 

7 


Del teorema 10.3.5, 


A • B 




II A || || B || 


3 

7VI4 


◄ 


En la seccidn 10.1 se dijo que si dos vectores diferentes del vector cero 
son multiplos escalares uno del otro, entonces tienen la misma direccidn o 
direcciones opuestas. Este hecho conduce a la siguiente definicidn. 


10.3.6 Definicion de vectores paraleios 


Se dice que dos vectores son paraleios si y s61o si uno de los vectores es 
multiplo escalar del otro. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Los vectores (3,-4, 8} y 
( -1, 2) son paraleios debido a que (3, -4, 8) = 4< |, —1 , 2). M 

Si A es cualquier vector, entonces 0 = 0A; de modo que, de la defini- 
cion 10.3.6, el vector cero es paralelo a cualquier vector. 
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Se le pedira como ejercicio que demuestre el hecho de que dos vectores 
diferentes del vector pero son paralelos si y solo si la medida en radianes del 
angulo entre ellos es 0 o n (consulte el ejercicio 49). 

Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero/entonces, por el 
teorema 10.3.5, 

cos 0=0 si y solo si A • B = 0 
Como 0 < 0 < 7r, se infiere de esta proposicion que 

0 = \ 71 si y solo si A • B = 0 
En consecuencia se tiene la definition siguiente. 


10.3.7 Definicion de vectores ortogonales 


Se dice que dos vectores A y B son ortogonales (o perpendicuiares) 
si y solo si A • B = 0. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Los vectores (-4, 5, 0) y 
(10, 8, 3) son ortogonales ya que 

(-4. 5, 0) • (10, 8, 3) - (-4)(10) + (5X8) + (0)(3) 

. = 0 ◄ 

Si A es cualquier vector, 0 • A = 0, y por tanto, el vector cero es orto- 
gonal a cualquier vector. 


► EJEMPLO 2 Dados A = 3i + 2j y B = 2i + fcj, donde k 
es un escalar, determine (a) k tal que Ay B sean ortogonales; (b) k tal que A 
y B sean paralelos. 


Solucion 

(a) Por la definicion 10.3.7, A y B son ortogonales si y solo si A • B = 0; 
es decir, 



^FIGURA 4 


(3)( 2) + 2 (k) = 0 
k = -3 

(b) De la definicion 10.3.6, A y B son paralelos si y solo si existe algun 
escalar c tal que (3, 2) = c{2,Jc); esto es, 

3 = 2c y 2 = ck 

A1 resolver estas dos ecuaciones simultaneamente se obtiene k = 4 

► EJEMPLO 3 Demuestre, empleando vectores, que los puntos 
A(4, 9, 1 ), B(~ 2, 6, 3) y C(6, 3, -2) son vertices de un triangulo rectangulo. 

Solucion El triangulo CAB se muestra en la figura 4. De la figura se 
observa que el angulo en A puede ser un angulo recto. Se obtienen \(AB) y 
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V(AC) y si el producto punto de estos dos vectores es cero, entonces el angulo 
en A es un angulo recto. 

\(AB) = <-2 -4,6 - 9,3 - 1) V(AC) = <6 - 4, 3 - 9,-2 - 1) 
= (-6, -3, 2) = <2, -6, -3) 

V(AB) • \(AC) = <-6, -3, 2) • <2, - 6, -3) 

= -12 + 18 - 6 
= 0 



FIGURA 5 


Conclusion: V(A£) y V(AC) son ortogonales; de modo que el angulo 

en A es un angulo recto, y por tanto, el triangulo CAB es un tri angulo rec- 
tangulo. 4 

Una interpretacion geometrica del producto punto se obtiene a partir de 
la proyeccion escalar de un vector sobre otro. Observe la figura 5, donde OP y 
OQ son las representaciones de posicion de los vectores A y B, respecti- 
vamente. El punto R es el pie de la perpendicular de Q a la recta que contiene 
a OP . La proyeccion escalar de B sobre A es el modulo del vector que tiene a 
OR como su representation de posicion. 


B 



|| B || cos 0 > 0 
(a) 


B 



|| B || cos 6 < 0 
(b) 

FIGURA 6 


1 0.3.8 Definition de la proyeccion escalar 
de un vector sobre otro 


Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero, entonces la 
proyeccion escalar de B sobre A se define como || B || cos 9, donde 
6 es el Angulo entre AyB 

Observe que la proyeccion escalar puede ser positiva o negativa, depen- 
diendo del signo de cos 6. 

Del teorema 10.3.5, 

A • B = || A || (|| B || cos 6) (3) 

De modo que el producto punto de A y B es el modulo de A multiplicado por 
la proyeccion escalar de B sobre A. Consulte las figuras 6(a) y (b). Como el 
producto punto es conmutativo, A * B tambien es igual al modulo de B mul- 
tiplicado por la proyeccion escalar de A sobre B. 

Si B = b |i + £>2 j + 63k, entonces 

i • B = b ] j • B = b 2 k • B = b 3 

En consecuencia, del producto punto de B y uno de los vectores unitarios 
i, j o k, se obtiene la componente de B en la direccion de ese vector unitario. Con 
el fin de generalizar este resultado, sea U cualquier vector unitario, entonces de 
(3), si 6 es el angulo entre U y B, 

U • B = || U || || B || cos e 
= || B || cose 

Por tanto, U • B es la proyeccion escalar de B sobre U, a la cual se le llama 
componente del vector B en la direccion de U. De manera mas general, la com- 
ponente de un vector B en la direccion de un vector A es la proyeccion es- 
calar de B sobre un vector unitario en la direccion de A. 

El teorema siguiente puede emplearse para calcular la proyeccion escalar 
de un vector sobre otro. 
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10.3,9 Teorema 


La proyeccibn escalar del vector B sobre el vector A es 

A B 

II A || 


Demostracion De la definition 10.3.8, la proyeccion escalar de B sobre 
A es || B || cos B , donde 0es el angulo entre A y B. Del teorema 10.3.5, 


B cos 6 = A • B 


II B || cos e 


A-B 

l|A|| 


Consulte otra vez la figura 5. Si C es el vector que tiene a OR como su 
representation de posicibn, entonces C se denomina vector proyeccion de 
B sobre A. Para determinar C, se multiplica || B || cos 6 por el vector uni- 
tario que tiene la misma direction de A. Asr, 


C = ( H B H COS0) jjAii ' 

|| A || (|| B || cosfl) A 

II A || 2 



(del teorema 10.3.5) 


Este resultado se establece en el siguiente teorema. 


10.3.10 Teorema 


El vector proyeccibn del vector B sobre el vector A es 



D> EJEMPLQ ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 1; para los 
vectores 


A = 6i - 3j + 2k y B = 2i + j - 3k 
se calculo A * B = 3 y || A || = 7. 

La componente de B en la direction de A es la proyeccion escalar de B 
sobre A, la cual, del teorema 10.3.9, es 


A-B 3 

II A || = 7 

Del teorema 10.3.10, el vector proyeccion de B sobre A es 



^(6i - 3j + 2k) 

Mi- 9.. A k 

49 49 J 49 


◄ 
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► EJEMPLO 4 


Sean los vectores 


A = -5i + j y B = 4i + 2j 

Determine: (a) la proyeccidn escalar de B sobre A; (b) el vector proyeccidn 
de B sobre A. (c) Muestre en una figura las representaciones de position de 
A, B y el vector proyeccion de B sobre A. 

Solucion Primero se calcula A • B y || A || . 

A • B = <-5, 1> • (4,2) || A || = VC-5) 2 + l 2 

= -20 + 2 = V26 

= -18 


(a) Del teorema 10.3.9, la proyeccidn escalar de B sobre A es 

A • B = 18_ 

INI ^26 

(b) Del teorema 10.3.10, el vector proyeccion de B sobre A es 



a = + j) 

= -§(-5i + j) 

= __ 9 j 

13 I3 J 



(c) La figura 7 muestra las representaciones de position de A, B y C, don-* 
de C es el vector proyeccion de B sobre A. A 


► EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto P( 4, 1, 6) a la recta 
que pasa por los puntos A(8, 3, 2) y B( 2, -3, 5). 

Solucion La figura 8 muestra el punto P y la recta que pasa por A y B. 
El punto M es el pie de la perpendicular a la recta que pasa por Ay B trazada 
desde P. Sean d unidades la distancia | PM | . Asi, por el teorema de Pitagoras, 

d = -\I\XP\ 2 - |AA?F (4) 


A fin de aplicar (4) se necesita calcular | AP | , la cual es el modulo de V(AP) 
y | AAf | , que es la proyeccion escalar de V(AP) sobre V(AB). Prim’ero se 
determinan V(APT: y V(Afl). 


z 



V(AP) = <4 - 8, 1 - 3, 6 - 2) V(AJ?) = (2 - 8,-3 - 3,5 - 2) 
= <-4,-2, 4) = <-6,-6, 3) 


Se obtiene | AP | al calcular || \(AP) || , y se calcula | AM | mediante el teore- 
ma 10.3.9 con A = \{AB) y B = V(AP). 


| A?| = || V(AP) || \AM\ = 

= V(- 4 ) 2 + (~2) 2 + 4 2 

= V36 
= 6 


V(Afl)- V(AP) 
||V(AB)|| 

<-6, -6, 3) • <-4, -2, 4) 
V (- 6) 2 + (- 6) 2 + 3 2 
24 + 12 + 12 

V8T 

48 

9 


FIGURA 8 
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Si se sustituyen estos valores de | AP | y | AM | en (4) resulta 

d = ,/6 2 - (f ) 2 

= 6 V>3 

= |Vl7 ◄ 

En la section 6.4 se dijo que si una fuerza constante de F libras mueve 
un cuerpo una distancia de d pies a lo largo de una recta y la fuerza actua en 
la direction de movimiento, entonces si W es el numero de libras-pie del 
trabajo realizado por la fuerza, W ~ Fd . Sin embargo, suponga que la fuer- 
za constante no esta dirigida a lo largo de la recta de movimiento. En este 
caso los fisicos definen el trabajo realizado como el producto de la compo- 
nente de la fuerza a lo largo de la recta de movimiento, por el desplazamien- 
to. Si un objeto se mueve de un punto A a un punto B , se denomina vector 
de desplazamiento, el cual se denota por V(A5), al vector que tiene a AB 
como una representation. De modo que si el modulo de un vector F de 
fuerza constante se expresa en libras y la distancia de A a B se expresa en 
pies, y 0 es el angulo entre los vectores F y V(Aj 5), entonces si W es el nu- 
mero de libras por pie del trabajo realizado por la fuerza F que mueve un 
cuerpo de A a B, 

W = ( || F || cos 6 ) || V(AB) || 

= || F || ||^V(Afl) || cos 6 
= F • \(AB) 



► EJEMPLO 6 Suponga que una fuerza F tiene una intensidad 
de 6 lb y la medida del angulo que indica su direccion es ^Trrad. Calcule el 
trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una recta desde 
el origen al punto P(l, 1), donde la distancia se mide en pies. 

Solution La figura 9 muestra las represen taciones de position de F y 
\(OP). Como F = {6 cos ] -tt, 6 sen { -n) y \{OP) = {7, 1), entonces si 
W lb-pie es el trabajo realizado, 


W = F * \{OP) 

FIGURA 9 = {6 cos £ tt, 6 sen £tt) • < 7, 1) 

= <3V3,3> • <7, 1) 

= 21 V3 + 3 
* 39.37 


Conclusion: El trabajo realizado es aproximadamente 39.37 lb-pie. A 

Los vectores tienen representaciones geometrical independientes del 
sistema coordenado utilizado. Debido a esto, el analisis vectorial puede em- 
plearse para demostrar ciertos teoremas de geometria plana como se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 7 Demuestre mediante analisis vectorial que las - 
alturas de un triangulo coinciden en un punto. 

Solution Sea ABC un triangulo que tiene alturas AP y BQ que inter- 
sectan en el punto S. Dibuje la recta que pasa por C y S, y que intersecta el 
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c 



Iado AB en el punto R. Se desea demostrar que RC es perpendicular a AB 
(vea la figura 10). 

Sean AB , BC, AC , AS, BS y CS representaciones de vectores. Consi- 
dere que el vector \(AB) tiene al segmento dirigido AB como una repre- 
sentation. De manera semejante sean V(Z?C), V(AC), V(AS), \(BS) y \(CS) 
los vectores que tienen al segmento dirigido entre parentesis como una re- 
presentation. 

Como AP es una altura del triangulo, 

V(A§) • \(BC) = 0 (5) 

Tambien, como BQ es una altura del triangulo. 


\(BS) • V(AC) = 0 


(6) 


Con el proposito de probar que RC es perpendicular a AB se demostrara 
queV(CS) ■ \(AB) = 0. 

\(CS) • \(AB) = V(CS) • [V(AC) + V(C5)] 

= V(CS) • \(AC) + V(CS) * V(C5) 

= [V(C§) + V(SS)] • V(AC) + JV(C4) +_V(AS)] ^V(CS) _ 

= V(Cfi) • V(AC) + V(fi5) • V(AC) + V(C4) • V(Cfi) + \(AS) • V(Cfl) 

Al sustituir V(CA) por-V(AC) y al utilizar (5) y (6) se obtiene 

V(CS) • \(AB) = \(CB) • V(/tC) + 0 + [-V(A? )] • \(CB) + 0 
= 0 

Conclusion: Las alturas AP , BQ y CR son concurrentes, es decir, coinci- 

den en un punto. ^ 


EJERCICIOS 10.3 


En los ejercicios I a 4, calcule A * B. 

1. (a) A = (-1, 2), B = (-4,3) 

(b) A = 21 - j, B = i + 3j 

2. (a) A = = <f, i) 

(b) A = — 2i, B = -i + j 

3. WA»(j, = 

(b) A = 3j - 2k, B = i + j - 3k 

4. (a) A = <4, 0, 2,), B - <5, 2, -1) 

(b) A = 3i - 2j + k; B = 6i + 7j + 2k 

5. Demuestre que i • i = 1, i • k = 0, y j • k = 0. 

6. Demuestre que j * j = 1, k • k = 1, e i • j = 0. 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre el teorema para vectores 
deVy 

7. Teorema 10.3.2(i) 8. Teorema 10.3.2(ii) 

9. Teorema 10.3.3(i) 10. Teorema 10.3. 3(ii), (iii) 

En los ejercicios 1 1 y 12, si 6 es el angulo entre A y B, calcule 
cos ft 

11. (a) A = <4,3),B = <1,-1) 

(b) A = 5i - 12 j, B = 4i + 3j 


12. (a) A = (-2, -3), B = <3, 2) 

(b) A = 2i + 4j, B = -5j 

13. Determine el valor de k tal que la medida en radianes 
del angulo entre los vectores del ejemplo 2 sea £ n . 

14. Sean A - k\ - 2j y B = fci + 6j, donde k es un esca- 
lar. Obtenga el valor de k tal que A y B sean ortogonales. 

15. Sean A = 5i - kj y B = k\ + 6j, donde k es un esca- 
lar. Obtenga el valor de k tal que (a) A y B sean ortogo- 
nales, y (b) A y B sean paralelos. 

16. Determine el valor de k tal que los vectores del ejercicio 
14 tengan direcciones opuestas. 

17. Si A = -8i + 4j y B = 7i - 6j, calcule (a) la proyec- 
cion escalar de A sobre B, y (b) el vector proyeccion de 
A sobre B. 

18. Para los vectores del ejercicio 17, (a) obtenga la proyec- 
cion escalar de B sobre A, y (b) el vector proyeccion de 
B sobre A. 

19. Determine la componente del vector A = 5i - 6j en la 
direction del vector B = 7i + j. 

20. Para los vectores A y B del ejercicio 19, calcule la com- 
ponente de B en la direction de A. 
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En los ejercicios 21 a 26, A = (-4, -2,4); B = (2, 7, -1); 
C = (6, -3, 0> y D = <5, 4, -3). 

21. Obtenga (a) A ■ (B + C); (b) (A • B)(C * D); (c) A • D 

B • C; (d) (D « B)A - (D • A)B 

22. Obtenga (a) A • B + A ■ C; (b) (A • B)(B • C); 
• (c) (A * B)C + (B • C)D; (d) (2A + 3B) • (4C - D). 


23. Calcule (a) cos 9 si 9 es el angulo entre A y C; (b) la 
componente de C en la direccion de A; (c) el vector pro- 
yeccion de C sobre A. 


24. Determine (a) cos 9 si. 0 es el angulo entre B y D; (b) la 
componente de B en la direccion de D; (c) el vector pro- 
yecci6n de B sobre D. 


25. Obtenga (a) la proyeccion escalar de A sobre B; (b) el vec- 
tor proyecci6n de A sobre B. 

Calcule (a) la proyeccion escalar de D sobre C; (b) el 
vector proyecci6n de D sobre C. 

^^^Calcule la distancia del punto (2, -1, -4) a la recta que 
* pasa por los puntos (3, -2, 2) y (-9, -6, 6). 

. Determine la distancia del punto (3,2, 1) a la recta que 
pasa por los puntos (1, 2, 9) y (-3, -6, -3). 


29. Pruebe, empleando vectores, que los puntos (2, 2, 2), 
(2, 0, 1), (4, 1,-1) y (4, 3, 0) son los vertices de un rec- 
tangulo. 


realizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el 
punto (0, -2) hasta el punto (0, 5). La distancia se mide 
en pies. 

39. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensidad 
3e 9 lb y su direccion esta determinada por el angiilo 
cuya medida en’radianes es \n. Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el ori- 
gen hasta el punto (-4, -2). La distancia se mide en pies. 

40. Dos fuerzas representadas por los vectores Fj y F 2 ac- 
tuan sobre una particula ocasionando que se desplace a 
lo largo de una recta desde el punto (2, 5) hasta el punto 
(7, 3). Si F, = 3i - j y F 2 = -41 + 5j, y si las intensi- 
dades de las fuerzas se miden en libras y la distancia en 
pies, calcule el trabajo realizado por las dos fuerzas al 
actuar juntas. 

41. Si una fuerza tiene la representacion vectorial F = 
3i - 2j + k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al 
desplazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
P[(-2, 4, 3) hasta el punto P 2 (U -3, 5). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 

42. Si una fuerza tiene la representacidn vectorial F = 
5i - 3k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al des- 
plazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
7^(4, l, 3) hasta el punto P 2 (-5, 6, 2). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 


0 

0 


Demuestre, utilizando vectores que los puntos (2, 2, 2), 
(0, 1, 2), (-1, 3, 3) y (3, 0, 1) son los vertices de un 
paralelogramo. 

Determirie el area del triangulo cuyos vertices son 
(-2,3, 1), (1, 2, 3) y (3, -1, 2). 

Demuestre, ’empleando vectores, que los puntos (-2, 1 , 6), 
(2, 4, 5) y (-1, -2, 1) son los vertices de un triangulo 
rectangulo, y determine el area del triangulo. ✓ 


33. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentacion cuyo puntb inicial sea el punto (2, 4), y que 
sean tangentes a la parabola y x 1 en ese punto. 


34. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentacion cuyo punto’ inicial sea el punto (2, 4), y que 
sean normales a la parabola y - x 2 en ese punto. 

35. Si A = 3i + 5j - 3k, B = -i - 2j + 3k y C = 
2i - j + 4k, obtenga la componente de B en la direc- 
cion A - 2C. 


36. Calcule los cosenos de los angulos del triangulo que tie- 
ne vertices en A(0, 0, 0), B( 4, -1, 3) y C(l, 2, 3). 

37. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 8 lb y su direcci6n esta determinada por el angulo 
cuya medida en radianes es j n. Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto (a) a lo largo 
del eje x desde el origen hasta el punto (6, 0), y (b) a lo 
largo del eje y desde el origen hasta el punto (0, 6). La 
distancia se mide en pies. 


43. El vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 10 lb, y los cosenos directores de F son 

cos a = -V6 y cos p = -V6. Si la fuerza desplaza un 
* 6 3 

cuerpo a lo largo de una recta desde el origen hasta el 
punto (7, -4, 2), calcule el trabajo realizado. La distancia 
se mide en pies. 

A y B son vectores diferentes del vector cero, de- 
muestre que el vector A - cB es ortogonal a B si 
C = A-B/||B|| 2 . 


* 

m 


45. Si A = 12i + 9j - 5k y B = 4i + 3j --5k, emplee 
el resultado del ejercicio 44 para determinar el valor del 
escalar c de modo que el vector B - cA sea ortogonal 
a A. 


46. Para los vectores del ejercicio 45, utilice el resultado del 
ejercicio 44 a fin de calcular el valor del escalar d de 
modo que el vector A - <7B sea ortogonal a B. 

47. Demuestre que si A y B son dos vectores cualesquiera, en- 
tonces los vectores ||b||A + || A ]| B y ||b||A - || A || B 
son ortogonales. 

48. Demuestre que si .A y B son dos vectores cualesquiera 
diferentes del vector cero yC = || B || A + || A || B, en- 
tonces el angulo entre A y C tiene la mi sma medida en 
radianes que el angulo entre B y C. 

49. Demuestre que dos vectores diferentes del vector cero 
son paralelos si y solo si la medida en radianes del angulo 
entre ellos es 0jo K. 


38. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 50. Demuestre, mediante andlisis vectorial, que las medianas. 

dad de 1 0 lb y su direccion esta determinada por el angu- de un triangulo son concurrentes, es decir coinciden en 

lo cuya medida en radianes es ^/r. Calcule el trabajo un punto. 
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51. Demuestre, mediante analisis vectorial que el segmento de 
recta que une Ios puntos medios de dos lados de un triangulo 
es paralelo al tercer lado y s q longitud es la mitad de 
la longitud del tercer lado. 

52. Demuestre, mediante analisis vectorial, que el segmento 
de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio es paralelo a los lados paralelos del 
trapecio y su longitud es la mitad de la suma de las longi- 
tudes de los lados paralelos. 

53. La ley de refraccion de Snell trata sobre la luz que atra- 
viesa de un medio,- tal como el aire, a otro medio mas 
denso, tal como el agua. La ley establece que la parte del 
rayo luminoso que pasa por el medio mas denso sera 
refract ado (“desviado”) hacia la normal. Observe la figura 
adjunta donde 0, es el angulo de. incidencia y 0 2 es 
angulo de refraccion. De la ley de Snell, 

sen 0, = jj sen 0 2 

donde fi es el fndice de refraccidn del medio mas denso. De- 
muestre que si A es un vector unitario a lo largo del rayo in- 
cidente, B es un vector unitario a lo largo del rayo refractado, 
F es un vector unitario en la interface y N es el vector normal 
unitario en la interface como se muestra en la figura, entonces 

A • F + /nB • F = 0 ' 



54. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwafz: si 

A y B son dos vectores cualesquiera, entonces 

|a;b| s ||a||||b|| 

donde la igualdad se cumple si y solo si existe un escalar c 
tal que A = cB, es decir, A y B son paralelos. 

55. Demuestre ej siguiente teorema: si A y B son dos vecto- 
res cualesquiera. entonces 

|| A + B || ’ = || A || 2 + 2A-B + || B || 2 

Sugerencia: utilice el teorema 10.3.3(iii). 

56. Demuestre el teorema de Pitagoras: 

II A + B |p = || A || 2 + U B || 2 

si y solo si A y B son ortogonales. Sugerencia: utilice la 
identidad del ejercicio 55. 


57. Demuestre la ley del paralelogramo: si A y B son dos 
vectores cualesquiera, entonces 

|| A + » || 2 + || A - B || 2 = 2 || A p + 2 || B || 2 

i,Cual es la interpretacion geometrica de esta identidad? 

Sugerencia: observe la figura adjunta que muestra el para- 
lelogramo determinado por las represen taciones de los 
vectores A y B. 



58. Demuestre la identidad de polarizacion: si A y B son dos 

vectores cualesquiera, entonces 

|| A + B || 2 - || A - B || 2 = 4A • B 

f,Cual es la interpretacion geometrica de esta identidad? 
Sugerencia: consulte la figura del ejercicio 57. 

59. En la teorfa electromagnetica, en ocasiones es necesario 
realizar lo siguiente: si E y H son dos vectores dados, es- 
criba E como la suma de dos vectores E, y E 2 tales que 
E, sea paralelo a H y E 2 sea ortogonal a H. Defin.a E, 
y E 2 en esta situacion. 

60. La notacion vectorial junto con el producto punto pueden 
„ emplearse para almacenar datos. Por ejemplo, suponga 

que una compama de inversiones vende acciones de los 
tipos X, Y y Z. Sean a It a 2 *y a$ las componentes del vector 
A, respectivamente, las cantidades de acciones X, Y y Z 
vendidas un dia especifico. Sean s j, s 2 y las compo- 
nentes del vector S. respectivamente, las cantidades de 
dolares de los precios de venta de las acciones X, Y y Z en 
ese dfa. Entonces, si R dolares es el ingreso total obtenido 
por las tres acciones en ese dia, R = A • S. Calcule el 
ingreso total obtenido por la venta de las tres acciones 
cada dfa de la semana, donde A y S se proporcionan en la 
tabla 1. M?ta:*puesto que una companfa no esta limitada 
a comerciar solo tres acciones, este ejemplo puede 
generalizarse para comercializar n acciones donde los 
vectores A y S tiene cada uno n ^componentes, de modo que 


A 

II 

c" 

- 

^3 

S 2 , ^3* 

• • • . *„>. y 

A • 

S — rq.Vj + ^ 2^2 

+ . . . + 

a n s n 

Tabla I 




Dia 

A 


s 

Lunes 

(250. 180, 310) 

(25.50, 

16.80, 54.55) 

Martes 

(185,210,215) 

(27.50, 

14.60,61.25) 

Miercoles 

<400. 120. 180) 

(21.20, 

21.50, 66.50) 

Jueves 

(355, 165, 200) 

<23.40. 

18.50, 62.30) 

Viernes 

(370, 145, 240) 

(22.60. 

19.10.61.75) 
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10.4 PLANOS Y RECTAS EN ft 3 

La grdfica de una ecuacion en dos variables, x y y, es una curva en R 2 . 
El tipo de curva mas simple es una recta cuya ecuaci6n general es 
Ax + By + C = 0, la cual es una ecuacion de primer grado. En tf 3 , la gra- 
fica de una ecuacion en tres variables, x,yyz , es una superficie. En la seccion 
10.2 se estudio una superficie particular, la esfera, y en la secci6n 10.6 se 
tratardn otras superficies. En esta seccion se concentrara la a tendon en la 
superficie mas simple, el piano , y aprendera que una ecuacion de un piano 
es de primer grado en tres variables. Tambien sabrd que las rectas en R 3 
se definen mediante pares de ecuaciones, en los que cada ecuacion representa a 
un piano que contiene a la recta. 


10.4.1 Definicion de piano 


Si N es un vector dado diferente del vector cero y Pq es un punto 
dado, entonces el conjunto de todos los puntos para los cuales V(?^P) 
y N son ortogonales define al piano que pasa por Pq y tiene a N 
como vector normal. 



La figura 1 muestra una porcidn del piano que pasa por /^(xo* Zo) y 
la representacion del vector normal N cuyo punto inicial es Pq. 

En geometria analitica plana se puede obtener una ecuacidn de una recta 
si se conocen un punto de la recta y su direccion (pendiente). De manera ana- 
loga, en geometria analitica s61ida puede determinarse una ecuacion de un 
piano conociendo un punto del piano y la direccion de un vector normal. 


10.4.2 Teorema 


Si P^xq, Zo) es un P unt0 de un piano y {a, b , c) es un vector normal 
al piano, entonces una ecuacidn del piano es 


a(x - xq) + b(y - y Q ) + c(z - Zq ) = 0 


Demostracion Refierase a la figura 1 , donde N = { a , b, c ). Sea P(x , y, z) 
cualquier punto del piano. V(^P) es el vector que tiene a PqP como una 
representacion; de modo que 


\{PqP) = {x - x 0 , y - y 0 * Zjq) (1) 

De la definicion 10.4.1 y del hecho de que el producto punto de dos vectores 
ortogonales es cero se tiene 

V(PqP) . <a, c> = 0 

De (I) y de la ecuacion anterior se obtiene 

a(x - x 0 ) + b(y - y Q ) + c{z ~ Zq) = 0 

la cual es la ecuacion deseada. ■ 


^ EJEMPLO I Obtenga una ecuacion del piano que contiene al 
punto (2, 1, 3) y tiene al vector 3i - 4j + k como un vector normal. 
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Solucion Del teorema 10.4.2, donde (Xq, yg, zq) es el punto (2, 1, 3) y 
( a , b, c) es el vector (3, -4, L), se tiene como una ecuacidn del piano 

3(Jt - 2) - My ~ 1) + (z - 3) = 0 

3x - 4v - + 4 - 5 = 0 4 


10.4.3 Teorema 


Si a, by c no son Cero a la vez, la grafica de una ecuacion de la forma 
ax + by + cz + d - 0 

es un piano y { a , b , c) es un vector normal al piano. 

Demostracibn Suponga que b * 0. Entonces el punto (0, - d/b , 0) esta 
en la grafica de la ecuacion debido a que sus coordenadas satisfacen la 
ecuacion. La ecuacion dada puede expresarse como 

a(x - 0 ) + b |y + + c(z - 0 ) = 0 

la cual, por el teorema 10.4.2, es la ecuacion de un piano que pasa por el 
punto (0, ~djb,0 ) y para el cual (a, b, c) es un vector normal. Esto de- 
muestra el teorema si b & 0. Un argumento similar es valido si b = 0 y 
a * 0 , o bien, c * 0 . ■ 


Las ecuaciones de los teoremas 10.4.2 y 10.4.3 se denominan ecuacio- 
nes cartesianas del piano. La ecuacion del teorema 10.4.2 es analoga a la 
forma punto-pendiente de una ecuacion de una recta en dos dimensiones. 
La ecuacion del teorema 10.4.3 es la ecuacion general de primer grado en 
tres variables y se le llama ecuacion lineal. 

Un piano esta determinado por tres puntos no colineales, por una recta y 
un punto fuera de ella, por dos rectas que se intersectan, o por dos rectas 
paralelas. 


► EJEMPLO 2 Determine una ecuacion del piano que pasa por 
los puntos P(\, 3, 2), Q{ 3, -2, 2) y R( 2, 1,3). 

Solucion Del teorema 10.4.3, la grafica de la ecuacion lineal 

ax + by + cz + d = 0 ( 2 ) 

es un piano. Si esta ecuacion es satisfecha por las coordenadas de los puntos 
P, Q y R, entonces el piano los contendra. Al sustituir x,yyz en (2) por las 
coordenadas de los tres puntos se tienen las ecuaciones 

a + 3b + 2c + d = 0 

3a - 2b + 2c + d = 0 

2 a + £ + 3c + d = 0 

Si se resuelve este sistema de ecuaciones para a , b y c en terminos de d , se 
obtiene 

a - ~\d b = ~\d c - \d 
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z 



Plano: 2x + 4y + 3z = 8 

FIGURA 2 



Plano: 3x + 2y - 6z = 0 


A1 sustituir a, b y c en (2) por estos valores resulta 
-\dx ~ \dy + \dz + d = 0 

Si se multiplican los dos miembros de esta ecuacion por -9 Id, se obtiene 
5jc + 2y-z-9 = 0 

la cual es la ecuacidn requerida. ^ 

Para dibujar un piano a partir de su ecuacidn, conviene determinar los 
puntos en los que el piano intersecta a cada uno de los ejes coordenados. La 
coordenada jc del punto en el que el piano corta al eje jc se denomina 
intercepcion x del piano; la coordenada y del punto en el que el piano inter- 
secta al eje y se llama intercepcion y del piano; y la intercepcion z del piano 
es la coordenada z del punto en el que el piano intersecta al eje z. 


I EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se desea dibujar el piano 

que tiene la ecuacion 
2jc + 4y + 3z = 8 


FIGURA 3 


z 



Plano: x — 3 

FIGURA 4 



Plano: y = 5 

FIGURA 5 


Al sustituir cero por y y z se obtiene jc = 4; de modo que la intercepcidn jc 
del piano es 4. Las intercepciones y y z se obtienen de manera similar; ellas 
son 2 y respectivamente. Al localizar estas intercepciones y al unir- 
las con rectas se obtiene la figura 2. Observe que solo una porcion del piano 
se muestra en la figura. A 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de dibujar el piano que 

tiene la ecuacion 

3jc + 2y - 6z = 0 

primero observe que debido a que la ecuacion se satisface cuando jc, y y z 
son cero, el piano intersecta a cada uno de los ejes en el origen. Si jc — 0 
en la ecuacion anterior, se obtiene y - 3z = 0, la cual es una recta en el 
piano yz; esta es la recta de interseccidn del piano yz con el piano dado. 
De igual manera, la recta de interseccion del piano jcz con el piano dado se 
obtiene al considerar y = 0, de lo que resulta jc - 2z = 0. Al dibujar cada 
una de estas dos rectas y el segmento de recta desde un punto de una de las 
rectas hasta otro punto de la otra recta, se obtiene la figura 3. ^ 

En el ejemplo ilustrativo 2, la recta del piano yz y la recta del piano jcz 
se denominan trazas del piano dado en los pianos yz y jcz, respectivamente. 
La ecuacion jc = 0 es una ecuacidn del piano yz ya que el punto (jc, y, z) esta 
en el piano yz si y s61o si jc = 0. De manera semejante, las ecuaciones 
y = 0 y z = 0 son ecuaciones de los pianos jcz y xy % respectivamente. Un 
piano paralelo al piano yz tiene una ecuacidn de la forma jc = k, donde k es 
una constante. La figura 4 muestra el piano que tiene ecuacion jc = 3. Un 
piano paralelo al piano jcz tiene una ecuacion de la forma y - k, y un piano 
paralelo al piano jcy tiene una ecuacion de la forma z = k. Las figuras 5 y 6 
muestran los pianos que tienen las ecuaciones y = 5 y z - 6, respectivamente. 
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z 



Piano: z = 6 

FIGURA 6 



Angulo entre dos pianos 


FIGURA 7 



FIGURA 8 


10.4.4 Definicion de angulo entre dos pianos 


Un angulo entre dos pianos se define como el dngulo entre los vec- 
tores normales de los pianos. 


Existen dos angulos entre dos pianos. Si uno de estos angulos es 0, en- 
tonces el otro es el suplemento de 0. La figura 7 presen ta dos pianos y los 
dos angulos entre ellos. 


► EJEMPLO 3 Determine la medida en radianes del Angulo 
agudo entre los pianos 

5jc - 2y + 5z - 12 = 0 y 2x + y - Iz + 11 = 0 

Solucion Sean N[ un vector normal al primer piano y N 2 un vector 
normal al segundo piano. Entonces 

Ni = 5i - 2j + 5k y N 2 = 2i + j - 7k 


De la definicidn 10.4.4, el angulo entre dos pianos es el angulo entre N| y 
N 2 . Asi, del teorema 10.3.5, si 0 es la medida en radianes de este angulo, 
entonces 


cos 0 = 


n,-n 2 

ikiiiim 


(5, -2, 5) . (2, 1. -7) 

V25 + 4 + 25 V4 + I + 49 
10-2-35 
V54 V54 


27 

54 



Por tanto, 6 = | tt. El angulo agudo entre los dos pianos es el suplemento 
de 0, el cual es ^/r. ^ 


\ 0.4.5 Definition de pianos paralelos 


Dos pianos son paralelos si y s61o si sus vectores normales son 
paralelos. 


Recuerde que dos vectores son paralelos si y solo si uno de los vectores 
es un multiplo escalar del otro. Asi, de la definicion 10.4.5, si se dene un 
piano con un vector normal Nj y otro piano con un vector normal N 2 , en- 
tonces los dos pianos son paralelos si y s61o si 

Nj = *N 2 

donde k es una constante. La figura 8 muestra dos pianos paralelos y repre- 
sentaciones de algunos de sus vectores normales. 


10.4.6 Definicion de pianos perpendiculares 


Dos pianos son perpendiculares si y sdlo si sus vectores normales 
son ortogonales. 
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FIGURA 9 


ax + by + d = 0 

) 

I 


O 



x 

Plano perpendicular al piano jry 

FIGURA 10 



Plano perpendicular al piano vz 

FIGURA 11 


ax + cz + d = 0 z 



x 

Plano perpendicular al piano x z 

FIGURA 12 


De esta definicion y del hecho de que dos vectores son ortogonales .si y 
s61o si su producto punto es cero, se infiere que dos pianos, cuyos vectores 
normales son Nj y N 2 , son perpendiculares si y solo si 

Nj • N 2 = 0 (3) 


W EJEMPLO 4 Determine una ecuacion del piano que contenga 
al punto P( 4, 0, -2) y sea perpendicular a cada uno de los pianos 

x - y + z ~ 0 y 2x + y - 4z - 5 = 0 

Solution Sea M el piano requerido y (a, b , c), a ^ 0, un vector nor- 
mal de M, Sea My el piano que tiene la ecuacion x - y + z = 0. Por el 
teorema 10.4.3, un vector normal de My es (1, -I, 1). Como M y M\ son 
perpendiculares, entonces de (3) 

(a,b,c)- (1,-1, 1) = 0 

a - b + c = 0 (4) 

Sea M 2 el piano que tiene la ecuacion 2x + y - 4z - 5 = 0. Un vector 
normal de A/ 2 es (2, 1 , -4). Puesto que M y A/ 2 son perpendiculares, 

( a , b, c) • (2, 1, -4) = 0 
2a + b - 4c = 0 

Si se resuelve esta ecuacion y (4) simultaneamente para b y c en terminos 
de a , se obtiene b = 2a y c = a. Por tanto, un vector normal de M es 
(i a , 2a , a). Como P( 4, 0, -2) es un punto de M , entonces, del teorema 10.4.2, 
una ecuacion de M es 

a(x - 4) + 2 a(y - 0) + a(z + 2) = 0 

Puesto que a ^ 0, se divide entre a y se reducen los terminos semej antes 
para obtener 

;t + 2y + z- 2 = 0 

La figura 9 muestra los tres pianos y el punto P. < ^ 

Considere ahora el piano que tiene la ecuacion ax + by + d = Oyel 
piano *>’ cuya ecuacion es z = 0. Entonces (a, b, 0) y (0, 0, 1), son vecto- 
res normales a estos pianos respectivamente. Como (a, b , 0) * (0, 0, 1) = 0, 
los dos pianos son perpendiculares. Esto significa que un piano cuya ecua- 
cion no contenga termino en z, es perpendicular al piano xy. La figura 10 
ilustra este hecho. De manera semejante puede concluirse que un piano 
cuya ecuacion no contenga termino en x es perpendicular al piano yz (consul- 
te la figura 1 1 ), y que un piano cuya ecuacion no contenga termino en y es 
perpendicular al piano xz (refierase a la figura 12). 

Los vectores pueden emplearse para calcular la distancia de un punto 
a un piano. El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 


EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto (1, 4, 6) al piano 
2x - y + 2z + 10 = 0 
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Solucion Sea P el punto (1, 4, 6) y elija cualquier punto Q del piano. 
Por simplicidad se elige el punto Q como el punto donde el piano intersecta 
al eje x , esto es, el punto (-5, 0, 0). El vector que tiene a PQ como una 
representacion esta dado por 

\(PQ) = -6i - 4j - 6k 


Un vector normal al piano dado es 
N = 2i - j + 2k 

El negativo de N tambien es un vector normal al piano dado y 


P( 1,4, 6) 



FIGURA 13 


-N = -2i + j - 2k 

No se tiene seguridad de cual de los dos vectores, N o -N, forma el angulo 
menor con el vector \{PQ). Sea N' uno de estos dos vectores, N o -N, que 
forman un angulo de medida 0 < con X(PO). La figura 13 muestra 
una portion del piano dado que contiene al punto Q(~ 5, 0, 0), la represen- 
tacion del vector N' que tiene su punto inicial en Q , el punto P(l, 4, 6), el 
segmento dirigido PQ y el punto R , el cual es el pie de la perpendicular de P 
al piano. Con el fin de simplificar no se han incluido los ejes coordenados en 
esta figura. La distancia | RP \ es la distancia requerida, la cual se denota 
por d . Como d es una distancia no dirigida, entonces es no negativa. En la 
figura 13 se observa que d es el valor absoluto de la proyeccion escalar de 
V(P0 sobre N'. De este mo do, por el teorema 10.3.9, se tiene 


d = |N'« V(/>Q) | 
II N ’ II 


Debido a que se tiene el valor absoluto del producto punto en el numerador 
y el modulo de N f en el denominador, se puede sustituir N' por N, para 
obtener 


d = | N 1 • \{PQ) | 

II N' || 


‘ Z 



FIGURA 14 


_ |(2, -1. 2) • (-6, -4, -6)| 

V4 + 1 + 4 

|-12 + 4-12| 

V9 

_ 20 ^ 

3 

Ahora se estudiaran las rectas en R 3 . Sea L una recta que pasa por el 
punto dado / 5 (jc 0 , yo , zq) y 9 ue es paralela a la representacion del vector dado 
R = ( a , b , c). La figura 14 muestra a L y la representacion de posicion de R. 
La recta L es el conjunto de puntos P{x, y , z) tales que X(PqP) es paralelo a 
R. Asi, P estd en L si y solo si existe un escalar t diferente de cero tal que 

X(PoP) = tR 


Como X(PqP) = (x - XQ,y - y^ z - z 0 X a partir de la ecuacion anterior 
se obtiene 


(x - x 0 ,y - y 0 , z - Zo) = t{a , b, c) 
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de donde se deduce que 

x - x 0 = ta y - y 0 = tb z - zp = tc 
X = x 0 + ta y = y 0 + tb z = Zp + tc (5) 


z 



FIGURA 15 


Si t representa a cualquier numero real, entonces P puede ser cualquier 
punto de L. Por tanto, las ecuaciones (5) representan a la recta L; estas 
ecuaciones se denominan ecuaciones parametricas de la recta. 


: EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De las ecuaciones (5), las 

ecuaciones parametricas de la recta L , paralela a la representacion del 
vector R = (1 1, 8, 10) y que contiene al punto (8, 12, 6), son 

x — 8 + 11/ y = 12 + 8f z - 6 + 10/ 

La figura 15 muestra la recta y la representacion de position de R. A 

Si ninguno de los numeros a, b o c es cero, se puede eliminar t de las 
ecuaciones (5) para obtener 


x - x 0 _ y - yp _ z - zp 
a b c 


Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones simetricas de la recta. 
Las ecuaciones (6) son equivalentes al sistema de ecuaciones 

b(x - x 0 ) = a(y - y 0 ) 
c(x - x 0 ) = a(z - ip) 
c(y ~ Jo) = b (z ~ zp) 

En realidad, estas tres ecuaciones no son independientes ya que cualquiera 
de ellas puede deducirse de las otras dos. Cada una de estas ecuaciones es 
una ecuacion de un piano que contiene a la recta L representada por las 
ecuaciones (6). Cualesquiera dos de estos pianos tiene como su interseccion 
a la recta L; en consecuencia, cualesquiera dos de las ecuaciones definen 
la recta. Sin embargo, un numero ilimitado de pianos contienen a ( la recta 
dada, y como dos cualesquiera de ellos determinaran la recta, entonces un 
numero ilimitado de pares de ecuaciones representan a la recta. 

El vector R = (a, b , c) determina la direccion de la recta que tiene las 
ecuaciones simdtricas (6), y los numeros a, b y c se denominan numeros 
directores (o parametros directores) de la recta. Cualquier vector paralelo a 
R tiene el mismo sentido o el opuesto al de R; en consecuencia, dicho vector 
puede emplearse en lugar de R en la explicacion anterior. Puesto que las com- 
ponentes de cualquier vector paralelo a R son proporcionales a las componen- 
tes del vector R, entonces cualquier conjunto de ntimeros proporcionales a 
a, by c tambien sirven como un conjunto de numeros directores. Un conjunto 
de numeros directores de una recta se escriben entre corchetes como [a, b , c]. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si [2, 3, -4] representa un 

conjunto de numeros directores de una recta, entonces otros conjuntos de 
numeros directores para la misma recta son [4, 6,-8], [1, -2] y 

[2/V29, 3/V29, -4/V29]- ◄ 
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[> EJEMPLO I LUST RATI VO 5 Un conjunto de numeros di- ~ 

rectores de la recta del ejemplo ilustrativo 3 es [1 1, 8, 10], y la recta contiene 
al punto (8, 12, 6). Asi, de (6), las ecuaciones simetricas de esta tecta son 

jt-8_y-12_£-6 ^ 

11 ” 8 ”10 


^ EJEMPLO 6 Obtenga dos conjuntos de ecuaciones simetricas 
de la recta que pasa por los puntos (-3, 2, 4) y (6, 1, 2). 



Recta: = Lll = LZ* 

9 -1 -2 

FIGURA 16 


Solution Sean Pj el punto (-3, 2, 4) y P 2 el punto (6, 1, 2). Entonces, 
la recta requerida es paralela a las representaciones del vector V(P 1 P 2 ), de 
modo que las componentes de 6ste constituyen un conjunto de numeros direc- 
tores de la recta. Asi, V(P|P 2 ) = (9, -1, -2). Considerando P 0 como el punto 
(-3, 2, 4) se tienen, de (6), las ecuaciones 

x + 3 _ y - 2 _ z ~ 4 
9 -1 -2 

Otro conjunto de ecuaciones simetricas de esta recta, obtenidas al consi- 
derar Pq c °mo el punto (6, 1, 2), es 

x - 6 y ~ 1 = z ~ 2 
9 -1 -2 

La figura 16 muestra esta recta y los puntos Pj y P 2 de la recta. ^ 

Si uno de los numeros a, b o c es cero, no pueden emplearse las ecua- 
ciones simetricas (6). Sin embargo, suponga que b - 0 y que aye son dife- 
rentes de cero. Entonces, las ecuaciones de la recta son 



Recta paralela al piano xz 

FIGURA 17 


£ ~ *0 = * ~ *0 y y 

a c 


yo 


Una recta que tiene estas ecuaciones simetricas esta contenida en el piano 
y = yo y en consecuencia es paralela al piano xz . La figura 17 muestra di- 
cha recta. 


► EJEMPLO 7 Considere los pianos 

jc + 3y-z-9=0 y 2x - 3y + 4z + 3 = 0 

Para la recta de interseccion de estos dos pianos, determine (a) un conjunto 
de ecuaciones simetricas, (b) un conjunto de ecuaciones parametricas, y (c) 
los cosenos directores de un vector cuya representacion sea paralela a ella. 

Solucion 

(a) Un conjunto de ecuaciones simetricas es de la forma (6). A fin de obtener 
esta forma se resuelve el par de ecuaciones dadas para x y y en terminos 
de z- Los calculos son: 

x + 3y- z-9 = 0 2x + 6y - 2z-18=0 

2x - 3y + 4z + 3 = 0 (+) 2x ^ 3 y + 4 Z + 3 = 0 (-) 

9 y - 6z - 21 = 0 

y = \z + 


3jc 


+ 3z - 6 = 0 

x = -z + 2 


7 

3 
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Ahora se resuelve cada ecuacion para z, obteniendose 



De modo que el conjunto de ecuaciones simetricas es 
x - 2 __ y ~ I _ z - 0 

-* = I = 1 

.. x-2 _ y~l _ z-o 

~ 3 3 

(b) Un conjunto de ecuaciones parametricas se obtiene al considerar cada 
una de las razones del inciso (a) igual a f, de donde resulta 



x — 2 ~ 3t y = 1 + 2t z = 3/ 

(c) A partir de las ecuaciones simetricas del inciso (a), un conjunto de nume- 
ros directores de la recta es [-3, 2, 3]. Por tanto, el vector (-3, 2, 3) tiene 
su representation paralela a la recta. Como ^/(-3) 2 + 2 2 + 3 2 = 42% ^ 
los cosenos directores de este vector son 

3 a 2 3 ^ 

cos a - - -t= cos p = —7= cos r = ~j= ^ 

422 H 422 1 422 


W EJEMPLO 8 Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el 
punto (1,-1, 1) y que es perpendicular a la recta 


U) 

* 

fl 

vT* 

II 

/N 

(7) 

y paralela al piano 


x + y - z = 0 

(8) 


Sol UC ion Sea [ a , b , c] un conjunto de numeros directores de la recta 

pedida. Las ecuaciones (7) pueden expresarse como 


jc-0_y-O z -0 
I " i ” 1 

3 2 

las cuales son las ecuaciones simetricas de la recta. Un conjunto de numeros 
directores de esta recta es [1, 1]. Como la recta pedida es perpendicular 

a esta recta, se infiere que los vectores {a, b, c) y (3, 1) son ortogonales. 

Por tanto, 

(a,b, c}' (!, 5, 1> = 0 

La + 2b + c = 0 (9) 

Un vector normal al piano (8) es (1, l, -l). Puesto que la recta requeri- 
da es paralela a este piano, la recta debe ser perpendicular a las representa- 
ciones del vector normal. En consecuencia, los vectores (a, b, c) y (1, 1,-1) 
son ortogonales; asf, 


(a, b f c)-( 1,1, -l> = 0 
a + b - c = 0 



10.4 PIANOS Y RECTAS EN K 3 831 


Si se supone que c 0, se resuelve esta ecuacion y (9) simultaneamente 
para a y b en terminos de c, de donde resulta a = 9c y b = -8c. Entonces, 
la recta pedida tiene el conjunto de numeros directores [9c, -8c, c] y contie- 
ne al punto (1,-1, 1). Por tan to, las ecuaciones simetricas de la recta son 

x - 1 _ y + 1 = z - 1 

9c -8c c 


En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de rectas oblicuas 
(o cruzantes), las cuales son dos rectas que no estan contenidas en un 
mismo piano. 


► EJEMPLO 9 Si /[ es la recta que pasa por A( 1, 2, 7) y 
B(- 2, 3, -4), y l 2 es la recta que pasa por C(2, -1, 4) y D(5, 7, -3), demuestre 
que l] y l 2 son rectas oblicuas. 

Solucioil Para demostrar que dos rectas no estan en un mismo piano se 
probara que ellas no se intersectan y que no son paralelas. Las ecuaciones 
parametricas de una recta son 

x = xq + ta y = yo + & z = Zq + tc 


donde [a, b , c] es un conjunto de numeros directores de la recta y 0t o , Zo) 
es cualquier punto dicha recta. Como V(Afl) =1 (-3, 1, -11), un conjunto de 
numeros directores de /] es [-3, 1, -11]. Si se toma A como el punto Pq , se 
tienen como ecuaciones parametricas de !\ 

x = I - 3t y = 2 + t 2 = 7-11/ (10) 

Debido a que \(CD) = (3, 8, -7) y l 2 con tiene al punto C, las ecuaciones 
parametricas de l 2 son 


* = 2 + 3s y = -l + 8s 2 = 4- 75 . (11) 



L l :x=\-3t y-2 + t z = 7 — 1 1 / 
L 2 : x = 2 + 3s y = -I + 8s 2=4-7 s 


Puesto que los conjuntos de numeros directores no son proporcionales, l\ y 
l 2 no son paralelas. Para que las rectas se intersec ten, deben existir dos nu- 
meros t y 5 que proporcionen el mismo punto (jc 1? y l? Z\ ) en los dos conjuntos 
de ecuaciones (10) y (11). Por tanto, al igualar los miembros derechos de las 
ecuaciones respectivas se obtiene 

1 - 3f = 2 + 35 

2 + / = -1 +85 
7 - 1 it = 4 - 75 

Si se resuelven las primeras dos ecuaciones simultdneamente se obtienen 
5 = ~ y t = ~Yj. Este conjunto de valores no sastisface la tercera ecua- 
cion; en consecuencia, las rectas no se intersectan. De este modo, l\ y l 2 son 
rectas oblicuas. 

La figura 18 muestra las rectas /j , que pasa por los puntos A y B, y l 2 , 
que pasa por los puntos C y D. ^ 


FIGURA 18 
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EJERCICIOS 10.4 


En los ejercicios I a 6, obtenga una ecuacion del piano que 
contenga al punto P y tenga al vector N como vector normal. 

1. P(3, 1, 2ft N = (1, 2, -3> 

2. P(- 3, 2, 5); N = <6, -3, -2) 

3. m-l,2);N = <0, 1,-1> 

4. P(-l,8, i 3);N = <-7,-1, 1> 

5. P{2 , 1,-1); N = -i + 3j + 4k 

6. ^1,0,0)^ = i + k 

En los problemas 7 y 8, determine una ecuacion del piano que 
contenga los tres puntos. 

7. (3,4, 1), (1,7,1), (-1,-2, 5). 

8. (0, 0, 2), (2, 4, 1 ), (-2, 3, 3) 

En los ejercicios 9 a 14, dibuje el piano y obtenga dos vec- 
tor es unitarios normales al piano. 

9. 2jc - y + 2z - 6 = 0 

10. 4jc - 4y + 2z - 9 = 0 

11 . 4jc + 3y - 12z = 0 - 12. y '+ 2z - 4 = 0 

13 . 3jc + 2z - 6 = 0 14. z = 5 

En los ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuacion del piano que 

satisfaga las condiciones indie adas. 

15. Perpendicular a la recta que pasa por los puntos (2, 2, -4) 

y (7, -1, 3), y contiene al punto (-5, 1, 2). 

16. Paralelo al piano 4;c - 2y + z - 1 = 0 y contiene al 

punto (2, 6,-1). 

au Perpendicular al piano jc + 3y-z-7 = 0y contiene 
^ a los puntos (2, 0, 5) y (0, 2,-1). 

18. Perpendicular a cada uno de los pianos x - y + z — 0 
^y2x + y-4z-5 = 0y contiene al punto (4, 0, -2), 


28. Si a,b,yc son diferentes de cero, y son las intercepciones 
x, y y z, respectivamente, de un piano, demuestre que 
una ecuacion del piano es 


- + i + z - 

a b c 


1 



/ - 


* 


y 

^ 49. Perpendicular al piano yz, contiene al punto (2, 1, l) y 
v 1 forma un Angulo de cos' 1 ~ rad con el piano 2x - y + 

2z - 3 = 0. 

20. Contiene al punto P(- 3, 5, -2) y es perpendicular a la 
representation del vector V(OP). 

En los ejercicios 2/ a 23, determine el dngulo agudo entre los 
dos pianos. 

< 

21. 2x - y - 2z - 5 = 0 y 6x - 2y, + 3z + 8 = 0 

22. 2x - 5y + 3z 1 1 = 0 y y - 5z + 3 = 0 
*Y23. 3jc + 4y = 0 y 4x -'7 y + 4z - 6 = 0 

24. Cfclcule la distancia del piano 2x + 2y-z-.6= # 0 
al punto (2, 2, -4). 

25. Obtenga la distancia del piano 5* + 1 \y + 2z - 30 = 0 
v al punto (-2, 6, 3). 

'^f76. Calculerda distancia perpendicular entre los pianos para- 
s' lelos4;t - 8y - z = -9 y 4x - 8y - z = 6. * 

27. Determine la distancia perpendicular entre los pianos pa- 
ralelos4y - 3z - 6 = 0 y 8y - 6z - 27 = 0. 


fista es la forma de interception de la ecuacidn de un piano. 

En los ejercicios 29 a 36, obtenga ecuaciones parametricas 
y simetricas para la recta que satisface las condiciones 
indicadas . 

29. Pasa por los dos puntos (1, 2, 1) y (5, -1, 1). 

30. Pasa por el punto (5, 3,2) con numeros directores [4, 1,-1]. 

Ql) Pasa por el origen y es perpendicular a la recta 
^(x — 10) = ^y - ^z en su interseccidn. 4 

32. Pasa por el origen y es perpendicular a las rectas que tienen 
imeros directores [4, 2, 1] y [-3, -2, 1], 

&. Perpendicular a las rectas que tiene numeros directores 
[-5, 1, 2] y [2, -3, -4] en el punto (-2, 0, 3). 

34. Pasa por el punto (-3, l, -5) y es perpendicular al piano 
4 jc - 2 y + z ~ 7 = 0 . 

35. Pasa por el punto (4, -5, 20) y es perpendicular al piano 
v - 62 " 8 = a 

V\56. Pasa por el punto (2, 0, -4) y es paralela a cada uno de los 
pianos 2x + y - z = 0 y jc + 3y + 5z = 0. 

37. Obtenga un conjunto de ecuaciones simetricas para la recta 

|4;c-3y + z- 2 = 0 
[2jc + 5y-3z + 4 = 0 

38. J Demuestre que las rectas 

jc + 1 _ y + 4 z - 2 
2 ~ * -5 3 

jc - 3 y + 14 z - 8 
-2 ~ 5 -3 


* coinciden. 

39. Demuestre que la r^;ta ] ^(x - 3) = i(y + 2) = |(z + 1) 
esta contenida en el piano jc - 2y + z = 6. 

40. Demuestre que la recta x + \ ~ ~|(y - 6) = z est£ 
contenida en el piano 3jc + y - z' = 3. 

Los pianos que pasan por una recta y son perpendiculares a los 
pianos coordenados se denominan pianos de proyeccion de la 
recta. En los ejercicios 41 a 44, determine las ecuaciones de 
los pianos de proyeccion de la recta y dibuje la recta. 


41. 


42. 


43. 


3x - 2y + 5z - 30 = 0 
2jc + 3y - 10z - 6 = 0 

jc + y - 3z + 1 = 0 
2jc - y - 3z + '14 = 0 

jc-2y-3z + 6 = 0 
jt + y+ z~l=0 


r 
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j2*-y + z- 7 = 0 . 
(4* - y + 3Z- 13 = 0 



i 

45. Calcule el coseno del angulo menor entre el vector cuya 
representation es paralela a la recta x = 2y + 4, 
z = -y + 4, y el vector cuya representation es paralela 
a la recta x = y + l,2z = y + 2. 


^ \i^ 6 . Obtenga una ecuacidn del piano que contiene al punto 

( 6 , 2, 4) y a la recta - 1) = i(y + 2) = |(z - 3) 


En los ejercicios 47 y 48, determine uha ecuacion del piano 
que contiene a las rectas indie adas que se inter sec tan. 


>3. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(3, 6 , 4), que intersecta al eje z y es paralela al piano 
x - 3v + - 6 = 0. 


54. Calcule la distancia perpendicular del origen a la recta 
x ~ —2 + p,y = 7 - jt,z = 4 + jt. 

55. Calcule la distancia perpendicular del punto (-1, 3, -1) a 
la recta x - 2z = 7, y = 1. 

56. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el origen, y es 
perpendicular a la recta x = y - 5, z — 2y - 3, e in- 

- tersecta a la recta y = 2 jc+l,z=jc + 2 . 


' 47 *") x - 2 _ y + 3 _ z + 2 
4 -1 3 

j3;c + 2 y + z + 2 = 0 
\x - y + 2 z - 1 =0 



49. Demuestre que las rectas 

Lr {3^ - y - z = 0 

L [ 8 jc - 2y - 3z + 1 = 

Jjc - 3y +' z + 3 = 0 
[3x - y - z + 5 = 0 



Demuestre que las rectas 


x - 1 y - 2 ___ z + 1 
5 “ -2 -3 


x - 2 _ y + 1 _ z + 3 
' 1 -3 2 


son rectas oblicuas. 


58. 




Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(3, -4, ~5) y que intersecta a cada una de las rectas obli- 
cuas del ejerclcio 57. 


f&Vio 


59. Demuestre que la distancia perpendicular entre los pianos 
) paralelos ax + by + cz + d ] = 0 y ax + by + cz + 


■U- 


d 2 =? 0 esta dada por 



son paralelas, y obtenga una ecuacion del piano deter- 
minado por estas rectas. 

Demuestre que las rectas 


jc + 2 _ y - 1 
5 " -2 

x - 3 _ y + 4 
-5 2 


z + 4 

z - 3 

-1 


son paralelas, y obtenga una ecuacion ddl piano determi- 
nado por estas rectas. 

51. Calcule las coordenadas del punto de intersection de la 
recta |(jc - 2)*= -|(y + 3) = ^(z - 1) y el piano 
5x - y + 2 z - 12 = 0 . 

5 £3 2. Determine ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
V ( 1 , - 1 , 1 ), es perpendicular a la recta 3x = 2 y - z, y es 
paralela al piano jc + y - z"= 0 . 


V a 2 + b 2 + c 2 

60. Demuestre que la distancia no dirigida del piano 
\ax + by + cz + d - 0 al punto (jc 0 , y 0 , z 0 ) esta de- 
terminada por 

\ax 0 + by 0 + czp + d\ 

Va 2 + b 2 + c 2 ' 

61. ^Cu^les son las ecuaciones paramdtricas de una recta si 
los dos numeros directores ay b son cero? 

62. Describa edmo se emplean los vectores para determiriar 
la distancia 1 de un punto a un piano. 

63. Describa como se emplean los vectores para determinar 
la distancia de un punto a una recta en /? 3 . 


10.5 PRODUCTO CRUZ 



FIGURA 1 


El producto cruz , operacidn vectorial para vectores de V3, tiene aplicaciones en 
la geometria, el movimiento planetario, la electricidad, el magnetismo y la me- 
canica. A continuation se estudiara esta operation junto con sus propiedades. 

Si A y B son dos vectores no paralelas, entonces las represen taciones de 
^los dos vectores con el mismo punto inicial determinan un piano como ic 
indica en la figura 1 . El resultado del prriducto cruz de A y B es un vector 
cuyas representaciones son perpendiculares a este piano. 
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10.5.1 Definicion de producto cruz 


Si A = {a\> a 2 , tf 3 ) y B = (b h b 2 , 63), entonces el prpducto cruz 
de A y B, denotado por A X B, esta dado por 

A X B = {a 2 b^ ~ ■“ a \b?>> a \^2 ~~ a 2^\) 


Observe que esta definicion trata s61o con vectores de V3. No existe el 
producto cruz para vectores de V 2 , El producto cruz tambien se denomina 
producto vectorial o producto exterior. La operacion para obtener el pro- 
ducto cruz se llama multiplicacioii cruz 0 multiplicacion vectorial. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si A = (2, i,-3> y B = 

(3, -] , 4), entonces, de la definici6n 10.5. 1 , 

A X B = (2, 1,-3) X (3, -1,4) 

= ((1)(4) - (-3X-1), (-3)(3) - (2)(4), (2)(-l) - (1)(3)) 

= (4 - 3,-9 - 8,-2 - 3) 

= (1,-17, -5) 

= i - 17j - 5k ◄ 


Existe un recurso nemot6cnico para recordar la formula del producto 
cruz, el cual emplea la notacion de determinantes. Un determinante de se- 
gundo orden se define por la ecuacion 


a b 
c d 


ad - be 


donde a, b, c y d son numeros reales. Por ejemplo. 


3 6 
-2 5 


= 3(5) - (6)(-2) 
= 27 


Por tanto, la formula del producto cruz puede escribirse como 


a 2 a 3 


a, a 3 


a x a 2 

b 2 

1 

b 1 h 

j + 

b x b 2 


El miembro derecho de la expresion anterior puede escribirse simbolica- 
mente como 

i j k 

Q\ a 2 a 3 

b\ b 2 b 3 


la cual es la notacion para un determinante de tercer orden. Sin embargo, ob- 
serve que el primer renglon contiene vectores y no ntimeros reales como se 
acostumbra en la notacion de determinantes. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utiliza el recurso nemo- 

tecnico que emplea la notacion de determinantes para calcular el producto 
cruz de los vectores del ejemplo ilustrativo 1 . 
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FIGURA 2 


AXB 


1 

2 
3 

1 

-1 


j 

1 

-1 

-3 

4 


k 

-3 

4 




k 


= [(1X4) - (-3)H)]i - [(2)(4) - (-3X3)] j + [(2X-1) - (D(3)]k 

= i - 1 7 j - 5k ◄ 


10.5.2 Teorema 


Si A es cualquier vector de V 3 , entonces 

(I) A X A = 0 

(II) 0 X A = 0 
(Hi) A X 0 = 0 


Demostracion de (i) Si A = (a\,Q2* a 3)* entonces, por la definicion 
10.5.1, 

A X A = (^2^3 “ ^3^2’ ^3^1 ™ a \ a 3> a \ a 2 ~~ #2^l) 

= (0,0,0) 

= 0 

Las demostraciones de (ii) y (iii) se dejan como ejercicios (refierase al ejer- 
cicio 13). ■ 

Al aplicar la definicion 10.5.1 a pares de los vectores i, j y k se obtiene 
lo siguiente: 

i X i = 0 j X j = 0 k X k = 0 

i X j = k j X k = i k X i = j 

j X i = -k kx j =-i i X k - -j 

Como ayuda para recordar los productos cruz anteriores, primero ob- 
serve que el producto cruz de cualquiera de los vectores unitarios i, j o k 
consigo mismo tiene como resultado el vector cero. Los otros sels produc- 
tos cruz pueden obtenerse de la figura 2 aplicando la siguiente regia: el 
producto cruz de dos vectores consecutivos, en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj, es el siguiente vector; y el producto cruz de dos vecto- 
res consecutivos, en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj es 
el negativo del siguiente vector. 

Puede demostrarse facilmente que la multiplication cruz de dos vecto- 
res no es conmutativa debido a que, en particular, i X j ^ j X i. Sin 
embargo, i X j = k y j X i = -k; de modo que i X j = -(j X i)- En 
general, si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 , A X B = -(B X A), 
lo cual se establece y demuestra en el siguiente teorema. 


10.5.3 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 , entonces 
A X B = -(B X A) . 
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Demostracion Si A = (a],fl 2 , a 3 ) y B = ( 61 , 62 , 63 ), entonces, por la 
definicion 10.5.1, 

A X B = ~ a zbi’ a zb\ ~ a \bz, a \bi ~ a ib\) 

= -1(0362 - 0263,0163 - 0361, 0261 - 0162) 

= ~(B X A) ■ 

La multiplicaci 6 n cruz de vectores no es asociativa, como se muestra en 
el siguiente caso particular: 

i X (i X j) = i X k (i X i) X j = 0 X j 

= -j =0 

Asi, 


i X (i X j) * Ci X i) X j 

La multiplicacion cruz es distributiva con respecto a la adicidn vecto- 
rial, como se establece en el teorema siguiente. 


10.5.4 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 3 , entonces 
AX.(B + C) = AXB + AXC 

Para demostrar este teorema considere A = (oj, 02 , « 3 ), B = 
( 6 ], 6 2 , 63 ) y C = (c j, C 2 » c 3 ), y despues pruebe que las componentes del 
vector del miembro izquierdo de la ecuacion son las mismas que las com- 
ponentes del vector del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejer- 
cicio (consulte el ejercicio 39). 


10.5.5 Teorema 


Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 y c es un escalar, entonces 

(i) (d) X B = A X (cB); 

(ii) (cA) X B = c(A X B). 


La demostracidn de este teorema se deja como ejercicio (refierase al 
ejercicio 40). 

Los teoremas 10.5.4 y 10.5.5 pueden aplicarse para calcular el producto 
cruz de dos vectores empleando las leyes del algebra, con tal que no se cam- 
bie el orden de los vectores en la multiplicacion vectorial, lo cual est£ pro- 
hibido por el teorema 10.5.3. El ejemplo ilustrativo siguiente, muestra este 
procedimiento. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Calcule el producto cruz de 
los vectores del ejemplo ilustrativo 1 aplicando los teoremas 10.5.4 y 10.5.5. 

A X B = (2i + j - 3k) X (3i - j + 4k) 

= 6(i X i) - 2(i X j) + 8(i X k) + 3(j X i) - 1 ( j X j) + 4(j X k) - 9(k X i) + 

3(k X j) - 12(k X k) 

= 6(0) - 2(k) + 8(-j) + 3(-k) - 1(0) + 4(i) - 9(j) + 3(-i) - 12(0) 

= -2k - 8j - 3k + 41 - 9j - 3i 

= i - 17j - 5k ◄ 
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El procedimiento del ejemplo ilustrativo 3 proporciona un metodo para 
calcular el producto cruz sin tener que recordar la f6rmula de la definici6n 
10.5.1 o sin emplear la notacidn de determinantes. En realidad, no es nece- 
sario incluir todos los pasos mostrados, debido a que algunos de los pro- 
ductos cruz de los vectores unitarios pueden obtenerse inmediatamente de la 
figura 2 y la regia correspondiente. 

En ocasiones, en las aplicaciones de vectores se presentan dos triples 
productos. Uno es el producto A • (B X C), denominado triple producto 
escalar de los vectores A, B y C. De hecho, los parentesis no son necesarios 
ya que A • B X C puede interpretarse solo en una manera puesto que A • B 
es un escalar. 


10.5.6 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V3, entonces 
AB X C * A X B C 

Este teorema puede demostrarse al considerar 
A = <ai,a 2 .«3> B = (b h b 2 ,b 3 ) C = (c h c 2 , c 3 ) 

y despu^s probar que el escalar del miembro izquierdo de la ecuacion es 
igual al escalar del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 41). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se verificara el teorema 
10.5.6 para A = <1,-1, 2), B = <3, 4, -2) y C = <-5, 1,-4) 

B X C = (3i + 4j - 2k) X (-5i + j - 4k) 

= 3k - 12(-j) - 20(-k) - 16! + lOj - 2(-i) 

= -14! + 22 j + 23k 
A • (B X C) = <1,-1, 2) *<-14, 22, 23) 

= -14 -22 + 46 
= 10 

A X B = (i - j + 2k) X (3i + 4j - 2k) 

= 4k - 2(-j) -3(-k) + 2i + 6j + 8(-i) 

= -6i + 8j + 7k 

(A X B) • C = (-6, 8, 7) • <-5, 1, -4) 

=30+8-28 
= 10 

Esto verifica el teorema para estos tres vectores. ^ 

El triple producto A X (B X C) se denomina triple producto vectorial. 


10.5.7 Teorema 


Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V3, entonces 
A X (B X C) = (A • C)B - (A • B)C 

La demostracion de este teorema es semejante a la demostracion del 
teorema 10.5.6. Al emplear las componentes de los vectores A, B y C puede 
demostrarse que el vector del miembro izquierdo de la ecuacion es el mismo 
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que el vector del miembro derecho. Los calculos se dejan como ejercicig 
(consulte el ejercicio 42). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificara el teorema 
10.5.7 para los vectores A, B y C del ejemplo ilustrativo 4. Como B X C = 
~14i + 22 j + 23 k, entonces 


A X (B X C) = 



j 

-1 

22 


k 

2 

23 


= — 23i - 28 j + 22k - 14k - 44i - 23j 
= —671 - 51 j + 8k 


( 1 ) 


A-C = <1,-1, 2) -<-5, 1,-4) 


= -5 - 1 - 8 
= -14 


Asi, 


A-B = <1, -1, 2> * <3, 4, -2> 
= 3-4-4 
= -5 


(A • C)B - (A • B)C = -14<3, 4, -2) - (-5)<-5, 1,-4) 

= <-42, -56, 28> - <25, -5, 20) 

= <-67,-51,8) 

= -67i - 51 j + 8k 

A1 comparar este resultado con (1), el teorema 10.5.7 se ha verificado para 
estos tres vectores. ^ 

El teorema siguiente se emplea con el fin de tener una interpretaci6n 
geometric a del producto cruz. 


10.5.8 Teorema 


Si. A y B son dos vectores cualesquiera de V3 y 6 e$ d ingulo entre 
A y B, entonces 

II A X B || = || A HI B || senO 

Demostracion Del teorema 10.3.3(iii), 

|| A X B || 2 = (A X B) • (A X B) (2) 

Con la notacion U, V y W como vectores, del teorema 10.5.6, 

(U X V) * W = U • (V X W) 

Si en esta ecuacidn se considera U = A, V = B y W = A X B, se tiene 

(A X B) • (A X B) = A • [(B X (A X B)] 

A1 aplicar el teorema 10.5.7 al vector que esta entre corchetes en el miembro 
derecho se obtiene 

(A X B) • (A X B) = A * [(B • B)A - (B * A)B] 

= (A • A)(B • B) - (A • B)(A • B) 

= || A || 2 || B || 2 - (A • B) 2 

Del teorema 10.3.5, si 9 es el angulo entre A y B, entonces 
A-B = || A || || B || cos 6 


(3) 
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FIGURA 3 


A1 sustituir de esta ecuacion en (3) se tiene 

(A X B)-(A X B) = || A || 2 || B || 2 - II A || 2 || B || 2 cos 2 6 

= || A || 2 1| B || 2 (1 - cos 2 6) 

Ahora, si se reemplaza de (2) en la ecuacion anterior, y puesto que 
I - cos 2 6 - sen 2 0, resulta 

|| A X B || 2 = || A || 2 || B || 2 sen 2 6 

Puesto que 0 < 6 < /r, entonces sen 0 > 0. Por tanto, se considera la raiz 
cuadrada de los dos miembros y se obtiene 

II A X B || = || A || || B || sen 6 m 

A continuacion se considerara la interpretacion geometrica de 
|| A X B || . Sean PR una representacion de A y PQ una representacion 
de B. Entonces, el angulo entre los vectores A y B es el dngulo en P del 
triangulo RPQ (refierase a la figura 3). Sea 0 la medida en radianes de este 

angulo. Por tanto, el area del paralelogramo que tiene a PR y PQ como 

lados adyacentes es || A || || B || sen 6 unidades cuadradas debido a que la 
altura del paralelogramo tiene longitud || B |[ sen 6 unidades y la longitud de 
la base es || A || unidades. De modo que por el teorema 10.5.8, || A X B || 
unidades cuadradas es el area de este paralelogramo. 


z 



W EJEMPLO 1 Demuestre que el cuadrilatero que tiene vertices 
en P( 1, -2, 3), Q( 4, 3, -1), R( 2, 2, 1) y 5(5, 7, -3) es un paralelogramo, y 
determine su &rea . 

Solution La figura 4 muestra el cuadrilatero PQSR. 

\(PQ) = (4 - 1,3 + 2,-1 - 3) \(PR) = <2 - 1,2 + 2, 1 - 3> 
= {3,5, -4) ^ ={1,4, -2) 

\(R§) - {5 - 2,7 - 2,-3 - 1) \(QS) = (5 - 4, 7 - 3,-3 + 1) 

= {3, 5, -4) = {1,4, -2) 

C o mo \ (PQ) = \(RS) y \(PR) = se deduce que PQ es paralelo a 

RS y PR es paralelo a QS. Por tanto, PQSR es un paralelogramo. 

Sean A = \(PR) y B - VO PQ); entonces 


A X B = (i + 4j - 2k) X (3i + 5j - 4k) 

= 3(i X i) + 5(i X j) - 4(i X k) + 12(j X i) + 20(j X j) - 16(j X k) - 

6(k X i) - 10 (k X j) + 8 (k X k) 

= 3(0) + 5(k) - 4(-j) + 12(-k) + 20(0) - 16(i) - 6(j) - 10(-i) + 8(0) 

= -6i - 2j - 7k 


De este modo. 


|| A X B || = V 36“+ 4 + 49 
= 

Conclusion: El area del paralelogramo es V89 unidades cuadradas. ^ 


10.5.9 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V 3 , A y B son paralelos si y s61o si 

A X B = 0. 
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Demos trac ion Si A o B es el vector cero, entonces del teorema 10.5.2 V 

A X B = 0. Como el vector cero es paralelo a cualquier vector, entonces el 
teorema se cumple. 

Si ninguno de los dos vectores es el vector cero, entonces || A || ^ 0 y 
|| B || ^ 0. Por tanto, por el teorema 10.5.8, || A X B || = 0 si y solo si sen 
0=0. Como || A X B || = 0 si y solo si A X B = 0, y sen 6 = 0 
(0 < 6 < 7T) si y solo si 6 = 0 o 6 = k, se puede concluir que 

A X B = 0 si y solo si 0 = 0 o 0 = 7r 

Sin embargo, dos vectores diferentes del vector cero son paralelos si y solo 
si la medida en radianes del angulo entre los dos vectores es 0 o k, de lo cual 
se deduce el teorema. ■ 


10.5.10 Teorema 


Si A y B son dos vectores de V 3 , entonces el vector A X B es or- 
togonal tanto a A como a B. 

Demostracion Del teorema 10.5.6, 

A-AXB = AXA B 

Del teorema 1 0.5.2(f), A X A = 0. Por tanto, de la ecuacion anterior, 

A • A X B = 0 ■ B 

= 0 

Como el producto punto de A y A X B es cero, entonces A y A X B son 
ortogonales. Tambien del teorema 10.5.6, 

AXB*B = A*BXB 

Otra vez, al aplicar el teorema 10.5.2(i) se tiene B X B = 0; asi, de la 
ecuacidn anterior, 

A X B-B = A 0 

= 0 

Por tanto, puesto que el producto punto de A X B y B es cero, A X By B son 
ortogonales, demostrandose asf el teorema. ■ 

Del teorema 10.5.10 se puede concluir que si las representaciones de 
los vectores A, B y A X B tienen el mismo punto inicial, entonces la repre- 
sentation de A X B es perpendicular al piano formado por las representa- 
ciones de A y B. 


► EJEMPLO 2 Dados los puntos P(-l, -2, -3), Q(- 2, 1, 0) y 
7?(0, 5, 1), determine un vector unitario cuyas representaciones sean perpen- 
diculars al piano que pasa por P, Q y R. 

Solution Sean A = \(PQ) y B = V{PR). Entonces, 

A = (-2 + 1,1 + 2, 0 + 3) B = (0 + 1, 5 + 2, 1 + 3) 

= H.3,3) = (1,7,4) 
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El piano que pasa por P, Q y R es el piano formado por PQ y PR , los 
cuales son, respectivamente, representaciones de los vec tores A y B. Por 
tanto, cualquier representation del vector A X B es perpendicular a este 
piano. A1 calcular este producto se tiene 

A X B = (~i + 3j + 3k) X (i + 7j + 4k) 

= -9i + 7 j - 10k 

El vector deseado es un vector unitario paralelo a A X B. Para determinar 
este vector unitario, se aplica el teorema 10.2.4 y se divide A X B entre 
|| A X B || , obteniendose 

-AXB = __9_ -■ _7_ . _ _10_ k < 

||a X b|| V230 V230 V230 

Los dos ejemplos siguientes muestran como el producto cruz puede apli- 
carse para obtener la ecuacidn de un piano. Estos ejemplos contienen la 
misma informacion de los ejemplos 2 y 4 de la seccion 10.4. 


W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuacion del piano que pasa por los 
puntos P( 1,3, 2), 2(3, -2, 2) y R{ 2, 1,3). 

Solucioil Sean V(2^) = -i + 3j + k y \(PR) = i - 2j + k. Un vec- 
tor normal al piano requerido es el producto cruz V(QR) X V(PR), el cual es 

(-i + 3j + k) X (i - 2j + k) = 5i + 2j - k 

Demodoquesi P 0 = (1,3, 2) yN = (5, 2, -1), del teorema 10.4.2, una ecua- 
cion del piano es 

5(x - 1) + 2(y - 3) - (z - 2) = 0 
5x + 2y - z - 9 = 0 

Este resultado concuerda con el del ejemplo 2 de la seccion 10.4. M 


r EJEMPLO 4 Obtenga una ecuacion del piano que contiene al 
punto (4, 0, -2) y es perpendicular a cada uno de los pianos 

jt-y + z = 0y2jt + y-4z-5 = 0 

Solution Por el teorema 10.4.3, un vector normal al piano x - y + 
z = 0 es (1,-1, 1), y un vector normal al piano 2 jc + y - 4z - 5 = 0 es 
(2, 1, -4). De modo que un vector normal al piano indicado es ortogonal 
tanto a (1, -1, 1) como a (2, 1,-4). Por el teorema 10.5.10, tal vector es 


(1,-1, 1) X (2, 1,-4) 


1 j k 
1 -1 1 

2 1 -4 


= 31 + 6j + 3k 

El piano senalado contiene al punto (4, 0, -2) y tiene a (3, 6, 3) como 
vector normal. Del teorema 10.4.2, una ecuacidn de este piano es 

3(x - 4) + 6 (y - 0) + 3(z + 2) - 0 
jc + 2y + z- 2 = 0 

Esta ecuacion concuerda con la obtenida en el ejemplo 4 de la seccion 10.4. A 
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N 



Una interpretacidn geom6trica del triple producto escalar se obtiene al 
considerar un paralelepipedo cuyas aristas son PQ, PR y PS, y tomar” 
A = V(/ > Q),B = \(PR)yC = \(PS). Con suit e la fig u ra 5. El vector A X B 
es un vector normal al piano determinado por PQ y PR. El vector -(A X B) 
tambien es un vector normal a este piano. No se tiene seguridad de cual de los 
dos vectores, A X B o -(A X B), forma con C el menor angulo. Sea N 
uno de estos dos vectores que forma con C el angulo menor, cuya medida en 
radianes es 0 < j K. Entonces, las representaciones de N y C que tienen su 
punto inicial en P estan del mismo lado del piano determinado por PQ y PR, 
como se muestra en la figura 5. El area de la base de este paralelepipedo es 
|| A X B || unidades cuadradas. Si h unidades es la longitud de la altura del 
paralelepipedo, y si V unidades cubicas es el volumen de este paralelepipedo, 
entonces 

V = || A X B || h (4) 

Ahora considere el producto punto N • C. Por el teorema 10.3.5, 

N • c' = || N || || C || cos 6 
Pero h = || C || cos 0; por lo que 

N ‘ C = || N || h (5) 

ComoNesA X Bo -(A X B), ||n|| = || A X B ||. Asf, de (5), 

N- • C = || A X B || h 
Al comparar esta ecuacion y (4) se tiene 
" V = N • C 

En consecuencia, se concluye que la medida del volumen del paralelepipe- 
do es (A X B) • C o -(A X B) • C; es decir, 


z 



FIGURA 6 


V = |a X B-C| 


► EJEMPLO 5 Calcule el volumen del paralelepipedo que tiene 
vertices^ en P(5, 4, 5), Q( 4, 10, 6), fl(l, 8, 7) y S(2, 6, 9) y aristas PQ, 
PR y PS. 

Solution La figura 6 muestra el paralelepipedo. Sea A = V(PQ), en- 
tonces A = (-1,6, 1). Sea B = \(PR), entonces B = (-4,4,2). Sea 
C = V(PS), entonces C = (-3, 2, 4). Asf, 

A X B = (-i + 6j + k) X (-41 + 4 j + 2k) 

= 8i - 2j + 20k 


Por tan to, 

A X B • C = (8, -2, 20) - (-3, 2, 4) 

= -24 - 4 + 80 
= 52 

Conclusion: El volumen del paralelepipedo es de 52 unidades cubicas. ^ 
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FIGURA 7 


► EJEMPLO 6 Calcule la distancia entre las dos rectas oblicuSs 
/] y l 2 del ejemplo 9 de la seccidn 10.4. 

Solucion La recta l\ contiene a los puntos A(l,2, 7) y B{~ 2, 3,-4), 
mientras que la recta i 2 contiene a los puntos C(2, -1 , 4) y D( 5, 7,-3). Como 
l\ y l 2 son rectas oblicuas, existen pianos paralelos P\y P 2 que contienen a las 
rectas l x y i 2 , respectivamente. Observe la figura 7. Sean d unidades la dis- 
tancia entre los pianos P\ y P 2 . La distancia entre l\ y l 2 tambien es d uni- 
dades. Un vector normal a los dos pianos es 


N = \(AB) X \(CD) 


Sea U un vector unitario en la direction de N. Entonces 

v = V(AP) X V(CP) (6) 

||V(AB) X V(CD)|| 

Ahora tome dos puntos, uno en cada piano (por ejemplo B y C). Entonces la 
proyeccion escalar de V(CB) sobre N es V(CB) • U, y 

d = | \(CB) • U | (7) 

A continuacion se realizarin los calculos. 


\(AB) = (-2 - 1,3 - 2,-4 - 7) V(CD) = <5 - 2, 7 + 1,-3 
= (-3, 1,-11) =<3,8, -7) 

Asf, 


4> 


\(AB) X \{CD) = 


i J k 
-3 1-11 

3 8-7 

= 27(3i - 2j - k) 


Por tanto, de (6), 

* 

U = 27(31 - 2j - k) 

^27 2 (3^ + 2 2 + l 2 ) 

U= J=(3i-2j- k) 

Ademas, 

V(C|) = <-2 - 2,3 + 1,-4 - 4> 
V(Cfl) = <-4, 4, -8) ' 


Si se sustituye de esta ecuacion y de (8) en (7), se tiene 


d = 


(-4, 4,-8) 


1 

VT4 


<3, -2,-1) 


1 

Vl4 
12 
V14 
« 3:21 


-12 - 8 + 8 | 


( 8 ) 


◄ 
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Esta seccion se concluye con una aplicacion del producto cruz a la me- 
canica. En ella se calcula el vector torque. Refi6rase a la figura 8, donde*el 
vector de fuerza F, que tiene la representacion QP , se aplica en el punto P de 
un objeto situado a lo largo de OP . F ocasiona que el objeto rote alrededor 
de una recta perpendicular al piano determinado por OP y QP. El vector 
torque, cuya representacion de posicion es OT, es el momento de F al- 
rededor de O ; y proporciona la intensidad (o modulo) y direction de la re- 
sultan te de rotation generada por F. Este vector torque esta definido por 

\(OT) = \(OP) X F 


FIGURA 8 



► EJEMPLO 7 Una fuerza F, cuya intensidad es de 15 lb, se 
aplica en un angulo de 40° en el extremo derecho P de una barra de 5 pie de 
longitud, como se indica en la figura 9. Calcule el modulo del vector tor- 
que inducido por F en el extremo izquierdo O. 

Solucion La intensidad, o modulo, del vector torque esta dada por 
|| \(OP) X F || , y por el teorema 10.5.8, 

|| \(OP) X F || = || \(OP) || || F || sen 40° 

= (5)( 1 5) sen 40° 

= 48.21 

Conclusion: La intensidad del vector torque es de 48.21 pie-lb. ^ 


EJERCICIOS 10.5 


En los ejercicios I a 12, A = (1, 2, 3>, B = (4, -3, -1), 
C - <-5, -3, 5), D = <-2, 1, 6>, E = <4, 0, -7), y F = (0, 2, 1>. 


1. Obtenga A X B. 2. Calcule D X E. 

3. Determine (C X D) * (E X F). 

4. Obtenga (C X E) • (D X F). 

5. Verifique el teorema 10.5.3 para los vectores A y B. 

6. Verifique el teorema 10.5.4 para los vectores A, B y C. 

7. Verifique el teorema 10.5.5(i) para A y B, y c = 3. 

8. Verifique el teorema 10.5.5(ii) para A y B, y c = 3. 

9. Verifique el teorema 10.5.6 para los vectores A, B y C. 

10. Verifique el teorema 10.5.7 para los vectores A, B y C. 

11. Calcule (A + B) X (C - D) y (D - C) X (A + B), 

y verifique que son iguales. 


12. Determine || A X B || ||C X D ||. 

13. Demuestre el teorema 10.5.2(ii) y (iii). 

14. Sean los vectores unitarios A = |i + - |k y 

B = -|i + |j + ^k. Si 0 es el angulo entre A y B, 
calcule sen 0 en dos formas: (a) utilice el producto cruz 
(teorema 10.5.8); (b) emplee el producto punto y una iden- 
tidad trigonometrica. 

15. Siga las instrucciones del ejercicio 14 para los dos vec- 
tores unitarios 


A = 


j_._j_.__l 

-n/3 V3 J V3 


B 


3V3 


_ 5 _ 

3-V3 


+ 


1 

3V3 


k 


16. Demuestre que el cuadrildtero que tiene vertices en 
(-2, 1, -1), (1, 1, 3), (-5, 4, 0) y (8, 4, -4) es un paralelo- 
gramo y obtenga su drea. 

17. Demuestre que el cuadrildtero que tiene vertices en 
(1, -2, 3), (4, 3, -1), (2, 2, 1) y (5, 7, -3) es un paralelo- 
gramo y calcule su area. 

18. Obtenga el area del paralelogramo PQRS si \(PQ ) = 
3i - 2j y V(ES) = 3j + 4k. 

19. Determine el drea del triangulo que tiene vertices en 
(0, 2, 2), (8, 8, -2) y (9, 12, 6). 

20. Calcule el drea del tridngulo que tiene vertices en (4, 5, 6), 
(4, 4, 5) y (3, 5, 5). 


En los ejercicios 21 y 22, utjilice el producto cruz para obtener 

una ecuacion del piano que pasa por los tres puntos indicados. 

21. (-2, 2, 2), (-8, 1, 6), (3, 4, -1). 

22. (2, 3, 0), (2, 0, 4), (0, 3, 4). 

23. Realice el ejercicio 18 de la seccion 10.4 empleando el 
producto cruz. 

24. Determine un vector unitario cuyas represen taciones sean 
perpendiculares al piano que contiene a PQ y si PQ es 
una representacion del vector i + 3j - 2k y PR es una 
representacion del vector 2i - j - k. 
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En los ejercicios 25 a 27, obtenga un vector unitario cuyas 
representaciones sean perpendiculares al piano que pasa por 
los puntos P, Qy R. 

25 . P( 5, 2, -1), 0(2, 4 -2), R(\ 1,1,4) 

26. P(- 2, l , 0), 0(2, -2, -1 ), R(- 5, 0, 2) 

27. /*(!, 4, 2), 0(3, 2, 4), tf(4, 3, 1) 


35. Si 0es el angulo entre los vectores A y B de V 3 , demyes- 
tre que 


tan 6 


I|a x ■!! 

A • B 


36. Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 


28. Obtenga el volumen del paralelepipedo que tiene aristas 

PQ , y AS si los puntos P, 0, R y S son, respectiva- 

mente, (1, 3, 4), (3, 5, 3), (2, 1, 6) y (2, 2, 5). 

29. Calcule el volumen del paralelepipedo PQRS si los vec- 
tores \(PQ), V(PR) y \(PS) son, respectivamente, 
i + 3j + 2k, 2i + j - k e i - 2j + k. 

30. Obtenga una ecuacion del piano que contenga a los pun- 
tos terminales de las representaciones de posici6n de los 
vectores 2i - j + 3k, -i + j + 2k y 5i + j - k. 

En los ejercicios 3J y 32, calcule la distancia perpendicular 

entre las dos rectas oblicuas. 


x + 2 _ y + 1 z ~ 3 

4 2-3 
x + 1 _ y + 2 z — l 

j * 2 “ -4 ” -3 

x - 1 _ y - 1 __ z + 1 

5 “ 3 = 2 

33. En la figura adjunta, un tornillo en el punto 0 se gira al 
aplicar en el punto P una fuerza F de 25 lb en un angulo 
de 70° con respecto a la Have, la cual mide 8 pulg de lon- 
gitud. Calcule la intensidad (o modulo) del vector torque 
generado por la fuerza en el tornillo. 



34. Una fuerza F de 30 lb en la direccion hacia abajo se aplica 
en un punto P, que es el extremo izquierdo de la palan- 
ca de la engrapadora mostrada en la figura adjunta. La 
longitud de la palanca es de 6 pulg y, en reposo, la pa- 
lanca forma un angulo de 10° con la base horizontal de la 
engrapadora en el punto 0. Obtenga la intensidad (o mo- 
dulo) del vector torque ejercido por F en 0. 


A • (A X B) = 0 

c 37. Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 
(A - B) X (A + B) = 2(A X B) 

38. Sean P, Q y R tres puntos no colineales de y sean OP, 
OQ y OR las representaciones de posicion de los vec- 
tores A, B y C, respectivamente. Demuestre que las re- 
presentaciones del vector AXB + BXC + CXA 
son perpendiculares al piano que contiene a los puntos 
p,QyR. 

39. Demuestre el teorema 10.5.4, 

40. Demuestre el teorema 10.5.5. 

41. Demuestre el teorema 10.5.6. 

42. Demuestre el teorema 10.5.7. 

43. Sean P, 0 y R tres puntos no colineales de R 3 y sean 
OP, OQ y OR las representaciones de posicion de los 
vectores A, B y C, respectivamente. Demuestre que la 
distancia del origen al piano determinado por los tres 
puntos esta dada por 

| A • B X C| 

||(B - A) X (C - A)|| 

44. Sean OP la representacion de posicion del vector A, OQ 
la representacidn de posicion de B, y OR la represen- 
tacion de posicion de C. Demuestre que el area del 
tridngulo PQR es ~ || (B - A) X (C - A) ||. 

» 45. Si A, By C son vectores de V 3 , demuestre que 
(A X B) X C = (C • A)B - (C ■ B)A 

46. Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre la identidad 
de Jacobi 

AX(BXQ + BX(CXA) + CX(AXB) = 0 
Sugerencia: aplique el teorema 10.5.7 a cada termino. 

47. Si A, By C son vectores de V 3 , demuestre que 

(A X B) X C = A X (B X C) 



si y sdlo si B X (C X A) = 0. 

Sugerencia: aplique la identidad de Jacobi del ejerci- 
cio 46. 

48. Describa las interpretaciones geom6tricas del producto 
cruz, del triple producto escalar y el triple producto vec- 
torial. 
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10.6 SUPERFICIES 


Hasta este momento se han tratado dos tipos de superficies, el piano y la es- 
fera. El proposito de esta section es estudiar otras superficies que desem- 
penan un papel importante en el estudio del Calculo de funciones de mas de 
una variable, en los capftulos 12 y 14. 

Una superficie estd representada por una ecuacion en tres variables si las 
coordenadas de cada punto de la superficie satisfacen la ecuacion, y si cada 
punto cuyas coordenadas verifican la ecuacion pertenece a la superficie. Un 
tipo de superficie es el cilindro, el cual se estudiard a continuation. 


10.6.1 Definicion de cilindro 


Un cilindro es una superficie generada por una recta que se mueve a 
lo largo de una curva plana de tal manera que siempre permanece pa- 
ralela a una recta fija que no esta contenida en el piano de la curva 
dada. La recta que se mueve se denomina generatriz del cilindro, y la 
curva plana dada se llama directriz del cilindro. Cualquier posicidn de 
una generatriz recibe el nombre de regladura del cilindro. 


El estudio de cilindros se limitara a aquellos que tengan una directriz en 
uno de los pianos coordenados y regladuras perpendiculares a ese piano. Si 
las regladuras de un cilindro son perpendiculares al piano de la directriz, se 
dice que el cilindro es perpendicular al piano. 

El bien conocido cilindro circular recto es aquel cuya directriz es una 
circunferencia y cuyas regladuras son paralelas al eje del cilindro. 


X 


y 


Cilindro: x 2 + >’ 2 


= 4 


FIGURA 1 



0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra un ci- 
lindro circular recto cuya directriz esx 2 + y 2 = 4, la cual esta en el piano xy, 
y cuyas regladuras son paralelas al eje z . En la figura 2 se tiene un cilindro 
cuya directriz es la parabola y 2 = 8.x, contenida en el piano xy , y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje z. Este cilindro se denomina cilindro para- 
bolico. Un cilindro eliptico se muestra en la figura 3; su directriz es la 
elipse 9x 2 + 16y 2 = 144, la cual esta en el piano xy, y sus regladuras son 
paralelas al eje z. La figura 4 muestra un cilindro hiperbolico que tiene 
como directriz a la hiperbola 25 x 2 - 4y 2 = 100, contenida en el piano xy, 
y sus regladuras son paralelas al eje z. 4 

z z 



FIGURA 3 


FIGURA 2 


4 
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z 



y = fix ) . 


FIGURA 5 


z 



y = M 

FIGURA 6 


Considere ahora el problema de obtener una ecuacion de un cilindro 
que tiene una directriz en un piano coordenado y que sus regladuras son pa- 
ralelas al eje coordenado que no esta contenido en ese piano. Para ser espe- 
cfficos, considere la directriz en el piano xy y las regladuras paralelas al 
eje z. Refierase a la figura 5. Suponga que una ecuacion de la directriz en el 
piano xy es y = /(x). Si el punto (x 0 , yo> 0) del piano xy satisface esta 
ecuacion, entonces cualquier punto de la forma (x 0 > >o»*) del espacio 
tridimensional, donde z es cualquier numero real, satisfara la misma ecua- 
cion debido a que z no aparece en la ecuacion. Los puntos que tienen repre- 
sentaciones (xq, yo z) estdn ubicados en una recta paralela al eje z que pasa 
por el punto (xq, y 0 , 0). Esta recta es una regladura del cilindro. En conse- 
cuencia, cualquier punto cuyas coordenadas x y y satisfagan la ecuacion 
y = fix), estara en el cilindro. Reciprocamente, si el punto P(x , y, z) per- 
tenece al cilindro (vea la figura 6), entonces el punto ( x , y, 0) est£ en la di- 
rectriz del cilindro la cual yace en el piano xy, y en consecuencia, las 
coordenadas xy y de P satisfacen la ecuacion y = f(y). Por tanto, si y = f(x) 
se considera como una ecuacion de la grafica en el espacio tridimensional, 
entonces la grafica es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al eje z, y el 
cual tiene como directriz a la curva y = /(x) contenida en el piano z = 0. Se 
tiene una explication semejante cuando la directriz esta en alguno de los 
otros pianos coordenados. Los resultados se resumen en el teorema siguiente. 


10.6.2 Teorema 


En el espacio tridimensional, la grdfica de una ecuacion en dos de las 
tres variables x, y, y z es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al 
eje asociado con la variable que faita y cuya directriz es una curva en 
el piano asociado con las dos variables que aparecen en la ecuacidn. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 10.6.2, una 
ecuacion del cilindro circular recto de la figura lesx 2 + y 2 = 4, consi- 
derada como una ecuacion en R 3 . De manera semejante, una ecuacion del 
cilindro parabolico de la figura 2 es y 2 = 8x, considerada tambien como 
una ecuacion en R 3 . La ecuacion del cilindro eliptico de la figura 3 y del 
cilindro hiperbolico de la figura 4 son, respectivamente, 9x 2 + 16y 2 = 144 
y 25 x 2 - 4y 2 = 100, las dos consideradas como ecuaciones en R 3 . ^ 



X 

Cilindro: y ~ In z 


La seccion transversal de una superficie en un piano es el conjunto de 
todos los puntos de la superficie que estan en el piano dado. Si un piano es 
paralelo al piano de la directriz del cilindro, entonces la seccion transversal 
del cilindro es congruente a su directriz. Por ejemplo, la seccion transver- 
sal del cilindro eliptico de la figura 3 en cualquier piano paralelo al piano xy 
es una elipse. 


► EJEMPLO 1 Dibuje la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a)y = lnz;(b)z 2 = x 3 

Solution 

(a) La grafica es un cilindro cuya directriz, que yace en el piano yz, es la 
curva y = In z y cuyas regladuras son paralelas al eje x. La gr&fica se 
muestra en la figura 7. 


FIGURA 7 
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z 



Cilindro: z 2 = x l 

FIGURA 8 


z 



FIGURA 9 


z 


F 0 (0, y, Zq) 



y 
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(b) La grafica es un cilindro cuya directriz esta en el piano xz y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje y. Una ecuaciOn de la directriz es z 1 = 

La figura 8 muestra la grafica de este cilindro. A 


10.6.3 Definition de superficie de revolution 


Si una curva plana se gira alrededor de una recta fija que estd en el 
piano de la curva, entonces la superficie asi generada se denomina 
superficie de revolution. La recta fija se llama eje de la superficie de 
revolution, y la curva plana recibe el nombre de curva generatriz 
(o revolvente). 

La figura 9 muestra una superficie de revolucion cuya curva generatriz 
es la curva C del piano yz y cuyo eje es el eje z. Una esfera es un ejemplo 
particular de una superficie de revolution ya que la esfera puede generarse 
al girar una semicircunferencia alrededor de un diametro. Otro ejemplo de 
superficie de revolution es un cilindro circular recto para el cual la curva 
generatriz y el eje son rectas paralelas. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Una esfera generada al girar 

la semicircunferencia y 2 + z 2 = r 2 , z > 0, alrededor del eje y se muestra 
en la figura 10. La figura 1 1 muestra el cilindro circular recto para el cual la 
curva generatriz es la recta z = k del piano xz y su eje es el eje x. A 


« 



FIGURA 10 FIGURA II 


A continuation se obtendra la ecuaciOn de una superficie generada al 
girar alrededor del eje y la curva del piano yz que tiene la ecuacion bidi- 
mensional 

z = f(y ) a) 

Refierase a la figura 12. Sea P( x, y, z) cualquier punto de la superficie de 
revolution. Por P, se pasa un piano perpendicular al eje y, y Q( 0, y, 0) deno- 
ta el punto de intersecciOn de este piano con el eje y. Sea Pq(0, y, zo) el punto 
de intersecciOn del piano con la curva generatriz. Como la secciOn transver- 
sal de la superficie con el piano que pasa por P es una circunferencia, P est& 
en la superficie si y sOlo si 

\ qp \ 2 = le^l 2 


FIGURA 12 
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Debidoaque | QP | = Sx 2 + y 2 y | <2^o I = Zo* se obtiene de esta ecuacion 

V 

* 2 + z 2 = zo 2 * (2) 


El punto esta en l a curva generatriz; por lo que sus coordenadas 
deben satisfacer (1). Por tanto, 


Zo = f(y ) 

De esta ecuacion y de (2), el punto P esta en la superficie de revolucidn si y 
solo si 

x 2 + z 2 = [/(y)] 2 (3) 

Esta es la ecuacion deseada de la superficie de revolucion. Puesto que (3) 
es equivalente a 

± ’ [x 2 + z 2 = /(y ) 

se puede obtener (3) al sustituir z por ± Jx 2 + jt 2 en ( 1). 

De manera similar se puede demostrar que si la curva del piano yz 
tiene la ecuacion bidimensional 


y = 8(z) (4) 

se gira alrededor del eje z , se obtiene una ecuacion de la superficie de re- 
volucion generada al sustituir y por + A [x 2 + y 2 en (4). Se tienen observa- 
ciones analogas cuando una curva en cualquier piano coordenado se hace 
girar alrededor de uno de los ejes coordenados de ese piano. En resumen, las 
graficas de las ecuaciones siguientes son superficies de revolucion que tiene 
el eje indicado: x 2 + y 2 = fF(z)] 2 — eje z ; x 2 + z 2 = [F{y)] 2 — eje y; 
y 2 + z 2 = [F(x)] 2 — eje x . En cada caso, las secciones transversales de la 
superficie en pianos perpendiculares al eje son circunferencias que tienen 
sus centros sobre el eje. 


z 



Paraboloide de revolucion y 2 +■ z 2 = 4x 


y 


F1GURA 13 


W' EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion de la superficie de revo- 
lucion generada al girar alrededor del eje x la parabola y 2 = 4x del piano 
jty. Dibuje la superficie. 

So lucioil Si en la ecuacion de la parabola se sustituye y por 
± ^ y 2 + z 2 , se obtiene 

y 2 + z 2 = 4x 

La superficie se muestra en la figura 13. La misma superficie se genera si la 
parabola z 2 = 4x del piano xz se gira alrededor del eje x. 4 

La superficie del ejemplo 2 se denomina paraboloide de revolucion. 
Si se gira una elipse alrededor de uno de sus ejes, la superficie generada se 
llama elipsoide de revolucion. Un hiperboloide de revolucion se ob- 
tiene cuando una hip£rbola se gira alrededor de un eje. La superficie del 
ejemplo siguiente se denomina cono circular recto. 


► EJEMPLO 3 Dibuje la superficie x 2 + z 2 - 4 y 2 = 0, 

y a 0. 
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z 



FIGURA 14 


Solucion La ecuacion dada es de la forma x 2 + z 2 = [/'Ty)] 2 ; porlo 
que su grafica es una superficie de revolucidn que tiene al eje y como su 
eje. Al resolver la ecuacidn dada para y , se obtiene 

2 y = ± \x^+ z 2 

En consecuencia, la curva generatriz puede ser la recta 2y = x del piano xy , 
o la recta 2 y = z del piano yz. Al dibujar las dos curvas generatrices posi- 
bles y empleando el hecho de que las secciones transversales de la superficie 
en pianos perpendiculares al eje y son circunferencias cuyos centros estan en 
el eje y, se obtiene la superficie mostrada en la figura 14. Observe que como 
y > 0, el cono tiene s61o un manto. 4 

Tal vez estudio en algun curso de matematicas previas al Calculo (en 
otro caso consulte la seccidn A. 10 del apendice) que la grfifica de una ecua- 
cion de segundo grado en dos variables xy y. 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


es una seccion conica. La grafica de una ecuacidn de segundo grado en las 
tres variables x, y y z. 


Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + fz + J = 0 (5) 


se denomina superficie cuadrica. Los tipos mas simples de superficies cua- 
dricas son los cilindros parab61icos, elfpticos e hiperbdlicos, los cuales ya 
se han estudiado. Ahora se considerardn otros seis tipos de superficies 
cuadricas. En el estudio de cada una de estas superficies, se elegiran los 
ejes coordenados de modo que las ecuaciones resulten en su forma mas sim- 
ple, y se hara referenda a las secciones transversales de las superficies en 
pianos paralelos a los pianos coordenados. Estas secciones transversales 
ayudan a visualizar la superficie. 



Eiipsoide 

FIGURA 15 


Eiipsoide 



( 6 ) 


donde a, by c son positivos. Consulte la figura 15. 

Si en (6) z se sustituye por 0, se obtiene la secci6n transversal del eiip- 
soide en el piano xy, la cual es la elipse 



A fin de obtener las secciones transversales de la superficie en los pianos 
z = k, se reemplaza z por k en la ecuacion del eiipsoide, de lo que se obtiene 


x 

a 


2 

2 


+ 


b 2 


= 1 - 


k 2 


c 


2 


Si |&| < c, la seccion transversal es una elipse y las longitudes de los 
semiejes decrece hacia cero conforme | k \ aumenta hacia el valor de c. Si 
| k | = c, la interseccidn del piano z ='k con el eiipsoide consiste del unico 
punto (0, 0, k). Si \k\ > c , no existe interseccidn. La discusion es semejan- 
te si se consideran las secciones transversales formadas por pianos paralelos 
a alguno de los otros dos pianos coordenados. 
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Los numeros a, b y c son las longitudes de los semiejes del elipsoide. Si 
dos cualesquiera de estos tres numeros son iguales, se obtiene un elipsoide 
de revolucion, tambien denominado esferoide. Un esferoide para el cual el 
tercer numero es mayor que los otros dos numeros iguales, se dice prolato 
(o alargado). Un esferoide prolato tiene la forma de un balon de futbol 
americano. Un esferoide oblato (o achatado) se obtiene si el tercer numero 
es menor que los dos numeros iguales. Si los tres numeros a, b y c de la ecua- 
cion de un elipsoide son iguales, entonces el elipsoide es una esfera. 

Hiper boloide eliptico de una hoja 


x± , r _ z± _ , 

a 2 b 2 c 2 


( 7 ) 


donde a, by c son positivos. Refierase a la figura 16. 

Las secciones transversales en los pianos z = k son las elipses 


Hiperboloide eliptico de una hoja 



k 

c 


2 

2 


FIGURA 16 

Cuando k - 0, las longitudes de los semiejes de la elipse son pequenas y 
aumentan conforme \k\ se incrementa. Las secciones transversales en los 
pianos x = k son las hip6rbolas 


£ _ , _ ki 

b 2 c 2 a 2 


Si |fc| < a, el eje transverso de la hipdrbola es paralelo al eje y, y si 
| k | > a, el eje transverso es paralelo al eje z. Si k = a, la hiperbola de- 
genera en dos rectas: 


y 

b 


= 0 y 


y 

b 


z 

c 


= 0 



De manera analoga, las secciones transversales en los pianos y = k tambien 
son hiperbolas. El eje de este paraboloide es el eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolucion para el cual el 
eje es la recta que con tiene al eje conjugado. 

Hiperboloide eliptico de dos hojas 



donde a,byc son positivos. Consulte a la figura 17. 
Al sustituir z por k en (8) se obtiene 



Hiperboloide eliptico de dos hojas 

FIGURA 16 


Si | k | < c, el piano z = k no intersecta a la superficie; en consecuencia, 
no existen puntos de la superficie entre los pianos z ~ -c y z = c. Si 
| k | = c, la interseccion del piano z = k con la superficie consiste del unico 
punto (0, 0, k). Cuando \k \ > c, la seccion transversal de la superficie en el 
piano z = k e s una elipse, y las longitudes de los semiejes se incrementan 
conforme | k | aumenta. 
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Hiperboloide elfptico de una hoja 


25 100 + 4 


RECTAS, PIANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 


Las secciones transversales de la superficie en los pianos x = k son las 
hiperbolas 



cuyos ejes transversos son paralelos al eje z. De manera similar, las seccio- 
nes transversales en los pianos y - k son las hiperbolas 



para las cuales sus ejes transversos tambien son paralelos al eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolucion en el que el 
eje es la recta que contiene al eje transverso de la hiperbola. 

Cada una de las tres superficies cuadricas anteriores es simetrica con 
respecto a cada uno de los pianos coordenados y tambien es simetrica 
con respecto al origen. Sus grdficas se denominan cuadricas centrales y sus 
centros estan en el origen. 

La grafica de cualquier ecuacidn de la forma 



donde a, by c son positivos, es una cuadrica central. 


> EJEMPLO 4 Dibuje la grafica de la ecuacion 
Ax 2 - y 2 + 25 z 2 = 100 
e identifique la superficie. 

Solution Al dividir ambos miembros de la ecuacidn entre 100 se obtiene 



la cual es de la forma (7) con y y z intercambiadas. En consecuencia, la su- 
perficie es un hiperboloide elfptico de una hoja cuyo eje es el eje y. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y = k son las elipses 


25 


+ 


1 + 


ii 

J00 


Las secciones transversales en los pianos x = k son las hiperbolas 

= , £ 

4 100 25 


y las secciones transversales en los pianos z = k son las hiperbolas 

*£ _ £_ = _ ki 

25 100 4 

La superficie se muestra en la figura 18. ^ 


EJEMPLO 5 Dibuje la grafica de la ecuacion 
4* 2 - 25 y 2 - z 2 = 100 


FIGURA 18 


e identifique la superficie. 
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z 



25 4 100 


Solution Si se dividen los dos miembros entre 1 00 se puede escribir la 
ecuacion como 

£ zi = . 

25 4 100 


la cual es de la forma (8) con xy z intercambiadas; de modo que la superficie 
es un hiperboloide eliptico de dos hojas, cuyo eje es el eje x. Las seccio- 
nes transversales en los pianos x = k y donde | k | > 5, son las elipses 



Los pianos jc = k, donde | A: J < 5, no intersectan a la superficie. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y = k son las hiperbolas 


25 


100 


1 + 


4 


y las secciones transversales en los pianos z - k son las hiperbolas 


25 



FIGURA 19 


La superficie requerida se muestra en la figura 1 9. 


◄ 



X 

Paraboloide eliptico 

FIGURA 20 


y 


z 


y 



Las dos superficies siguientes se denominan cuadricas no centrales. 
Paraboloide eliptico 


*i , £_ _ z 
a 2 + b 2 ~ c 


(9) 


donde a y b son positivos y c ^ 0. La figura 20 muestra la superficie para 
c > 0. 

A1 sustituir k por z en (9) se obtiene 



k 

c 


Cuando k = 0, esta ecuacion se transforma en b 2 x 2 + a 2 y 2 = 0, ,1a cual 
representa un unico punto, el origen. Si k * 0, y k y c tienen el mismo signo, la 
ecuacion corresponde a una elipse. Por lo que se concluye que las secciones 
transversales de la superficie en los pianos z = k, donde k y c tienen el mis- 
mo signo, son elipses y las longitudes de los semiejes se incrementa a medida 
que | k | aumenta. Si k y c tienen signos opuestos, los pianos z = k no in- 
tersectan la superficie. Las secciones transversales de la superficie en los 
pianos x — k y y ~ k son parabolas. Cuando c > 0, las parabolas abren 
hacia arriba, como se muestra en la figura 20; cuando c < 0, las parabolas 
abren hacia abajo. 

Si a = b, la superficie es un paraboloide de revolucion. 


Paraboloide hiperbolico 


y 


2 


b 2 


Z 

c 


( 10 ) 


Paraboloide hiperbolico 


donde ay b son positivas y c * 0. La superficie se muestra en la figura 2 1 para 
c > 0. 


FIGURA 21 
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Las secciones transversales de la superficie en los piano z = k, donde 
k ^ 0, son hiperbolas que tienen sus ejes transversos paralelos al eje y si k 
y c poseen el mismo signo, y los ejes son paralelos al eje x si k y c tienen 
signos opuestos. La seccion transversal de la superficie en el piano z = 0 
consiste de dos lmeas rectas que pasan por el origen. Las secciones trans- 
versales en los pianos x = k son parabolas que abren hacia arriba si 
c > 0, y abren hacia abajo si c < 0. Las secciones transversales en los 
pianos y = k tambien son parabolas, abren hacia abajo si c > 0 y abren 
hacia arriba si c < 0. 



Paraboloide eliptico 

zi _ x 
16 4 3 

FIGURA 22 


► EJEMPL0 6 Dibuje la grafica de la ecuacion 
3 y 2 + 12 z 2 = 16 * 

e identifique la superficie. 

Solution La ecuacion dada puede escribirse como 

zi x 

16 4 3 

la cual es de la forma de (9) con x y z intercambiadas. En consecuencia, la 
grafica de la ecuacion es un paraboloide eliptico cuyo eje es el eje x. Las 
secciones transversales en los pianos x = k, donde k > 0, son las elipses 

zi + ii _ i 

16 4 3 

y Los pianos x = k, donde k < 0, no intersectan la superficie. Las seccio- 
nes transversales en los pianos y - k son las parabolas 12 z 2 = 16* - 3 k 2 , 
y las secciones transversales en los pianos z = k son las parabolas 3y 2 = 
16 jc - ilk 2 . La figura 22 muestra el paraboloide eliptico. *4 

► EJEMPLO 7 Dibuje la grafica de la ecuacion 
iy 2 - 12 z 2 = 16 jc 

e identifique la superficie. 

Solucion La ecuacion dada puede expresarse como 



r 

16 


la cual es de la forma de (10) con x y z intercambiadas. Por tanto, la superfi- 
cie es un paraboloide hiperbolico. Las secciones transversales en los pianos 
x - k, donde k * 0 son las hiperbolas 


r 

16 


La seccion transversal en el piano yz consiste de las dos rectas y - 2z 
y y = -2z- En los pianos z = k las secciones transversales son las para- 
bolas 3 y 2 = I6x + 12 k 2 \ en los pianos y - k las secciones transversales 
son las parabolas 12 z 2 = 3 k 2 - \6x. El paraboloide hiperbolico se muestra 
en la figura 23. 4 


FIGURA 23 
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Cono elfptico 

FIGURA 24 


Cono elfptico 


* 

a 


2 

2 


+ 



= 0 


( 11 ) 


donde a, by c son positivos. Consulte la figura 24. 

La interseccidn del piano z = 0 con la superficie es un punto, el origen. 
Las secciones transversales de la superficie en los pianos z = K donde 
k * 0, son elipses, y las longitudes de los semiejes aumentan conforme k se 
incrementa. Las secciones transversales en los pianos x = 0 y y - 0 son 
pares de rectas que se intersectan, En los pianos x = k y y = k, donde k * 0, 
las secciones transversales son hiperbolas. 


► EJEMPL0 8 Dibuje la grafica de la ecuacion 
4x 2 - y 2 + 2 5z 2 = 0 
e identifique la superficie. 

Solucion La ecuacion dada se puede escribir como 

* 2 y 2 z 2 

- - 2 — + =0 

25 100 4 


la cual es de la forma de (1 1) con yy z intercambiadas. Por tan to, la superficie 
es un cono elfptico que tiene al eje y como su eje. La superficie intersecta al 
piano y = 0 solo en el origen. La intersection de la superficie con el piano 
x = 0 es el par de rectas que se intersectan y — ± 5 z, y la interseccidn con 
el piano z = 0 es el par de rectas que se intersectan y = ±2jc. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y - k, donde k ^ 0, son las elipses 

Jt 2 z 2 k 2 
25 4 "100 


z 



FIGURA 25 


En los pianos x = k y z — k, donde k ^ 0, las secciones transversales 
son, respectivamente, las hiperbolas 


y 2 £2 y 2 ^.2 

100“T = 25 y l00 - 25 = T 


La superficie se presenta en la figura 25. 


◄ 


La tabla 1 resume la discusion de los seis tipos basicos de superficies 
cuadricas. En dicha tabla se muestran dos graficas para cada superficie. Una 
grafica fue dibujada, y la otra fue trazada mediante un programa de 
computadora empleado para generar superficies. Muchos programas para 
trazar graficas en computadora se encuentran disponibles, generalmente in- 
volucran muchos calculos numericos. Estos programas se denominan gra- 
ficadores matematicos, los cuales se tratan con mayor detalle en la seccion 
12.1, donde se presentaran diversas e intrincadas superficies que pueden ser 
trazadas mediante estos programas. 

La ecuacion (5) es la ecuacion general de segundo grado en Jt, y y z. 
Puede demostrarse que mediante una traslacion y rotacion de los ejes coor- 
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Tabla 1 


Superficie ciiadrica 

Trazas en el piano indicado 

Grafica dibujada 

Grafica trazada por 
medio de Malhematica 

Elipsoide 

jc 2 y 2 z 2 

S + b* + 7 = 1 

piano x y: Elipse 

z — [jfe| < c: Elipse 

piano yz: Elipse 

x = | k j < c: Elipse 

piano xz: Elipse 

y = \k \ < c: Elipse 

z 


Hiperboloide elfptico 
de una hoja 

x 2 y 2 z 7 

a 2 b 2 " c 2 = 1 

piano xy: Elipse 

z ~ k: Elipse 

piano yz: Hiperbola 

x = k Hiperbola 

piano xz: Hiperbola 

y = k: Hiperbola ■ 

A 

4 



Hiperboloide eliptico 
de dos hojas 

z 2 * 2 > 2 , 

'c 2 a 2 b 1 ~ 1 

piano xy: Ninguna 

Z — |A:| < c: Ninguna 

z = ] k | > c: Elipse 

piano yz: Hiperbola 

x = k: Hiperbola 

piano xz: Hiperbola 

y - k: Hiperbola 

' 41 

z 


Paraboloide eliptico 

x 2 y 1 z 

a 2 b 2 

c > 0 

piano xy: Punto (origen) 

z = k > 0: Elipse 

Z = k < 0: Ninguno 

piano yzr. Parabola 

x = k: Parabola 

piano xz: Parabola 

y = k: Parabola 

> 

X 

t 


Paraboloide hiperbdlico 

zl „ jr2 z 

b 2 a 2 c 

c > 0 

piano xy: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
z = k * 0: Hiperbola 

piano yz: Parabola 

x = k: Parabola 

piano xz: Parabola 

y = k\ Parabola 


z 

i 

□ 

Cono eliptico 

2 2 2 
£_ + Z — = o 

a 2 b 1 c 1 

piano xv: Punto (origen) 

z = k * 0: Elipse 

piano yz: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
x = k & 0: Hiperbola 

piano xz: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
y = k * 0: Hiperbola 

d 

t 

A’ 

Wy - ^ 
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denados del espacio tridimencional (cuyo estudio esta mas alia del alcance de 
este libro) esta ecuacion puede reducirse a una de las dos formas siguientes: 

Ax 2 + By 2 + Cz 2 + J = 0 - ( 12 ) 

Ax 2 + By 2 + lz = 0 ( 13 ) 

Las grificas de las ecuaciones de segundo grado seran uno de los seis 
tipos anteriores de cuadricas o bien, degeneraran en un cilindro, un piano, una 
recta, un punto o el conjunto vacfo. 

Las superficies no degeneradas asociadas con ecuaciones de la forma 
(12) son las cuddricas centrales, mientras que aqudllas asociadas con ecua- 
ciones de la forma (13) son las cuadricas no centrales. A continuacion se pre- 
sentan algunos casos degenerados: 

x 2 - y 2 = 0; dos pianos, x - y = 0 y x + y = 0 
Z 2 = 0; un piano, el piano xy 
x 2 + y 2 = 0; una recta, el eje z 
x 2 + y 2 + z 2 = 0; un punto, el origen 
x 2 + y 2 + z 2 + 1 = 0; el conjunto vacio 


EJERCICIOS 10.6 


En los ejercicios l a 4, dibuje la seccion transversal del ci- 
lindro dado en el piano indicado. 

1. 4x 2 + y 2 = 16; piano xy 

2. 4z 2 - y 2 = 4; piano yz 

3. z - e x ; piano xz 4. x = |y|; piano xy 

En los ejercicios 5 a 12, dibuje el cilindro que tiene la ecua- 
cion indicada. 

5. 4x 2 + 9y 2 = 36 6. z = sen y 

7. y = | z [ 8. x 2 - z 2 = 4 

9 . z = 2x 2 10 . z 1 = 4y 2 

II. y = coshx 12 . x 2 = y 3 

En los ejercicios J 3 a 20, obtenga una ecuacion de la superfi- 
cie de revolucion generada al girar la curva plana alrededor 
del eje indicado. Dibuje la superficie 

13 . x 2 = 4y en el piano xy, alrededor del eje y. 

14. x 2 + 4z 2 = 16 en el piano xz, alrededor del eje z. 

15 . x 2 + 4z 2 = 16 en el piano xz, alrededor del eje x. 

16. x 2 = 4 y en el piano xy, alrededor del eje x. 

17 . y = 3 z en el piano yz, alrededor del ejey. 

18 . 9y 2 - 4z 2 = 144 en el piano yz, alrededor del eje z. 

19 . y = sen x en el piano xy, alrededor del eje x. 

20. y 2 = z 3 en el piano yz, alrededor del eje z. 

En los ejercicios 27 a 28, obtenga una curva generatriz y el 
eje para la superficie de. revolucion dada . Dibuje la su- 
perficie. 

21. x 2 + y 2 + z 2 = 16 22. x 2 + z 2 = y 

23. x 2 + y 2 - z 2 = 4 24. y 2 + z 2 = e 2x 

25. x 2 + z 2 = | y | 


26. 4x 2 + 9y 2 + 4z 2 = 36 

27. 9x 2 - y 2 + 9z 2 = 0 28. 4x 2 + 4y 2 - z = 9 

29. En los incisos (a)-(f), relacione la ecuacion con la super- 
ficie correspondiente, generada en computadora (i)-(vi), 
e identifique la superficie. 

(a) 9x 2 - 4y 2 + 36z = 36 

(b) 5x 2 - lz 2 = 3y 

(c) 9x 2 - 4y 2 + 36z 2 p 0 

(d) 5x 2 + 2z 2 = 3y 

(e) 9x 2 + 4y 2 + 36z 2 = 36 

(f) 9x' 2 - 4 y 2 - 36 z 2 = 36 
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30. En los incisos (a) -(f), relatione la ecuacion con la super- 
ficie correspondiente, generada en computadora, (i)-(vi)‘e 
identifique la superficie. 

(a) 4* 2 - 16 y 2 + 9z 2 = 0 

(b) 3 y 2 + 7 z 2 = 6x 

(c) 25x 2 = 4y 2 + z 2 + 100 

(d) 3y 2 - lz 2 = 6.t 

(e) 25 Jt 2 = Ay 2 - z 2 + 100 

(f) 25 jt 2 = 100 - 4 y 2 - z 2 
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(vi) 


X 



41. .x 2 4 I6z 2 = 4y - 16 42. 9y 2 - 4 z 2 4 18jc = 0 

43. Obtenga los valores de k para los cuales la interseccion del 
piano x + ky = 1 y el hiperboloide eliptico de dos 
hojas y 2 - x 2 - z 2 = 1 sea (a) una 'elipse, y (b) una 
hiperbola. 


44. Determine el vertice y el foco de la parabola que es la 
interseccion del piano y = 2 y el paraboloide hiper- 

45. Obtenga el vertice y el foco de la parabola que es la 
interseccion del piano x = 1 y e] paraboloide hiper- 

z 2 x 2 v 

V “ T = f 

46. Calcule el area de la section plana formada por la in- 
tersection del piano y = 3 y el solido limitado por el 

x 2 y 2 2 2 

elipsoide — + ^ + — = I. 

47. Demuestre que la interseccion de la superficie x 2 - 
4 y 2 - 9 z 2 = 36 y el piano x + z ='9 es una circun- 
ferencia. 

48. Pruebe que la interseccion del paraboloide hiperbolico 

y 2 . x 1 7 

4=- t = - y el piano z = bx + ay consiste de 

b 2 a 2 c 1 v 

dos rectas que se cortan. 


En los ejercicios 49 a 51, utilice el metodo del rebanado para 
calcular el volumen del solido. La medida del area de la re- 
gion limitada por la elipse que tiene semiejes a y b es Tiab. 

49. El solido limitado por el elipsoide 
36x 2 + 9y 2 4 4 z 2 = 36. 

50. El solido limitado por el elipsoide 



51. El solido limitado por el piano z = h, donde h > 0, y el 

x 2 y 2 z 

paraboloide eliptico — j + = donde c > 0. 

52. Dibuje la superficie de revolution generada al girar la 
tractriz 


En los ejercicios 31 a 42, dibuje la grdfica de la ecuacion e 
identifique la superficie. 


31. 

4jc 2 

4 9y 2 

4 Z 2 = 

= 36 

32. 

4x 2 

- 9y 2 

-z 2 

= 36 

33. 

4x 2 

4 9y 2 

- Z 2 = 

= 36 

34. 

4x 2 

- 9 y 2 

+ z 2 

= 36 

35. 

x 2 = 

= y 2 - 

z 2 


36. 

x 2 = 

y 2 + 

z 2 


37. 

x 2 

36 


= 4y 


38. 

y 2 

25 

X 2 ' 

H 36 

-1- = 

4 z 

39. 

x 2 

36 

z 2 

25 

= 9y 


40. 

x 2 = 

2y 4 

4 Z 




alrededor del eje x. 

53. Describa como dibujarfa la superficie cilmdrica generada 
al girar la curva x - f(y) del piano xy alrededor del eje 
y. En su description jnvente un ejemplo de una curva 
particular x = /(y) e incluya la ecuacion de la superficie 
cilmdrica obtenida. 
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SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 10 


Defina un vector (i) en el piano, y (ii) en el espacio tri- 
dimensional. 

i,Como se representan los vectores geometricamen- 
te? ^Como determina cuando dos represen taciones de- 
notan el mismo vector? 

^Como se determina el modulo y la direccion de un vector 
en (i) V 2 , y (ii) V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

<,Como se determina la suma y la diferencia de dos vec- 
tores en (i) V 2 , y (ii) V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

Interprete geometricamente la suma y la diferencia de dos 
vectores. 

Defina el producto de un escalar c y un vector A en (i) V 2 , 
y (ii) V y Invente un ejemplo para cada caso. 

^Cual es la relacion entre cA y A si (i) c > 0, y 
(ii) c < 0? Invente un ejemplo para cada situacion. 

lQu6 leyes algebraicas son satisfechas por las operacio- 
nes de adicion algebraica y multiplicacibn por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 2 y V 3 ? 

^Como se expresa cualquier vector de (i) en V 2 en termi- 
nos de los vectores i y j, y (ii) en V 3 en terminos de los 
vectores i, j y k? Invente un ejemplo para cada caso. 

^Por que i y j forman una base para el espacio vectorial 
V 2 , e i, j y k forman una base para el espacio vectorial V 3 ? 

^Como se expresa un vector (i) en V 2 en terminos de su 
modulo y angulo director , y (ii) en V 3 en terminos de 
su modulo y sus cosenos directores ? Invente un ejemplo 
para cada situacion. 

Esc riba una ecuacion que exprese la relacion que satis- 
facen los cosenos directores de cualquier vector de V 3 . 

^Cual es la formula para la distancia no dirigida entre 
dos puntos de R 3 1 Invente un ejemplo. 

^Cuales son las formulas para las coordenadas del punto 
medio de un segmento de recta entre dos puntos de /? 3 ? 
Invente un ejemplo. 

Defina una esfera. ^Cual es la forma centro-radio de la 
ecuacion de una esfera de radio r y centra ( h , k , /)? In- 
vente un ejemplo. 

Defina el producto punto de dos vectores (i) en V 2 , y 
(ii) en V{! Invente un ejemplo para cada caso. 

lQu6 leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
punto de dos vectores? 

Defina el angulo entre dos vectores. 

lC omo se utiliza el producto punto para calcular el angulo 
entre dos vectores? Invente un ejemplo. 

^Como se emplea el producto punto para determinar si 
dos vectores son ortogonales ? Invente un ejemplo. 


21. Defina la proyeccion escalar de un vector sobre otro. 
^Cual es la formula para determinar la proyeccion escalar 
de un vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 

22. ^Cual es la formula para determinar el vector proyec- 
cion del vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 

23. Invente un ejemplo que muestre cbmo se emplean los 
vectores para calcular la distancia de un punto P a una 
recta que pasa por los puntos Ay Ben R 3 . 

24. Invente un ejemplo que ilustre cbmo calcular el trabajo 
realizado por una fuerza F que desplaza un objeto de un 
punto A hasta el punto B si la direccion de F no coinci- 
de con la recta de movimiento de A a B. 

25. Defina el piano que pasa por el punto P 0 (jt 0 , ^ 0 ’ ^o) y 
tiene a N como un vector normal. Escriba una ecuacibn 
de este piano si N es el vector ( a , b , c). Invente un ejemplo. 

26. Defina el angulo entre dos pianos. Invente un ejemplo. 

27. Invente un ejemplo de (i) dos pianos paralelos , y (ii) dos 
pianos perpendiculares. 

28. Invente un ejemplo que muestre como se utilizan los vec- 
tores para calcular la distancia de un punto a un piano. 

29. Escriba las ecuaciones parametricas de la recta que pasa 
por el punto Pq(x 0 , y 0 , Zq ) y es paralela a la representation 
del vector (a, b, c). Escriba las ecuaciones simetricas de 
esta recta. 

30. Invente un ejemplo que ilustre como obtener las ecuacio- 
nes simetricas de una recta que pasa por dos puntos de R 3 . 

31. Defina el producto cruz de dos vectores. Escriba la no- 
tation de determinates empleada como un recurso ne- 
mo teen ico para recordar la formula del producto cruz. 
Invente un ejemplo. 

32. ^Que leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
cruz de dos vectores, y cuales no? 

33. Escriba tres productos cruz que contengan al vector A y 
que tengan como resultado al vector cero. 

34. iA que es igual el triple producto escalar de los tres vec- 
tores A, B y C? Invente un ejemplo. 

35. i A que es igual el triple producto vectorial de los tres 

vectores A, B y C? Invente un ejemplo. 

36. Escriba la formula que permite expresar || A x B || en 
terminos de || A || , || B || , y el angulo entre A y B. 

37. Proporcione la interpretacion geometrica de || A x B || . 
Invente un ejemplo. 

38. ^Como puede emplearse el producto cruz para determinar 
si dos vectores son paralelos? Invente un ejemplo. 

39. Invente un ejempla que muestre cbmo puede emplearse el 
producto cruz para obtener la ecuacion de un piano que 
pasa por tres puntos de R 3 . 
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40. ^En que consiste la interpretation geometrica del triple 
producto escalar? Invente un ejemplo. 

41. Defina el termino cilindro. 

42. Invente un ejemplo de una ecuacion de un cilindro cuyas 
regladuras sean paralelas al (i) eje x, (ii) eje y , y 
(iii) eje z. Dibuje la superficie. 

43. Invente un ejemplo de una ecuacion de una superficie de 
revolucidn cuya curva generatriz este en el piano xy y 
cuyo eje sea (i) el eje x, y (ii) el eje y. Dibuje la superficie. 

44. Invente un ejemplo de una ecuacion de un elipsoide y 
dibuje la superficie. 


45. Invente un ejemplo de una ecuacion de un hiperboloide 
eli'ptico de una hoja y dibuje la superficie. 

46. Invente un ejemplo de una ecuacion de un hiperboloide 
eliptico de dos hojas y dibuje la superficie. 

47. Invente un ejemplo de una ecuacion de un paraboloide 
eliptico y dibuje la superficie. 

48. Invente un ejemplo de una ecuacidn de un paraboloide 
hiperbolico y dibuje la superficie. 

49. Invente un ejemplo de una ecuacion de un cono eliptico y 
dibuje la superficie. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 10 


En los ejercicios l a 18, considere A - 4i - 6j, B = i + 7j 


y C = 9i - 5j. 

1. Calcule 3B - 7A. 

3. Obtenga || 3B - 7A || . 

5. Calcule || 3B || - || 7A || . 


2. Obtenga 5B - 3C. 

4. Calcule ||5B - 3C || . 

6. Obtenga || 5B || - || 3C || . 


7. Obtenga (A - B) • C. 8. Calcule (A * B). 

9. Determine un vector unitario que tenga la misma direc- 
tion que 2A + B. 

10. Calcule el vector unitario ortogonal a B. 

11. Encuentre los escalares h y k tales que A - hB + kC. 

12. Obtenga los escalares h y k tales que hA + kB = -C. 

13. Determine la proyecci6n escalar de A sobre B. 

14. Obtenga la proyeccion escalar de C sobre A. 

15. Calcule el vector proyecci6n de A sobre B. 

16. Determine el vector proyeccidn de C sobre A. 

17. Obtenga la componente de B en la direction de A. 

18. Calcule cos a si aes el angulo entre A y C. 

En los ejercicios 19 y 20, A = -2i + 5j y B = hi - 2j. 

19. Determine h de modo que el angulo entre A y B sea ~ k. 

20. Demuestre que no existe h tal que el angulo entre A y B 
sea' i 7t. 

En los ejercicios 21 a 30, A = -i + 3j + 2k, B = 2i + 
j - 4k, C = i + 2j - 2k, D = 3j - k y E = 5i - 2j. 

21. Obtenga 6C + 4D - E. 22. Calcule 3A - 2B + C. 
23. Calcule D * B x C. 24. Obtenga(A x C) - (D x E). 

25. Obtenga || A x B || || D x E || . 

26. Calcule 2B • C + 3D • E. 

27. Determine la proyeccion escalar de A sobre B. 

28. Obtenga la proyeccion escalar de C sobre D. 

29. Calcule el vector proyeccion de E sobre C. 

30. Determine el vector proyeccion de D sobre E. 


criba los parentesis y determine el vector o escalar indicado si 
A = (3, -2, 4), B = (-5, 7, 2> y C = (4, 6,-1). 

31. AB • C 32. A * BC 

33. A + B * C 34. B • A - C 


35. AXB-A + B- C 36. A X B • C X A 

37. Dibuje la grafica de x - 3 en /?, R 2 y /? 3 . 

38. Dibuje el conjunto de puntos que satisfacen las ecuacio- 
nes simultdneas x = 6 y y = 3 en R 2 y /? 3 . 


En los ejercicios 39 a 48, describa en palabras el conjunto de 
puntos de R 3 que satisfacen la ecuacion o par de ecuaciones. 
Dibuje la grafica. 


39. 


\y = o 

u = ° 


41. 


x 2 + y 2 = 0 
1 y = 0 


43. x = y 



42. y 2 - z 2 = 0 
44. x 2 + y 2 + z 2 = 25 


45. x 2 + y 2 = 9z 46. x 2 + y 2 = z 2 

47. x 2 - y 2 = z 2 48. x 2 + z 2 = 4 


49. Dos fuerzas cuyas intensidades son de 50 lb y 70 lb for- 
man un angulo de 60° entre si y se aplican a un objeto en 
el mismo punto. Calcule (a) la intensidad de. la fuerza 
resultante, y (b) el angulo que forman la resultante y 
la fuerza de 50 lb, con aproximacion de grados. 

50. Determine el angulo entre dos fuerzas de 1 12 lb y 136 lb 
aplicadas a un objeto en el mismo punto si la fuerza re- 
sultante tiene una intensidad de 1 68 lb. 


51. Una fuerza esta representada por el vector F que tiene 
una intensidad de 30 lb y un angulo director de | n rad. 
Si la distancia se mide en pies, calcule el trabajo realizado 
por la fuerza al desplazar una particula a lo largo de una 
recta que va del punto (3, 6) al punto (-2, 7). 

52. El enfilamiento de un avion es de 1 07° y su velocidad al 
aire es de 210 mi/h. Si el viento sopla del oeste a 36 mi/h, 
^cual es (a) la velocidad a tierra del avion, y (b) su curso? 


En los ejercicios 31 a 36, existe solo una forma para obtener 
una expresion que tenga sentido a l insertar parentesis. Es- 


53. Se dibuja una recta que pasa por el punto (-3, 5, 1) y 
perpendicular al piano xz. Determine las coordenadas de 
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los puntos sobre esta recta que estan a una distancia de 13 
unidades del punto (-2, 0, 0). 

54. Determine una ecuacion de la esfera que tiene como un 
diametro al segmento de recta cuyos extremos son 
(3, 5, -4) y (-1,7, 4). 

55. Obtenga una ecuacion de la esfera concentrica con la es- 
fera X 2 4 v 2 4 z 2 + 4* + 2y - 6z + 10 = 0 y que 
contiene al punto (-4, 2, 5). 

56. Demuestre que los puntos (4, 1,-1), (2, 0, 1) y (4, 3, 0) 
son los vertices de un tri£n£ulo reetdngulo, y calcule el 
area del triangulo. 

57. Determine una curva generatriz y el eje para la superficie 
de revolucion que tiene la ecuacion x 2 + z 2 = e 4y . 

58. Obtenga una ecuacion de la superficie de revolucion ge- 
nerada al girar la elipse 9x 2 + 4z 2 = 36 del piano xz al- 
rededor del eje x. Dibuje la superficie. 

59. Determine el valor de c tal que los vectores 3i 4 cj - 3k 
y 5i - 4j 4 k son ortogonales. 

60. Demuestre que existen representaciones de los tres 
vectores A = 5i 4 j - 3k, B = i 4 3j - 2k, y 
C = -4i 4 2j 4 k, las cuales forman un triingulo. 

61. Dados los puntos A(5, 9, -3) y B(- 2, 4, -5), obtenga 
(a) los cosenos directores de \(AB ), y (b) el vector uni- 
tario que tiene la direccion de V(A£). 

62. Si A = i 4 j - k, B = 2i - j 4 k, C = 3i - 2j 4 4k 
y D = 5i 4 6j - 8k, determine los escalares a, b y c 
tales que a A + 6B 4 cC = D. 

63. Si A = (7, -1, 5) y B = (-2, 3, 1), determine (a) la pro- 
yeccion escalar de B sobre A, y (b) el vector proyeccion 
de B sobre A. 

64. Obtenga una ecuacion del piano que contenga los pun- 
tos (1, 7, -3) y (3, 1, 2) y que no intersecta al eje x. 

65. Determine una ecuacion del piano que pasa por los tres 
puntos (-1, 2, 1), (1, 4, 0) y (1,-1, 3) mediante dos me- 
todos: (a) utilice el producto cruz; (b) sin emplear el 
producto cruz. 

66. Obtenga una ecuacion de? piano que contiene al punto 
(7, -2, -5) y es perpendicular a la recta que pasa por los 
puntos (-3, 0, 4) y (3, 2, 1). 

67. Calcule la distancia del origen al piano que pasa por el 
punto (-6, 3, -2) y tiene al vector 5i - 3j 4 4k como 
un vector normal. 

68. Obtenga dos vectores unitarios ortogonales a i - 3j 4 
4k y cuyas representaciones sean paralelas al piano yz. 

69. Determine la distancia del punto P( 4, 6, -4) a la recta 
que pasa por los dos puntos A( 2, 2, 1 ) y B{ 4, 3, -1). 

70. Calcule la distancia del piano 9x - 2y + 6z 4 44 = 0 
al punto (-3, 2, 0). 

71. Si 0 es el angulo entre los vectores A = 2i 4 j 4 k y 
B = 4i - 3j 4 5k, calcule cos 6 en dos formas: 
(a) emplee el producto punto; (b) utilice el producto cruz 
y una identidad trigonometrica. 


Jf — 1 y 4 2 7 — 2 

72. Demuestre que las rectas — j — - — - — = — - — 

x ~ 2 y — 5 z-5 

y — - — = — - — - = — j — son rectas oblicuas (o cru- 
zantes), y calcule la distancia entre ellas: 

73. Determine las ecuaciones simetricas y parametricas de la 
recta que pasa por el origen y es perpendicular a cada una 
de las rectas del ejercicio 72. 

74. Obtenga las ecuaciones simetricas y parambtricas de la 
recta que pasa por los dos puntos (-3, 5, 2) y (1, -3, 4). 

__ „ _ . . x - 2 y + 3 z-5 

75. Demuestre que las rectas — - — — — j— = — - — 

*41 y + 2 z - l . . , . 
y — — = — — son coincidentes. 

—6 2 —o 

76. Determine una ecuacion del piano que contiene a la recta 

j(x - 3) = -O’ + 5) = i(z + 2) 
y al punto (5, 0, -4). 

77. Calcule el drea de la seccibn transversal del elipsoide 



en el piano z = 4. 

78. Calcule el area del paralelogramo que tiene a las repre- 
sentaciones de posicion de los vectores 2j - 3k y 5i 4 
4k como dos de sus lados. 

79. Calcule el volumen del paralelepipedo que tiene vertices 
en (1, 3, 0), (2, -1, 3), (-2, 2, -1) y (-1, 1, 2). 

80. Demuestre mediante an&lisis vectorial que las diagonales 
de un paralelogramo se bisectan mutuamente. 

En los ejercicios 81 y 82, considere 

A = cos ori 4 sen aj y B = cos /3i 4 sen /3j 

y refierase a lafigura adjunta. 



81. Emplee el producto punto de A y B para demostrar que 

cos(a - p) - cos a cos p + sen a sen p 

82. Utilice el producto cruz de A y B, con o como la compo- 
nente k de cada vector, para demostrar que 

| sen(a - p) \ = \ sen a cos p - cos a sen p \ 
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83. Si A es cualquier vector de V 3 , demuestre que 

A = (A • i)i + (A • j)j + (A • k)k 

84. Sean A y B vectores de V 3 , y Cj, c 2 y c 3 los cosenos di- 
rectores de A, y d,, d 2 y d 3 los cosenos directores de B. Si 


(A X B) • (C X D) 


A * C A D 
B * C B D 


86. Considere un triangulo ABC , si los puntos D, E y F 
estan sobre los lados AB , BC y AC, respectivamente, y 


£L = £2 = El \(AD) = iV(AB) V(B£) = iV(BC) 

• d\ d 2 d 3 _ 3 _ 3 

V<C£) = ±V(CA) 

demuestre que A y B son paralelos. 3 

85. Si A, B, C y D son,vectores de V 3 , demuestre la iden- demuestre que V(AE) + V(BF) + V(CD) = 0. 

tidad de Lagrange 



N/\S\OH VWEUMINMI 


Funciones vectoriales 


d as funciones vectoriales son aquellas cuyo 
H dominio es un conjunto de numeros reales tales 
■r que su contradominio es un conjunto de vecto- 
res. Estas funciones se definen en la seccion 11.1, donde 
tambien se estudian sus graficas. Las graficas de estas 
funciones son curvas, las cuales tambien pueden 
representarse mediante ecuaciones parametricas. El 
Calculo de las funciones vectoriales, tratado en la 
seccion 1 1 .2, se refiere a las derivadas e integrales 
indefinidas de estas funciones, y se vera que las defi- 
niciones y teoremas son semejantes a las del Calculo de 
funciones reales. 

En las secciones restantes del capitulo se tratan 
aplicaciones de los vectores a la geometria, fisica e 
ingenieria. Las aplicaciones geometricas incluyen la 
longitud de arc o, vectores tangentes y normales a una 
curva , y curvatura. En las aplicaciones de flsica e 
i ingenieria se emplean los vectores para estudiar el 
L movimiento de una particula a lo largo de una 
curva, el cual se denomina movimiento curvilineo. 


:1l 1 A Funciones vectoriales y curvas 


1K£ Calculo de las funciones 
vectoriales 7 

11 1 .3 Vectores tangente unifario 
y normql tinitorio, y longitud 
de orco como par6metro 
1 1 *3 

11.5 Movimiento curvilineo , 
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11.1 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN R 3 

En la seccion 9.1 se introdujeron las eeuaciones parametricas al considerar 
una parti cula que^se mueve en un piano de modo que las coordenadas (jc, y) 
de su posicion en cualquier instante t estan determinadas por las eeuaciones 

x = fit) y y = git) (1) 

Esta idea se puede extender al espacio tridimensional, donde las coordenadas 
( x , y, z) de la posicion de la particula en cualquier tiempo t estan dadas por 
las tres eeuaciones parametricas 

* = fit) y = git) z = Kt) (2) 

Para cualquier posici6n de la particula existe un vector y los puntos termina- 
les de las representaciones de posicion de estos vectores determinan una cur- 
va recorrida por la particula. Esta idea nos conduce a considerar una funcidn 
cuyo dominio es un conjunto de numeros reales tal que su contradomino es 
un conjunto de vectores. A esta funcion se le llama funcion vectorial. 


1 1.1.1 Definicion de funcion vectorial 


Sean/, g y h funciones reales de la variable real t. Entonces se define la 
funcion vectorial R por medio de 

m = m + m + hw 

donde t es cualquier numero real de! dominio comtin de / g y h, En el 
piano, se define una funcion vectorial R mediante 

R(0 - fit)i + git ) J 

donde t pertenece al dominio comtin de/y g. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea R la funcion vectorial 

definida por 

R(f) = i + (t - 3)-'j + In ;k 

Si fit) = ■ft - 2, git) = (t - 3) _1 y hit) = In t, entonces el dominio de R 
es el conjunto de valores de t para los cuales/(r), g(t) y hit) estdn definidas. 
Como fit) esta definida para t > 2, git) esta definida para todo numero real 
diferente de 3, y h(t) esta definida para todos los numeros positivos, el domi- 
nio de R es { t | t > 2, t * 3 ) . A 

La ecuacion 

R it) = fit) i + git) j + hit) k (3) 

se denomina ecuacion vectorial la cual describe la curva C definida por las 
correspondientes eeuaciones parametricas (2); esto es, una curva puede defi- 
nirse por medio de una ecuacion vectorial o por un conjunto de eeuaciones 
parametricas. Si en (3), h(t) = 0 para todo t del dominio de R, entonces la 
curva C yace en el piano xy y esta definida por las correspondientes ecua- 
ciones parametricas (1). Estas curvas se estudiaron en la seccion 9.1. 
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y 



FIGURA 1 


!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La curva plana definida por 
la ecuacion vectorial 

R(0 = (4 - t 2 ) i + ( t 2 + 4f)j 
tambien puede definirse por las ecuaciones parametricas 

x = 4 - t 2 y y = t 2 + 4t 

En el ejemplo 5 de la section 9.1 se dibujo esta curva obteniendose la gra- 
fica mostrada en la figura 1 . ^ 

Una ecuacion vectorial de una curva proporciona una direccion a la 
curva en cada punto. Esto es, si se piensa que la curva es descrita por una par- 
tfcula, se puede considerar la direccion positiva a lo largo de la curva como 
la direccidn en la que la particula se mueve a medida que el parametro t au- 
menta. En tal caso, t puede ser una medida del tiempo, de modo que al vector 
R (t) se le llama vector de position. 

Al eliminar t de las ecuaciones parametricas (2) se obtienen dos ecua- 
ciones en x, y y z, denominadas ecuaciones cartesianas de la curva C. La 
grafica de cada ecuacion cartesiana es una superficie, y C es la intersection de 
las dos superficies. Las ecuaciones de cualesquiera dos superficies que con- 
tienen a C pueden considerarse como las ecuaciones que definen a C. 


► EJEMPLO 1 


Dibuje la curva que tiene la ecuacion vectorial 


Tabla l 


t 

X 

y 

z 

0 

2 

0 

0 


0 

2 


n 

-2 

0 

K 


0 

-2 

¥ 

In 

2 

0 

In 

1 " 

0 

2 

¥ 

3 n 

-2 

0 

3 n 

\« 

0 

-2 

¥ 

4 n 

2 

0 

4 n 



y 


FIGURA 2 


R(0 = 2cos/i + 2 sen t\ + tk 0 < t < 4n 

Solucion Las ecuaciones parametricas de la curva son 

x = 2 cos t y - 2 sen t z - t 

El parametro t de las dos primeras ecuaciones se elimina al elevar al cuadra- 
do los dos miembros de estas ecuaciones y sumar los miembros corres- 
pondientes, obteniendose 

x 2 + y 2 ~ 4 cos 2 t + 4 sen 2 t 
x 2 + y 2 = 4 

Por tanto, la curva estd completamente contenida en el cilindro circular recto 
cuya directriz es la circunferencia x 2 + y 2 = 4 del piano xy y cuyas regla- 
duras (o posiciones de su generatriz) son paralelas al eje z . La tabla 1 pro- 
porciona conjuntos de valores de jc, y y z para valores especfficos de t. La 
figura 2 muestra la curva. ^ 

La curva del ejemplo 1 se denomina;‘heIice circular. Una helice mas 
general tiene la ecuacion vectorial 

R(r) = a cos ti + b sen t\ + ctk (4) 

y ecuaciones paramdtricas 

jc = a cos t y = b sen / z = ct 

donde a, b y c con constantes diferentes de cero. Cuando a = b, la curva es 
una helice circular. Para eliminar t de las dos primeras ecuaciones parame- 
tricas se escriben dichas ecuaciones como 

x 2 o y 2 9 

— = cos z t y ~~yr - sen z t 

a z b l 



11.1 FUNCIONES VECTOR I ALES Y CURVAS EN ff 3 867 



( 0 , 6 , 0 ) 


(a. 0, 0) 

m = a cos t i + b sen l j + ct k 

FIGURA 3 


z 


A1 sumar los miembros correspondientes de estas dos ecuaciones se obtiene 



Por tanto, la curva definida por (4) est& contenida completamente en el cilin- 
dro elfptico con regladuras paralelas al eje z y cuya directriz es una elipse 
del piano *y,lyi 2 t^asj#gladui#s soiv^araldtas aLeffe z) como se muestra en la 
figura3. / 

Una curva que tiene la ecuacion vectorial 

R(f) = at\ 4- bt 2 j + ct 3 k 

donde a, b y c son constantes diferentes de cero, se denomina cubica alabea- 
da, un caso particular de esta ecuacion se presenta en el proximo ejemplo. 


► EJEMPLO 2 Dibuje la cubica alabeada que tiene la ecuacion 
vectorial 

R (r) = ri + r 2 j + r 3 k 0 < / < 2 
Solution Las ecuaciones parametricas de esta cubica alabeada son 



R (f) = / i + t 2 j + / 3 k, 0 < t £ 2 


FIGURA 4 


z 



R(f) = 2 cos ti + 2 sen rj + ik 0<t<4n 
vista desde (16, 0, 0) 


X - t y = t 2 z = t 3 

Al eliminar t de las dos primeras ecuaciones se obtiene y = x 2 , que es la 
ecuacion de un cilindro que tiene como directriz una parabola del piano xy y 
sus regladuras son paralelas al eje z. Si se elimina t de las ecuaciones primera 
y tercera se obtiene z = x 3 , la cual es la ecuacion de un cilindro con regla- 
duras paralelas al eje y y cuya directriz yace en el piano xz. La cubica 
alabeada es la interseccion de los dos cilindros. La figura 4 muestra los dos 
cilindros y la cubica alabeada det = 0af = 2. 4 


La helice y la cubica alabeada de los dos ejemplos anteriores se dibu- 
jaron de manera bastante simple. Sin embargo, el dibujo de la mayorfa de las 
curvas tridimensionales es mucho mas complicada. Afortunadamente, en esta 
epoca tecnologica, puede recurrirse a las computadoras y programas grafica- 
dores para trazar estas curvas. Con frecuencia los programas graficadores (o 
software para graficar) permiten la eleccion de puntos de vista desde donde 
se observa la curva con diferentes perspectivas. Las figuras 5(a)-(c) muestran 
la helice del ejemplo l, generada por el software Mathematica , vista desde 


z 




R (t) = 2 cos t\ + 2 sen fj + rk 0 < t < 4 k R (t) = 2 cos ti + 2 sen f j + ?k 0 < / ^ 4 n 
vista desde (0, 16, 0) - vista desde (8, 16, 8) 


FIGURA 5a 


FIGURA 5b 


FIGURA 5c 
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z 



R(0 = t\ + / 2 j + r 3 k 0 < t <, 2 n 
vista desde (16, 0, 0) 


tres puntos diferentes del espacio. Las figuras 6(a)-(c) muestran la cubica 
alabeada del ejemplo 2, tambidn generada por Mathematica, , vista desde los 
mismos tres puntos de las figuras 5(a)-(c). 

Se pueden realizar operaciones vectoriales con funciones vectoriales 
aplicando los procedimientos estudiados en el capftulo 10, y como se indica 
en la definicidn siguiente de estas operaciones. 


1 1.1.2 Definicidn de las operaciones con funciones 
vectoriales 


Dadas las funciones vectoriales F y G y las funciones reales / y g: 

(i) la suma de F y G, denotada por F + G, es la funcidn vectorial 
definida por 

(F + G)(/> « F(/) + G(/) .7 


FIGURA 6a 


z 



R(r) = t\ + t 2 j + f 3 k 0 < t < 2 
vista desde (0, 16, 0) 


(H) la dtferencia de F y G, denotada por F - G, es la funcidn vecto- 
rial definida por 

(F - G KU = m “ G(/) 

(III) eJjjroducto punto de F y G, denotado por F • G, es(faTuncid^ 
^vect|jrial cjbfinida por 

^ * 4 £- 

(F • G)(f) = F(t) • G(/) 

(iv) el producto cruz de F y G, denotado por F X G, es la funcidn 
vectorial definida por 

(F X GX0 = F(f) X G(t) 

(v) el producto de /{/) por F(/), denotado por/F, es la funci6n vec- 
torial definida por 


FIGURA 6b 


z 



(/ f )( j ) = mm 

(vi) la funrion compuesta de F y g, denotada por F a g, es ta fun- 
ci6n vectorial definida por 

(¥eg)(t) = nm 


► EJEMPLO 3 Dada F(r) = sen 2ri + cos 2 / j + *Jt k, 
G(r) = -cos 2ri + sen 2rj + V/k, y fit) = / 3 ^ 2 , calcule: (a) (F + G)(f); 
(b) (F - G)(f); (c) (F • G)(r); (d) (F X G)(r); (e) (/F)(r); (f) (G o f)(t). 

Solucion 


R(/) = ti + f 2 j + / 3 k 0 ^ i < 2 
vista desde (8, 16, 8) 

FIGURA 6c 


(a) (F + G)(r) = (sen It - cos 2r)i + (cos 2r + sen 2r)j + 2 -Jtk 

(b) (F - G)(/) = (sen 2r + cos 2f)i + (cos 2 r - sen 2r)j 

(c) (F • G)(f) = -sen2r cos 2r + sen2rcos2r + V? 

- t (porque t > 0) 

(d) (F X G)(/) = V^cos2/i - -ft cos 2/j + sen 2 2rk + ~cos 2 2rk - V^sen2ri - Vfsen2/j 

= vr(cos2f - sen 2t)\ - V^(cos2r + sen2r)j + k 
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(e) (/F)(0 = f^ 2 sen2fi + ^ 2 cos2/j + / 2 k 


(f) (G o f)(t) = G (/(f)) 

= -cos2r 3 ' 2 i + sen2r 3 ' 2 j 


+ r 3 ^ 4 k 


◄ 


El limite de una funcion vectorial se define en terminos de los limites de 
sus componentes reales. 


1 1.1.3 Definition del limite de una funcion vectorial 


Sea R una funcidn vectorial cuyos valores de funcion estan dados por 
R(0 = /(*) i + g(t)j + h(t)k 

Entonces el limite de R(f) cuando t tiende a a esta definido por 
lim R(/) a [ lim/(r)]i + f lim j + riimfc(/)]k 

t->.a /->« t—>a 

si lim /(#), y lim h{t) existen. 

t—m t—m f — Va 


Por supuesto, esta definition tambien se aplica a las funciones vectoriales 

del piano al considerar la componente k como cero. 

z 



FIGURA 7 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si R(n = cos / i + 2 e j + 3k, 


lim R(/) = ( lim cos t ) i + 

/-» 0 f ->0 

= i + 2j + 3k 


( lim 2e r )j + (lim3)k 

r-»0 r-»0 


◄ 


Considere la figura 7 a fin de obtener una interpretation geometrica de 
la definicion 11.1.3, donde R(/) = f(t)i + g(t ) j + h{t) k, lim f(t) = a h 

t — > a v 

lim^(r) = ai, lim hit) = a 3 , yL = a{\ + ai\ + « 3 k. La funcion vectorial 

f—>a t—>a 


R define la curva C, la cual contiene a los puntos g(t), h(t )) y 

P{a\, a 2 » a 3 ). Las representaciones de los yeptores R y L son, respectiva- 
mente, OQ y OP. Conforme t se aproxima 6*pR(f) tiende a L, de modo que 
el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C ^ ^ 

Los limites de funciones vectoriales que corresponden a los teoremas de 
limites de funciones reales estudiados en el capitulo 1, pueden demostfarse a 
partir de la definicion 11.1.3. Se le pedira que demuestre algunos de estos 
teoremas de limites en los ejercicios. 


1 1.1.4 Definicion de continuidad de una funcion 
vectorial 


La funcion vectorial R es continua en el numero a si y solo si se satis- 
facen las tres condiciones siguientes; 

(i) R (a) existe; 

(ii) lim R(r) existe; 

t->a 

(lii) limR(f) = R (a) 

t-m 


De esta definicion, una funcion vectorial es continua en el numero a si y 
solo si sus componentes reales son continuas en a. 
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► EJEMPLO 4 Determine los numeros en los que la siguiente 
funcion vectorial es continua: 

1 2 _ | 

R(r) = sen fi + In rj + — — k 

Solution Puesto que sen f esta definido para todos los numeros reales, 
In r esta definida solo cuando t > 0, y (f 2 - 1 )/(f - 1) esta definida en todo 
numero real distinto de 1, el dominio de R es {f|f > 0 y f ^ 1). Si a es 
cualquier numero del dominio de R, entonces 

R(a) = senai -4- In aj + (a + l)k 

t 2 _ i 

limR(f) = limsenri + lim In f j + lim — k 

t—*a t — t->a f— »u f — 1 

= sen a\ + In aj + (a + 1 )k 
Asi, lim R(f) = R («), y R es continua en a. 

t—>a 

Por tanto, la funcion vectorial R es continua en cada numero de su 
dominio. A 


EJERCICIOS 11.1 


En los ejercicios 1 a 8, determine el dominio de la funcion 
vectorial. 

1. R(/) = i + 

2. R(/) = (r 2 + 3)i + j-L j 

3. R(f) = (sen" 1 r)i + ln(f + l)j 

4. R(f) = (cos -1 f)i + (sec -1 r)j 

5. R(r) = -ft + 2i + V4 - rj + cot rk 

6. R(r) = Jt r -~9i + In | / - 3 | j + (t 2 + 2t - 8)k 

7. R(r) = In | sen f 1 i + a/ 16 - t 2 j + In | / + 4 | k 

8. R (f) = tan fi + V 4 - f^j + — ^ - k 

En los ejercicios 9 a 12, calcule: (a) (F + G)(f); (b) (F - G)(f); 
(c) (F • G)(f); (d) (F X G)(/). 

9. F(r) = (f + l)i + (f 2 - l)j + (/ - 1 )k; 

G(f) = (f - l)i + j + (/ + l)k 

10’. F(f) = (4 - f 2 )i + 4j - (4 - f 2 )k; 

G(f) = t 2 i + ( t 2 - 4)j - 4k 

11. F(f) = cosfi - senfj + rk; 

G(r) = senri + cosrj - rk 

12. F(r) = sec ri + tan rj - 2k; 

G(r) = sec ri - tan rj + rk 

En los ejercicios 13 a 16, calcule: (a) (/F)(r); (b) (/G)(r); 
(c) (F o g) (r); (d) (G o g)( t ), 

13. F y G son las funciones del ejercicio 9; 

/(f) = / - \;g(t) = f + 1. 

14. F y G son las funciones del ejercicio 10; 
f(i) = 1/(2 - r);g(i) = 2-i. 

15. FyG son las funciones del ejercicio 1 1 ; 

/(r) = sen r; g(t ) - sen -1 r. 


16. FyG son las funciones del ejercicio 12; 

/(f) = cos f; g(f) = cos -1 r. 

En los ejercicios 17 a 24, calcule el limite indicado, si existe. 


,2 _ 4 

17. R(f) = (f - 2)i + j + rk; lim R(r) 

r - 2 t — > 2 

18. R(/) = 2-ii + iilj + 1/ + Ilk; lim R(f) 

r + 1 r - 1 1 r-»-! 

19. R(f) = senfi + cos / j + — n f k; lim R(r) 


20. R(/) = i — i + e’i + e-'k; lim R</) 

f 0 


21. R(r) 

22. R(r) 

23. R(r) 

24. R(f) 


\LzAy + + 

t -2 t 2 - 1 


tan nt . 

7^T k; 


lim R(f) 

t — » ) 


1 + COS f j 

1 - sen f 


1 - cos 2 . 
1 - cos r 


t 2 

+ k; lim R(f) 

sen f /— »o 


e t+i i + e l 'j + (1 + f) ! ^k; lim R(r) 

! — > 0 

i + senh rj 4- coshfk; lim R(r) 
r / — > o 


En los ejercicios 25 a 30, determine los numeros para los que 
la funcion vectorial es continua. 

25. R(/) = t 2 i + ln(/ - l)j + ^-^k 

26. R(r) = (i - 1)1 + — !— j + Itzilk 

e - 1 r - i 

27. R(r) = cos ri +~ sec rj + tan rk 

28. R(r) = sen nti - tan ntj + cot nt k 
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29. 


R(/) = 


\e l ^ 2 i + t 2 } + k 

|0 


si t it 0 
si / = 0 


30. R(/) = 


sen t . + 1_ 
t 


cos t j + I - e 1 


si t * 0 
si / = 0 


En Ids ejercicios 31 a 42, dibuje la grafica de la funcion 
vectorial. 

31. R(/) = i 2 i + « + l)j 32. R(f) = 4' + 7 j 

33. R(r) = (t - 2)i + (I 2 + 4)j ' 

34. R(0 = 3 cosh ti + 5 senh fj 

35. R(/) = t\ + (6 - 4/)j + (5 - 2f)k 

36. R(0 = (i + l)i + (2/ - 3)j + (It + 3)k 

37. R(/) = cos fi + sen tj + t k, 0 < t < 2n 

38. R(0 = 3 cos fi + 3 sen /j + 2/k, 0 < t < 4k 

39. R(0 = 2cos/i + 3sen/j + 4/k, 0 < t < 4k 

40. R(r) = 4cosfi + sen tj + I/k, 0 < t < 2/r 

41. R(/) = 3ii + 2( 2 j + rk,0 < i £ 2 

42. R(0 = li + ( 2 j + |f 3 k, 0 < i < 2 

En tos ejercicios 43 a 46, las figuras (a)-(c) son graficas, ge- 
ne radas en una computadora, de la curva del ejercicio indi- 
cado, vista desde tres puntos diferentes del espacio. Relacione 
la grafica con uno de los puntos de vista dados. 

43. Ejercicio 37; (0, 0, 8), (0, 8, 0) y (4, 8, 4). 


z 





44. Ejercicio 38; (0, 0, 28), (0, 28, 0) y (14, 28, 14). 


y 



z 


25 


— -i 

20 


\ 

J 

15 


/ 

10 


N 

5 

< — i 


/ 

_LL 


(c) 


45. Ejercicio 4 1; (10, 0, 0), (-10, 0, 0) y (0, 0, 10). 


z 



z 
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46. Ejercicio 42; (15. 0, 0), (-15, 0, 0) y (0, 0, 15). 


Z 



y 



z 



(C) 


En los ejercicios 47 a 49, demuestre el teorema de limites si 
y \(t) son funciones vectoriales tales que Hm U (t) y 
Hm \(t) existen. '^ a 

t—>a 

47. Hm [U(0 + V (/)] = Hm U(0 + Hm V(/) 

t->a t->a t—*a 

48. Hm [U(/) * V(/)] = Hm U</) * Hm \(t) 

l^>a f —>a t—>a 

49. Hm [U(/) X V (/)] = Hm U(f) X Hm \(t) 

t—>a t->a t—>a 

50. Si/es una funcion real tal que Hm f(t) existe y V es una 

t^>a 

funcion vectorial tal que Hm V(/) existe, demuestre que 

t—>a 

lim/(f)V(0 = [ Hm /(/)][ Hm V«]. 

t-*a Mfl t—*a 

51. Demuestre que si la funcidn vectorial V es continua en 
un numero a, entonces || V(/) || es continua en a. 

52. En lugar de la definicidn 1 1.1.3, el limite de una funcion 
vectorial puede defmirse como sigue: el limite de R(f) 
cuando t tiende a a es el vector L si para cualquier 
€ > 0 existe una d > 0 tal que 

si 0 < | / - a | < $ entonces || R(/) - L || < € 

Sin emplear las palabras limite , tiende o aproxima y sin 
utilizar simbolos tales como € y 8, exprese en palabras 
lo que esto significa. 


1 1 .2 CALCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 

El estudio de curvas y superficies mediante el Calculo constituyen los temas 
principales de un curso de geometria diferencial , de la cual se presentara 
una breve introduccion en las secciones 11.3 y 1 1.4; mientras que en la sec- 
cion 11.5, se aplicard el Calculo al movimiento curvilineo. En esta seccion se 
prepara el terreno para estos temas. 

Las defmiciones de derivadas e integrales indefinidas de funciones vec- 
toriales involucran las definiciones correspondientes para funciones reales, 
de igual manera en que se estudiaron en la seccion 11.] limites y continui- 
dad de estas funciones. En la siguiente definicirin de derivada, la expresion 

R(f + At) - R(Q 
At 

se utiliza para indicar la division de un vector entre un escalar y significa 


T-[R(f + A t) - R(f)J 
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1 1.2.1 Definicion de la derivada de una funcion 
vectorial 


Si R es una funci6n vectorial, entonces la derivada de R es una fun- 
cidn vectorial, denotada por R' y definida por 


R V) - 


[im R (t + A t) - R(f) 

A /-»0 A t 


si este lfrnite existe. 


La notation D T R(t) se emplea en ocasiones en lugar de R'(f). 

El teorema siguiente se deduce de la definicion 1 1.2.1 y de la definicion 
de la derivada de una funcidn real. 


1 1 .2.2 Teorema 


Si R es una funcidn vectorial definida por 

R (0 = f(t) i + g(0j + h(t)K 

entonces 

rxo = m i + gxm + m* 

si/ '(f), g’(t) y h’{t) existen. 


Demostracion De la definicion 1 1 .2. 1 


R'(0 - 


lim R (t + AQ - R(f) 

Ar -»0 At 


lim if(t + Apt + g(t + AQj + h(t + Ar)k] - + g(t ) j + h(t)k] 

A /— *0 At 


= lim /(i±A£W(O i+ i im g ( r+ A t ) - g l£ ) j + lim *(/ + A/) - m k 
Af ->0 A/ A /-*0 At Af ->0 At 


= f\t)i + «'(0j + 


Z ' 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si R(0 = (2 + sen t ) l + 

cos f j - t 2 k, entonces R'(r) = cos ti - sen fj - 2fk. ^ 

A1 considerar las representaciones de los vectores R(f), R(f + At) y 
R'(f) se obtiene una interpretation geometrica de la definicion 11.2.1. Refie- 
rase a la figura 1 . La curva C es descrita por el punto terminal de la represen- 
tation de posicion de R (f) conforme t toma todos los valores del dominio de 
R. Sea OP la representaci6n de posicion de R(f) y OQ la representacion 
de posicion de R (f + At). Entonces R(f + At) - R(f) es un vector para el 
cual PQ es una representacion. Si el vector R(f + Af) - R(f) se multiplica 
por el esc alar l/A f, se obtiene un vector que tiene la misma direction y 
cuyo modulo es 1/ 1 Ar | veces el modulo de R (f + Ar) - R(f). Conforme 
At se aproxima a cero, el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C, y 
el vector [R(f + At) - R(f)]/Af tiende a un vector que tiene una de sus re- 
presentaciones tangente a la curva C en el punto P. 
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Observe que para vectores del piano donde 

R(0 = /(') i + s(0j 

la direccidn de R'(0 esta dada por 0(0 < 6 < 2 n) donde tan 6 = g\t)lf\t)\ 
esto es, con x - f(t) y y = g(r) 

dy 

tan 0 = 

dx 

dt 

Las derivadas de orden superior de funciones vectoriales se definen de 
manera similar a las derivadas de orden superior para funciones reales. De este 
modo, si R es una funcidn vectorial, la segunda derivada de R, denotada por 
R"(0, esta dada por 

R"(o = D t mm 

La notacidn D t 2 R(r) puede emplearse en lugar de R ”(t). A1 aplicar el 
teorema 1 1 .2.2 a R '(f), se tiene 

R”(0 = f'Xt)\ + g"(0j + h"(t)k 

si f\t\ g"(t) y h"(t) existen. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si R (0 = (in t)i + ij - 

- 5 - k, entonces 
r 


R'(0 = \i - 


rJ + 




y R \t) = -^i + ~ ^-k 


1 1.2.3 Definicion de funcion vectorial diferenciable 
en un intervalo 


Se dice que una funcidn vectorial R es diferenciable en un intervalo 
si R'(0 existe para todos los valores de t del intervalo. 

Los teoremas siguientes proporcionan fdrmulas de diferenciacidn para 
funciones vectoriales. Las demostraciones se basan en el teorema 1 1.2.2 y los 
teoremas de diferenciacion de funciones reales. 


1 1.2.4 Teorema La derivada de la suma de dos 
funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R + Q es diferenciable en el intervalo, y 

D t [ R(t) + QCOJ * D r K(t) + D t Q(t) 

La demostracidn de este teorema se deja como ejercicio (consulte el ejerci- 
cio 29). 


► EJEMPLO I 


Verifique el teorema 1 1.2.4 si 


R (0 = t 2 \ + (f - l)j y Q(t ) = sen t\ + cos fj 
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Solucion 

D t [R(t) + Q(/)l = D t ([t 2 i + (r - l)j] + [sen ri + cos rj]) 

= D t [( t 2 + sen r)i + (r - 1 + cos r) j] 

= (2 r + cos r)i + ( 1 - sen r)j 

D,R(r) + D,Q(r) = D,[r 2 i + (r - l)j] + D r (sen ri + cos rj) 

= (2ri + j) + (cos ri - sen rj) 

= (2/ + cos r)i + (1 - senr)j 

Por tanto, D f [R(r) + Q(r)] = D,R(r) + D r Q(r). A 


1 1.2.5 Teorema La derivada del producto punto 
de dos funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R • Q es diferenciable en el intervalo, y 

D t lW) • Q(0] - [DtSm • Q(r) + R(r) • lD t Q(t)] 

Demostracion Se demostrara el teorema para vectores de V 2- La de- 
mostracion para vectores de V 3 es, por supuesto, similar. Sean 

m = /i(0i + si(0j y Q(0 = hit ) i + * 2 (r)j 

Entonces por el teorema 1 1 .2.2, 

o t m = /,'(/)* + g m AQ(o = / 2 wi + g 2 '(oj 

R(r) • Q(r) = [/,(r)][/ 2 (r)] + biWlteW] 

Por tanto, 

D,[R(r) • Q(/)] = [/i'W][/ 2 ( 0 ] + [/1WK/2XO] + [giV)][« 2 (')] + biWlteV)] 

= d/r(f)][/ 2 (0] + krwi[g 2 (/)]) + [[/.w][/ 2 '(0] + biwiteton 

= [D,R(t)] • Q(/) + R(/) • [D,Q(0] ■ 


r EJEMPLO 2 Verifique el teorema 11.2.5 para las funciones 
vectoriales del ejemplo 1 . 

Solucion Las funciones son 

R (r) = r 2 i + (r - 1)] y Q(r) = sen ri + cos rj 

Asi, R(r) • Q(r) = t 2 sen r + (r - 1 ) cos t. Por tanto, 

D,[R(r) • Q(r)J = 2rsenr + r 2 cosr + cosr + (r - l)(-sen r) 

— (r + 1) sen t + (t 2 + l)cosr (1) 

Como D t R(t) = 2ri + j y D t Q(t ) = cos ri - sen rj, se tiene 

[D t R(/)] * Q(0 + R (0 * [DtQ »] 

= (2ri + j) • (sen ri + cos rj) + [r 2 i + (r - l)j] • (cos ri - sen rj) 

= (2rsenr + cos r) + [r 2 cosr - (r - l)senr] 

= (r + 1) sen t + (r 2 + l)cosr ,(2) 

A1 comparar (1) y (2) se observa que se cumple el teorema 11.2.5 para estas 
funciones. ^ 
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1 1 .2.6 Teorema La derivada del producto 

de una funcion real y una funcion vectorial 


Si R es una funcion vectorial diferenciable en un intervalo y /es una 
funcion real diferenciable en el intervalo, entonces 

DAimmt)]) = [ojimm +f(t)D t m 


La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 30). 

El teorema siguiente que trata a la derivada del producto cruz de dos 
funciones vectoriales, es similar a la formula correspondiente para la deriva- 
da del producto de dos funciones reales; sin embargo, es importante mantener 
el orden correcto de las funciones vectoriales debido a que el producto cruz 
no es conmutativo. 


1 1.2.7 Teorema La derivada del producto cruz 
de dos funciones vectoriales 


Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables, entonces 
D t lR{i) X Q(i) = R XD X Qii) + R(0 X Q'(f) 
para todos los valores de / para los cuales R'(/) y Q'(0 existen. 

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 31). 


1 1.2.8 Teorema La regia de la cad ena 
para funciones vectoriales 


Suponga que F es una funcidn vectorial, h es una funcidn real y G es 

d<b 

la funcirin vectorial definida por G(r) = F Si <f> ^ k(t) y — 
y D^G(t) existen, entonces D t G(t) existe y esti dada por a 

D,G(t> = [^G(i)]^ 

La demostracion, dejada como ejercicio (vea el ejercicio 32), se basa en 
el teorema 1 1.2.2 y la regia de la cadena para funciones reales. 


^ EJEMPLO 3 Verifique el teorema 1 1.2.8 si las funciones F y h 
estdn definidas por 

F (<£) = <f) 2 i + + ln<£k y h(t) = sen/ 

Solution Con <j> = h(t) y G(/) = F(/i(/)) 

4> - sen t y G(/) = sen 2 ri + e sent j + In sen /k 


A1 calcular D t G(t) mediante el teorema 1 1 .2.2, se obtiene 
D t G{t) = 2 sen/ cos /i + e senr cos/j + cot /k 


( 3 ) 
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Ahora se calcula el miembro derecho de la ecuacion del teorema 1 1.2.8. Pues- 
to que G(f) tambien puede expresarse como <f > 2 i + e^j + In <£k, se tiene 

D * [G(,)] 1sr = + + i k )^ 

Pero <f> = sen t\ de modo que 

^[G(f)]“j^ = |^2 sen ri + c senr j + — — -kjcosr 
= 2 sen t cos /i + e^'cos/j + cot/k 
De (3), el miembro derecho de esta ecuacion es D t G(t). Por tanto, 

zyG(r)]^ = D,G(t) 

lo cual verifica el teorema 1 1.2.8 para estas funciones. ^ 

El teorema siguiente ser£ empleado posteriormente. 


1 1 .2.9 Teorema 


Si R es una funcion vectorial difereneiable en un intervalo y |j R(r) |] 
es constante para toda / del intervalo, entonces los vectores R (t) y 
D t R(t) son ortogonales. 


Demostracion Sea || R(/) || = k. Entonces por el teorema 10.3.3 (iii) 


R(0 • R (f) - k 2 


z 



A1 diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a t y al aplicar 
el teorema 1 1 .2.5 se ob tiene 

[D t R(t)] • R(0 + R(f) • [D t R(0] - 0 
2R(r) • D t R(t) = 0 

Como el producto punto de R(f) y D,R(f) es cero, se concluye, de la defini- 
tion 10.3.7, que R(f) y D t R(t) son ortogonales. ■ 

Observe la figura 2 para la interpretation geometrica del teorema 1 1.2.9. 
Debido a que el vector R(f) tiene modulo constante k, la representacion de 
position OP de R(f) tiene su punto terminal P en la circunferencia con centro 
en el origen y radio k. Por esta raz6n la gr^fica de R es^esta circunferencia, 
un cuarto de la cual se muestra en la figura 2 junto con OP y la representacion 
PB de D t R(t)^Como D t R(i) y R(f) son ortogonales, entonces OP es per- 
pendicular a PB. 

A continuation se definira la integral indefinida (o antiderivada) de una 
funcion vectorial. 


1 1.2.10 Definition de !a integral indefinida 
de una funcion vectorial 


Si Q es la funcidn vectorial determinada por 

Q(') = f(t)i + g(t)j + m k 
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entonces la integral indefinida de Q(f) csta definida por 

| Q (/) dt = i jf(t)dt + j J g(t) dt + k J /»(/) A 


(4) 


Esta definicion es consistente con la definicion de la integral indefinida 
de una funcion real debido a que si se obtiene la derivada en los dos miem- 
bros de (4) con respecto a r, resulta 

D,j Q (t) dt = i D, jf(t) dt + }D, j g(t) dt + k D, J" h(t) dt 
= i/(0 + jg(0 + k/i(/) 

De cada una de las integrales indefinidas del miembro derecho de (4) se ob- 
tiene una constante escalar arbitraria. Cuando cada uno de estos escalares se 
multiplica por i, j o k, resulta de la suma un vector constante arbitrario. Asi, 


J< 


Q(t)dt = R(f) + C 
donde D,R(t) = Q (t) y C es un vector constante arbitrario. 


► EJEMPLO 4 

derivada sea 


Determine la funcion vectorial mas general cuya 


Q(r) = sen ri - 3 cos rj + 2 tk 


Solucion Si D t R(t) = Q(t), entonces R(f) = J Q(t ) dt ; esto es, 

y Jc 


R(f) = 1 sen t dt - 3j cos t dt + k 2 1 dt 


= i(-cost + C|) - 3j (sen t + C 2 ) + k(r 2 + C 3 ) 
- -cosfi - 3 sen t j + / 2 k + (Cj i - 3C2j + C 3 k) 
= -cos ri - 3 sen t j + t 2 k + C 


◄ 


w EJEMPLO 5 Obtenga el vector R(r) para el cual 
£) r R(r) = e~ l i -+■ e r j + 3k y R(0) = i + j + 5k 

Solucion 


R(/) = 




r dt + 



+ 


k 


I 


3 dt 


= + CO + + C 2 ) + k(3r + C 3 ) 

Como R(0) = i + j + 5 k, entonces 

i + j + 5k - i(-l + C\) + j(l + C 2 ) + k(C 3 ) 
Por tanto. 


Cj - 1 = 1 

Cl = 2 


C 2 + 1 = 1 

c 2 = 0 


C 3 = 5 
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En consecuencia, 

R(f) = (- e~ l + 2)j + e'j + (3 1 + 5)k ◄ 


En la section 9.2 se estudid el teorema 9.2.3 el cual establece que si C 
es una curva plana cuyas ecuaciones parametricas son x = fit) y y = git), 
donde /' y g’ son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si L unidades es la 
longitud de arco de C desde el punto if id), g(a)) hasta el punto (/(£), gib )), 
entonces 


L = 


f 

J n 


ium 2 + [«'(o] 2 dt 


Puesto que una ecuacidn vectorial de C es R(f) = fit ) i + g(f)j, esta ecua- 
cidn puede escribirse como 


L = 



(5) 


► EJEMPLO 6 Calcule la longitud de arco descrito por el punto 
terminal de la representation de position de R(r) conforme t se incrementa de 
1 a 4 si 

R(/) = e l sen ri + e'cos fj 

Solucion 


R '(t) = O' sen/ + £>'cos/)i + (e'cosf - £ ; sen/)j 
|| R r (0 (I = sen * + e * cos 0 2 + (e* cos t - e r sen t ) 2 

= Vsen 2 t + 2 sen t cos t + cos 2 t + cos 2 t - 2 sen t cos t + sen 2 t 

= e r ^2 

De la fdrmula (5), 

L - [ ~f2e l dt 

■M 

= V2^']' 

= V2(e 4 - e) ◄ 

La longitud de arco de una curva en el espacio tridimensional puede 
definirse exactamente como se definio la longitud de arco de una curva plana 
en la definicidn 9.2.1. Ademds, si C es la curva que tiene ecuaciones parame- 
tricas x - f(t), y — git), z = hit) o, equivalentemente, tiene la ecuacion 
vectorial 

m = fit) i + git)} + hit) k 

entonces se puede demostrar, en la misma forma en que se probd el teo- 
rema 9.2.3, el teorema siguiente. 
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11.2.11 Teorema 


Sea C la curva cuya ecuaci6n vectorial es R(r) = f(t)\ + g(f)j + 
/i(r)k, y suponga que /', g ' y h' son continuas en el intervalo cerrado 
[a, b], Entonces si L es la longitud de arco de C desde el punto 
g(a), h(a}) hasta el punto (f(b), g(b ), 


z 



R(0 = 2 cos ri + 2 sen t j + rk 0 < t < 4n 

FIGURA 3 


L = 



dt 


W EJEMPLO 7 Calcule la longitud de arco de la helice circular 
del ejemplo 1 de la seccion 11.1: 

R(r) = 2 cos ri + 2 sen rj + t k 

desde t - 0 hasta t - An. 

Solucion En la seccion 11.1 se dibujo la helice, la cual se muestra 
en la figura 3. De la ecuacion vectorial dada, 

R ’(t) = -2 sen ri + 2 cos rj + k 

De modo que, del teorema 1 1.2.1 1, 


L = 



yf(-2 sen t)2~+ (2 cos r) 2 + 1 dt 
■yj 4 sen 2 t + 4 cos 2 r + 1 dt 
V5 dr 


= 4?rV5 
- 28.10 


◄ 


La integral definida del ejemplo anterior fue evaluada facilmente, pero 
como se dijo en las discusiones sobre la longitud de arco, la mayoria de las 
veces solo se puede aproximar el valor. Esta situation se presenta en los ejer- 
cicios 53 a 56, donde se le pedira que emplee el procedimiento NINT en la 
graficadora a fin de obtener una aproximacion de la longitud de un arco. 


EJERCICIOS 1 1 .2 


En los ejercicios 1 a 10, calcule R'(t) yR”(t). 

1. R(f) = fi + ij 

2. R(() = (l 2 - 3)i + (2/ + l)j 


4. R(f) = (r 2 + 4)-‘i + j 

5. R(r) = e 2t i + In rj + r 2 k 

6. R(r) = cos2ri + tan rj + rk 


7. R(r) = tan 1 ri + sen 1 rj + cos 1 rk 

8. R(r) = (e 3/ + 2)i + 2e 3 'j + 3 • 2 f k 

9. R(r) = 5sen2ri - sec4rj + 4cos2rk 

10. R(r) = tan3ri + lnsenrj - |k 

En los ejercicios 11 a 14, obtenga D t || R(r) || . 

11. R(r) = (r - 1)1 + (2 - r)j 

12. R(r) = (e f + J)l + (e l - l)j 
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13. R(r) = sen3ri + cos3rj + le 3t k 

14. R(r) = Vr 2 + li + V? 2 - lj + tk 

En los ejercicios 15 a 18 , verifique el teorema 11 . 2.4 para las 
funciones vectoriales indicadas. 

15. R{r) = (r 2 + e f )\ + (r - e 2t )j; 

Q(t) = (t 3 + 2e { )\ - (3r + e 2t )j 

16. R(r) = cos2ri - sen2rj;Q(r) = sen 2 ri + cos2rj 

17. R(r) = 2 sen ri + cos rj - sen2rk; 

Q(r) = cos ri + 2 sen rj + k 

18. R(f) = e 3 'i - 4e 3t j - 2k;Q(f) = e'i - e'j - 2e 4 'k 

En los ejercicios 19 a 22 , verifique el teorema 11 . 2.5 para las 
funciones vectoriales del ejercicio indicado. 


En los ejercicios 45 y 46 haga lo siguiente: (a) obtenga una 
ecuacion carte siana de la curva descrita por el punto terminal de 
la representacion de posicion de R'(r); (b) calcule Rfr) • R'(r) 
e interprete el resultado geometricamente. 

45. R(r) = cosri + senrj 

46. R(r) = cosh ri - senh rj 

En los ejercicios 47 y 48, si a(t ) es la medida en radianes del 
angulo entre R(r) y Q(r), calcule D t a(t). 

47. R(r) = 3e 2 'i - 4e 2 'j y Q(f) = 6e 3 'j 

48. R (r) = 2fi + (r 2 - l)j y Q(r) = 3fi 

En los ejercicios 49 a 52, calcule la longitud exacta del arco 
desde /j hasta r 2 de la curva que tiene la ecuacion vectorial 
dada. 


19. Ejercicio 15 20. Ejercicio 16 

21. Ejercicio 17 22. Ejercicio 18 

En los ejercicios 23 y 24, verifique el teorema 11.2.6 para las 
funciones dadas. 

23. /(r) = cos 2r; R es la funcion del ejercicio 9. 

24. /(r) = R es la funcidn del ejercicio 8. 

En los ejercicios 25 y 26, verifique el teorema 11.2.7 para las 
funciones vectoriales dadas del ejercicio indicado. 

25. Ejercicio 17 26. Ejercicio 18 

En los ejercicios 27 y 28, verifique el teorema 11.2.8 para las 
funciones indicadas. 

27. F (<f>) = <f>i + <f> 2 j + ln<£ky/z(r) = e l 

28. F(<£) = sen <f \ + cos <j> j + <£ky h(t) - sen -1 r 

29. Demuestre el teorema 1 1 .2.4. 

30. Demuestre el teorema 1 1 .2.6. 

31. Demuestre el teorema 1 1 .2.7. 

32. Demuestre el teorema 11.2.8. 

En los ejercicios 33 a 40, obtenga la funcion vectorial mas 
general cuya derivada tenga el valor de funcion indicado. 


33. 

tan ri - - j 
t 

34. 

(f 2 - 9)i 

+ (2r - 

- 5)j 

35. 

In ri + r 2 j 

36. 

1 

4 + r 2 1 

± 

1 - i 


37. 

e 3t i + e~ 3t ] - te 31 k 

38. 

3'i - 2 f j 

+ e l k 


39. 

tan ri + sec rj + j- k 

40. 

r sen ri - 

t cos rj 

+ fk 

41. 

Si R'(f) = f 2 i + -f- 

-jyR(3) = 2i - 

5 j, calcule R(r). 

42. 

Si R'(r) = sen 2 ri + 2 

l cos 2 r j 

y R(^) = 

0, calcule R(r). 

43. 

SiR'(r) = e^senri + 

cosrj 

- <?'kyR(0) = i - 

- j + k, 


calcule R(r). 





44. 

li 

X 

00 

- tan 


7 k y 

R(0) = 


4i - 3j + 5k, calcule 

R(0. 





49. R(r) = (r + l)i - t 2 j + (1 - 2f)k;r, = -1 ;r 2 = 2 

50. R(f) = sen2ri + cos 2tj + 2f 3/2 k; r, = 0; t 2 — 1 

51. R(f) = 4/ 3 ^ 2 i - 3 sen t j + 3 cos rk; = 0; t 2 = 2 

52. R(r) = t 2 i + (t + |r 3 )j + (f - = 0;« 2 = I 

En los ejercicios 53 a 56, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro df- 
gitos significativos , de la longitud de arco de r, a t 2 de la 
curva que tiene la ecuacion vectorial indicada. 

53. La cubica alabeada R(r) - ri + r 2 j + r 3 k; r, = 0; 
h = 2 

54. R(r) = e l \ + e *j + lnrk;^ = l;r 2 = 2 

55. R(r) = cosri + senrj + r 3 k; r t = — 1 ; r 2 = 1 

56. R(r) = sen2ri + cos2rj + r^ 2 k; r, - 0; r 2 = 4 

57. Suponga que R y R' son funciones vectoriales definidas 
en un intervalo y que R' es diferenciable en el intervalo. 
Demuestre que 

D t [R'(r) • R'(0J = || R'(0 1| 2 + m • R"(r) 

58. Si || R(r) || = h(t), demuestre que 

R(r) • R'(r) = t*(i)J[«r)] 

59. Si la funcion vectorial R y la funcion real / son diferencia- 
bles en un intervalo y f(t) ^ 0 en el intervalo, demuestre 
que R If es tambien diferenciable en el intervalo y 

f(t)R'(t) - Ar)R(r) 

l/(0] 2 

60. Demuestre que si A y B son vectores constantes y f y g 
son funciones integrables, entonces 

(A/(f) + bg(t))dt = A j /(f) dt + B J g(t) dt 

Sugerencia: express A y B en terminos de i, j y k. 

61. Utilice el teorema 4.1.2 para funciones reales a fin de pro- 
bar el teorema siguiente que corresponde a funciones 
vectoriales: si R y Q son dos funciones vectoriales ta- 


R(0 

./('). 
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les que R'(/) = Q'(/) para toda t en un intervalo /, en- 
tonces existe un vector constante K tal que R(r) = 
Q(f) + K para toda t en /. 

62. Emplee el teorema del ejercicio 61 para demostrar el si- 
guiente teorema que corresponde al teorema 4.1.3 para 
funciones reales: si F(/) es una antiderivada particular de 
R en el intervalo /, entonces cada antiderivada de R en / 
est£ dada por F(/) + C, donde C es un vector constante 
arbitrario. 

63. De una definicidn de la integral defmida de una funcion 
vectorial de manera semejante a la de integral indefinida. 
Despues utilice el primer teorema fundamental del calculo 
(4.7.1) para demostrar el siguiente teorema que correspon- 
de a funciones vectoriales: si la funcion R es continua en 


el intervalo cerrado [a, b) y t es cualquier niimero de 
[a, b], entonces 


D, 


f 


R (u)du = R(/) 


64. Utilice los teoremas de los ejercicios 62 y 63 para demos- 
trar el teorema siguiente que corresponde al segundo teo- 
rema fundamental del cdlculo (4.7.2): si la funcion R es 
continua en el intervalo cerrado | a, b\ y si F(/) es cual- 
quier antiderivada de R en [ a , b\, entonces 


f 


R(/) dt = F (b) - F (a) 


1 1.3 VECTORES TANGENTE UNITARIO Y NORMAL UNITARIO, 

Y LONGITUD DE ARCO COMO PARAMETRO 

Ahora se asociaran a cada punto de una curva dos vectores, el vector tangen- 
te unitario y el vector normal unitario. Estos vectores aparecen en muchas 
aplicaciones de las funciones vectoriales, algunas de las cuales se trataran en 
las dos secciones proximas. En esta seccion y en las secciones siguientes de 
este capftulo, se supondra que una curva tiene direccion (u orientacion) deter- 
minada por los valores crecientes del parametro. 


1 1.3.1 Definicion de vector tangente unitario 


Si R(r) es el vector de posicion de una curva C en un punto P de C el 
vector tangente unitario de C en P, denotado por T (t), es el vector 
unitario en la direcci6n de D t R{t) si D,R(r) ^ 0. 


Como el vector unitario en la direccion de D t R(t) esta dado por 
D f R(t)f || £> r R(0 || , entonces 


T(/) - 


AR(f) 

llA*(0ll 


(1) 


Del teorema 1 1 .2.9, puesto que T(r) es un vector unitario, D t T(t) debe ser 
ortogonal a T(/). Mientras que D t T{t) no necesariamente es un vector unitario, 
el vector D t T(t)/ 1| D t T(t) || es unitario y tiene la misma direccidn de D t T(t). 
Por tanto, D t T(t) j || D t T(t) || es un vector ortogonal a T (/), y se denomina 
vector normal unitario. 


1 1.3.2 Definicion de vector normal unitario 


Si T(f) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto Pile C, 
el vector normal unitario, denotado por N(r), es el vector unitario en 
la direcci6n de D r T(t). 

De esta definicion y de la discusion anterior, 

Dj T(£) 

llAT(rt|| 


N(/) = 


( 2 ) 
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► EJEMPLO 1 Calcule T(/) y N (t) para la curva que tiene te 
ecuacion vectorial 

R 0) = 0 3 - 3t)i + 3r 2 j 



Dibuje una porci6n de la curva que contenga al punto donde t - 2 y las 
representaciones de T(2) y N(2) cuyo punto inicial es el punto para el cual 
t = 2. 

Solucion 

D,R(t) = (3 1 2 - 3)i + 6/j 


| D,m || = V'(3/ 2 - 3) 2 + 36r 2 
= ^/9(r 4 + 2r 2 + 1) 

= 3(/ 2 + 1) 


De (1), 


T(0 


= DjRjt) 

l|D,R(oll 

/ 2 - 1 . 


2 / 


? 2 + 1 / 2 + 1 


Al diferenciar T(f) con respecto a t se obtiene 
D,T(0 = 4 ' 

Por tanto, 


. , 2 - 2 1 2 . 
l + — — J 


0 2 + I) 2 (t 2 + 1) 


II D,T(/) || = 


16 r 2 


(. t 2 + l ) 4 


4 - 8f 2 + 4 ; 4 

(r 2 + l ) 4 


1 4 + 8f 2 + 4T 4 
V 0 2 + l) 4 


De (2), 

NO) = 


4Q 2 + l) 2 
\ 0 2 + l) 4 
2 

" r 2 + 1 
D,T0) 


IIato)|| 

it 


1 + 


1 - t 2 


Ahora se calcularan R (t), T(0 y N(0 para t = 2. 
R(2) = 2i + 12 j T(2) = fi + |j 


N(2) = 4 ,i - 


La curva y los vectores requeridos se muestran en la figura 1 . 4 

Debido a que los vectores tan gen te y normal unitarios son ortogonales, 
^1 angulo entre ellos es l - n. Por lo que del teorema 10.5.8, se tiene 

|| TO) X NO) || = || TO) || || NO) || seni* 


FIGURA 1 
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Plano osculador 

FIGURA 3 


Plano 

rectificador 


Plano normal 


Por tan to, el producto cruz de T(/) y N(f) es un vector unitario y, por el teo- 
rema 10.5.10 es ortogonal tanto a T(f) como a N (t). Este vector, llamado 
vector binomial unitario y denotado por B(f), esta definido por 

B(f) = T(f> X NO) (3) 

Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T 0), N (t) y B(f) 
de una curva C reciben el nombre de triedro movil (local, intrinseco o de 
FreneT) de C, el cual es importante en el estudio de desplazamientos en el es- 
pacio. Vea la figura 2. El triedro movil tambi^n se conoce como sistema de 
referencia de Frenet, en honor al matematico francos Jean-Frederic Frenet 
(1816-1900). Los pianos determinados por las representaciones de los tres 
vectores en un punto del espacio tienen nombres especfficos. Como se indica 
en la figura 3, las representaciones de T (t) y N (t) en el punto P forman el 
piano osculador, las representaciones de T(f) y B 0) forman el piano recti- 
ficador, y las representaciones de N(f) y B 0) forman el piano normal. 


► EJEMPLO 2 Obtenga el triedro movil en cualquier punto de 
la h^lice circular 

R(f) = a cos ti + a sen t} + tk a > 0 

Solution Con 

D t R(t) = -asenfi + a cos tj + k y j|D ; R(f)|| = V a 2 + 1 
se obtiene de (1) 

T(f) = . ^ (~a sen ti + a cost} + k) 

a la 2 + 1 

Con 


D t T(t) = _ 1 (-a cos ti - a sent}) y ||Z) r T(r)|| 

yja 2 + 1 

se obtiene de (2) 


NO) = 




(-a cos ti - a sen t}) 


= - cos tl 


^ la 2 + l 
sen fj 


a 

-Ja 2 + 1 


A l aplicar (3) resulta 

B(r) = -^=JL= = = (-a sen ti + a cos rj + k) X (-cos ti - sen rj) 
yja 2 + 1 

= -=L=(senri - cos rj + ak) A 

V« 2 + 1 

De la ecuacion (1), el vector D t R(t) puede expresarse como un escalar 
por el vector tangente unitario como sigue: 

D,m = ||D,R(/)||T(f) 


(4) 
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FIGURA 4 


La figura 4 muestra una porcidn de la curva C junto con la representaci6n de 
posicidn de R(/) y las representaciones de T (t) y D t R(t) cuyos puntos ini" 
dales est£n en el punto P de C. 

Ahora se usara (4) para calcular D 2 R(t). A1 aplicar el teorema l 1.2.6, se tiene 

D, 2 R(t ) = ( D , II D,R(t) || )T(/) + || D,R(t) || (D,T(t)) (5) 

De (2), 

D,T(t) = || D,T(t) || NW 
Si se sustituye de esta ecuacidn en (5) resulta 

D, 2 R(f) = 0 , 1 D,R(D || )T(r) + ( II D,RU) II || DJU) || )N(/> (6) 

Esta ecuacidn expresa el vector D ( 2 R(t) como un escalar por el vector tan- 
gente unitario mas un escalar por el vector normal unitario. El coeficiente 
de T (r) del miembro derecho de (6) es la componente del vector D t 2 R(t) en 
la direccion del vector tangente unitario, mientras que el coeficiente de N(/) 
es la componente de Z) ? 2 R(r) en la direccion del vector normal unitario. 

La figura 5 muestra la representation de posicidn de R(/) y la misma 
portion de la curva C que se muestra en la figura 4. Tambien se muestran en 
la figura 5 las representaciones de los siguientes vectores, cuyos puntos ini- 
ciales est^n todos en el punto P de C: 


D f 2 R(/) T(/) (D, || D,R(t) || )T(r) N(/) ( || D,R(/) || || D,T(t) || )N(/) 


Z 



Observe que la representacidn del vector normal unitario N(/) esta en el 
lado cdncavo de la curva. 

En ocasiones, como en la siguiente seccion donde se calcula la curvatu- 
ra, es conveniente que el pardmetro de una ecuacion vectorial represente la 
longitud de arco. Por ejemplo, si una ecuacidn vectorial de la curva C es 

RM = f(t)i + g(t) ) + h(t) k 

entonces en lugar de /, puede emplearse como pardmetro el numero de uni- 
dades de la longitud de arco s desde un punto PoifitQ ), h(to)) de C, ele- 

gido arbitrariamente, al punto P(f(t ), g(t ), h{t)) de C. Considere que s 
aumenta conforme t crece, de modo que s es positivo si la longitud de arco se 
mide en la direccidn de crecimiento de t y es negativa si se mide en la direc- 
cion opuesta. Por tanto, 5 es una distancia dirigida. A cada valor de s corres- 
ponde un solo punto P de C. En consecuencia, las coordenadas de P son 
funciones de 5 y s y a su vez, es una funcion de /, la cual, del teorema 1 L2. 1 1 , 
esta determinada por 


s 



D u R(u) || du 


Del primer teorema fundamental del Calculo 


g - II II 


(7) 


Al sustituir de (7) en (4) se obtiene 


D,R(t) - 


( 8 ) 
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Si el parametro de la ecuacion vectorial de C es s en lugar de t, se obtiene de 
esta ecuacion, al considerar t = s y observando que dsjds — 1 

D s R(j) = T (s) 

Este resultado se establece como teorema. 


1 1.3,3 Teorema 


Si la ecuacidn vectorial de una curva C es 

r a) ~ m + 8 m + h( S )k 

donde s unidlades es la longitud de areo medida desde un punto par- 
ticular P 0 de C hasta el punto P, entonces el vector tangente unitario 
de C en P e sti dado por 

T(jf) = D s n (s) 

si existe. 


Como se indicd en las secciones 92 y 11 2, la mayoria de las veces la 
formula para calcular la longitud de arco conduce a una integral definida 
para la que la integral indefmida correspondiente no puede evaluarse en for- 
ma cerrada, lo cual significa que solo puede aproximarse la longitud de arco 
mediante tecnicas numericas o empleando el procedimiento NINT en la 
graficadora. Problemas semejantes se presentan cuando se tiene una ecua- 
cion vectorial de una curva que contiene un par&metro t y se desea obtener 
una ecuacidn vectorial de la curva que tenga como pardmetro la longitud de 
arco s. Esto es, generalmente no puede expresarse s en terminos de t. Sin 
embargo, con frecuencia se puede calcular ds/dt a partir de la ecuacion (7), 
la cual regularmente satisface los propositos. 


► EJEMPLO 3 Dada la curva C cuya ecuacion vectorial es 
R(f) = r 3 i + t 2 j + rk 
calcule ds/dt. 

Solucion De (7), 

f = II W)ll 

= || 3/ 2 i + 2fj + k || 

= V(3f 2 ) 2 + (2 f) 2 + 1 

= V9r 4 + 4/ 2 + 1 ◄ 

Observe que para la curva del ejemplo anterior, si se desea expresar s en 
terminos de t a partir de la ecuacion 

^ = V9/ 4 +4/ 2 +l 

dt 


se necesita evaluar la integral [ ^9t 4 + At 2 + 1 dt. 
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En ocasiones puede expresarse s en terminos de t en un tiempo mas o 
menos grande, como en el ejemplo siguiente, donde las componentes i y j son 
las mismas que en el ejemplo 3 pero la componente k es 2 en lugar de t. 


► EJEMPLO 4 Dado que una ecuacion vectorial de la curva L es 
R(r) = r 3 i + r 2 j + 2k t > 0 

determine una ecuacion vectorial de L que tenga a s como parametro, donde 
s' unidades es la longitud de arco a partir del punto donde t = 0. 

Sollicion A1 derivar R(0 y calcular el modulo de D t R(t) se tiene 

D t R(t) = 3 f 2 i + 2/j 

|| II = 44? + 4? 

= 4 ? 49 ? +~4 


= t\9t 2 + 4 (porquef > 0) 


Por tanto, 


^ = t4~9? + 4 

at 


(• 

j 


t49 1 2 + 4 dt 


= ^ j V9 1 2 + 4(18/ <*) 

= £(9/ 2 + 4) 3/2 + C 

Como s = 0 cuando t = 0, se obtiene C = - De modo que 

s = £( 9,2 + 4 ) 3/2 - h 

A1 resolver esta ecuacion para t en terminos de s se tiene 

(9t 2 + 4) 3/2 = 21s + 8 
9t 2 + 4 = (27 i + 8) 2 ' 3 

Como t > 0, 

/ = i ^/(27i + 8) 2 ^ 3 - 4 

Si se sustituye este valor de t en la ecuacion vectorial de L se obtiene 
R(s) = £[(27.s + 8) 2/3 - 4] 3/2 l + | [(27 5 + 8) 2/3 - 4]j + 2k ◄ 

Debido a que D s R(s) = T(s), y si R(s) = f(s) i + g(s)j + A(s)k, 

T(^) = f\s) i + g'(s) j + h’(s)k 

Asf, como T(/j es un vector unitario, 

[/'(4J 2 + [g'M] 2 + [/!'(5)] 2 = 1 - # (9) 

En el ejercicio 30 se le pedira que utilice esta ecuacion para verificar la res- 
puesta del ejemplo 4. 
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EJERCICIOS 1 1 .3 


En los ejercicios J a 6, obtenga T(r) y N (?), y en t ~ t { , dibuje 
una portion de la curva y las representations de T(?j) y N(?i) 
que tienen punto initial en t = t x . 

1. Rj(0 = 3cos?i + 3sen?j;?j = ~ k 

2. R(?) = cos3?i + sen3?j;?! = 

3. R (?) = lnsenri + ?j, 0 < t < K\ ?j = ~k 

4. R(?) = ti - In cos t j, - ^ k < t < 0 

5. R (?) = (^? 3 - ?)i + t 2 y,ti = 2 

6. R(f) = \t 2 i + = 1 

En los ejercicios 7 a JO, calcule T(?) y N(?). 

7. R(?) = (sen t - t cos ?)i + (cos t + t sen ?)j + 2k 

8. R(?) = sen3?i - cos3?j + 4?k 

9. R(/) = i + |r 2 j + i/ 3 k, t > 0 

10. R(/) = e'cosfi + c ( sen/j + e'k 

En los ejercicios 11 a 14, determine el triedro movil de la 
curva ent - t j. 

11. La curva del ejercicio 7; t { = j tt. 

12. La curva del ejercicio 8 ;t] — ^ K. 

13. La curva del ejercicio 9 ; = 1 . 

14. La curva del ejercicio 10; ?! = 0. 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el triedro movil en cual- 
quier punto de la curva. 

15. R (?) = cos 3 ri + sen 3 /j + 2k, 0 < t < jx 

16. R (/) = cosh /i + senh t j + / k 

En los ejercicios 17 a 22, obtenga ecuaciones de los pianos 
osculador, rectificador y normal para la curva en t = t j. 

17. La curva de los ejercicios 7 y 1 1 ; t x = X - K. 

18. La curva de los ejercicios 10 y 14; t x =0. 

19. La curva de los ejercicios 9 y 13; t x = 1. 

20. La curva de los ejercicios 8 y 12; t ] = | k. 

21. La curva del ejercicio 15; t x = 

22. La curva del ejercicio 16; ?! = 0. 

23. Utilice el resultado del ejemplo 2 para determinar el 
triedro mdvil de la helice circular 

R(?) = 2cos?i + 2 sen ?j + ?k 


en el punto donde ? = \k. Despues obtenga las ecua- 
ciones de los pianos osculador, rectificador y normal en 
ese punto. 

24. Calcule el coseno del angulo entre los vectores R(2) y T(2) 
para la curva R (?) = 3? 2 i + (? 3 - 3?)j. 

25. Obtenga el coseno del angulo entre los vectores R( ^ tt) y 
T( i k) para la curva 

R(?) = 2 sen ?i + sen2?j + cos3?k. 

26. Determine el coseno del angulo entre el vector j y el vec- 
tor tangente unitario en el punto donde ? = K de la curva 
R(?) = cos2?i - 3/j + 2sen2?k. 

27. Calcule la medida en radianes del angulo entre los vec- 
tores N( 1) y D f 2 R(l) para la curva R(?) = (4 - 3? 2 )i + 
0 t 3 - 3/)j. 

En los ejercicios 28 y 29, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como unafuncion de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 

28. La cicloide R(?) = 2(? - sen ?)i + 2(1 - cos ?)j. 

29. R(r) = ?i + r 3/2 j 

30. Verifique la respuesta del ejemplo 4 empleando la ecua- 
cion (9). 

En los ejercicios 31 a 36, obtenga una ecuacion vectorial de 
la curva que tiene la longitud de arco s como pardmetro, 
donde s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la 
respuesta utilizando la ecuacion (9). 

31. La curva del ejercicio 7. 

32. La curva del ejercicio 8. 

33. La curva del ejercicio 9. 

34. La curva del ejercicio 10. 

35. La curva del ejercicio 15. 

36. La curva del ejercicio 16. 

37. Demuestre que el vector tangente unitario de la helice 
circular del ejemplo 2 forma un angulo de medida cons- 
tante, en radianes, con el vector unitario k. 

38. Demuestre que si una particula se mueve sobre una recta, 
el vector normal unitario no esta definido. 


11.4 CURVATURA 


La curvatura es un concepto importante en el estudio de la geometrfa dife- 
rencial y del movimiento curvilmeo. Dicho concepto proporciona la tasa de 
variacion (o cambio) de la direccion de una curva con respecto a la variacion 
en su longitud. 

El estudio de la curvatura se inicia con una curva plana C, y se considera 
que <f> radianes es la medida del angulo, medido en el sentido contrario al giro 
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y 



y 



de las manecillas del reloj, desde la direction del eje x positivo hasta la direc- 
ci6n del vector tangente unitario T (t) en el punto P de C. Refitiase a la figu- 
ra 1 la cual muestra el angulo y T(t\ donde s unidades. es la longitud de 
arco a partir de un punto P 0 C hasta P. En el punto Q de C, la medida en ra- 
dianes del angulo que determina la direction de T(r + At) es <f> + A <f>, y 
s + As unidades es la longitud de arco de Pq a Q. En la figura 1, tanto A</> 
como As son numeros positivos. Las figuras 2, 3 y 4 muestran la situation 
cuando al menos uno de estos numeros es negativo. En las cuatro figuras, la 
longitud de arco de P a Q es | As | unidades, y la raz6n | A<£/As | parece una 
buena medida de lo que intuitivamente se considerarfa como la curvatura 
promedio a lo largo del arco PQ. De este modo, una definition adecuada para 
la curvatura de una curva plana seria el numero | d<f>/ds | , el cual es el valor 
absoluto de la tasa de variation de <f> con respecto a la medida de la longitud 
de arco a lo largo de la curva. Mientras que este numero es consistente con la 
notion intuitiva de curvatura para una curva plana, tal definition no sena 
adecuada para la curvatura de una curva en el espacio tridimensional debido 
a que no se asocia un solo dngulo <f> con el vector tangente unitario. A fin de 
llegar a una definition que se aplique tanto a curvas de R 2 como de R 2 , se 
procedera a obtener una expresion para \d<f>jds\ en R 2 que tambien tenga 
significado para R 3 . 

Refierase a la figura 5 donde C es una curva en R 2 . Primero se expresa 
T(r) en ttiminos de <£. Como || T(f) || = 1, de la ecuacion (5) de la section 
lO.lsetiene 

T(r) = cos <f) i + sen <£ j 

Al diferenciar esta ecuacion con respecto a $ se obtiene 




D^T(t) = -sen <f>i + cos ^>j 


( 1 ) 


Asf, 


II^TWH = 1 


( 2 ) 


de modo que D^T(t) es un vector unitario. 

Ahora se obtendra una expresi6n para D s T(t ), donde s unidades es la 
longitud de arco medida desde un punto de C elegido arbitrariamente hasta el 
punto P, y s se incrementa conforme t crece. De la regia de la cadena (teo- 
rema 11.2.8), 


D s m = D^t(t) — - 
|| D s T(t) || = | D+m% 


= II^TWlI 


d<f> 

ds 


Si en la ecuacion anterior se reempdaza || D^l(i) || por 1, de acuerdo con (2), 
se obtiene 


[|W)|| - |^| (3) 

Como || D s T(t) || tiene significado para curvas en R* asi como en R 2 , se de- 
finira lo que es la curvatura de una curva en un punto, y se definira tambien 
el vector correspondiente o vector curvatura . 
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1 1.4.1 Definition de vector curvaturq y curvatura 


Si T(r) es el vector tangente unitario a una curva C en un punto P, s es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C elegido arbitraria- 
mente, y s crece conforme r se increments, entonces el vector cur- 
vatura de C en P, denotado por K(r), se define como 

m = D s m 

La curvatura de C en P, denotada por £(/), es el mddulo del vector 
curvatura; esto es 



FIGURA 5 


m = || D s T(t) || 


Con el fin de obtener el vector curvatura para una curva particular con- 
viene tener una formula que exprese el vector curvatura en terminos de las 
derivadas con respecto a t. De la regia de la cadena, 


D,m = ZJ s T(/)f 

at 


De la ecuacion (7) de la seccion 


11.3, ^ 
dt 


D,T(t) = [D s T(/)]||D,R(/)j| 


D s T(t) 


D, T(f) 

l|o,R(0ll 


|| £>,RM || • Asf, 


A1 sustituir de esta ecuacion en la formula para K(r) de la definition 1 1.4.1* se 
obtiene 


m 

Como K(t) 


AT(f) 

li»;R<')l| 

1 1 K(r) 1 1 , la curvatura esta dada por 


(4) 


m 


llAT(0ll 

IIarcoII 


^ EJEMPLO 1 


Dada la circunferencia de radio a: 


R (r) = a cos ti + a sen rj a > 0 
determine el vector curvatura y la curvatura para cualquier valor de t. 

Solution 


(5) 


D,R(r) = -a sen ti + a cos rj || D t R(t) || = ^(-a sen r) 2 + (a cos t ) 2 

= a 

Por tan to, 

T(f) = D,T(t) = -cos ti - sen tj 

llARWlI 

= -sen rl + cos rj 

D/T(r) _ cos r . _ sen r . 

\\D t R(t)\\ ~ a 1 a 
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En consecuencia, el vector curvatura y la curvatura estan dadas por 

K(t) = || K(f) || ' 


K(r) = -icosri - -senn 
a a 


El resultado del ejemplo 1 afirma que la curvatura de una circunferencia 
es constante, lo cual es algo que se esperaba. Ademas, es el reciproco del radio. 


► EJEMPLO 2 

ecuacion vectorial 


Calcule la curvatura de la curva que tiene la 


R (0 = r*i + 2 lnfj + 2fk 

Solution 


D t R(t) = -r 2 \ + 2r l j + 2k ||aR(0|| = yl(-r 2 ) 2 + (2 r 1 ) 2 + 2 2 

= Vr 4 + 4 1~ 2 + 4 

T(f) = A 

llAR(0ll 

-r 2 l + 2r‘j + 2k 
r 2 + 2 

-i + 2fj + 2f 2 k 
1 + 2 t 2 

D T(i) = (1 + 2f 2 )(2j + 4fk) - 4f(-i + It's + 2f 2 k) 

' (1 + 2r 2 ) 2 

4ri + (2 - 4r 2 )j + 4fk 
(1 + 2 f 2 ) 2 

iw.1- j<4,)Z 1 1402 

V4 + 16f 2 + 16f 4 

(1 + 2 f 2 ) 2 

= 2^(1 + 2f 2 ) 2 
(1 + It 2 ) 2 
2 


AT(f) = 


1 + It 1 

1Iat(o1I 

IIarwII 

2 

I + 2/ 2 

r 2 + 2 

2f 2 

(1 + 2 f 2 ) 2 


Como puede verse en el ejemplo anterior, la determination de la curva- 
tura a partir de las fdrmulas (4) y (5) puede ser larga y tediosa. El teorema 
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siguiente proporciona una formula mas practica para calcular la curvatura, Ja 
cual es m^s fdcil aplicar que el procedimiento del ejemplo 2. 


1 1.4.2 Teorema 


Si R (4 es el vector de posicidn de la curva C, entonces la curvatura 
Kit) de C est4 determinada por 



II W) X D^RtOll 

tlA»(0ll 


La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejercicio 
56). Aunque el producto cruz no est4 definido para vectores bidimensionales, 
la f6rmula del teorema tambten puede aplicarse a curvas en R 2 consideran- 
do la componente k como 0. 


^ EJEMPLO 3 Aplique la formula del teorema 11.4.2 a fin de 
obtener la curvatura de la curva del ejemplo 2. 

Solucion Una ecuacion vectorial de la curva es 


R(f) = r l i + 2 In tj + 2fk 
D t R(t) = -r 2 1 + 2r l j + 2k 
D 2 R(t ) - 2r 3 i - 2r 2 j 


D t R(t) X D 2 R(t) = 


-r 1 
2 r 3 


||D ( R(f)|| = r 2 + 2 

j k 

2 r 1 2 

-2 r 2 0 


= 4r 3 j + 2r 4 k - 4r 4 k + 4r 2 i 
= 4f _2 i + 4/ _3 j - 2r~ 4 k 

|| D r R(r) X D 2 R(f) || = Vl6r 4 + 16r“ 6 + 4r 8 
= 2t~ 2 + 4f -2 + /~ 4 

= 2r 2 (2 + r 2 ) 


De la fdrmula del teorema 1 1 .4.2, 


m = 


2f~ 2 (2 + r 2 ) 
(r 2 + 2 ) 3 
2r 2 

(r 2 + 2) 2 

2f 2 

(1 + 2f 2 ) 2 


◄ 


Compare la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 2, lo cual 
debe convencerle de la ventaja obtenida al emplear el teorema 1 1 .4.2. 

Ahora suponga que la curva plana C tiene la ecuacion vectorial 
R(f) = fit ) i + git ) j y que en un punto particular Poifih), g(t Q )) la curvatu- 
ra es K(t Q ) * 0. Considere la circunferencia que tiene la curvatura cons- 
tante K(t 0 ), cuyo centro esta en el lado c6ncavo de C, y que es tangente a la 
curva C en Pq. Del ejemplo 1, el radio de esta circunferencia es l/KUo). 
Esta circunferencia se denomina circunferencia osculatriz (o circunfe- 
rencia de curvatura) de C en P 0 , y su radio es el radio de curvatura, el cual 
se define formalmente a continuaci6n. 
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1 1.4*3 Definition de radio de curvature 


Si Kity) es la curvatura de la curva plana C en el punto P 0 , donde 
t ss to, y & 0, entonces el radio de curvatura de C en P 0 , de- 
notado por p(/o)» se define como 


P(%) = 


1 

K{t 0 ) 


► EJEMPLO 4 Para la curva C que tiene la ecuacion vectorial 
R(/) = 2/i + ( t 2 - l)j 

determine lo siguiente en el punto donde t = 1: (a) el vector tangente uni- 
tario; (b) la curvatura; (c) el radio de curvatura. Dibuje una porcion de la 
curva, el vector tangente unitario y la circunferencia osculatriz para t ~ 1 . 

Solucion 




FIGURA 6 


Tablal 


t 

Jt 

y 

-2 

-4 

3 

-1 

-2 

0 

0 

0 

-1 

1 

2 

0 

2 

4 

3 


La figura 6 muestra una porcion de la curva, el vector tangente unitario y la 
circunferencia osculatriz en t = 1. Para dibujar la curva se localizaron 
algunos puntos a partir de los valores de x y y proporcionados en la tabla 1 
cuando t toma los valores -2, -1,0, 1 y 2. Tambien observe que la curva tie- 
ne una recta tangente horizontal en t = 0. A 

Ahora se obtendra una formula para ealcular la curvatura de una curva 
plana a partir de las ecuaciones parametricas de la curva: 


* = f{t) y y = g(t) 
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ComoA^(r) = | dcfr/ds | , primero se calcula dcfr/ds. 
d<t> 

d<t> = di 
ds ds 

dt 

ds 

Con la suposicion de que s se incrementa cuando t crece, — > 0. De 
modo que. 


I fdx\ 2 , (dy 
M V dt I dt , 


Para calcular se observa que como </> es la medida en radianes del an- 
gulo que indica la direction del vector tangente unitario, 
dy 

tan 0 = 

dx 


A1 diferenciar implfcitamente con respecto a t los dos miembros de esta ecua- 
ci<5n se obtiene 


sec 2 + 

^ dt 


dx) ( d 2 y) _ (d 2 x 
M \ dt 2 ) \dt) \dt 2 > 


(dx\( d 2 y) _ (dy) (d 2 x 
d<j> _ \dt) \dt 2 / \dt) \dt 2 , 
dt sec 2 <£ ( — V 


Debido a que sec 2 <f> — 1 + tan 2 </>, se tiene 

(dy) 2 

sec2 0 = 1 + TXv) 


Si se sustituye esta expresion para sec 2 <£ en (7) resulta 

(dx) (d 2 y\ _ (d 2 x\ 

d<f> _ \dt) \dt 2 ) \dt) \dt 2 ) 


d<f> _ \dt) \dt 2 ) \dt) \dt 2 

di ' (ff* (f 


A1 reemplazar de esta ecuacion en (6), y como K(t) 


L se tiene 


m * 


/ dx) 
\dt) 

fS) 


( dy) 

{dt) 

m\ 


7 dx' 
. \dt) 

M 

(dyf 

[dt) 

f2 
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► EJEMPLO 5 Calcule la curvatura de la curva C del ejemplo-4 
empleando la formula (8). 

Solution Las ecuaciones parametricas para C son ;t = 2tyy = t 2 - 1. 
En consecuencia, 


dx ~ 

-r- =s 2 

dt 

Por tanto, de (8), 


d 2 x 

dt 2 


= 0 


dy 

dt 


= 2 1 


d 2 y _ 

di 2 


= 2 


m = 


| 2 ( 2 ) - 2 /( 0 ) | 

[( 2) 2 +( 2() 2 ] 3/2 

4 

(4 + 4f 2 ) 3 / 2 

= I ◄ 

2(1 + f 2 ) 3 / 2 

Suponga que la ecuacion cartesiana de una curva se expresa en una de 
las formas y = F(x) ojc = G(y). Se pueden emplear casos especiales de (8) 
para calcular la curvatura en tales situaciones. 

Si y = F(x) es una ecuacion de la curva C, un conjunto de ecuacio- 
nes parametricas de C es x = t y y = F(t). Entonces 

d 2 y _ d 2 y 
dt 1 dx 2 


dx 


dt 


= 1 


d^x _ o dy _ dy 
dt 2 dt dx 


A1 sustituir en (8) se obtiene 


K = 



d 2 y 

dx 2 


( 1 

+ 

) ! ] 


3/2 


(9) 


De manera semejante, si una ecuacion de la curva Cesx = G(y), 


K 



d 2 * 



dy 2 


r 

( /Vr 

\2 1 

i 

+ 

) J 


[3/2 


► EJEMPLO 6 


Si la ecuacion de la curva C es 


y = 


calcule el radio de curvatura de C en el punto (1, 1) y dibuje la curva y la 
circunferencia de osculatriz en (1, 1). 

Solution 

dy _ cfiy _ _2_ 

* 2 dx 2 a : 3 
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y 



Se calcula K a partir de (9) y despues se obtiene p = 1 jK. 


K = 





( X 4 + 1)V 2 

2U 3 | 


2 1 jc 3 [ 

(x 4 + 1) 3/2 

Por tanto, en ( 1 , 1 ), p = V2 . La curva y la circunferencia osculatriz se mues- 
tran en la figura 7. M 


EJERCICIOS 11.4 


En los ejercicios 1 a 6, para la curva y t } del ejercicio indicado 
de la seccion 11.3, calcule la curvatura K y el radio de curva- 
tura p en el punto donde t = t\. Utilice la formula (5) para 
obtener K. Dibuje una porcion de la curva, el vector unita - 
rio tangente y la circunferencia osculatriz en t = /j. 

1. Ejercicio 1 2. Ejercicio 2 3. Ejercicio 3 

4. Ejercicio 4 5. Ejercicio 5 6. Ejercicio 6 

En los ejercicios 7 a 10, para los ejercicios indicados de la 
seccion 1J.3, calcule la curvatura K aplicando la formula (5). 

7. Ejercicio 7 8. Ejercicio 8 9. Ejercicio 9 

10. Ejercicio 10 

En los ejercicios 11 a J4, utilice la formula del teorema 11.4.2 
para obtener la curvatura de la curva del ejercicio indicado 
de esta seccion. 


11. Ejercicio 7 12. Ejercicio 8 13. Ejercicio 9 


14. Ejercicio 10 


En los ejercicios 15 y 16, aplique la formula del teorema 11.4.2 
para calcular la curvatura de la curva en el punto indicado. 

15. La cubica alabeada R(f) = /i + t 2 j + f 3 k; el origen 

16. R(t) = e l \ + e 1 } + tk,t = 0 


En los ejercicios 17 y 18, obtenga la curvatura K empleando la 
formula (8). Despues calcule K y p en el punto donde t = t x , 
y dibuje una porcion de la curva , el vector tangente unitario y 
la circunferencia osculatriz en t ~ t x . 


17. 


18. 



x = e l + e 



En los ejercicios 19 a 26, determine la curvatura K y el radio 
de curvatura p en el punto indicado. Dibuje una porcion de la 
curva, una parte de la recta tangente y la circunferencia 


osculatriz en el punto dado. 
19. y = 2V^;(0,0) 

21. y = e x \ (0, 1) 

23. x = sen y\ ( \ 

25. * = V7^;(2,5) 


20. y 2 = * 3 ;( j . g) 

22. y = In jc; (e, 1) 

24. 4jc 2 + 9y 2 = 36; (0, 2) 
26. x = tany; (1, | n ) 


En los ejercicios 27 a 34, calcule el radio de curvatura en 
cualquier punto de la curva dada. 

27. y = sen -1 x 28. y ~ In sec x 

29. 4x 2 - 9y 2 = 16 30. jc = tan" 1 y 

31. x l/2 + y 1/2 = a i/2 

32. R{t) - tf'sen/i + ^'cosfj 

33. La cicloide x - a(t ~ sen t), y - a{ 1 - cos t) 

34. Latractrizjc = t - a tanh -,y = a sech - 

a a 

En los ejercicios 35 a 38, obtenga un punto de la curva dada 
en el que la curvatura es un maximo absoluto. 

35. y = e' 36. y = x 2 - 2x + 3 

37. R(/) = (2 1 - 3)i + (t 2 - l)j 38. y = sen* 

39. El centro de la circunferencia osculatriz de la curva C 
en un punto P se denomina centro de curvatura en P. 
Demuestre que las coordenadas del centro de curvatura de 
C en P(x, v) estan dadas por 



En los ejercicios 40 a 42, calcule la curvatura K, el radio de 
curvatura p y el centro de curvatura en el punto indicado. Di- 
buje la curva y la circunferencia osculatriz. 

40. y = In*; (1,0) 41. y = x 4 - * 2 ;(0,0) 

42. y = cos*; ( | n, 1) 

En los ejercicios 43 a 46, determine las coordenadas del cen- 
tro de curvatura en cualquier punto. 

43. y 2 - 4px - 44. y 3 - a 2 x 

45. R(r) = a cos t\ + b sen rj 

46. R (t) = a cos 3 ti + a sen 3 f j 
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47. La figura adjunta muestra una rampa de salida curvada 
desde un camino recto y un sistema coordenado cartesia- 
no rectangular dispuesto de modo que la rampa comienza 
en el origen y el camino esta sobre el eje x. La rampa coin- 
cide con la grafica de y = desde el origen hasta el 
punto P( 3, 1), y despu^s con la circunferencia osculatriz 
de esta grafica en P. Determine el centro y radio de cur- 
vatura de la circunferencia. 


y 



48. Demuestre que la curvatura de una recta es cero en cada 
uno de sus puntos. 

49. Obtenga una ecuacion de la circunferencia osculatriz 
de la curva y = e x en el punto (0, 1 ). 

50. Si una ecuacion polar de una curva es r = F(0), demues- 
tre que la curvatura K esta dada por la formula 



En los ejercicios 51 a 54, calcule la curvatura K y el radio de 

curvatura p en el punto indicado. Utilice la formula del ejer- 

cicio 50 para determinar K. 

51. r - 4 cos 20; 0 = ^ n 52. r - l - sen 0; 6 = 0 

53. r - a sec 2 ^0; 0 = 54. r = aQ, 0 = 1 

55. Demuestre que si R(t) es el vector de posicidn de la curva 
C, K(t) es la curvatura de C en un punto P, y s unidades es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C ele- 
gido arbitrariamente, entonces 

D s R(t) • D/ H(0 = -[*T(/)J 2 

56. Demuestre el teorema 1 1 .4.2. 

57. Demuestre que la curvatura de la catenaria 

y = acosh(jc/o) 

en cualquier punto (*, y) de la curva es a/y 2 . Dibuje la 
circunferencia osculatriz en el punto (0, a). Explique por 
que la curvatura K es un maximo absoluto en (0, a) sin 
referirse a K '(*). 

58. Demuestre que la curvatura de la helice circular 

R(r) = acosri + asenrj + bt k a > 0, b > 0 

es a I (a 2 + b 2 ). Sugerencia: utilice la formula del teore- 
ma 1 1 .4.2. 

59. A partir del resultado del ejericicio 58, determine la cur- 
vatura maxima para la helice de ese ejercicio para un va- 
lor fijo de b. 

60. A partir del resultado del ejercicio 58, explique el efecto 
en la curvatura de la helice si (i) 6 se incrementa para un 
valor fijo de a, y (ii) si a se disminuye para un valor fijo 
de b. 
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En las discusiones anteriores acerca del movimiento de una particula, este se 
restringio al movimiento rectilfneo. Ahora se considerara el movimiento de 
una particula a lo largo de una curva, denominado movimiento curvilfneo. 
Suponga que C es la curva cuya ecuacion vectorial es 

R(0 = f{t)i + g(t)i + h(t)k 

donde t denota el tiempo. Conforme t varia, el punto terminal P de OP des- 
cribe la curva C, de modo que la posicion de una particula, que se mueve a lo 
largo de C, en el tiempo t unidades es el punto P(f(t ), g(t) y h(t )). A continua- 
cion se definir&n el vector velocidad y el vector aceleracidn. 


1 1.5.1 Definicion de veiocidad y aceleracion 
en el movimiento curvilineo 


Sea C la curva cuya ecuaci6n vectorial es 


R(f) = /(»)> + g(0j + h(t)k 
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Si una particula se mueve a lo largo de C de modo que su posicion en 
cualquier tiempo t unidades es el panto P(f(t ), g(t) y h(t )), entonces el 
vector velocidad \(t) y el vector aceleracion A (t) en d punto P se de- 
finen como 



V(i) = R'W « V(r) = f{t) i + g'(f)j + ATflk 

A<0 = R"(0 <=> A(0 =/"(0i + *"(f)j + *''«k » A(r) = V'(0 

donde R"(f) existe. 

Puesto que la direccidn de R'(0 en el punto P es la misma que la de la 
recta tangente a la curva en P, entonces el vector velocidad V(/) tiene esta 
direccidn en P. 

El modulo o intensidad (o tambien magnitud) del vector velocidad, 
|| V(f) || , es una medida de la rapidez de la particula. 

La figura 1 muestra las representaciones de los vectores velocidad y 
aceleracion en el punto P de C. 


FIGURA 1 


► EJEMPLO 1 Una particula se mueve a lo largo de la curva 
plana que tiene la ecuacion vectorial 


R(0 = 4 cos ~ t\ + 4 sen 2 /j 


Calcule la rapidez de la particula y el modulo del vector aceleracion de la 
particula a los t segundos si la distancia se mide en centimetres. Dibuje 
la trayectoria de la particula y las representaciones de los vectores velocidad 
y aceleracion en el punto donde t = \k. 


Solucion Al calcular V(0 y A (t) se tiene 


V(0 = RW 

= -2 sen l -ti + 2 cos ^ t j 

II V(0 II = -J(-2 sen i/) 2 + (2 cos -|r) 2 

= J 4 sen 2 4 t + 4 cos 2 i t 
\ 2 2 

= 2 


A(f) - V'(t) 

= -cos^ri - sen~tj 

||A(/)|| = J(- cos i r) 2 + (- sen J f) 2 
= 1 


Por tanto, la rapidez de la particula es constante e igual a 2 cm/s. El 
modulo del vector aceleracion tambien es constante e igual a 1 cm/ 5 2 . 

Las ecuaciones param£tricas de C son 

x = 4 cos ~t y y = 4 sen 0 < t < 4 k 

Al eliminar el parametro t de estas ecuaciones se obtiene la ecuacion 
cartesiana 

x 2 + y 2 = 16 

la cual es la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y radio 4. 
Ahora se determinant los vectores velocidad y aceleracion en t = | K. 


V(l^) = -2sen^;ri + 2cos^;rj A(l7T) = -cosi^i - sen ] - n] 

= -i + V3j = V3i - [ j 
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FIGURA 2 


La direccion de V( ^ n) esta determinada por 
tan 6 { = -V3 < 6 X < k 

y la direccion de A( |rc) esta dada por 

tan 62 = -j= k < 8 1 < \n 

Asi, &i = | n y 81 = \k. La figura 2 muestra la trayectoria de la particula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleracion que tienen 
punto inicial para el cual t = A 

De manera semejante en que se simuld el movimiento rectilineo, se pue- 
de simular el movimiento curvilineo en el piano en la graficadora como se 
muestra en el ejemplo ilu strati vo siguiente. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para observar el movimien- 
to de la particula sobre la circunferencia del ejemplo 1, active la graficadora 
en modo parametrico e introduzca las ecuaciones parametricas de la circunfe- 
rencia. Para el rectangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], considere 
*mm = t mix - 4 k y r step = 0.1. Oprima la tecla 1 trace | , despues presione 
la tecla de avance a la izquierda y mantengala presionada hasta que el cursor 
este en t = 0. Ahora presione la tecla de avance a la derecha y manten- 
gala oprimida. El cursor representa la particula que se desplaza a lo largo de 
la circunferencia. 4 


► EJEMPLO 2 La posicion de una particula que se mueve en el 
piano, en el tiempo t unidades, esta dada por la ecuacion vectorial 


Tab la 1 


l 

X 

>> 

0 

1 

0 

0.5 

2.25 

0.125 

1 

4 

1 

1.5 

6.25 

3.375 

2 

9 

8 


R (/) = ( t 2 + 2t + l)i + r 3 j 0 < t < 2 

(a) Calcule V(r), A(r), || V(r) || y || A (r) || . (b) Determine los vectores ve- 

locidad y aceleracion en t = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la particula 
e ilustre las representaciones de los vectores de velocidad y aceleracion 
en de t = 1 . (d) Simule el movimiento de la particula en la graficadora. 

(e) Trace la trayectoria de la particula en la graficadora activada en el 

modo punto. 


>’ 



Solucion 

(a) V(/) = R'(0 

= (It + 2)i + 3/ 2 j 

|| V(/) || = V(2/ + 2) 2 + (3/ 2 ) 2 
= V9/ 4 + 4/ 2 + 8/ + 4 

(b) || V(l) || = 5 


A(/) = V'(f) 

= 2i + 6/j 

II A(/) || = \4 + 36/ 2 

|| A(l) || = V40 
= 6.32 


(c) Las ecuaciones parametricas de la trayectoria de la particula son 


jc = / 2 + 2t+l y y ~ t 3 


Se localizan algunos puntos (jc, y) de la trayectoria a partir de los valores 
de la tabla 1 . A1 considerar estos puntos y la continuidad de las compo- 
nentes de R(r) se dibuja la trayectoria mostrada en la figura 3. Esta fi- 
gura tambien muestra las representaciones de V(l) y A(l). 


FIGURA 3 
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[0, 12] por [0, 8] 
x = t 2 + 2t + 1 y y = r 3 

FIGURA4 


i - i' > <■ f 

[0, 12] por [0, 8] 
x = t 2 + 2t + I y y - r 3 

FIGURA 5 


(d) A fin de simular el movimiento en la graficadora, esta se activa en modo 
parametrico y se introducen las ecuaciones parametricas del inciso (c). 
Para el rectangulo de inspection de [0, 12] por [0, 8] se consideran los 
valoresi min = 0,f m £ X = 2yf step = 0.05 . Oprima la tecla 1 trace | , despues 
presione la tecla avarice a la izquierda y mantengala presionada hasta 
que el cursor este en t = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la grafica- 
dora como debe verse hasta este momento. Ahora presione la tecla 
avarice a la derecha y observe la particula, representada por el cursor, 
que se mueve a lo largo de la curva. 

(e) La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora activada en el modo 

punto con la misma ventana y los mismos valores de t y / step del inci- 
so (c). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados se 
hace mas grande a medida que t se incrementa, lo cual indica que la ra- 
pidez de la particula se incrementa conforme t crece. ^ 


r EJEMPLO 3 Una particula se mueve a lo largo de la curva que 
tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = 3/i + r 2 j + |r 3 k t > 0 

Obtenga los vectores velocidad y aceleracion asi como la rapidez de la par- 
ticula en / = 1. Dibuje una porcion de la curva que contenga al punto para el 
cual t = 1 , y las represen taci ones de los vectores velocidad y aceleracion en 
ese punto. 

Sol UC ion Al calcular V(0 y A (0 se obtiene 


z 



FIGURA 6 


v» = D t m m = D t \(t) 

= 3i + 2rj + 2t 2 k = 2j + 4/k 

II V(0 || = V 9 + 4 1 2 + 4 1 4 

Asi, 


V(l) = 3i + 2j + 2k A(l) = 2j + 4k ||V(1)|| = VT7 
Las ecuaciones parametricas de la curva dada son 
jc — 3 1 y - t 2 z = 

Puesto que t > 0, la particula se desplaza del origen hacia arriba en el pri- 
mer octante conforme t se incrementa. La porcion de la curva en / = 1 y las 
representaciones de V(l) y A(l) se muestran en la figura 6. A 

De la ecuacion (8) de la seccion 1 1.3, si T(0 es el vector tangente uni- 
tario en P , s es la longitud de arco de C, que parte de un punto fijo hasta P, y s 
se incrementa conforme t crece, entonces 


D t R(t) = ~T(t) 
dt 

Como el miembro izquierdo de esta ecuacion es el vector velocidad, se tiene 


V(t) = ^T(/> 

di 


a) 
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y por tanto, 

l|V(0|| = I 


( 2 ) 


esto es, la rapidez de una particula es la tasa de variation de s con respecto 
a t. De (1) y (2), 


T{») = 


V(0 

l|v(r)|| 


La ecuacion (l) expresa el vector velocidad tromo un escalar por el vec- 
tor tangente unitario. El coeficiente de T(f), dsjdt , se denomina componente 
tangential del vector velocidad. Ahora se expresara el vector aceleracion 
en terminos de un vector tangente a la direction de movimiento y a un vector 
normal a esta direction. 

Si se sustituye D t 2 R(t) por A(/) en la ecuacion (6) de la section 11.3, 
se obdene 

A(/) = (D t || D t R(t) || ) T(0 + ( || D t R(t) || || D t T(t) || )N(r) 

De la ecuacion (5) de la section 11.4, ||D,T(f)|| = | D f R(r) || K(t). A1 
efectuar la sustitucion de este valor, y reemplazar || D f R(t) | por dsjdt en la 
ecuacion anterior, se dene 


aw = ^§tu) + mm) 


(3) 


La ecuacion (3) expresa el vector aceleracion como la suma de un esca- 
lar por el vector tangente unitario y un escalar por el vector normal unitario; 
esto es, A(f) se transforma en la suma de un vector tangente a la direction de 
movimiento y un vector normal a esta direction. El coeficiente de T(f) se 
llama componente tangencial del vector aceleracion y se denota por A T (t), 
mientras que el coeficiente de N (t) se denomina componente normal del 
vector aceleracion y se representa por A N (t). De esta manera, 

A(0 = A T (t)T(t) + A N (t)W) (4) 

donde 


Mt) = 


d 2 s 
dt 2 


y 


A n 0) = 



<^> 


Ad t) — 



(5) 


(6) 


Puede ocasionarse un cambio en el vector velocidad, V(/), mediante un 
cambio en su intensidad (modulo) o en su direction. Como A (t) = D / V(r), la 
tasa de variation de V(r) con respecto a t es A(/). Observe en la ecuacion (5) 
que A r (t) es la tasa de variacidn de la rapidez de la particula; esto es, A T (t) 
esta relacionado con la variation de la intensidad (modulo) de \(t). Debido a 
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que A N (t) involucra a la curvatura Kit), A N (t) esta relacionado con la v aria- 
cion de la direccidn de V(r). Estos resultados son importantes en mec&nica. 

La segunda ley de Newton sobre el movimiento es 

F = mA (7) 


donde F es el vector fuerza aplicado a un objeto que se mueve, m es la me- 
dida constante de la masa del objeto, y A es el vector aceleracion del objeto. 
A1 sustituir de (3) en (7) y considerando v = dsjdt , se tiene 


F (/) = m ~ T(r) + mv 2 K(t)N(t) 


Asf, en el movimiento curvilineo, la componente normal de F es 


mv 2 K(t) 


mv 2 

Pit) 


la cual es la intensidad (modulo) de la fuerza normal a la curva necesaria para 
mantener al objeto sobre la curva. Por ejemplo, si un automovil se desplaza 
sobre una curva con una rapidez grande («alta velocidad»), entonces la fuer- 
za normal ejercida por la carretera debe tener una intensidad grande para 
mantener al carro sobre la carretera. Tambien, si la curva es muy cerrada, 
entonces el radio de curvatura es un numero pequeno; por lo que otra vez la 
intensidad de la fuerza normal debe ser un numero grande. En la construction 
de una pista de carreras para automoviles, por ejemplo, la pista se inclina a 
fin de incrementar la intensidad de la fuerza normal. 

De la ecuacion (4), 

II AW II = V[A r (/)] 2 + [A„(f)] 2 


Si se resuelve esta ecuacion para A^(r), y observando en (6) que A N (t) es no 
negativa, se tiene 

A.v(f) = 4 I|AU )|| 2 - [A r (f )| 2 


la cual es una formula conveniente para calcular A^(f). 


► EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuacion vectorial 

R(f) = (/ 2 - ])i + (if 3 - /)j t > 0 

Determine cada uno de los siguientes vectores: V(r), A(r), T (/), y N it). Tam- 
bien obtenga los escalares: || V(r) || , A T (t ), A N (t) y K(t). Calcule los valores 
particulares cuando t = 2. Dibuje una porcion de la curva que contenga al 
punto para el cual t = 2, y las representaciones de V(2), A(2), A 7 (2)T(2) 
y A/^(2)N(2), cuyo inicial es el punto donde t - 2. 

Solucion Como V(/) = D t R(0yA(r) = 

\(t) = 2 ti + ( / 2 - l)j A(f) = 2i + 2/j 

|| V(f) 1 = v'Ai 2 + (f 2 - l) 2 II A(/) || = V4 + 4/ 2 

= Vi 4 + 2/ 2 + ] = 2 Vl + T 1 

= r 2 + ] 
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Portanto, ~ = t 2 + l. En consecuencia 
dt 


A T (t) 


_ d 2 s 
dt 2 
= It 


A N (t) = V ||A(/)|| 2 - [A r (0] 2 

= VT + 4r 2 - 4/ 2 
= 2 


T(/) = 


V(0 

I|V(I)II 


Con el fin de calcular N(r) se emplea la formula siguiente, la cual se obtiene 
de (3): 


N(f) = \ [A(/> - (D, 2 i)T(f)] (8) 

( D,s) 2 K(t ) 

A (0 - 0V*)T(/) = 2i + 2fj - 2/ ( i + j) 

\t Z + 1 t l + 1 J 

A(f) - (Z), 2 *)T« = - t 2 ) i + 2<j] (9) 

De (8), N(0 es igual a un escalar por el vector de (9). Como N (/) es un 
vector unitario, N(f) puede obtenerse al dividir el vector de (9) entre su mo- 
dulo. Asi, 


N(f) = 


(I - f 2 )i + 2fj 

VO - ? 2 ) 2 + ( 2 O 2 


1 - r 
1 + r 2 


2r 


1 + r 2 


Ahora se calculara la curvatura tf(0 a partir de la primera ecuacion de 
(6). Con A N (t) = 2 y = t 2 + 1, se tiene 


V(2) 
A r (2)T(2) 



FIGURA 7 


™ = (7TF 

Los vectores y escalares solicitados para / = 2 son los siguientes: 


V(2) - 41 + 3j 
| V(2) || = 5 
T(2) = 


2i + 3 -i 

5 1 5- 1 


A(2) = 2i + 4j 
M2) = 4 
N(2) = -?i + 4. 


A n (2) = 2 K( 2 ) = 2 . 

La curva requerida y las representaciones de los vectores se muestran en la 
figura 7. A 


► EJEMPLO 5 Una particula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuacion vectorial 


R(0 = ti + e t j + /k 


Determine las componentes tangencial y normal del vector aceleracion. 
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Solucion A1 calcular los vectores y escalares necesarios se obtiene 


V(0 

= o,m 

m 

= 

D,\(t) 


II 

+ 

Hi 

uT 

+ 


= 


II V(0 1| 

= v'2 + e 2 ' 

II AW II 

= 

e 1 

ds 

= v2 + 

d 2 s 


e 2 ' 

dt 


dt 2 


+ e 2 ' 

Por tanto, 





A T (t) = - 

v 2 + e^ 1 

Av(0 = 

r 

V 

l|A(0ll 2 ~ [A r (0] 2 


V2 e f 
V2 + e 2 ' 


◄ 


y 



El estudio del movimiento curvilmeo se concluye con la discusion del 
movimiento de un proyectil. Suponga que el proyectil se desplaza en un 
piano vertical y que la unica fuerza que actua sobre el proyectil es su peso, 
dirigido hacia abajo con una intensidad de mg libras, donde m slugs es su 
masa y g pie por segundo cuadrado es la aceleracion constante debida a la 
gravedad. No se considerara la fuerza ocasionada por la resistencia del aire, 
la cual, para cuerpos densos que se desplazan con rapidez pequena, no 
ejerce un afecto notable. 

Suponga que un proyectil se dispara desde un canon que tiene un angulo 
de elevacion de a radianes. Sea v 0 el niimero de pies por segundo la veloci- 
dad inicial o velocidad de salida. Los ejes coordenados se colocan de modo 
que el canon este ubicado en el origen. Refierase a la figura 8. El vector de 
velocidad inicial, V 0 , del proyectil esta determinado por 


V 0 = v 0 cos ai + v 0 sen a} 


( 10 ) 


Sean t segundos el tiempo que transcurre desde que el arma se disparo, 
x pies la distancia horizontal del proyectil desde el pun to de partida a los t se- 
gundos, y y pies la distancia vertical del proyectil tambien desde su punto 
de partida a los t segundos. R (f) es el vector de posicion, V(/) es el vector 
velocidad y A (t) es el vector aceleracion del proyectil a los t segundos. 

Como x y y son funciones de t, se esc ri ben las componentes horizontal 
y vertical de R(/) como x(t) y y(t ); asi. 


R(0 = x(t)i + y(/)j 

Si F representa la fuerza que actua sobre el proyectil, entonces 


F = -mg} 


De esta ecuacion y la ecuacion (7) (la segunda ley de Newton para el mo- 
vimiento), 


m\(t) = -mg} 

AW = -g} « V r W = 


Al integral los dos miembros de esta ecuacion con respecto a r, se obtiene 

VW = -*fj + c, 
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ComoV(O) = V 0 , entonces Cj = V 0 . Portanto, 

V(0 = -gtj + V 0 « R’(0 = -gtj + V 0 
Si se integra otra vez, resulta 

m = -\gt 2 j + V 0 r + C 2 

Puesto que el proyectil parte del origen, R(0) = 0; por lo que C 2 = 0. De 
este modo, 

R(0 = + Vo t 

Con el valor de V 0 de (10), esta ecuacion se transforma en 

R(f) = ~\gt 2 j + (v 0 cos a\ + v 0 sen aj)r 

R(r) = rv 0 cosai + (fv 0 sena - ~.gt 2 ) j (11) 

La ecuacion (11) proporciona el vector de posicidn del proyectil a los t 
segundos. A partir de esta ecuacion se puede estudiar el movimiento del 
proyectil. Generalmente, las cuestiones de interes son las siguientes: 

1. ^Cual es el alcance del proyectil? El alcance es la distancia | OA | a lo 
largo del eje jc (consulte la figura 8), 

2. ^Cual es el tiempo total de recorrido, esto es, el tiempo que tarda el pro- 
yectil en ir de O a /4? 

3. ^Cual es la altura maxima del proyectil? 

4. ^Cual es la ecuacion cartesiana de la curva recorrida por el proyectil? 

5. <?,Cual es el vector velocidad del proyectil en el momento del impacto? 

Estas cuestiones seran respondidas en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 6 Se dispara un proyectil desde un canon que tiene 
un angulo de elevacion de ~ n rad, y su velocidad de salida es de 480 pie/s. 
Obtenga: (a) el vector de velocidad inicial; (b) el vector de posicion R (?) y 
las ecuaciones parametricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la altura mdxima 
alcanzada por el proyectil; (f) el vector velocidad y la rapidez en el momento 
del impacto; (g) el vector de posicion, el vector velocidad y la rapidez a los 
2 s; y (h) una ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil. 

Solucion 

(a) De 10 con = 480 y a = el vector de velocidad inicial es 

V 0 = 480 cos 3 tri + 480 sen i ;rj 
= 240 V3i + 240j 

(b) El vector de posicidn a los t segundos se puede obtener al aplicar (11); 
asf. 


R(f) = 240 V3ri + (240 r - igt 2 ) j 
Si se considera g = 32 se tiene 


'i 


R(r) = 240 -J3ti + (240 r - 16t 2 )j 


( 12 ) 
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Si (jc (0, y(0) es la posicion del proyectil a los t segundos, entonces 

*(/) = 240 St y y(t) = 240? - 16 1 2 (13) 

(c) Con el proposito de calcular el tiempo de recorrido del proyectil, se 
debe obtener t cuando y(t) = 0. De esta manera, se considera y(t ) = 0 
en la segunda ecuacion de ( 13): 

240 1 - 16 1 2 = 0 
f(240 - 16 r) = 0 
t = 0 t = 15 

El valor 0 para t se presenta cuando el proyectil se dispara. Como 
y(15) = 0, el tiempo de recorrido es de 15 s. 

(d) Con el fin de obtener el alcance del proyectil se calcula *(15). De la 
primera ecuacion de (13), jc(15) = 3 600 V3. En consecuencia, el alcan- 
ce es de 3 600 V3 ~ 6 200 pie. 

(e) El proyectil alcanza su maxima altura cuando la componente vertical 
del vector velocidad es cero, esto es cuando y \t) = 0. A1 calcular y \t) de 
la segunda ecuacion de ( 13) se tiene 

y'(t) = 240 - 32r 

Si se considera y'(t) = 0, se obtiene t — 7.5, el cual es la mitad del 
tiempo total de recorrido. 

(f) Puesto que el tiempo total de recorrido es de 15 s, el vector velocidad en 
el momento del impacto es V(15). Con V(r) = R'(f), se obtiene de (12) 

V(0 - 240 V3i + (240 - 32r)j (14) 

A si, 

V(15) = 240 V3i - 240j 

Como || V( 15) || = 480, la rapidez en el momento del impacto es de 
480 pie/s. 

(g) De (12) y (14), 

R(2) = 480 V3i + 416j V(2) = 240V3i + 176j 

|| V(2) || = V(240V3) 2 + (176) 2 
= 32VI99 

Por tanto, a los 2 s la rapidez es de 32 V 199 pie/s * 450 pie/s. 

(h) A fin de obtener una ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil, 
se elimina el par&metro t de las ecuaciones parametricas (13). A1 susti- 
tuir el valor de t de la primera ecuacion en la segunda se obtiene 

y = 24of A _ \A — f 
V240V3/ V240V5/ 

y = 7$ x _ TcTsoo^ 2 

la cual es una ecuacion de una parabola. ^ 


r EJEMPLO 7 (a)Apartirdelasrespuestasdelosincisos(b)-(e)del 
ejemplo 6, trace la trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el mo- 
vimiento del proyectil. (b) Trace la trayectoria del proyectil en el modo punto. 
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Solucion 

(a) Con la graficadora en modo parametrico, se introducen las ecuaciones 
parametricas 

x(t) = 240 73/ y y(t) = 240/ - 16r 2 


En el rectangulo de inspection de [0, 6 300] por [-300, 1 000], considere 
los par&metros f min = 0, t m ^ x = 15 y f step = 0.5. Oprima la tecla 
[TRACE 1 . Despu^s presione la tecla de avarice a la izquierda y manten- 
gala oprimida hasta que el cursor est£ en t - 0. La figura 9 muestra la 
pantalla de la graficadora como debe verse hasta este momento. Ahora 


FIGURA 9 


presione la tecla avance a la derecha y observe que la particula, repre- 



[0, 6 3001 por [-300, l 000] 
x{t) = 240 V3 1 y y(t) = 240r - 16r 2 

FIGURA 10 


sentada por el cursor, se mueve a lo largo de la curva. 

(b) La figura 10 muestra la pantalla de la graficadora en modo parametrico 
y en modo punto, con los mismos valores de t y f step como en el inciso 
(a). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados es mas 
pequena conforme t crece hasta 7.5, cuando el proyectil alcanza su al- 
tura maxima. Despu^s, conforme t crece de 7.5 a 15, la distancia entre dos 
puntos sucesivos trazados se hace mas grande. Estas observaciones in- 
dican que la rapidez del proyectil disminuye conforme se eleva desde su 
posicion inicial hasta su altura maxima, esto es, cuando su rapidez es 
cero; despues, cuando el proyectil desciende su rapidez crece hasta hacer 
contacto con el suelo. A 


EJERCICIOS 11.5 


En los ejercicios 1 a 10, la posicion de una particula, que se 
mueve en el piano xy, a las t unidades de tiempo esta determi - 
nada por la ecuacion vectorial, (a) Obtenga V(f), A(/), 
|| V(f) || y || A(t) || . (b) Determine los vectores velocidad y 
ace le radon en t - t x . (c) Dibuje la trayectoria de la particula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleracion 
en t - f]. (d) Simule el movimiento de la particula en la gra- 
ficadora. (e) Trace la trayectoria de la particula en la grafi- 
cadora en el modo punto. 

1. R(r) = ( / 2 + 4)i + (/ - 2)j; /, = 3 

2. R(/) = (1 + i)i + (r 2 - l)j;/, = 1 

3. R(/) = 5cos2/i + 3sen2/j;(, = J?r 

'4. R(i) = fi - J/j;/, = 4 

5. R(/) = e'i + e 2 'j ; 1, = In 2 

6. R(l) = e 2, i + e 3 'j;t, = 0 

7. R(r) = /i + In sec /j ; (j = 

8. R(/) = 2(1 - cos/)i + 2(1 - sen/)j;r, = 

9. R(/) = (/ 2 + 3l)i + (1 - 3l 2 )j;l, = | 

10. R(r) = ln(i + 2)i + |f 2 j; r, = 1 

En los ejercicios 11 a 16, la posicion de una particula, que se 
mueve en el espacio tridimensional, a las t unidades de tiempo 
esta determinada por la ecuacion vectorial. Obtenga los vec- 
tores velocidad y aceleracion asi como la rapidez de la par- 
ticula en t = Dibuje una porcion de la curva que contenga al 
punto donde t — t { , y las representaciones de los vectores 
velocidad y aceleracion en ese punto. 


11 . R(/) = 2cos/i + 2sen/j + tk\t { = ~k 

12 . R(l) = li + if 2 j + !l 3 k;l| = 2 

13. R(r) = li + (i 2 - 2i)j + 2(i - l)k; l, = 2 

14. R(i) = 3 cos li + 4senlj + 2lk;l| = i K 

15. R(r) = ^ ; cosri + e^ent] + e*k ; r, = 0 

16. R (r) = [ -(t 2 + I) -1 ! + ln(l + t 2 ) j + tan“ ! rk; /, = I 

En los ejercicios 17 a 20, una particula se mueve en el piano 
x y de modo que se satisfacen la ecuacion dada y las condicio- 
nes iniciales. Obtenga una ecuacion vectorial de la trayectoria 
de la particula. 

17. V(!) = - (l + l)j y R(0) = 3i + 2j 

(l - l ) 2 

18. V(i) = (21 - 1)1 + 3r 2 j y R(l) = 4i - 3j 

19. A (1) = e~'i + 2e 2 'j, V(0) = 2i + j y R(0) = 3j 

20. A (r) = 2 cos 2ri + 2 sen 2rj, V(0) = i + j y 

R(0) =il - ij 

En los ejercicios 21 a 24, una particula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuacion dada y las con - 
diciones iniciales se satisfacen. Determine una ecuacion de 
la trayectoria de la particula. 

21. V(f) = i + j - 32fk y R(0) = i + 2j 

22 . V(i) = (i 2 + 2i)i + 2i j + 3l 2 k y R(0) = 2j + k 

23 . A(l) = 6li + 12l 2 j + k,V(0) = 2i + 3j y R(0) = 4 k 

24. A(l) = -32k, V(0r = 4i + 4j y R(0) = 60k 

En los ejercicios 25 a 30, una particula se mueve a lo largo 
de la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. En coda 
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ejercicio determine los vectores V(f). A(/), T(f) y N(f), y los es- 
calares siguientes para un valor arbitrario de t: || V(f) || , A r (t), 
A N (t) y K(t). Tambien obtenga los valores particulares cuando 
t = t ] . En t = t x , dibuje una porcidn de la curva y represen * 
taciones de los vectores V(*|), A^), A^), T(/j) y 

25. R(f) = (2 1 + 3)i + (f 2 - = 2 

26. R (f) = (/ - l)i + = 1 

27. R(r) = 5cos3»i + 5sen3<j;(, = 

28. R(r) = 3ft + 2/ 3 j; /, = 1 

29. R(f) = e'i + = 0 

30. R(f) = cos t 2 i + sen < 2 j; /, = i yjx 

En los ejercicios 31 a 36, una particula se mueve a lo largo de 
una curva que tiene la ecuacion vectorial dada . Calcule las 
componentes tangencial y normal del vector aceleracion y uti- 
Ucelos para expresar A (t) - A T (t)T(t) + A N (t)N(t) sin 
calcular T(r) ni N(f). 

31. R(f) = t\ + t 2 j + rk 

32. R(/) = e r i + e l j + V 2fk 

33. R(/) = (cos t + rsen/)i + (sen t - tcost)} + 2k, t > 0 

34. R(/) = 2t 2 i + t 2 j + 4rk 

35. R(r) = t 2 i + (|f 3 + r)j + (^r 3 - r)k 

36. R(0 = /cosri + rsenrj + rk 

37. Demuestre que si la rapidez de una particula que esta en 
movimiento es constante, entonces su vector aceleracidn 
siempre es ortogonal a su vector velocidad. 

38. Una particula se mueve a lo largo de una curva que tiene la 
ecuacion vectorial R(0 = tan t i + senh 2rj + sech t k. 
Demuestre que los vectores velocidad y aceleracion son 
ortogonales en t - 0. 

39. Una particula se mueve a lo largo de la cubica alabeada 

R(0 = ti + t 2 j + r 3 k 

Obtenga una ecuacion del piano determinado por los vec- 
tores tangente unitario y normal unitario en el punto de la 
curva donde t = I. 

40. Demuestre que para la cubica alabeada del ejercicio 39, si 
t * 0, entonces ningun par de los vectores R(0, V(0 y 
A(0 son ortogonales. 

En los ejercicios 41 y 42, se dispara un proyectil desde un 
canon que tiene un angulo de elevacion de a radianes , y su 
velocidad de salida es v 0 pie por segundo. Obtenga : (a) el vector 
de velocidad inicial ; (b) el vector de posicion R(7) y ecuaciones 
parametricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la al- 
tura maxima que alcanza el proyectil; ( f ) el vector velocidad y 
la rapidez en el momento de impacto; (g) el vector de posicion, 
el vector velocidad y la rapidez a los t l segundos; y (h) una 
ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil. 

41. a = \k\v 0 - 320; = 6 

42. a - ^n-y v 0 = 160; t x = 4 


En los ejercicios 43 y 44, haga lo siguiente: a partir de las res- 
puestas de los incisos (b)-(e) del ejercicio indicado, trace 4a 
trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el movimien- 
to del proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en modo 
punto; (c) dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora 
del inciso (b); (d) describa lo que observa en la pantalla de la 
graficadora del inciso (b) acerca de la rapidez del proyectil. 

43. Ejercicio 41. 44. Ejercicio 42. 

45. Se dispara un proyectil desde un canon situado en la parte 
superior de un edificio de 96 pie de altura. El can6n forma 
un angulo de 30° con la horizontal. Si la velocidad de sa- 
lida es de 1 600 pie/s, calcule el tiempo de recorrido y la 
distancia desde la base del edificio hasta el punto donde 
caera el proyectil. 

46. La velocidad de salida de un arma es de 160 pie/s. ^Con 
que angulo de elevaci6n debe dispararse el arma a fin de 
que el proyectil impacte un objeto situado al mismo nivel 
del arma y a una distancia de 400 pie de esta? 

47. i.Cual es la velocidad de salida de un canon si un proyec- 
til disparado desde este tiene un alcance de 2 000 pie y 
alcanza una altura maxima de 1 000 pie? 

48. Se lanza horizontalmente una pelota desde la parte supe- 
rior de un risco de 256 pie de altura con una velocidad 
inicial de 50 pie/s. Calcule el tiempo de recorrido de la pe- 
lota y la distancia desde la base del risco hasta el punto 
donde caera la pelota. 

49. A medida que un barco se aleja de un muelle, una mucha- 
cha ubicaba en la cubierta del barco, a 55 pie por arriba del 
muelle, lanzd una piedra envuelta en una nota a un amigo 
que esta en el muelle. El barco se hallaba a 28 pie del 
muelle en el momento en que la joven lanzd la piedra 
desde su mano, a 5 pie por arriba de la cubierta, hacia el 
muelle con una velocidad inicial de 1 5 pie/s y en un £ngu- 
lo de 45° con respecto a la horizontal. ^Llegard la piedra 
al muelle, de modo que su amigo reciba la nota, o caer£ al 
agua y se hundira? Justifique su respuesta. 



50. Responda la pregunta del ejercicio 49 suponiendo que la 
muchacha lanzo horizontalmente la piedra con una velo- 
cidad inicial de 15 pie/s. 

51. Un nifio apuesta a sus amigos que puede lanzar una pelota 
y pegarle a un anuncio que se encuentra a 25 pie de el. El 
anuncio tiene 10 pie de altura y su base estd a 35 pie 
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sobre el suelo. El nino lanza la pelota hacia el anuncio con 
una velocidad inicial de 60 pie/s y un Angulo de elevacion 
de 60°. Si la mano del nino esta a 5 pie del suelo, demues- 
tre que el nino gana la apuesta y determine la direction de 
la pelota en el momento del impacto. 



■ 


52. Una basquetbolista debe efectuar un tiro libre en la canas- 
ta cuyo aro esta a 10 pie del piso del gimnasio. Si la juga- 
dora se encuentra a una distancia horizontal de 1 1 pie del 
centro de la canasta, determine el angulo en que debe lan- 
zar la pelota con una velocidad inicial de 25 pie/s si sus 
manos se encuentran a 6 pie por arriba del piso en el mo- 
mento del tiro. 



53. Un arbol de 45 pie de altura se encuentra entre un banderin 
y una pelota de golf, la cual estd a 225 pie del banderin. 
El arbol se encuentra a 100 pie de la pelota. Un golfista 
golpea la pelota en direccion del banderin con una rapi- 
dez de 80 pie/s y un angulo de 45°. Demuestre que la pe- 
lota no golpea el arbol, y determine a qu6 distancia del 
banderin cae la pelota. 



54. Determine el angulo de elevacidn de un canon de modo 
que al dispararse se obtenga el maximo alcance para una 
velocidad de salida dada. 

55. Una partfcula se encuentra en el punto (r, 0) de la cir- 
cunferencia con centro en el origen y radio r, y se mueve 
sobre la circunferencia con una rapidez angular constante 
de a radianes por segundo. Una ecuacion de su trayec- 
toria es 

R(/) = ir cos Q)t + jr sen cot 

Esta ecuacidn describe el movimiento circular unifor- 
me. (a) Demuestre que la rapidez de la partfcula estd 
determinada por r co. (b) Demuestre que si A(/) es el vector 
aceleracion, entonces la direccion de A(r) es opuesta a la 
de R (/), ademas || A(r) || = r(o 1 2 3 4 5 . (c) Calcule T(/), N(f). 
A r (/) y A^(/). (d) <,Cual es el efecto sobre A N (t) si la ra- 
pidez angular se duplica? 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 1 1 


1. iQut es una funcion vectorial y en qu6 difiere de una fun- 
cion re all 

2. i,C<5mo se utilizan las propiedades de las funciones reales 
en el estudio de las funciones vectoriales? 

3. <,En qud consiste la dependencia de las definiciones del 
lfmite y continuidad de una funci6n vectorial de las de- 
finiciones correspondientes para una funcion real? 

4. ^Como se obtienen ecuaciones cartesianas de una curva 
en el espacio tridimensional a partir de su ecuacion vecto- 
rial? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

5. t,En que son semejantes o en que difieren las definiciones 
de la derivada e integral indefinida de una funcion vecto- 
rial y las definiciones correspondientes para funciones 
reales? 


6. <C6mo se interpreta geometricamente la derivada de una 
funcion vectorial? 

7. i,En qu 6 son semejantes o diferentes los teoremas de la 
derivada de la suma, producto punto y producto cruz de 
dos funciones vectoriales y los teoremas correspondien- 
tes para funciones reales? Invente ejemplos que ilustren la 
respuesta. 

8. ^Cudl es la regia de la cadena para funciones vectoriales ? 
Invente un ejemplo que ilustre su aplicacion. 

9. ^Que puede concluirse acerca de una funcion vectorial y 
su derivada si el modulo de la funcion vectorial es 
constante? 

10. (Cual es la formula para la longitud de arco de una curva 
definida mediante una ecuacion vectorial en el espacio 
tridimensional? 
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11. ^Cual es el vector tangente unitario T(f) de una curva C en 
un punto P de C si R (f) es el vector de position ? Esta- 
blezca una formula para calcular T(f) a partir de R(t). 

12. ^Cual es el vector normal unitario N (f) de una curva C en 
un punto P de C si T(f) es el vector tangente unitario? 
Establezca una formula para calcular N(f) a partir de T(f). 

13. Exprese el vector binormal unitario de una curva C en un 
punto P de C en terminos de los vectores tangente unitario 
y normal unitario. 

14. ^Cuales son los pianos osculador , rectificador y normal de 
una curva C en un punto P de C? ^C6mo se obtienen ecua- 
ciones de estos pianos? 

15. Si R(f) = /(f) i + g(f)j + h{t) k es una ecuacion vec- 
torial de la curva C, ^como obtendria una ecuacidn que 
contenga a t y el numero de unidades de longitud de 
arco s a partir de un punto arbitrario de C hasta el punto 
P{f(t), g(t ), MO)? 6P° r que n0 se puede resolver, gene- 
ralmente, esta ecuacion para s en terminos de f? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

16. Si R(0 es el vector de posicion de una curva C en el espa- 
cio tridimensional, defina la curvatura K(t) de C en un 
punto de la curva. 

17. Proporcione dos formulas para calcular la curvatura K(t): 
(i) una en terminos de D t R(t) y D,T(f); (ii) la otra en ter- 


minos de D t R(t) y D t i(t). ^Cual de estas formulas es mas 
facil de aplicar? 

18. Defina el radio de curvatura y la circunferencia osculatriz 
para curvas en el piano xy. 

19. Establezca una formula para calcular la curvatura de una 
curva plana definida por una ecuacirin de la forma 

y = /(■*)• 

20. Si una particula se mueve a lo largo de la curva C que 
tiene la ecuacion vectorial R(0 = /(f)i + g(t ) j + h{t)k , 
defina los vectores velocidad y acele ration en un punto 
P de C. ^Cual es la rapidez de la particula en P? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 

21. Establezca una fdrmula que exprese el vector aceleracion 
como la suma de un vector tangente a la direction de mo- 
vimiento y de un vector normal a esta direccion. 

22. Establezca las formulas que proporcionan las componen- 
tes tangential y normal de la aceleracion. 

23. ,?,Cudl es el vector de posicion de un proyectil disparado 
desde un caridn que tiene un angulo de elevacidn a y una 
velocidad de salida de v 0 pies por segundo? ^Como 
determinaria la altura maxima, el tiempo de recorrido y el 
alcance del proyectil a partir de este vector? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO J 7 


En los ejercicios l a 4, determine el dominio de la funcion vec- 
torial. 


1. R(/) = + 2 * R <'> = ln <' + l )i + e llt j 


3. R(f) = In | cos 1 1 i + V 4t 2 - lj + ^4 - t 2 k 


En los ejercicios 5 a 8, calcule el limite indicado, si existe. 

5. lim( i + j) 

r-»l\f +1 t - 1 J 

6. lim ^cos fi + j j 


7. i im (e-'I'i + 1^211 j + k ) 

i-» o + V / J / / 

8. lim (V^I6 i + tan^ ± ) + | f _ 4 | k ] 

t - 4 t - 4 1 1 ) 

En los ejercicios 9 a 12, determine los numeros en los que la 
funcion vectorial es continua. 


9. R{f) = e 'i + ln/j + ■ k 

V4 - / 


1 0. R (t) = In I cos 1 1 i + — j + V 1 - t 2 k 

\t\ - 1 


11. R(f) = 


sen(f - I) . t 2 - 1 . 

7 - 1 1 + 2 (/ - 1) J 

+ (l - 1 ) In | / 


I | K si I * I 


(i + j) 


si t 


1 


12. R(f) = 


|(1 + f) 1 ^ i + e l+t $ + y — -k 

L(i + j + k) 


si t * 0 
si t = 0 


En los ejercicios 13 a 16, dibuje la grafica de la funcion 
vectorial. 

13. R(f) = 2 sec t\ + 2 tan /j 

14. R(f) = 2/7i + (f + l)j 

15. R(f) = fi + t 2 j + 2/ 3 k, 0 < t < 2 

16. R(f) = 3 cos fi + 3 sen fj + 3fk, 0 < t < In 
En los ejercicios 17 y 18, obtenga R'(f) y R"(f). 


17. R(f) = T-! — i + ! j - ln;k 
f 2 + 9 t 


18. R(f) 


/ - 1 


t + 1 . t + 1 . 

— j + 


En los ejercicios 19 y 20, calcule D t || R(f) || y || D t R(t) || . 

19. R(f) = l^e 1 - i)i + 2 (e* + l)j + e ( k 

20. R(f) = cos2fi + sen 2fj + 2 /2 k 
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21. Si R'(i) = — t— i + -y! — j y R(0) = j, obtenga R(z). 

1 + i t L + 1 

22. Si R'(z) = 1 i + j y R(l) = 3i - 2j, obtenga R(z). 

23. Si R'(() = 2e' l2 i - 2e" ,/2 j + 2 cosh^k y R(2) = 
2ei'~ 2e~ [ ] + k, obtenga R(/). 

24. Si R'(/) = cos 2 /i + cos2/j - 2sen2/kyR(0) = i, ob- 
tenga R(/). 

En los ejercicios 25 y 26, calcule la longitud de arco exacta 
de t \ a t 2 de la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. 

25. R(/) = r cos ti + t sen t j + tk ; t ] = 0; t 2 = \n 

26. R(f) = (2 - 3z)i + (4/ - l)j + / 2 k;/, = 0; Z 2 = f 

En los ejercicios 27 y 28, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro di- 
gitos significativos, de la longitud de arco de /, a / 2 de la 
curva que tiene la ecuacion vectorial dada. 

27. R(z) = ln/i + jj - jk;/, = l;/ 2 = 2 

28. R(/) = cos /i + sen /j + e 2t k; /, ~ 0; t 2 = \ 7t 

En los ejercicios 29 y 30, calcule T(f) y N(/), y dibuje una por- 
tion de la curva que contenga al punto donde t = t\, y las re- 
presentations de T(/,) y N(/,) cuyo punto initial es ese punto. 

29. R(r) = ^e 2 'i + rj; r, = In 2 

30. R(/) = / 2 i + !/ 3 j;/, = 1 

En los ejercicios 31 a 34, calcule T(f) y N(/). 

31. R(/) = i/ 3 i + / 2 j + 2/k 

32. R(/) = e’\ + 2<T'j + 2/k 

33. R(/) = 3 sen 2/i + 4r j + 3 cos 2/k 

34. R(/) = 3(cos / + r sen /)i + 3(sen t - t cos r)j + 3k 

En los ejercicios 35 a 38, determine el triedro movil y ecua- 
ciones de los pianos osculador, rectificador y normal para la 
curva en t — /,. 

35. La curva del ejercicio 31;/, = 1 

36. La curva del ejercicio 32; /, = 0 

37. La curva del ejercicio 33; /, = 0 

38. La curva del ejercicio 34; /, = | n 

En los ejercicios 39 y 40, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como unafuncion de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 

39. La curva del ejercicio 3 1 

40. La curva del ejercicio 32 

En los ejercicios 41 a 44, obtenga una ecuacion vectorial de la 
curva que tiene a la longitud de arco s como parametro, donde 
s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la res- 
puesta utilizando la ecuacion (9) de la section 11.3. 

41. R(/) = 4/i + 1(2/ + l) 3/2 j 

42. La curva del ejercicio 30 

43. La curva del ejercicio 33 

44. La curva del ejercicio 34 


En los ejercicios 45 y 46, para la curva y /, del ejercicio indi- 
cado, calcule la curvatura K y el radio de curvatura p en el 
punto donde f = /,. Dibuje una portion de la curva, el vector 
tangente unitario y la circunferencia de osculatriz ent = /,. 

45. Ejercicio 29 46. Ejercicio 30 

En los ejercicios 47 a 50, para la curva del ejercicio indi- 
cado, calcule la curvatura K. 

47. Ejercicio 3 1 48. Ejercicio 32 

49. Ejercicio 33 50. Ejercicio 34 

51. Demuestre que la curvatura de la curva y = In jc en cual- 
quier punto ( x , y) es jc/ (jc 2 + l) 3 ^ 2 . Tambi6n demues- 
tre que la curvatura maxima absoluta es -V3, la cual 

i — I 9 

ocurre en el punto ( - In 2). 

52. Calcule la curvatura en cualquier punto de la rama de la 
hiperbola definida por las ecuaciones parametricas 
x — a cosh / y y = b senh t. 

53. Determine la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
que tiene ecuaciones parametricas x = 3 l yy = / 3 - 3/ 
en el punto donde / = 2. 

54. Calcule la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
y = e~ x en el punto (0,1). 

55. Determine el centra de curvatura para la curva del ejerci- 
cio 53 en el punto donde / = 2, y dibuje una porcion de la 
curva y la circunferencia osculatriz en ese punto. 

56. Determine el centra de curvatura para la curva del ejercicio 
54 en el punto (0, 1), y dibuje una porcion de la curva y la 
circunferencia osculatriz en ese punto. 

En los ejercicios 57 y 58, la position de una parttcula que se 
mueve en el piano xy, a las t unidades de tiempo, esta determi- 
nada por la ecuacion vectorial dada. (a) Determine \(t), A (/), 
||V(/)|| y || A(/)||. (b) Determine los vectores velocidad y 
aceleracion en t = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la par- 
ticula y las representaciones de los vectores velocidad y acele- 
racion en t — 1 .(d) Simule el movimiento de la particula en 
la graficadora. (e) Trace la trayectoria de la particula en la 
graficadora en modo punto. 

57. R(z) = 3/i + (4/ - z 2 ) j 58. R(Z) = 2e‘i + 3e‘'j 

En los ejercicios 59 y 60, una particula se mueve a lo largo de 
la curva dada. Obtenga los vectores velocidad y aceleracion, 
y asi como la rapidez en el punto indie ado. Dibuje una portion 
de la curva que contenga a ese punto, y las representaciones de 
los vectores velocidad y aceleracidn en el punto mencionado. 

59. La curva del ejercicio 25 en t = ^ n. 

60. La curva del ejercicio 26 en t = ^ . 

En los ejercicios 61 y 62, una particula se mueve en el piano xy 
de modo que la ecuacidn y las condiciones middles se satis- 
facen. Obtenga una ecuacidn vectorial de la trayectoria de la 
particula. 

61. V(z) = e 2, i + <T'j y R(0) = 2i - j 

62. A (/) = z 2 i - r 2 j, V(l) = j, y R(l) = \i + {) 

En los ejercicios 63 a 66? una particula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuacidn y las condiciones 
initiates se satisfacen. Obtenga una ecuacidn vectorial de la 
trayectoria de la particula. 
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63. V(/) = -2 sen t\ + 2 cos fi + k, R(0) = 2i + 2j 

64. V(0 - e { i - e'j - 8e 4 'k, R(0) = 2i - j - k 

65. A (/) = 3 j - 2k, V(l) = i + k, R(l) = 2i + 4j 

66. A(/) = 4i + l2< 2 j,V(|) = 2i + |j + k, 

R(i) = i + j^j + k 

En los ejercicios 67 y 68, una particula se mueve a lo largo de 
la curva del ejercicio indicado. En cada ejercicio , obtenga 
los vectores V(/), A(/), T(/) y N(/), y los escalares siguientes 
para un valor arbitrario: ||V(/)||, A T (t), A N (t) y K(t). Tam- 
bien calcule los valores particulares cuando t = 1 . En t = 1 , 
dibuje una porcion de la curva y las representaciones de los 
vectores V(l), A(l), A r (l)T(l) y A n (L)N(1). 

67. Ejercicio 57 68. Ejercicio 58 

En los ejercicios 69 y 70, una particula se mueve a lo largo de 
la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. Calcule las com- 
ponentes tangencial y normal del vector aceleracion y utilfce- 
las para escribir A(t) = + A N (t)N(t) sin calcular 

T(r)yN(0. 

69. R(/) = 2/i + e t ) + e~‘k 

70. R0) = / 2 i + 2rj + 2k 

En los ejercicios 71 y 72, obtenga (a) los vectores velocidad 
y aceleracion, (b) la rapidez, y (c) las componentes tangen- 
cial y normal del vector aceleracion. 

71. R(/) = cosh2ri + senh2rj + k 

72. R(0 = (2 tan -1 / - /)! + ln(l + t 2 ) j + 2k 

73. Se dispara un proyectil desde un arma con un dngulo de 
elevacion de 30° y una velocidad de salida de 150 pie/s. 
Calcule: (a) el vector de posicion R(/); (b) el alcance del 
proyectil; (c) la altura maxima; (d) la rapidez en el mo- 
mento de impacto. 

74. Para el proyectil del ejercicio 73, (a) trace la trayectoria 
del proyectil en la graficadora y simule el movimiento del 
proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en el modo 
punto; (c) con relacion al inciso (b), dibuje lo que observa 
en la graficadora; (d) con relacion inciso (b), describa lo 
que muestra la pantalla de la graficadora acerca de la ra- 
pidez del proyectil. 


75. Si se dispara un proyectil con un angulo de elevacion de 
40°, determine la velocidad de salida minima para que el 
proyectil tenga un alcance de 300 pie por lo menos. 

76. Obtenga una fdrmula para calcular la altura maxima al- 
canzada por un proyectil disparado desde un arma con una 
velocidad de salida de v 0 pies por segundo y un angulo de 
elevacion de a radianes. 

77. En un juego de beisbol un espectador, sentado en una 
grada a 20 pie sobre el campo, atrapo una pelota que cayo 
en su lugar. Despuds lanzo la pelota desde su asiento ha- 
cia el campo con un angulo de depresion de 25° y con una 
velocidad inicial de 24 pie/s. (a) /.Cuanto tardara la pelota 
en golpear el piso? (b) ^Cual es la distancia del punto del 
suelo, directamente debajo de su asiento, hasta el punto 
del campo donde caera la pelota? 

78. Responda las preguntas del ejercicio 77 suponiendo que 
el espectador lanza horizontalmente la pelota con una rapi- 
dez de 24 pie/s. 

79. Si una particula se mueve en el piano xy de modo que su 
vector velocidad siempre es ortogonal a su vector de po- 
sicion, demuestre que la trayectoria de la particula es una 
circunferencia con su centro en el origen. 

80. Si una particula se mueve a lo largo de una curva, ^,bajo 
que condiciones el vector aceleracion y el vector tangen- 
te unitario tendran la misma direccion o direcciones 
opuestas? 

81. Los vectores V, A y N son, respectivamente, los vectores 
velocidad, aceleracion y normal unitario para el movi- 
miento curvilmeo de una particula. Demuestre que si 
|| (V • V)A - (V • A)V || * 0, entonces 

N = (V - V)A - (V - A)V 
|I(V • V)A - (V • A ) V || 

82. Si R, Q y W son tres funciones vectoriales cuyas deri- 
vadas con respecto a t existen, demuestre que 

D,[R(r) • Q(/) X W(r)] = D,R(r) • Q(r) X W (t) + 
R(0 • D ( Q(t) X W(/) + R(0 • Q(t) X D t R(t) 
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1 2. 1 FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 

Ahora se generalizara la nocidn de funcion a funciones de mas de una varia- 
ble independiente. Estas funciones se presentan con frecuencia en situacio- 
nes practicas. Por ejemplo, el area de la superficie del cuerpo de una persona 
depende del peso y de la estatura de la persona. El volumen de un cilindro 
circular recto depende de su radio y de su altura. De acuerdo con la ley de los 
gases ideales, el volumen ocupado por un gas es directamente proporcional a 
su temperatura e inversamente proporcional a su presion. El precio de venta 
de un artfculo particular puede depender de su costo de production, del cos- 
to de materiales y de los gastos generales. 

Con el fin de extender el concepto de funcidn a funciones de cualquier 
numero de variables, primero se considerara el espacio numerico ^-dimen- 
sional. Del mismo modo en que se denotd un punto de R mediante un numero 
real x , un punto de R 2 por medio de un par ordenado de numeros reales (*, y), 
y un punto de R 3 mediante una tema ordenada de numeros reales (. x , y, z ), 
un punto del espacio ^-dimensional R n se representa por medio de una 
H-ada (tease “eneada”) o n-upla ordenada de numeros reales denotada por 
P — (jC|, X2* - - - En particular, si n = 1 , P = x\ si n = 2 , P = (at, y); 
si n = 3 , P = (at, y, z)\ si n = 6, P = (a^, AT2, AT3, AT4, at 5 , at^). 


12.1.1 Definition del espacio numerico n-dimensional 


El conjunto de todas las /i-adas ordenadas de numeros reales se de- 
nomina espacio numerico w -dimension a I y se denota por R n Cada 
n-ada ordenada (.*], jfy . ,x n ) se llama punto del espacio nunteri- 
co n-dimensional. 


12.1.2 Definition de funcion de n variables 


Una fcmdtin de n variables es un conjunto de pares ordenados de la 
forma { P , w ) en el que dos pares ordenados distintos cualesquiera 
no tienen el mismo primer elememo. P es un punto del espacio numerico 
n-dimensional y w es un numero real. El conjunto de todos los puntos 
P admisibles recibe el nombre de dominio de la funcidn, y el conjunto 
de todos los valores rcsultant&s de w se denomina contradominio de 
lafuncidn. 

De esta definicion, el dominio de una funcion de n variables es un con- 
junto de puntos de R n y su contradominio es un conjunto de numeros de R. 
Cuando n = 1 , se tiene una funcidn de una variable; de modo que el dominio 
es un conjunto de puntos de R o, equivalentemente, un conjunto de numeros 
reales. En consecuencia, la definicion 1.1.1 es un caso especial de la defini- 
ci6n 12.1.2. Si n — 2, se tiene una funcidn de dos variables, y el dominio es 
un conjunto de puntos de R 2 o, equivalentemente, un conjunto de pares orde- 
nados de numeros reales ( x , y). 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea la funcidn /, de las dos 

variables x y y, el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 


z = -^25 - x 2 - y 2 
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FIGURA 1 


y 



\ o 

-5 


FIGURA 2 


El dominio de/e s el conjunto {(jc, y) \x 2 + y 2 < 25}. Este es el conjuqto 
de puntos del piano x y sobre la circunferencia jc 2 + y 2 = 25 y la region 
interior limitada por esta circunferencia. La figura 1 muestra el dominio de / 
como una region sombreada de R 2 . 

Debido a que z = y]25 ~ (jc 2 + y 2 ), entonces 0 < z < 5; por tanto 
el contradominio de / es el conjunto de numeros reales del intervalo ce- 
rrado [0, 5J. 4 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La funcion g de las varia- 
bles jc y y es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma ( P , z) 
tales que 

1 

Z V* 1 * + y 2 - 25 

El dominio de g es el conjunto {(jc, y) \x 2 + y 2 > 25}. Este es el conjunto 
de puntos de la region exterior de la circunferencia jc 2 + y 2 = 25. La fi- 
gura 2 muestra el dominio como una region sombreada de R 2 . ^ 

Si / es una funcion de n variables, entonces de acuerdo con la defini- 
tion 12.1.2, /es un conjunto de pares ordenados de la forma (P, w), donde 
P - (jci, JC 2 , - - . , JC n ) es un punto de R n y w es un numero real. El valor par- 
ticular de w que corresponde a un punto P se denota mediante el simbolo 
f(P) o /( jc], jc 2 , . . . , jc„). En particular, si n = 2 y P = (jc, y), se puede repre- 
sentar el valor de funcion como f(P) o como/(jc, y). De manera semejante, 
si n - 3 y P = (jc, y, z), el valor de funcion se representa como f(P) o 
como /(jc, y, z). Observe que si n = 1,P = jc; en consecuencia, si/es una 
funcion de una variable, /(P) = /(j c). Por tanto, esta notacion es consistente 
con la notacion para valores de funcion de una variable. 

Una funcion / de n variables puede definirse por la ecuaci6n 

W =/(*,, * 2 > ■••»**) 

Las variables jcj, jc 2 , . . . , jc„ se denominan variables independientes y w se 
llama variable dependiente. 


I EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la funcion del ejem- 

plo ilustrativo 1 ; es decir. 


f(x,y) = ^25 - x 2 - y 2 


Entonces 


A3, -4) = V25 - 3 2 - (-4)2 

/(- 2, 1) = V25 - (~2) 2 - l 2 

= v’25 - 9 - 16 

= V25 - 4 - 1 

= 0 

= 2 V5 

fiM, 3v) = -y/25 - u 2 - (3v) 2 


= V 25 - u 2 - 9v 2 

◄ 


► EJEMPLO 1 Sea g la funci6n definida por 


g(x, y, z) = x 3 - 4 yz 2 
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Obtenga: (a) g(l, 3, -2); (b) g(2a, -4b, 3c); (c) g(x 2 , y 2 , z 2 ); (d) g(y, z, -x). 

Solucion 

(a) g(l,3, -2) = l 3 - 4(3)(-2) 2 

= 1-48 
= -47 

(b) g(2a, -4b, 3c) = (2a) 3 - 4(-4b)(3c) 2 

= 8a 3 + 144 be 2 

(c) g(x 2 , y 2 , z 2 ) = (x 2 ) 3 - 4y 2 (z 2 ) 2 

= x 6 - 4 y 2 z 4 

(d) g(y, z, -x) = y 3 - 4 z( - x) 2 

= y 3 - 4 x 2 z ^ 


12.1.3 Definicion de funcion compuesta de dos 
variables 


Si / es una funcitfn de una variable y g es una ftinci&i de dos varia- 
bles, entonces la fimctfn compuesta / o g es la funcidn de dos 
variables definida por 

(/« «)(•». y) = /CsC*. y)) 

y el dominio de / o g e$ el conjunto de todos los pnntos y) del 
dominio de g tales que g ( x 7 y ) pertencce al dominio de/. 


► EJEMPLO 2 Dadas /(f) = In t y g(x, y) = x 2 + y , calcule 
h(x, y) si ft = f ° g,y determine el dominio de ft. 

Solution 

h{x, y) = (fog)( x ,y) 

= f(g(x,y)) 

= fix 2 + y) 

= ln(jc 2 + y) 

El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 , y el dominio 
de / es el intervalo (0, +oo). Por tanto, el dominio de ft es el conjunto 
{(*, y) [jc 2 + y > 0}. 4 

La definicidn 12.1.3 puede extenderse a una funcion compuesta de 
n variables como sp muestra a continuation. 


12.1.4 Definicion de funcion compuesta de n 
variables 


Si / es una funcidn de una variable y g es una funci6n de n varia- 
bles, entonces la funcion compuesta f ° g es la funcidn de n 
variables definida por 

(/ ° S)(*tV% « . . , x„) = H x n )} 

y el dominio de / o g es el conjunto.de los puntos (xi, x 2 , .... x n ) 
del dominio de g tales que jc 2 > ...••* x n ) pertenece al domi- 
nio de /. 
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► EJEMPLO 3 Dadas 

F(x) = sen -1 * y G(x, y, z) = -Jx 2 + y 2 + z 2 4* 
obtenga la funci6n F ° G y su dominio. 

Solution 

(F o G)(x, y, z) = F(G(x,y,z)) 

= F(JI* + y 2 + z 2 - 4) 

- sen -1 ^/jc 2 + >> 2 + z 2 - 4 

El dominio de G es el conjunto {(a. v, z) | a 2 + >' 2 + ; 2 - 4 > 0 } . 
y el dominio de F es el intervalo [-1, 1]. Por tanto, el dominio de F ° G es 
el conjunto de todos los puntos (*, y, z) de R 3 tales que 0<x 2 +y 2 + 
z 2 - 4 < 1, o, equivalentemente, 4 < x 2 + y 2 + z 2 < 5. A 

Una funcion polinomial de las variables * y y es una funcidn / tal que 
/(*, y ) es la suma de t^rminos de la forma cx n y m , donde c es un ntimero real 
y n y m son numeros enteros no negativos. El grado de una funcidn polino- 
mial esta determinado por la mayor suma de los exponentes de * y y que se 
tiene en los t£rminos de la funcidn. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La funcidn / definida por 

/(*, y) = x 3 + 2 x 2 y 2 - y 3 

es una funcidn polinomial de grado 4 debido a que el tdrmino de mayor 
grado es 2x 2 y 2 

(b) Si 


g(x, y) = 6x 3 y 2 - 5 xy 3 + 7 x 2 y - 2x 2 + y + 4 
entonces g es una funcidn polinomial de grado 5. ^ 

La grafica de una funcion / de una variable consiste del conjunto de 
puntos (*, y) de R 2 para los cuales y — /(*). De manera similar, la gritfica 
de una funcion de dos variables es un conjunto de puntos de R 3 . 


12.1.5 Definicion de la grafica de una funcion de dos 
variables 


Sifts una funcidn de dos variables, entonces la gr£fica de/e s el con- 
junto de todos los puntos (x, y ; z ) de R 3 para los cuales (x* y) es un 
punto del dominio de/ y z = fix , y}. 

En consecuencia, la grdfica de una funci6n / de dos variables es una 
superficie que consta de todos los puntos del espacio tridimensional cuyas 
coordenadas cartesianas estan determinadas por las temas ordenadas de nu- 
meros reales (*, y, z). Como el dominio de/es un conjunto de puntos del piano 
xy, y puesto que cada par ordenado (x, y) del dominio de/corresponde a solo 
un valor de z, ninguna recta perpendicular al piano xy puede intersectar a la 
grafica de ft n mas de un punto. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La funcion / del ejemplo 

ilustrativo 1 es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 

z = V 25 ~ x 2 - y 2 

Por tanto, la grafica de / es la semiesfera en el piano xy y por arriba de este 
cuyo centro es el origen y tiene radio 5. Esta semiesfera se muestra en la 
figura 3. A 


► EJEMPLO 4 


Dibuje la grdfica de la funckm definida por 


FIGURA 3 


/(*. y) = X 2 + y 2 


z 



FIGURA 4 



Solution La grdfica de / es la superficie que tiene la ecuacion 
z = x 2 + y 2 . La traza de la superficie en el piano xy se obtiene al utilizar 
la ecuacidn z = 0 simultaneamente con la ecuacion de la superficie. Al ha- 
cerlo resulta x 2 + y 2 = 0, la cual representa al origen. Las trazas en los 
pianos xz y yz se obtienen al emplear las ecuaciones y = 0 y x = 0, 
respectivamente, junto con la ecuacion z = x 2 + y 2 . Estas trazas son las pa- 
rabolas z = x 2 y z = y 2 . La seccion transversal en el piano z ~ k, parale- 
lo al piano xy, es una circunferencia con su centro en el eje z y radio 4k. 
Con esta informacion se obtiene la grafica requerida, la cual se muestra en la 
figura 4 y que es un paraboloide circular. A 

Otro m£todo util para representar geometricamente una funcion de dos 
variables es semejante al de representacidn de un relieve tridimensional por 
medio de un mapa topografico bidimensional. Suponga que la superficie 
z = /( jc, y) se intersecta con el piano z = k, y que la curva de interseccion 
se proyecta sobre el piano xy. Esta curva proyectada tiene a f(x , y) ~ k 
como una ecuacion, y la curva se denomina curva de nivel (o de contomo) 
de la funcidn / en k. Cada punto de la curva de nivel corresponde a solo un 
punto de la superficie que se encuentra a k unidades sobre ella si k es positivo, 
oal: unidades debajo de ella si k es negativo. Al considerar diferentes valores 
para la constante k se obtiene un conjunto de curvas de nivel llamado mapa 
de contornos. El conjunto de todos los valores posibles de k es el contra- 
dominio de la funcion /, y cada curva de nivel, /(jc, y) = k , del mapa de 
contomos consiste de los puntos ( x , y) del dominio de / que tienen un valor 
de funcion igual a k. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 5 muestra la gra- 
fica de la funcion del ejemplo 4 definida por 

f(x,y) - x 2 + y 2 

junto con las curvas de interseccion de esta superficie con los pianos 
z = k, donde k es igual a 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Estas curvas son circunferencias 
con centros en el eje z y radio 4k. La figura 6 presenta las curvas proyecta- 
das sobre el piano xy. Las circunferencias proyectadas, las cuales son curvas 
de nivel de la funcion /, representan una vista de las circunferencias de 
la figura 5 que se obtiene al mirar la superficie hacia abajo desde un punto 
del eje z. ^ 


FIGURA 5 
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y 



FIGURA 6 


z 



fix. y) = 8 -x 2 - 2y 

FIGURA 7 



JC 


Curvas de nivel de/( x, y) = 8 - x 2 - 2y 

FIGURA 8 


Un mapa de contomos de z = /(x, y) muestra la variation de z con res- 
pecto a x y y en el piano xy al considerar las curvas de nivel. Los valores de z 
cambian m&s rdpidamente cuando las curvas de nivel se eneuentran mds cer- 
canas entre si que cuando estan mas apartadas; esto es, cuando las curvas de 
nivel se hallan muy prdximas entre sf la superficie es escarpada, y cuando las 
curvas de nivel estin separadas la elevacidn de la superficie, relativa al pia- 
no xy, cambia gradualmente. Observe esta situation en la figura 6 para las 
curvas de nivel de la superficie de la figura 5. 

En un mapa topografico bidimensional de un relieve, se obtiene una 
nocidn general de su inclinaci6n al considerar el espacio entre sus curvas de 
nivel. Tambien en uno de estos mapas, si se sigue la trayectoria de una cur- 
va de nivel, la elevation o altura permanece constante. 


► EJEMPL0 5 Sea / la funcion definida por 

fix , y) = 8 - X 2 - 2y 

Dibuje la grafica de / y un mapa de contomos de / que muestre las curvas 
en intervalos constantes de 2 unidades a partir de 8 y descendiendo hasta -8. 

Solution La grafica de/, mostrada en la figura 7, es la superficie 

z = 8 - x 2 - 2y 

Al considerar z = 0 se obtiene la traza en el piano xy, la cual es la parabola 
x 2 = -2 (y - 4). Si se considera y = 0 y x = 0, se obtienen las trazas en 
los pianos xz y yz, las cuales son, respectivamente, la parabola x 2 = -(z - 8) 
y la recta 2y + z = 8. La section transversal de la superficie obtenida en 
el piano z = k es una parabola que tiene su vtitice en la recta 2y + z = 8 
del piano yz y abre a la izquierda. Las secciones transversales para z igual a 
8, 6, 4, 2, 0, -2, -4, -6 y - 8 se muestran en la figura. 

Las curvas de nivel de/ son las parabolas x 2 = -2(y - 4 + \k). E\ 
mapa de contomos de / junto con las curvas de nivel requeridas se presen- 
tan en la figura 8. 4 

A fin de ilustrar la aplicacidn de las curvas de nivel, suponga que la 
temperatura en cualquier punto de una placa metalica plana esta dada por 
la funcion / ; es decir, si T grados es la temperatura, entonces en $1 punto 
(x, y), T = /(x, y). Por tanto, las curvas de nivel que tienen ecuaciones de 
la forma /(x, y) = k , donde k es una constante, son curvas sobre las que la 
temperatura es constante. Esta s curvas de nivel se denominan Lsotermas. 
Ademds, si V volts proporcionan el potencial electrico en cualquier punto 
(x, y) del piano xy, y V = /(x, y), entonces las curvas de nivel reciben el 
nombre de curvas equipotenciales debido a que el potencial electrico en 
cada punto de una de estas curvas es el mismo. 

Como aplicacion de las curvas de nivel en economfa, considere la 
productividad (o salida) que depende de varios insumos (o entradas) en una 
empresa. Entre los insumos pueden considerarse el numero de mdquinas em- 
pleadas en la producci6n, el niimero de horas-persona disponibles, el monto 
de capital de trabajo, la cantidad de material empleado asi como el area de te- 
rreno disponible. Suponga que las cantidades de las entradas estan dadas por 
x y y, y que la cantidad de salida est£ representada por z, donde z = /(x, y). 
Esta funcion se denomina funcion de production, y las curvas de nivel de la 
forma /(x,y) = k, donde k es una constante, se llaman curvas de produc- 
ci6n constante. 
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y 



FIGURA 9 


W EJEMPL0 6 Sea / la funci6n de produccion para la cual 

f(x,y ) = 2x'l 2 y 112 

Dibuje un mapa de contomos de / que muestre las curvas de produccion 
constante en 8, 6, 4 y 2. 

Solution El mapa de contomos consiste de las curvas de intersection 
de la superficie 

Z — 2x ( 1 ) 

con los pianos z = K donde k es igual a 8, 6, 4 y 2. A1 sustituirz = 8 en (1) 
se obtiene 4 = jc l ^ 2 y o, equivalentemente, 

xy =s 16 x > 0 y y > 0 (2) 


La curva del piano Jty representada por (2) es una rama de una hiperbola 
contenida en el primer cuadrante. Tambien se obtiene una rama de una 
hiperbola en el primer cuadrante con cada uno de los numeros 6, 4 y 2. Estas 
son las curvas de producci6n constante y se muestran en la figura 9. 4 



[-2, 2] por [-2, 2] por [0, 4] 
f(x,y) = 

x + y 

FIGURA 10a 




-2 -1 0 [ ' ' 2 


Curvas de nivel de /( jr, y) = — r- 

x + y 



-2-10 I 2 

Curvas de nivel de f(x, y) = | xy \ 



FIGURA 10b 


FIGURA lib 


FIGURA 12b 
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En los ejemplos y ejemplos ilustrativos an ten ores se emplearon fun- 
ciones cuyas graficas y curvas de nivel se dibujaron con relativa facilidad. 
Los programas de graficos por computadora pueden emplearse para trazar 
superficies mas complicadas. Estos programas muestran generalmente trazas 
de la superficie en pianos paralelos a los pianos coordenados y permiten, con 
frecuencia, elegir la ubicacion de quien las ve de modo que la superficie 
se puede observar con diferentes perspectivas. Por lo regular, los programas 
requieren que se estipule una caja de inspeccion. Dicha caja corresponde 
al rectangulo (o ventana ) de inspecidn que se elige al trazar curvas bidi- 
mensionales en una graficadora. La caja de inspeccidn, denotada como 
*max] P°r bw >’max] por [z min , z m& ], es el conjunto de puntos de R 3 
para los cuales x min < x < Xmix , v m(n < > < v mSx . y z m(n ^ z £ z m a*- 
Las graficas por computadora de este texto fueron generadas por el 
software Mathematica. Las figuras que representan estas graficas muestran 
la superficie en la caja de inspeccidn indicada debajo de la figura. La mayo- 
ria de las gr&ficas u bican a quien las mira en el primer octante de un sis- 
tema coordenado derecho. Se han considerado diferentes tonalidades para 
resaltar la apariencia tridimensional de las figuras. Las partes (a) de las fi- 
guras 10 a 15 muestran las graficas trazadas en una computadora de las su- 
perficies definidas por algunas funciones de dos variables particulares; las 
partes (b) de las figuras mencionadas muestran las graficas por computadora 
de algunas de las curvas de nivel correspondientes. En los ejercicios 51 a 54 
se muestran otras graficas realizadas en una computadora, y se le pedira que 
relacione una funcion con una superficie y un conjunto de curvas de nivel. 


z 



[-6, 6] por [-6, 6] por [-2, 2] 
f(x,y) = cosx + cos y 

FIGURA 13a 


[-4, t] por [0, 6.5] por [-3,3] 
f(x y y) - er'seny 

FIGURA 14a 


[-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] 
fix. y) = InCr 2 + y 2 ) 

FIGURA 15a 



Curvas de nivel de /(x, y) = cos x + cos >’ Curvas de nivel de f(x, y) = e* sen y 


Curvas de nivel de /Or, y) = In(jc 2 + y 2 ) 


FIGURA 13b 


FIGURA 14b 


FIGURA 15b 




922 CAPiTULO 12 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES PE MAS DE UNA VARIABLE 


z 



[-1.5, 1.5] por [-1.5, 1.5] por [-4, 6] 

Superficie del nivel de 
gix,y, z) ~ x 2 + y 2 - z 


FIGURA 16 


z 



Curvas de nivel de f{x, y, z) = x + 2y + 4z 


La definition siguiente extiende la notion de grafica de una funcion atia 
de grafica de una funcidn de n variables. 


12.1.6 Definition de la grafica de una funcion de n 
variables 


Si/ es una funcidn de n variables, entonces la grafica de / es el con- 
junto de todos los puntos w) de R n+X para los cuales 

(jej , x 2 , ...» x n ) es un punto del dominio de /yw = f(x j, Jt 2 , .... x n ). 


Las funciones de tres variables tienen superficies de niveU concepto 
analogo al de curvas de nivel para funciones de dos variables. Si / es una 
funcion cuyo dominio es un conjunto de puntos de R 3 , entonces si k es un 
numero del contradominio de f la grafica de la ecuacidn 

f(x,y,z) = k 

es una superficie de nivel de / en k , Cada superficie en el espacio tridimen- 
sional puede considerarse como una superficie de nivel de alguna funcion de 
tres variables. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si la funcion g esta defini- 

da por 

g(x,y,z) = x 2 + y 2 - z 

entonces el paraboloide circular z = x 2 + y 1 , mostrado en la figura 4, es 
la superficie de nivel de g en 0. La superficie de nivel de g en el numero k 
tiene la ecuacion z + k = x 2 + y 2 , un paraboloide circular cuyo vertice 
es el punto (0, 0, -k) sobre el eje z. La figura 16 muestra las superficies de 
nivel para k igual a -4, -2, 0, 2 y 4. ^ 


^ EJEMPLO 7 La funcion /estd definida por 
f(x,y,z) = x + 2y + 4z 

Dibuje las superficies de nivel de/para los siguientes valores de k : 16, 12, 
8, 4y 2. 

Solution Una ecuacion de la superficie de nivel de/en k es 
x + 2y + 4z - k 

cuya grafica es un piano. Para los valores dados de k se tienen los pianos 
paralelos siguientes: 

x + 2y + 4z = 16 

x + 2y + 4z = 12 

x + 2y + 4z — 8 

x + 2y + 4z = 4 

x + 2y + 4z = 2 


FIGURA 17 


Estos pianos se muestran en la figura 17. 


4 
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► EJEMPLO 8 La funci6n/esta definida por 
f(x,y, z) = x 2 + y 2 - z 2 

Describa las superficies de nivel de / para (a) k = 4, (b) k = -4, y (c) k = 0. 

Solucion 

(a) La superficie de nivel para k = 4 dene la ecuaci6n 

jc 2 + y 2 - z 2 = 4 

Esta superficie, un hiperboloide de una hoja cuyo eje es el eje z, se 
muestra en la figura 18. 

(b) La superficie de nivel para k = -4 dene la ecuacion 

x 2 + y 2 - z 2 = -4 <=> -x 2 - y 2 + z 2 = 4 

Esta superficie es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje z, y 
se presenta en la figura 19. 

(c) La superficie de nivel para k — 0 tiene la ecuacion 

x 2 + y 2 - Z 2 = 0 

Esta superficie, un cono cuyo eje es el eje z, se muestra en la figura 20. 4 




x 2 + y 2 - z 2 = 4 

FIGURA 18 


2 - x 2 - y 2 = 4 

FIGURA 19 


FIGURA 20 



EJERCICIOS 12.1 


1. Sea / la funcion de las dos variables x y y el conjunto de 
pares ordenados de la forma ( P , z) tales que 

x + y „ . + y 

z = <=> f(x, y) = - 

^ - y * - y 

Obtenga: (a) /(-3, 4); (b) /( 1, 1); (c) /(jc + 1, y - 1); 
(d)f(-x, y) - f(x, -y). 


2. Sea g la funcion de las dos variables jc y y el conjunto de 
pares ordenados de la forma (P, z ) tales que 

z = yjx 2 - y <^> g0c,y) = yjx 2 - y 

Calcule: (a) g{ 3, 5); (b) g(-4, -9); (c) g(x + 2, 4x + 4); 
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3. Sea g la funcion de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma ( P , w) tales que 




x 2 - y 2 - z 2 


<=> fix, y, z) = 


x 2 + y 2 + z 2 - 9 
4 


5. /(x,y) = 


13. /(x,y) = 

14. /(x,y) = 

15. /(x,y) 


* 2 + 

y 2 - 

- 6. 

1 

Vi -1 

x 2 - 

y 2 


- x 2 - 

- 4y 2 

V* 2 

- y 2 

_ i 

V- 2 

- 4y 2 

+ 16 

4 ^ 

+ y 2 

~\ 


+ 4y 2 

- 16 


1 



x 2 - 

1 

7 


6. /(x,y) = 




4-y^ 


* 4 -/ 
x 2 - y 2 


16. f { x,y) = iZi 
x + y 


17. /(x, y) = cos _1 (x - y) 18. f(x, y) = In(x 2 + y) 

19. fix, y) = ln(xy - 1) 20. /(x, y) = sen“ ! (x + y) 

En los ejercicios 21 a 28, determine el dominio de f y repre- 
sented como una region de /? 3 . 

21. f(x,y,z) = * + ? ■■■ - 22. f(x,y,z) = 

23. f{x, y, z) = ^16 - x 2 - Ay 2 - z 2 

24. fix , y, z) = ^9 - x 2 - y 2 - z 2 

25. fix , y, z) = sen* 1 x + sen" 1 y + sen -1 z 

26. fix , y, z) = In x + In y + In z 

27. fix. y. z) = ln(4 - x 2 - y 2 ) + \z\ 

28. fix. y, z) = xz cos~'(.y 2 - 1) 


En los ejercicios 29 a 36, determine el dominio de f y dibuje 
su grafica. 


<=> g(x, y,z) = ^4 - x 2 - y 2 - z 2 

Obtenga: (a) g( 1 , ~ 1 , - 1 ); (b) g(-l , i, §);(c)g(±x, ly, { -z)\ 
(d) [gix, y, z)] 2 - [g(x + 2, y + 2, z)] 2 , 

4. Sea / la funcion de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 


29. fix. y) = ^16 - x 2 - > 2 

30. /(*, y) = 6 - 2x + 2y 

31. fix, y) = 16 - x 2 - y 2 

32. fix, y) = ^100 - 25 * 2 - 4y 2 


33. f(x.y) = x 2 -y 2 


34. /(*. >) = 144 - 9x 2 - 16 y 2 


x 2 + y 2 + z 2 - 9 

Calcule: (a)/(l, 2, 3); (b)/(2, - I, f); (c )/(-?, - A 

(d)/(x + 2,1,* -2). 2 \ x x x! 

En los ejercicios 5 a 20, determine el dominio de f y dibujelo 
como una region de R 2 . Utilice curvas punteadas para indicar 
cualquier parte de la frontera que no pertenezea al dominio 
y curvas continuas para indicar las partes de la frontera que 
pertenezean al dominio. 

4 


35. fix , y) = 4x 2 + 9 y 2 36. fix, y) = V / TT y 

En los ejercicios 37 a 46, dibuje un mapa de contomos de f 
que muestre las curvas de nivel para los numeros indicados. 

37. La funcion del ejercicio 29 para 0, 1 , 2, 3 y 4. 

38. La funcion del ejercicio 30 para 10, 6, 2, 0, -2, -6 y -10. 

39. La funcion del ejercicio 31 para 16, 12, 7, 0, -9 y -20. 

40. La funcion del ejercicio 32 para 0, 2, 4, 6, 8 y 10. 

41. La funcion del ejercicio 33 para 16, 9, 4, 0, -4, -9 y -16. 

42. La funcion del ejercicio 36 para 10, 8, 6, 5 y 0. 

43. fix, y) = I (x 2 + y 2 ) para 8, 6, 4, 2, y 0 

44. fix, y) = (x - 3)1 (y + 2) para 4, 2, 1, J, 0, -±, -±, 
-1,-2 y -4. 


45. fix , y) = e xy para 1, 2, e, 4, i, e 1 y I. 


I, e~ l y I. 

2’ * 4 

46. /(x, y) = In xy para 0, 1,2, 4, -1, -2 y -4. 

47. Sean /(x, y) = x - y, g(/) = V7, /z(» = j 2 . Calcule 
(a) ig o /)(5, 1); (b) fihi3), g(9)); (c) /(g(x), A(y)); 
(d) g((A o f)ix, y»; (e) (g o A)(/(x, y)). 

48. Sean /(x, y) * x/y 2 , g(x) = x 2 , hix) = Vx. Calcule 
(a) (fto/)(2, 1); (b) f(g(2), ft(4)); (c)/(g(Vx), hix 2 )); 
(d) ft((g ° /X-r, >■)); (e) (ft o g)(f(x, y». 

En los ejercicios 49 y 50, calcule hix, y) si h = f o g; tam- 

bien determine el dominio de h. 


49. fit) = sen 1 1; g(x, y) = ^ 1 - x 2 - y 2 

50. fit) = g(x, y) = y In x 

En los ejercicios 51 a 54, relacione la funcion con una de las 
superficies (a) -(d) y con uno de los mapas de contorno 
(i)-(iv). En los mapas de contorno, el eje x es horizontal, el 
eje y es vertical, el color negro representa los valores de fun- 
cion mas pequehos, y el bianco representa los valores de 
funcion mas grande s. 

51. fix, y) = * 2 

x + y 

52. f(x, y) = In |x + y\ 

53. fix, y) = e^cosx 

54. f(x, y) = sen x + cos y 
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55. Se elabora una caja rectangular cerrada con tres tipos de 
materiales de modo que contenga un volumen 16 pie 3 . 
El material para la tapa y el fondo cuesta $0.18 por pie 
cuadrado, el material para las partes delantera y trase- 
ra cuesta $0.16 por pie cuadrado, y el material para las 
otras dos caras cuesta $0. 1 2 por pie cuadrado. (a) Obtenga 
un’modelo matematico que exprese el costo total del ma- 
terial co mo una funcidn de las dimensiones las partes de- 
lantera y trasera. Determine el dominio de la funcion. 
(b) ^Cual es el costo del material si las dimensiones de las 
partes delantera y trasera son 2 pie y 4 pie, donde 4 pie es 
la altura de la caja? 

56. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de 
material de $10. El material para el fondo cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta 
$0.30 por pie cuadrado. (a) Obtenga un modelo mate- 
matico que exprese el volumen de la caja como una fun- 
cion de las dimensiones del fondo. Determine el dominio 
de la funcion. (b) ^Cu<U es volumen de la caja si el fondo 
es un cuadrado cuyo lado mide 3 pie? 

57. Un sdlido rectangular del primer octante, con tres caras en 
los ejes pianos coordenados, tiene un vertice en el origen 
y el vertice opuesto en el punto (x, y, z) en el piano 
x + 3y + 2z = 6. (a) Obtenga un modelo matematico 
que exprese el volumen del solido como una funcion de 
las dimensiones de la base. Determine el dominio de la 
funcion. (b) ^Cual es el volumen si la base es un cuadra- 
do de lado 1 .25 unidades? 

58. (a) Obtenga un modelo matematico que exprese el area 
total de la superficie del solido del ejercicio 57 como una 
funcion de las dimensiones de la base. Determine el do- 
minio de la funcion. (b) <,Cual es el area total de la super- 
ficie si la base es un cuadrado de lado 1 .25 unidades? 


59. El potencial electrico en un punto (jc, y) es V(x , y) volts y 
V{x,y) = 4/^9 - x 2 - y 2 . Dibuje las curvas equipo- 
tenciales de V para 1 6, 1 2, 8 y 4. 


60. La funcion de produccion / para cierto artfculo esta de- 
finida por/(x, y) = 4 x^ 3 y 2 ^ 3 , donde x y y son las canti- 
dades de dos insumos. Dibuje un mapa de contomos de 
f que muestre las curvas de produccion constantes para 
16, 12, 8,4 y 2. 

61. Suponga que / es la funcion de producci6n de cierto ar- 
ticulo, donde /(x, y) unidades se producen cuando se 
emplean x mdquinas y y horas-persona est<in disponibles. 
Si /(x, y) = 6xy, dibuje un mapa de contomos de / que 
muestre las curvas de production constante para 30, 24, 
18, 12 y 6. 

62. T(x, y) grados es la temperatura en un punto (x, y) de una 
placa metalica plana, donde T(x % y) = 4x 2 + 2y 2 . Dibuje 
un mapa de contomos de T que muestre las isotermas 
para 12, 18, 4, 1 y 0. 

63. La presion de un gas en el punto (x, y, z) del espacio tri- 
dimensional es P(x, y, z ) atmdsferas, donde 

P(x, y, z ) = 4e~^ 2 + y 2 + 

Describa las superficies de nivel, denominadas super- 
ficies isobaricas, de P para 4, 2, 1 y |. 

64. El potencial electrico en un punto (x, y, z) del espacio tri- 
dimensional es V(x, y, z) volts, donde 


V(x, y, z) 


8 

i/l6x 2 + 4y 2 + z 2 


Las superficies de nivel de V se llaman superficies equi- 
potenciales. Describa estas superficies para 4, 2, 1 y ^ . 


12.2 UMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE MAS DE UNA VARIABLE 


La definition del lfmite de una funcion de una variable involucra la cjistancia 
entre dos puntos de la recta numerica real. El lfmite de una funciOn de mas de 
una variable tambien implica la distancia entre dos puntos; por lo que se inicia 
el estudio de estos lfmites con la definition de distancia entre dos puntos de R n . 

En R la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia 
de dos numeros reales. Esto es, | x - a | es la distancia entre los puntos 
x y a de la recta numerica real. En R 2 la distancia entre los puntos P(x , y) 
y Po(*o> yo) esta ^ a( i a P° r l a expresidn ^j(x ~ xq ) 2 + (y - y 0 ) 2 . En /? 3 la 
distancia entre los puntos P(x, y, z) y yo» ^o) esta determinada por 

<yj(x - xq ) 2 + (y - yo ) 2 + (z - Zq) 2 . En R n la distancia entre dos pun- 
tos se define de manera analoga. 


12.2.1 Pefinkion de lq distancia entre dos puntos de R n 


Si F£x|, xj, . . . T x n ) y d{a h a 2 , . . a n ) son dos pantos de R", entonces la 
distancia entre P y A, denotada por || P - A j| F est^ determinada por 

|| P - A || ~ fixi - a { ) 2 + (*l ~ ) 2 + - ■ ■ + U* “ On? 
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— f 1 h- 

a - r a a + r 

Bola abierta B{a\ r) en R 


FIGURA 


-f 1 i- 

a - r a a + r 

Boi j cerrada B[a; r] en R 

FIGURA 2 


El sfrnbolo || P - A || represen ta un numero no negativo y se lee como 
“la distancia entre P y A”. 

En R, R 2 y R 3 , la fdrmula de la definicion 12.2.1 se transforma, respec- 
tivamente, en 


II* - a \\ = I * - a l 

|| (*, y ) - (x 0 , yo) II = _ *o ) 2 + (y - yo ) 2 

||(*.y.z) - (*o> y 0 , zo) II = - *o ) 2 + (y - yo ) 2 + (z - zo ) 2 


1 2,2,2 Definicion de bolo abierta en R n 


Si A es un punto de R* y r es un ntimero posilivo, entonces la bola 
abierta 5(A; r) es ei conjunto de todos los puntos- P de R n tales que 
||P-A||<r. 



(*c.y<>) 


12,2.3 Definicion de bola cerrada en R n 


Si A es un punto de R" y r es un ntimero positive, entonces la bola 
cerrada B\A\ r] es el conjunto de todos los puntos F de tr taies que 
*r. 


Bola abierta B((x 0 , y 0 ); r) en R 2 

FIGURA 3 


Con el fin de ilustrar estas definiciones, se muestra lo que ellas signi- 
fican en R, R 2 y R 3 . En primer lugar, si a es un punto de /?, entonces la bola 
abierta B{a\ r) es el conjunto de todos los puntos x de R tales que 

\x - a | < r 



Bola cerrada £[(x 0 , y 0 ); r] en R 2 


El conjunto de puntos que satisface esta ecuaci6n es el conjunto de todos 
los puntos del intervalo abierto (a - r, a + r); de modo que la bola abier- 
ta B{a\ r) en R (refierase a la figura 1) es simplemente el intervalo abierto 
cuyo punto medio es a y cuyos extremos son a - r y a + r. La bola ce- 
rrada B[a ; r] en R (figura 2) es el intervalo cerrado [a - r, a + r]. 

Si (* 0 , yo) es un punto de R 2 , entonces la bola abierta fl((;tg, yo); r) es 
el conjunto de todos los puntos ( x , y) de R 2 tales que 

a/u - *o ) 2 + (y - yo ) 2 < r 


FIGURA 4 



Bola abierta B((* 0 , y Q , Zg); r ) en /? 3 

FIGURA 5 


Por lo que la bola abierta 5((*o, yo)‘* r ) en (figura 3) consta de todos los 
puntos de la region interior limitada por la circunferencia que tiene su centro 
en 0t o , yo) y radio r. En ocasiones se llama disco abierto a una bola abierta 
de R 2 . La bola cerrada, o disco cerrado , 5[(;to, yo); r] de R 2 (figura 4) es el 
conjunto de todos los puntos de la bola abierta £(Uo> yo); r ) y la circun- 
ferencia con centro en (x 0 , yo) y radio r. 

Si (jq, yo, Zo) es un punto de R 3 , entonces la bola abierta 5((;co, yo, zo)'» r ) 
es el conjunto de todos los puntos ( x , y, z) de R 3 tales que 

V(* - *o ) 2 + (y - yo ) 2 + (z - Zo ) 2 < r 

Por tanto, la bola abierta i?((jt 0 , yo* Zo); r ) en (figura 5) consiste de todos 
los puntos de la region interior limitada por la esfera que tiene centro en 
Uo, yo* zo) y radio r. Similarmente, la bola cerrada fl[(* 0 , yo* ^o)» de ^ 3 (fi- 
gura 6) consiste de todos los puntos de la bola abierta B((xq, yo, 2o); r) asf 
como de los puntos de la esfera que tiene centro en (jc 0 , yo, zo) y radio r. 
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Bola cerrada B[(jc 0 , ,y 0 , z 0 ); r] en R 3 

FIGURA 6 


(x 0 ,y 0< f(x 0 ,y Q )) 



(x Q ,y 0 0) 


12.2.4 Definicion del limite de una funcion de n 
variables 


Sea / una funcion de n variables definida en alguna-bola abierta 
B(A ; r), excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el limite de 
/(/*) conforme P tiende a A es L, lo cual se denota por 

lim f{P) = L 

P-¥ A 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, existe 
una 8 > 0 tal que 

si 0 < j| P - A || < 8 entonces |/(P) - L \ < € 

Si en la definicion anterior / es una funcion de una variable, A = a 
pertenece a R y P = x, entonces la definicion establece lo siguiente: si /esta 
definida en algun intervalo abierto centrado en a, excepto posiblemente en 
a, entonces 

lim/(x) = L 

x-ta 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, existe una 
8 > 0 tal que 

si 0 < |x - a| < <5 entonces |/(jc) - L\ < € 

Por lo que la definicion de limite de una funcion de una variable (1.5.1) es un 
caso especial de la definicion 12.2.4. 

La definicion del limite de una funcion de dos variables es el caso es- 
pecial de la definicion 1 2.2.4 en donde A es el punto (xq, yo) y P es el pun- 
to (x, y). 


1 2.2.5 Definicion del limite de una funcion de dos 
variables 


Sea / la funcidn de dos variables definida en algun disco abierto 
>o)» r), excepto posiblemente en (x 0 , y 0 ). Entonces el limite de 
f(x,y) conforme (x r y) tiende a (x 0 , y 0 ) es L, lo que se denota por 


lim /(*, >0 = L 

{x.y)->{xQ,yQ) 


si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, existe una 
8 > 0 tal que 


si 0 < ^(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 < 8 entonces |/(x, y) - L\ < € 


En palabras, esta definicidn establece que los valores de funcion /(x, y) 
se aproximan al limite L conforme el punto (x, y) tiende al punto (x 0 , yo) S1 e l 
valor absolute de la diferencia entre /(x, y) y L puede hacerse arbitraria- 
mente pequena al considerar el punto (x, y) suficientemente cercano a (x 0 , yo) 
pero sin llegar a ser (xq, yo/ definicion nada se dice acerca del valor de 
la funcion en el punto (xq, yoX es decir, no es necesario que la funcion este 

definida en (xq, yo) para que lim /{x, y) exista. 

(jc, v)->(jto.yo) 

En la figura 7 se presenta una interpretation geometrica de la defi- 
nicion 12.2.5. En esta figura se muestra la pore ion de la superficie que tiene 


FIGURA 7 
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si 


si 0 < 


ecuaci6n z - f(x, y) y que se encuentra por airiba del disco 5 ((jcq, yo); £)• 
Se observa que /(jc, y), en el eje z, estara entre L - € y L + € siempre que 
el punto (. x , y) del piano xy este en el disco abierto 5 ((jc 0 , yo); 5). Otra forma 
de establecer esto consiste en que/U, y) en el eje z puede fofzarse a que est£ 
entre L - € y L + € al restringir el punto (x, y) del piano xy al disco 
abierto yo); 5). 


W EJEMPLO 1 Utilice la definition 12.2.5 para demostrar que 
lim (2x + 3 y) = 11 

3 ) 

Sol UC ion El primer requisito de la definici6n es que 2x + 3y debe 

estar definido en algun disco abierto que tenga su centro en el punto (1,3), 
excepto posiblemente en (1, 3). Como 2x + 3y esta definida en cada punto 
( x , y), entonces cualquier disco abierto centrado en (1, 3) satisfara este requi- 
sito. Ahora, debe demostrarse que para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 
tal que 

0 < x - l) 2 + (y - 3) 2 < 8 entonces | (2x + 3y) - 1 1 | < € (1) 

De la desigualdad del triangulo, 

\2x + 3y - ll| = |2x-2 + 3y-9| 

< 2\x - 1 | + 3\y 3| 


Debido a que 

\x - 1 1 < 4( x - ') 2 + (y - 3 ) 2 y |y - 3| < - i) 2 + (y - 3) 2 

se deduce que 

- l) 2 + ( y - 3) 2 < 5 entonces 2 \ x - l| + 3|y-3|<25 + 3<5 

Esta proposition muestra que una election adecuada para 5 es 55 = 6, 
esto es, 8 = * 6. Con esta 5 se tiene el argumento siguiente: 

0 < V(* - l) 2 + O' - 3) 2 < 5 
=> |jc-]|<$y|;y-3|<5 

=* 2|x - 1 | + 3|y - 3| < 55 

=> 1 2(x - 1) + 3 (y - 3) j < 5(if) 

=> 1 2x + 3y - 1 1 j < f 

De este modo, se ha probado que para cualquier 6 > 0 se elige S = if 
a fin de que la proposici6n (1) sea verdadera. Esto demuestra que 
lim ( 2x + 3y) - 11. 4 

Los teoremas de lfmites de la seccion 1.5 y sus demostraciones, con 
pequenas modificaciones, se aplican a funciones de mas de una variable. Por 
ejemplo, en correspondencia con el teorema de lfmites 1 de la seccion 1 .5 
se tiene 


lim (mx + ny + d) = ma + nb + d 
( x,y)->(a,b ) 

y la demostracion es una generalization de la demostrackin del ejemplo 1. 
A partir de aquf se utilizardn los teoremas de lfmites sin volver a establecerlos 
ni demostrarlos. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A1 aplicar los teoremas de 

lfmites acerca de sumas y productos se tiene 

lim t* 3 + 2 x 2 y - y 1 + 2) = (-2) 3 + 2(-2] 2 (l) - (l) 2 + 2 


z 



[-2, 2] por [-2, 2] por [-4, 4] 


► EJEMPLO 2 


Calcule lim /(jt, y) si 
u,:v)->(o,or 


v 4 - 

f(x,y) = 

V*- 


y * + x* 


Solucion 


lim 


(x,y)->(0,0) y* + x L 


lim 

(x,;y)->(0,0) 


( y 2 ~ x 2 )(y 2 + x 2 ) 


y 2 + x 2 


lim y 2 
(*.>)->( o,oy 


= 0 


La grdfica de /, mostrada en la figura 8, es el paraboloide hiperbolico 


sin considerar el origen. La grafica apoya la respuesta. 


◄ 


FIGURA 8 El teorema siguiente trata acerca del limite de una funcion compuesta de 

dos variables, el cual es andlogo al teorema 1.9.1 para funciones de una va- 
riable y su demostracidn es semejante. 


12.2.6 Teorema 


Si g es una funcibn de dos variables y lim y) = b f y ade- 

m£s / es una funci6n de una variable que es continua en b , entonces 



, lim (f°g)(x,y)=m 

lira f(g(x.y)) = /( lim e(JC,y)J 


► EJEMPLO 3 Utilice el teorema 12.2.6 a fin de calcular 
lim ln(jty - 1). 

Solucion Sea g la funcion tal que g(*, y) = xy - 1 y sea / la funcion 
para la cual /(f) = In t. 

lim {xy - 1) = 1 

(*,>)-»( 2 . 1 ) 

y como /es continua en 1, del teorema 12.2.6, 
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A continuacion se presentara el concepto de punto de acumulacion ^ 
el cual se necesita para continuar el estudio de limites de funciones de 
dos variables. 


12.2.7 Definicton de punto de acumulacion 


Un punto P 0 es tin punto de acumulacidn de un eonjunto S de pun- 
tos de R n si toda bola abieita B(P 0 ; r) contiene un numero infinito 
de puntos de S 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si 5 es el eonjunto de todos 

los puntos de R 2 del lado positivo del eje x, entonces el origen es un punto 
de acumulacion de S debido a que, sin importar que tan pequeno se tome el 
valor de r, cada disco abierto que tenga su centra en el origen y radio r con- 
tends un numero infinito de puntos de S. Este es un ejemplo de un eonjunto 
que tiene un punto de acumulacion para el cual el punto de acumulacion no 
es un punto del eonjunto. Cualquier punto de este eonjunto S tambien es un 
punto de acumulacion de 5. ^ 


(m, n + I ) 

(m- l, n + 1) j (m + 1, n + 1) 



(m, n - 1) 


FIGURA 9 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si S es el eonjunto de todos 

los puntos de R 2 para los que sus coordenadas cartesianas son numeros en- 
teros positivos, entonces este eonjunto no tiene puntos de acumulacion. Esto 
se ve al considerar el punto (m, n), donde m y n son numeros enteros posi- 
tivos. De este modo, un disco abierto que tenga su centra en (m, n) y radio 
menor que 1 no contended ningun punto de 5 diferente de (m, «); por tanto, 
no se satisface la defmicion 12.2.7 (consulte la figura 9). ^ 

Ahora se considerara el limite de una funcion de dos variables conforme 
un punto (x, y) tiende a un punto (x 0 , Jo)’ donde (jc, y) se restringe a un con- 
junto especifico de puntos. 


12.2.8 Defmicion del limite de una funcion de dos 
variables^) trave«ie un eonjunto especifico 


Sea / una funcidn definida en un eonjunto de puntos S en R 2 , y sea 
Jo) punto de acumulacidn de S. Entonces el limite de f(x>y) 
conforme (x f y) tiende a ( x y 0 ) en S es L f lo que se denota por 


Lfm 

U.yMUo.yo) 
(f jf. y) tn sy 


fU>y) = L 


si para cualquier € > 0 t sin importar que tan pequena sea, existe 
una S > 0 tat que 


si 0 < (I (x, y) - t*o - y 0 ) II < <5 entonces | f(x, y) - L\<€ 


donde (x, y) pertenece a 5. 


En algunos casos el limite de la defmicion anterior se transforma en 
el tfmite de una funcion de una sola variable. Por ejemplo, considere 
lim fix, y). Entonces si Si es el eonjunto de todos los puntos del 

U,y)-»(0,0f J 1 J 

lado positivo del eje x. 


lim 

(j;,y)-*(0, 0) 
«*. y) en S } ) 


ffry) = 


lim f(x, 0) 

x-*0 +J 
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Si S 2 es el conjunto de todos los puntos del lado negativo del eje y, 
lim /( jc, y) = lim /( 0, y) 

((x, y ) en S 2 ) 

Si S 3 es el conjunto de todos los puntos del eje jc, 
lim f(x , v) = lim /(jc, 0) 

((x, y) en S3 ) 

Si S 4 es el conjunto de todos los puntos de la parabola y = jc 2 , 
lim /(jc, y) — lim/(jc, x 2 ) 

(x,y)->( 0 , 0 ) x^0 J 

((x, y) en S 4 ) 


1 2.2.9 Teorema 


Suponga que la funcidn / est4 definida para todos los puntos de un 
disco abierto centrado en (jc 0 , y 0 ), excepto posiblemente en (jcq, >' 0 ), 
y que 


lim 


My) = L 


Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R 2 que tiene a 
(xq, yo) como un punto de acumuiacidn, 


lim 

U.yi-jUo'J'D ) 
(U. y) en S} 


My) 


existe y siempre tiene el valor L 


Demostracion Como lim /(jc, y) = L, entonces, por la defi- 

(x,y)-»(x 0 ,yo) 

nicidn 12.2.5, para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 

si 0 < || (x, y) - (x Q ,y Q ) || < 5 entonces \f(x,y) - L\ < € 

La proposicion anterior sera verdadera si ademas se restringe (jc, y) de- 
bido al requisite de que (jc, y) pertenezca a un conjunto S, donde S es cual- 
quier conjunto de puntos que tenga a (jc 0 , y 0 ) como un punto de acumulacion. 
Por tanto, por la definition 12.2.8, 


lim 

(x,y)-»(x 0 ,y 0 ) 
«x,y) en S) 


My) = L 


y L no depende del conjunto S a trav6s del cual (jc, y) se aproxima a (jc 0 , yo)* 
Esto demuestra el teorema. ■ 


El teorema siguiente se obtiene como consecuencia inmediata del teo- 
rema 12.2.9. 


12.2.10 Teorema 


Si la funcidn / tiene If mites diferentes conforme (jr, y) se aproxima 
a (jqj, y 0 ) & travgs de dos conjuntos diferentes de puntos que tienen a 
y 0 ) como un punto de acumulacidn, entonces lim /( jr, y) 




12.2 UMfTES Y CONT1NUIPAD DE FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 933 


Demostracion Suponga que 5] y S 2 son dos conjuntos de puntos de R 2 
diferentes que tienen a (xq, yo) como un punto de acumulacion, y sean 


lim f(x,y ) = i| y 

(*,>)->(-*<)> >o) 

((■*, y) en S| ) 


lim f(x, y) = L 2 

( j:, >-)—►( j: 0 , y 0 ) 

((jf.y)en S 2 ) 


Ahora suponga que lim /(jc,y) existe. Entonces, por el teorema 

f ( x ,y)->( x 0 , >0 ) 

12.2.9, Lj debe ser igual a L 2 , pero por hipotesis L\ ^ L 2 , de modo que se 

tiene una contradiccion. Por tanto, lim /(jc , 3 ;) no existe. ■ 

(x,y)->(xo,yo) 


► EJEMPLO 4 


Sea 




V 


x 2 - yA 

x 2 + y 2 J 


ivf 




y 


f\\ 


UtiliceeTteorema 12.2.10 para demostrar que lim fix, y) no existe. 

(x.y)-K o.or 


Solucion La funci6n/estd definida en todos los puntos de R 2 excepto 
en (0,0). Sean Si el conjunto de todos los puntos del eje x y S 2 el conjun- 
to de todos los puntos del eje y. Entonces 


z 


lim 

<*,y)-K 0,0) 

y) en Sj ) 


f(x,y) 


lim/U, 0) 

X— >0 

X 2 

lim —r 

x->0 x 2 


lim 

(x.y)->( 0 , 0 ) 
((x, y) en S 2 ) 


f(.x,y) = 


lim/(0, y) 

y — >0 

lim 

y— > 0 3 + 



1-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] 


= lim (-1) 

y ->0 

= -1 


/(*, 30 

) 

se concluye, por el teorema 12.2. 10, que lim /(; c, y) no existe. 

(x,y)-K0,0r 

La figura 10 muestra la grdfica de/. Observe en la figura que conforme 
(x, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo del eje x , parece que fix, y) tiende a 1 , 
y conforme {x, y) se aproxima a (0, 0 ) a lo largo del eje y, parece que /(jc, y) 
tiende a -1 . Estas observaciones apoyan la respuesta. A 


= lim 1 

x->0 
= 1 


Como 


lim fix, y) 

<x,y>->< 0 , 0 / 

(( x, y) en 5j ) 


lim 

(x,y)->( 0,0 
((X, y) en S 2 


fix, y) = 


FIGURA 10 


► EJEMPLO 5 


Demuestre que no existe el limite siguiente: 


lim — 

(x,y)— >( 0 , 0 ) x 2 



Solucion La expresion x/(x 2 + y 2 ) esta definida para todos los puntos 
de R 2 excepto (0, 0). Sea S el conjunto de puntos del eje jc positivo. Entonces 


mil = ~- 

(x,y)— >(0,0) x 2 + y 2 
((x, y) en S ) 


lim 

x — >0 + 


JC 



lim — 

x->0+ JC 


+ 00 


Por tanto, el limite no existe. 
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[-2, 21 por [-2, 2] por [-2.2, 2.2] 

fix, y) - 2 X 2 

x + y 

FIGURA 11 



La figura 11 muestra la grdfica de la funcion cuyos valores son 
xj{x 2 + y 2 ). Observe que conforme (jc, y) se aproxima al origen a lo largo del 
eje x positivo, parece que los valores de funcion crecen sin limite, lo cual 
apoya la respuesta. ^ 


► E JEMPLO 6 


Dada 




xy 


x 2 + y 2 


calcule lim f(x, y) si existe. 

U.y>->( 0 ,or ' 

Solution La funcion esta definida para todos los puntos de R 2 excep- 
tq (0, 0). Sean S\ el conjunto de todos los puntos del eje x, y S 2 el conjunto de 
tqdos los puntos de la recta y = x. Entonces 


i 


lim fix, y) = lim/(jt, 0) 


(x,y)->(0,0) 
«jr, y) en S, ) 


lim fix, y) - lim/(jt, x) 


= lim 


0 


<*.y)-+<0,OV 
((jc, y ) en S2) 


■>0 X 2 +0 


= lim 


= lim 0 

.i->0 
= 0 


*o jt 2 

Km | 

x — > 0 2 


Como 


lim fix, y) * lim f{x, y) 

( *.y)->(0,o/ J 0,Of V 

((*, y)enS,) ((x,y)enS 2 > 

t 

n c entonces, por el teorema 12.2. 10, lim fix, y) no existe. 

~ 0>5 La figura 1 2 muestra la grafica de f, la cual apoya el hecho de que 
lim fix, y) no existe. ^ 

{ jr,y)— »(0,0)* / ' 


[-2.6, 2.6] por [-2.6, 2.6] por [-0.5, 0.5] 


/U.y) 


*y 


FIGURA 12 


EJEMPLO 7 

lx 2 y 


Dada 


/(*. V) = 


X 4 + y 2 




Iff 0 


yfb‘ 


■j- 


calcule lim fix, y) si existe. 

Solution La funcidn esta definida para todos los puntos de R 2 excep- 
to (0, 0). Sea S\ el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; esto es, para cualquier punto ix, y) de Sj, y = mx. Sea S 2 el 
conjunto de todos los puntos de la parabola y — x 2 . Entonces 

fix, y) = \im fix, x 2 ) 


lim fix, y) = lim fix, mx) 


(X,y)-K 0,0) 
((JT, y) en S|) 


= lim 


2 mx 3 


lim 

Cc.y)-xo,or 

i(x, y) en S 2 ) 


0 X 4 + m 2 x 2 


= lim 

X- 

= 0 


2mx 
o X 2 + m 2 


= lim 


= lim 1 

x->0 

= 1 


2x 4 


Debido a que 


lim fix,y) * lim fix, y) 

(*,y)->(0,0r J (x,y)^(0,0) j * 

(U. y)enSO (U,y)enS 2 ) 

entonces lim fix, y) no existe. 

<x,y)-X0,0r 
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[- 


4, 4] por [-4, 4] por [- 1 , 1 } 

„ , 2x 2 y 

fix, y) = ~ 4 ^ 

x + y 

FTGURA 13 


La figura 13, la cual muestra la grafica de f, apoya el hecho de que 
Hm fix, y) no existe. 

(Jr.y)-K 0,0)‘ / 


► EJEMPLO 8 


Sea 


, * 4 + 2jc 2 + 2y 2 + y 4 

fix, y) = 5 I — 

x L + y L 

Calcule Hm fix , y) si existe. 

Sol UC ion La funcidn esta definida en todos los puntos de R 2 excepto 

en (0, 0). Sea S\ el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; de modo que si fix, y) es un punto de S\, entonces y = mx. 
Sea S 2 el conjunto de todos los puntos de la parabola y = x 2 . Entonces 

y x i{ x 4 + 2x 2 + 2 m 2 x 2 + m 4 x 4 

hm fix, y) = Hm 

( x ,; y )- K 0 . 0 ) ' x -*0 

(U, y ) en S, ) 

= lim 

*-►0 


= Hm 

Jt— >o 


= 2 

Hm fix, y) = lim 




x 2 + m 2 x 2 

x 4 (\ 

+ 

m 4 ) + 2x 2 (l + m 2 ) 



jc 2 (1 + m 2 ) 

x 2 (l 

+ 

m 4 ) + 2(1 + m 2 ) 



1 + m 2 

JC 4 + 

2jc 2 + 2jc 4 + jc 8 


(x,y)->( 0.0)' 
«*. y) en S 2 ) 


= lim : 
*-►0 


+ 3x 4 + 2x 2 


= lim : 

x — > 0 
= 2 


+ 3x 2 + 2 
1 + x 2 


Aunque se obtiene el mismo Hrnite 2 si (jc, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo 
de cualquier recta que pase por el origen asf como por la parabola y = x 2 , 
no se puede concluir que el Hrnite exista y sea igual a 2, no obstante se puede 
esperar que este sea el caso. Cualquier disco abierto centrado en el origen 
satisface el primer requisito de la definition 12.2.5. Si puede probarse que 
para cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que 


0 < -yj x 2 + y 2 < 8 entonces 


c 4 + 2 jc 2 + 2 y 2 + y 4 


x 2 + y 2 


- 2 


< € 


<=> SI 


0 < x 2 + y 2 < 8 entonces 


x 4 -t- y 4 


jc 2 + y 2 


< € 


entonces se habr£ demostrado que Hm fix, y) = 2. 


Como x 2 


x 4 + y 4 


JC 2 + y 2 y 


jc 2 + y 2 , 


jc 2 + y 2 


(x2 + y2 >\ + ( 4 + = 2U 2 + , 2 ) 

JC 2 +y z 


(2) 


De modo que se tiene una election adecuada para 8 al despejarla de 
2<5 2 = €; asf, 8 = yj7/2. Con esta 8 se tiene el argumento siguiente: 


0 < 4~x 2 + y 2 < 8 


x 2 + y 2 
2(jc 2 + y 2 ) < 2<5 2 



936 CAP1TUL0 12 CALCULO PIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 


2 \2 


2(x (i) 2 + y 2 ) 
x 2 + y 2 


< 2 8 2 


(x 2 + y 2 ) 2 + ( x 2 + y 2 ) 


2\2 


x 2 + y 2 


< 2 


€ 

2 



[- 1 , 1 ] por [-1,1] por [2, 3] 


My) 


+ 2x 2 + 2y 2 + / 
x 2 + y 2 




< € 


Asf, si 8 - yj€/2 , entonces la proposition (2) se cumple y de este modo se 
ha demoslrado que 


lun f(x,y) = 2. 

(^-xo.or 


La figura 14 muestra la grafica defy apoya el hecho de que el lftni- 
te es 2. 4 


A continuation se definira la continuidad de una funcidn de n variables 
en un punto de R n . Observe que la definicidn 1.8,1 de la continuidad de una 
funcidn de una variable en un ntimero a es un caso especial de la siguien- 
te definition. 


FIGURA 14 


12,2.1 1 Definicion de continuidad de una funcion 
de n variables 


Suponga que /es una funcidn de n variables y que A es un punto de RP, 
Se dice que / es continue en el punto A si y srilo si se satisfacen las 
tres condiciones siguientes: 

(i) /(A) exists; 

(ii) lim f(P) existe; 

(»i) km 

Si una a m&s de estas tres conditioner no se cumple para el punto A t 
entonces se dice que / es discontinue en A. 


Si / es una funcion de dos variables, A es el punto (jtp, yo) y P es el 
punto (jc, y), entonces la definicion 12.2.11 se transforma en la definicidn 
siguiente. 


12.2.12 Definition de continuidad de una funcion 
de dos variables 


Se dice que la funcidn / de dos variables x y y es continua en el 
punto (Xq, yo) si y s61o si se satisfacen las tres condiciones siguientes: 

(i) /(Jto, yo) existe; 

(ii) lim fix, y) existe; 

(iil) lim fix, y) = /(xq, y 0 ). 
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► EJEMPLO 9 


Determine si la funcion g es continua en (0, 0) si - 


g(x, y) = 


x 4 + 2x 2 + 2 y 2 + y 4 
x 2 + y 2 

2 


si (x, y) *= (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 


Solution Se verificaran las tres condiciones de la definicidn 12.2.12 
para el pun to (0, 0). 


(i) g(0, 0) = 2. Por tanto, se cumple la condicidn (1). 


(ii) lim g(x, y) = lim 

(Jt,y)-K0,0)° ( jt, v)->(0,0) 

= 2 


x 4 + 2x 2 + 2 y 2 + y 4 
x 2 + y 2 


Este hecho se demos tr6 en el ejemplo 8. 

(iii) (d^o.o,* te3 ’ ) “* (0 - 0) 

Por tanto, g es continua en (0, 0). 


◄ 


► EJEMPLO 10 


Determine si la funci6n h es continua en (0, 0) si 


h(x,y) = 


Solucion 


~i ~ y 2 si (x, ;y) * (0, 0) 

[O si (x, y) = (0, 0) 

Al verificar las condiciones de la definicion 12. .2. 12 se tiene: 


(i) h( 0, 0) = 0. Por tanto, se cumple la condicidn (i). 

(ii) Cuando (x, y) *= (0,0), h(x, y) ~ xy/(x 2 + y 2 ). En el ejemplo 6, se 

mostro que lim xy/(x 2 + y 2 ) no existe; en consecuencia, que 

U,y)-K0,0) 

lim h(x , y) no existe. Por tanto, no se cumple la condicion (ii). 

(Jc.y)-K0,0) 

Asi, h es discontinua en (0, 0). 4 


Si una funci6n/de dos variables es discontinua en un punto (xq, yo) pero 

lim fix, y) existe, entonces se dice que f tiene una discontinuidad 

(x.y)-KO.or 

removible (o eliminable) en (xq, yo) debid o a que si se redefine f en (xq, yo) 
de modo que 

f(x 0 ,y 0 ) = lim f(x,y) 

(x,y)^(x 0 ,y 0 ) 

entonces la nueva funcion es continua en (x 0 , yo)- Si una discontinuidad no 
es removible, entonces se denomina discontinuidad esencial. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Si /(x, y) - (x 4 + 2x 2 + 2y 2 + y 4 )/(x 2 + y 2 ), entonces / es dis* 
continua en (0, 0) ya que /( 0, 0) no esta defmido. Sin embargo, en el 

ejemplo 8, se probd que lim /(x, y) = 2. Por tanto la discon tinui- 

u,y)— xo.or 

dad es removible al redefmir /(0, 0) como 2. Refi6rase al ejemplo 9. 

(b) Considere /(x, y) = xy/(x 2 + y 2 ). Entonces / es discontinua en (0, 0) 
debido a que /( 0, 0) no esta defmido. En el ejemplo 6, se mostr6 que 

lim /(x, y) no existe. Por tanto, la discontinuidad es esencial. ^ 

(x,y)^(0,0) j 
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Los teoremas que tratan acerca de la continuidad para funciones de una 
variable pueden extenderse a funciones de dos variables. 


1 2.2.1 3 Teorema 


Si/y g son dos funciones continuas en el punto (x<), yo)> entonces 

(0 / + g es continua en (x^ y 0 ); 

(11) / “ g es continua en (xp, y 0 ); 

(ili) fg es continua en (x 0 , yo); 

(iv) fig e s continua en (x 0 , y 0 ), eonsiderando que g(x 0 , y 0 ) * 0. 

La demostracidn de este teorema es analoga a la demostracion del teo- 
rema correspondiente (1.8.2) para funciones de una variable. 


1 2.2. 1 4 Teorema 


Una funck>n polynomial de dos variables es continua en cada punto 
deJ? 2 . 

Demostracion Toda funcidn polinomial es la suma de productos de 
funciones definidas por /( jc, y) = x, g(x, y) = y y h(x , y) = c, donde c es 
un numero real. Puesto que f g y h son continuas en cada punto de R 2 , el 
teorema se deduce mediante aplicaciones repetidas de los incisos (i) y (iii) 
del teorema 12.2.13. ■ 


1 2.2.15 Teorema 


Una funcitin rational de dps variables es continua en cada punto de 
$u dominio. 

Demostracion Una funcion racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales fyg que son continuas en cada punto de R 2 , segun el teorema 
12.2.14. Si (xq, yo) es cualquier punto del dominio de fjg y entonces 
g(xQ, yo) ^ 0; de modo que por el Inciso (iv) del teorema 12.2.13 ,fjg es con- 
tinua en ese punto. ■ 


► EJEMPLO 7 7 

continua si 


My) = 


x 2 + y 2 


Determine todos los puntos en los que / es 

si x 2 + y 2 < 1 
si x 2 + y 2 > 1 


Solucion La funcion /esta definida en todos los puntos de R 2 . Por tanto, 
se cumple la condicidn (i) de la definition 12.2.12 para cada punto (x 0> y 0 ). 
Considere los puntos (x 0 , yo) si x 0 2 + y© 2 ^ 1 . 


■M *o + yo < L 

lim /(x,y) 
(x,y>^(4r 0 .)'o) 


= lim (x 2 

U,?)->(x 0 ,y 0 ) 

= x 0 2 + y 0 2 


= /C*o. yo) 


Si Xq 2 + y 0 2 > 1, entonces 

lim /(x,y) = lim 0 

= 0 ’ 

= f(x 0 , >’o) 


Asf, / es continua en todos los puntos (xq, yo) para los que x Q 2 ~ v 0 2 & 1 . 
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Con el fin de deteraninar la continuidad de / en los puntos (jc 0 , yo) para^ 
los cuales jcq 2 + y$ 2 = 1, se considera Km fix, y) para estos puntos. 

(x,y)->(x 0 ,y 0 ) 

Sean S ] el conjunto de todos los puntos (jc, y) tales xjue'jc 2 + y 2 < 1, 
y 52 el conjunto de todos los puntos (jc, y) tales que x 2 + y 2 > 1. Entonces 


Km 

U, y) en S\ 


fix, y) = 


Km 

(;r,y)-Kjc 0 ,>> 0 ) 
(jr, y) en 5j 

V + Vo 2 


(x 2 + y 2 ) 


= 1 


Km f(x, y) = Km 0 
( JT.y)— >o) (jc.y)->(x 0 ,>*o) 

(x, >) en 52 (x. y) en 52 

= 0 


Como 


Km 

(x,y)-Hx 0 ,y 0 ) 
(x, y)en 5] 


/(*, y) * 


Km 

(x,y)^(x 0 ,y 0 ) 
(x, >)en 52 


My) 


se concluye que Km f(x , y) no existe. En consecuencia, / es discon- 

(x,^)->(x 0 ,> 0 ) 

tinua en todos los puntos (x 0 , yo) para los cuales x 0 z + y 0 2 = 1. 

De esta manera se ha demostrado que / es continua para todos los pun- 
tos de R 2 excepto para aquellos de la circunferencia jc 2 + y 2 = 1 . A 


12.2.16 Definicion de continuidad en una bola 
abierta 


La ftmci&i / de n variables es continua en una bola abierta si es 
continua en cada punto de la bola abierta. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 A partir de los resultados 

del ejemplo 1 1 , la funcion de ese ejemplo es continua en cada disco abierto 
que no contenga ningun punto de la circunferencia jc 2 + y 2 = 1 . ^ 

El teorema siguiente, analogo al teorema 1 .9.2, afirma que una funcion 
continua de una funcidn continua es continua. 


12.2.17 Teorema 


Stiponga que/es una funcidn de una variable y que g es una funcibh de 
dos variables cal que g es continua en (jcq> yo) y / es continua en 
g(xfy y 0 ) Entonces la funcidn compuesta / « g es continua en U 0> y^). 

La demos tracion de este teorema es semejante a la del teorema 1 .9.2. 


' EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sea h la funcion del ejem- 
plo 3: 

h{x,y) = ln(jcy - 1) 

Si g(jc, y) - xy - 1, g es continua en todos los puntos de R 2 . La fun- 
cion logaritmica natural es continua en su dominio completo, el cual es 
el conjunto de todos los numeros reales positivos. De modo que si /es la fun- 
cion definida por /(f) = In t , entonces / es continua para todo t > 0. 
Por tanto, la funcion h es la funcion compuesta f ° g y, por el teorema 
12.2.17, es continua en todos los puntos (jc, y) de R 2 para los cuales 
jcy - 1 > 0. A 
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-5 


► EJEMPLO 12 Determine todos los puntos en los que /-e s 


continua si 
f(x,y) = 


*Jx 2 + y 2 - 25 


Solution El dominio de / es el conjunto de todos los puntos (x, y ) de R 2 
para los cuales x 2 + y 2 - 25 > 0. Estos son los puntos de la regidn 
exterior limitada por la circunferencia x 2 + y 2 — 25 como se muestra en la 
figura 15. La funcidn / es el cociente de las funciones gy h para las que 

g{x,y) = 1 h(x,y) =. jx* + y 2 - 25 


FIGURA 15 


Como g es una funcion constante, es continua en cada punto de R 2 . Del teo- 
rema 12.2.17, h es continua en todos los puntos de R 2 que satisfacen la de- 
sigualdad x 2 + y 2 > 25. Por tanto, por el teorema 12.2.13(iv), / es continua 
en todos los puntos de su dominio. ^ 


EJERCICIOS 12.2 


En los ejercicios 1 a 6, evalue el Umite mediante los teorema? ' v 
de limit es. 

1. Urn (3a: 2 + xy - 2 y 2 ) 

(jr,y)-»(2.3) 

2. lim (5 a: 2 - 2 xy + y 2 ) 

(x,y)-><~l,4) 

3. lim — — 4. lim y^jx 3 + 2 y . .\^ 

(x,y)->(2,-l) x + 4 y (x, ?)->(- 2,4) . J t/ 21. 


17. f(x.y) = x *y t if 18. f(x.y) = 




19. f(x,y) = 


jc z + y A 


3 j. v 3 
2 


V-* 2 + y 2 


X ‘ + y^ 

" ' x 2 + 2xy 
20. /(x,y) = - + 

V* + y 2 


En los ejercicios 21 a 24, determine si el Umite existe. 

YcW 

22. lim 


lim 


* 2 y 2 


* 2 y 4 


5. 


lim 


x 4 - (y - l) 4 


(x.y)— >{0,0) jc 2 + y 2 


(x,y)->< 0.0) jc 4 + y 4 


(x,y)-7(0,I) a: 2 + (y - l) 2 




'liT lim 


6. Hm u-1 ) 4/i -(y-» 4 ; 3 . 

<x,;y)->(!,l) (j, _ 1)2/3 + (J, _ 1)2/3 


(*.y>->< 0.0) x 2 + y 2 


4 


lim 




(x,y)->(0.0) a: 3 + y 3 


En los ejercicios 25 a 28, muestre la aplicacion del teorema 
12.2.6 para calcular el Umite. 


En los ejercicios 7 a 10, establezca el Umite determinando una 
8 > 0 para cualquier € > 0 tal que se cumpla la defini- 
cidn 12.2.5. 

7. lim (3a: - 4y) = 1 

(x,y)->( 3.2) 

8. lim (5 a: + 4y) = “6 

(xiyiM- 2,D 

9. lim (3* - 2y) = -9 

(x, ?)->(- 1,3) 

10. lim (5x - 3y) = -2 

(x,y)-><2.4) 


25. 

lim 

tan 1 — 

26. 


(x. y)— >(2,2) 

a: 


27. 

lim 

1C: 1 : 

28. 


(x.y)— >(4,2) 

y3A: - 4y 



lim e 
(x. jr ) — ►(In 3. In 2) 


lim Px + \y 2 1 

En los ejercicios 29 a 52, determine todos los puntos en los que 
la funcion es continua. * j 


.^9. /(x,y) = ~ r 

y - 1 


30. F(x,y) = 


1 


. jc - y 

/av ejercicios 11 a 16, demuestre que lim . f(x, y) 31. h(x,y) = sen- 32. f(x, v) = In xy 2 

' x 


no existe. 


jJ 

1 


iS/(x,y) = 3*^*1 ■ 


(x,y)-K0,0) 
v 2 


13. /fry) = 

14. /fry) = 

15. /fry) = 


x 2 + y 2 

xV 


f{X ' y) = x 2 + v 2 

X +y 


^fty) = 

2* - y 


(* 2 +y 4 ) 3 

a : 4 + 3x 2 y 2 + 2 A:y 3 


(a : 2 + y 2 ) 2 
* 9 y 


16. f(x,y) 


x 2 y 2 


' ^ . v 5;ry 2 + 2y 

34 * «fr>) = tt-^- 2 — fr 

16 — - 4y z 

35. gfry) = In (25 x 2 - y 2 ) 
' ^ '36. /U, y) - cos" 1 ^ + >9 
xy 


(x^VT) 2 * ^ +■/ 


^.7(x,y)-= 


En los ejercicios 17 a 20, demuestre que lim f(x, y) 

- (x,^)^(0.0) 


s[x 2 > y 2 


siCr,y) ^ (0,0) 


|0 . si (jc, y> = (0,0) 

Sugerencia : consulte el ejercicio 19, 
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38. h(x, y ) = 


2 J 2 > 

x A + y 2 


r. 

si (x, y ) ^ (*0, 0) 


[0 si (*,>) = (0,0) 

Sugerencia : refierase al ejercicio 7. 


39. /(x,y) = 

40. /(AT,y) = 

j\ 

(A 

41. G(x,y) = 

42. f(jt, y) = 

43. /(*.?) 


* + > 9 si (jc, >) ^ (0, 0) 
jr + y 

0 si (x, y) «= (0, 0) 


x 3 + y 3 
x 2 + y 2 
0 




si ( x, y) * (0, 0) 
si (x, y) = (0, 0) 
si (x, y) * (0, 0) 


M + M 

0 si (x, y) = (0, 0) 


2 

x z y~ 


si (x, y) * (0, 0) 


M + M 

0 si (x, y) = (0,0) 

*y 


V 16 - x 2 


44. f(x,y) 


■Jx 2 - 7 


45. f(x,y) = 

a/4a: 2 + 9;y 2 - 36 
2 2 

46. /(*,?) = * + / 

a/ 9 - x 2 - y 2 

47. /(x, y) = sec _l (xy) 

48. /(x, y) = ln(x 2 + y 2 - 9) - ln(l - x 2 - y 2 ) 

49. /(x,y) = sen _1 (x + y) + ln(xy) 

50. /(x, y) = sen^xy) 

[ sen(x + y) 


51. fix, y) = 


52. /(x,y) 


x + y 


x 2 - y 2 
' X - y 
x - y 


six + y * 0 
si jc + y = 0 

si x * y 
si x - y 


En los ejercicios 53 a 59, la funcidn es discontinua en el origen 
debido a que /( 0, 0) no existe. Determine si la discontinuidad 
es removible o esencial. Si la discontinuidad es removible, rede- 
fina /( 0, 0) de modo que la nueva funcionsea continua en (0, 0). 


53. /(x, y) = 


xy 


x 2 + xy + y 2 


54. /(x,y) 


x 2 + y 2 


55. /(x,y) = (x + y) sen — = T 

* + y 


x 2 \ 2 

r m 

2y 2 - 3 xy 


teo. < 

57. f(x,y ) ‘ 
Jm*C 


■_xV_ 

x 6 +y 


58. /(x, y) 


V* 2 + ? 2 


59, /<*,» = ^ 4j f 

■ x L + y z 


60. (a) D d una definici6n, semejante a la definicidn 12.2.5, del 
limite de una funcidn de tres variables conforme un pun- 
to (x, y, z ) tiende al punto (x 0 , y 0 , Zq). (b) Proporcione 
una definicion, similar a la definicidn 12.2.8, del limite 
de una funcidn de tres variables conforme un punto 
(x, z ) se aproxima del punto (x 0 , y 0 , Zo) a travds de un 
conjunto especifico S de puntos de R 3 . 

61. (a) Enuncie un teorema semejante al teorema 12.2.9 para 
una funcidn / de tres variables, (b) Establezca un teore- 
ma similar al teorema 12.2.10 para una funcidn / de tres 
variables. 


En los ejercicios 62 a 65, use las definiciones y teoremas de 
los ejercicios 60 y 61 para probar que lim f(x, y, z) 
no existe. 




62. /(x,y,z) - 

63. /(x, y, z) = 

64. /(x, y, z) - 

65. /(x, y, z) - 


x 3 + yx 2 
x 4 + ‘y 2 + z 4 

x 2 + y 2 - z 2 
x 2 + y 2 + z 2 

x 4 + JX 3 + Z 2 x 2 
X 4 + / + z 4 


x 2 y 2 z 2 


+ y 6 + Z 5 


En los ejercicios 66 y 67, utilice la definicion del ejercicio 

60(a) para demostrar que lim /(x, y, z) existe . 

(*,.y,z)-X0,o,0) 


66. /(x, y y z) = 


y 3 -l- xz 2 
x 2 + y 2 + z 2 


67. f(x,y, z) - 


xy + xz + yz 
^jx 2 + y 2 + z 2 


68. (a) Dd una definicion, semejante a la definicidiv 12.2.12, 
de continuidad en un punto para una funcidn de tres varia- 
bles: (b) Establezca teoremas para las funciones de tres 
variables similares a los teoremas 12.2. 13 y 12.2.17. 


En los ejercicios 69 a 72, utilice la definicion y los teoremas 
del ejercicio 68 para determinar .todos los puntos en los que la 
funcidn es continua. 


69. /(x,y,z) - 


E 1 ' +y 2 


+ z 2 - 1 


70. f{x,y,z) = ln(36 - 4x 2 - y 2 - 9z 2 ) 


71. 

/(x,y, z) = < 


3xyz 

si (x, y, 

z) 

* 

(0, 0 , 0) 

I * 2 

+ y* + z L 








si *(x,y, 

z ) 

= 

(0, 0 , 0) 

72. 

fix, y, z) = i 


xz-y 2 
+ y 2 + Z 2 

si (x, y, 

z) 


(0, 0 , 0) 



[0 

. 

si (x, y. 

z) 

= 

(0, 0, 0) 

73. 

La funcidn G 

r est£ definida por 






. .G(x.y) = j*\ + si x 2 + 4y 2 < 5 

■ 1 3 ‘ • si ^ 2 + 4y 2 > 5 

Demuestre que G es continua en todos los puntos (x, y) 
de 2 excepto en aquellos.de la elipsex 2 + 4y 2 = 5. 



942 CAPITULO 12 CALCULO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 


74. La funcion F esta definida por 


F(x,y) = 



si x 2 - 3 y 2 < 1 
si x 2 ~ 3y 2 > l 


Demuestre que F es continua en todos los puntos (jc, y ) de 
R 2 excepto en aquellos de la hiperbola x 2 - 3 y 2 — 1 . 

75. Suponga que / y g son funciones de dos variables que 
satisfacen las condiciones siguientes: 


(i) f(tx, ty ) = t n f(x, y); g(tx, ty ) = t n g(x, y) para algu- 
na n y para toda /; 

(ii) g(l, 1) * 0 y g(l, 0) * 0; 

(iii) g( 1,1) ■/( 1,0) * g( 1,0) ■/( 1,1). 

fix. y) 

Demuestre que lim — — no existe. 

(j£,y)->(0,0) g(x, y) 


12.3 DERIVADAS PARCIALES 

La diferenciacion de funciones de valor real de n variables se reduce al caso 
de una dimension al considerar una funcion de n variables como una fun- 
cion de una variable mientras que las demas se mantienen fijas. Esto condu- 
ce al concepto de derivada parcial*. Primero se consideraran las derivadas 
parciales de una funcion de dos variables. 


12.3.1 Definicion de derivada parcial de una funcion 
de dos variables 


Sea / una funcidn de las variables x y y. La derivada parcial de / 
con respecto a x es la funcidn, denotada por D x f y tal que su vaior 
en cualquier punto ( x , y) del dominio de /esti dado por 


Dj(x,y) 


lim fQj t a*, y) - /(■». y) 

A.r-*0 AX 


si esta Ifmite existe. De manera semejame, la derivada parcial de / 
con respecto a y es la funcidn, denotada por tal que su valor en 
cualquier punto (x r y ) del dominio de/ esti dado por 


Dif(x>y) = 


lim 

Ay— >0 


my + Ay)-f(x,y) 

A y 


si existe este lnirite. 


El proceso para calcular una derivada parcial se denomina diferen- 
ciacion parcial. 

D x f, que se lee “D sub 1 de /”, denota la funcion que es la derivada 
parcial de / con respecto a la primera variable. D t /(jc, j), que se lee “D 
sub 1 de/de jc y y”, denota el valor de la funci6n D t /en el punto (jc, y). 


Otras notaciones para D x f son f h f x , y —.** Ademas, se tienen las nota- 

ox 

ciones f x (x, y), f x (x,y) y P ara D x f(x, y). De manera semejante, 

df 

las notaciones para D 2 f son / 2 , f y , y ; y para D 2 f(x, y) son f 2 (x, y). 


* Nota. El autor utiliza la notation de Cauchy (con la letra D) para la derivada parcial empleando un subindice numerico (1 a 2) para indicar la 
variable (jc o y ) con respecto a la cual se deriva. Tambien se utiliza en otros libros como subindice mas especifico la propia letra: jc o y. Ast eny 
vez de D x o Dj se escribe D x o D y , y el contexto indica que se trata de derivadas parciales. Para distinguir mejor podna usarse en tal caso la 
letra D con subfndices royo bien 1 o 2. 

** Nota. Esta simbologfa recibe el nombre de notation de Jacobi. La 5 se llama “de” de Jacobi y se utiliza en forma andloga a la “ de ” de 
Leibnitz, aunque no corresponde a) concepto de diferencial. 
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DJ{x,y) 


Dxf(x, y) 


fy(x, y) y 


<?/(*■ y) 

dy 


. Si z = fix. v), entonces se puede expresar If fix, y)~ 


d? 

como . Una derivada parcial no puede considerarse como la razon de dz 
cfx 

y dx puesto que ninguno de estos simbolos tiene significado por separado. 


Anteriormente se dijo que la notacion puede considerarse como el co- 

dx 

ciente de dos diferenciales cuando y es una funcion de la variable x, pero no 


existe una interpretacidn similar para 


dz 

dx' 


^ EJEMPLO I Aplique la definition de derivada parcial para 
calcular D { f<x, y ) y D 2 f(x, si 

f(x,y ) = 3x 2 - 2xy + y 2 

Solucion 


f{x + Ax, y ) - /(x, y) 
Ax 


= lim 

A*->0 

l| m 3(x + Ax) 2 - 2 (jc + Ax)j + y 2 - (3x 2 - 2xy + y 2 ) 

~ Ax^( 

J, m 3jc 2 + 6jcAjc + 3(Ax) 2 - 2xy - 2yAx + y 2 - 3jc 2 + 2xy - y 1 

A*->0 

- ii m 6 jcAjc + 3(Ajc) 2 - 2yAx 
Ax^Q AJC 

= lim (6 jc + 3Ax - 2 y) 

A*->0 7 


Ax 


= 6x - 2y 


fix , y + Ay) - f{x, y) 
Ay 


= lim 

Ay-* 0 

Hm 3x 2 - 2x(y + Ay) + (y + Ay) 2 - (3x 2 - 2xy + y 2 ) 

Ay-fO Ay 

\[ m 3x 2 " 2 jc y - 2jcAy + y 2 + 2yAy + (Ay) 2 - 3x 2 + 2xy - y 2 
Ay— fO Ay 

_o ^ a ,, L 

= Hm 

Ay — >0 

= Hm (-2 jc + 2y + Ay) 

Ay-*0 J 

= -2x + 2y 

Si (x 0 , yo) es un punto particular del dominio de /, entonces 
fix o + Ax, y 0 ) - f(x 0 , y 0 ) 


-2xAy + 2yAy + (Ay) 2 
Ay 


*hfao>yo> = J™, 


Ax 


( 1 ) 


si este lfmite existe, y 


D2f(xo,y 0 ) = A lim o 


f(x 0 , y 0 + Ay) - f(x 0 , yo) 

Ay 


( 2 ) 


si existe este lfmite. 
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L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicara la f6rmula (1-) a 

fin de calcular D x f( 3, -2) para la funcion/del ejemplo 1 . 


D\f(3> -2) 


Um /(3 + Ax, -2) - /(3, -2) 

Ajc->0 Ajc 

Hm 3(3 + A*) 2 - 2(3 + A-t)(-2) + (-2) 2 - (27 + 12 + 4) 

Ajc 

„ 27 + 18A* + 3(A*) 2 + 12 + 4A* + 4 - 43 

lim 

Ajc 

lim (18 + 3 Ajc + 4) 

Ax-yO 

22 


◄ 


Las siguientes son formulas altemativas de (1) y (2) para D\f(x 0y y 0 ) 

y D 2 f(x 0 , y 0 ): 


c, /<*»„>- i™ (3, 

*->*0 JC ~ Xq 

si este lrnrite existe, y 

D 2 f( X0 ,y 0 ) = lim f( x o<y) - f( x O<yo) ( 4 ) 

y - y 0 

si existe este lrnrite. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicard la formula (3) 

con el objeto de calcular D x f( 3, -2) para la funcion/del ejemplo l. 


D x f{ 3,-2) 


lim 

x->3 


Hm 

i — > 3 


Hm 

x — >3 


lim 

x-»3 


f(x, -2) - /( 3, -2) 
jc - 3 

3jc 2 + 4jc + 4 - 43 


3jc 2 + 4jc - 39 
jc - 3 

(3jc + 13)(x - 3) 


lim (3jc + 13) 

x— > 3 

22 


◄ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 1 se probo que 
D\ f(x, y) = 6jc - 2y 
Por tanto, 

O x f{ 3, -2) = 18+4 

= 22 


Este resultado concuerda con los resultados de los ejemplos ilustrativos 
1 y 2. ◄ 
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A1 comparar la definicion de derivada parcial (12.3.1) con la definicion 
de derivada comun (2.1.3), se observa que Dif(x,y) es la derivada ordina- 
ria de/si se supone que/es una funcion solo de la variable x (esto es, y se 
toma como una constante), y D 2 f{x,y) es la derivada ordinaria de / si / 
se piensa como una funcion solo de la variable y (mientras que x se consi- 
dera constante). De modo que los resultados del ejemplo 1 pueden obtenerse 
mas facilmente al aplicar los teoremas de diferenciacidn ordinaria si y se 
toma como constante cuando se calcula D x f{x, y), y si a se considera cons- 
tante cuando se obtiene D 2 f( jc, y). El ejemplo siguiente ilustra esto. 


^ EJEMPLO 2 Calcule/jfC*, y) yf y (x , y) si 

fix, y) = 3 a 3 - 4 x 2 y + 3 Ay 2 + sen Ay 2 


Solution Si se considera / como una funcion de x y se toma como 
constante a y, entonces se obtiene 

f x (x,y) = 9x 2 - 8j:y + 3y 2 + y 2 cos Ay 2 

Al considerar / como una funcion solo de y y se tiene a x como constan- 
te resulta 


f y (x,y) ~ -4a 2 + 6jty + 2AycosAy 2 


◄ 



>’) 


FIGURA 1 


Las interpretaciones geometricas de las derivadas parciales de una 
funcidn de dos variables son semejantes a la de una funcion de una variable. 
La grafica de una funcidn / de dos variables es una superficie que tiene 
ecuacion z = fix, y). Si y se considera comp constante (digamos, y = y 0 ), 
entonces z = fix , y 0 ) es una ecuacion de la traza de esta superficie en el 
piano y = y 0 . La curva puede representarse mediante las dos ecuaciones 

y = yo y z = fix , y) (5) 

debido a que la curva es la interseccion de estas dos superficies. 

Entonces, D\f(x 0 , y 0 ) es la pendiente de la recta tangente a la curva 
representada por las ecuaciones (5) en el punto fo (•*()> >0’ fi x o> yo)) del* piano 
y = y 0 . De manera analoga, D 2 f(x$ , yo) representa la pendiente de la recta 
tangente a la curva que tiene ecuaciones 


z 



X = x 0 y z = fix, y ) 

en el punto Pq del piano x = jcq. Las figures 1 y 2 muestran una porcion de 
la curva y de la recta tangente. 


► EJEMPLO 3 Calcule la pendiente de la recta tangente a la 
curva de interseccion de la superficie 


_ i 
" 2 


24 


r2 - 


2r 


FIGURA 2 


con el piano y = 2 en el punto (2, 2, V3). 


946 CAPiTULO 12 CAtCULO DjjFERENCIAL PE FUNCIONES PE MAS PE UNA VARIABLE 



y = 2 Solution La figura 3 muestra la curva de intersection de la superficie y 

/ del piano, asi como la recta tangente. La pendiente requerida es el valor~ de 

dz 


d x 


(2, 2, V3 ) 


en el punto (2, 2, V3 ). Asf, 

dz -x 

dx 


2^24 - Jt 2 - ly 1 


= - 7 2 - i? 


FIGURA 3 


De modo que en (2, 2, V3), 
-2 




2-J\2 

-1 

2V3 


Cuando se calcula una derivada parcial en un punto particular, en ocasio- 
nes es necesario aplicar las formulas (1) a (4) como se muestra en el ejem- 
plo siguiente. 



► EJEMPLO 4 Sea 

X y(x 2 - y 1 ) 


My) = 


JC 2 + y 2 


0 


si ( x , y) * (0, 0) 
si (x,y) = (0,0) 


Demuestre que/|(0, 0) = 0 y que/ 2 (0, 0) = 0. 

Solution Se calculara /i(0, 0) a partir de (3) con y 0 “ 0, y / 2 ( 0, 0) a 
partir de (4) con jc 0 = 0. 



/,(0,0) = lim /( *’ 0) 

1 JC - 

o ^ 

v 

© 

o 

f 2 i 0, 0) = lim ^ ( °’ y) 
y-* o y 

. 2 

= lim 0 - 0 

x->Q X 


= lim 0 - 0 

y-* o y 

./ i 

= lim 0 

x— >0 


= lim 0 
>>->o 


0 


= 0 


= 0 


La figura 4, que muestra la superficie definida por la funciOn del ejem- 
plo 4, apoya el hecho de que/j(0, 0) y / 2 (0, 0) son iguales a cero.- La inter- 
section del piano y = 0 y la superficie es el eje jc, y /j(0, 0) es la pendiente 
del eje jc en el piano xz , la cual, por supuesto, es cero. De manera similar, 
* / 2 (0, 0) es la pendiente del eje y en el piano yz, la cual tambiOn es cero. 

► EJEMPLO 5 Para la funciOn del ejemplo 4, demuestre que: 
(a) /i(0, y) = -y para toda y; (b) / 2 (jc, 0) = x para toda jc. 

Solucion 


[-2.5, 2.5] por [-2.5, 2.5] por [-6, 6] 

y(x 2 - y 2 ) si (jc, y) * (0,0) 
jc 2 + y* 

si (j :,y) = (0,0) 

FIGURA 4 


(a) Siy * 0, de (3), 

M y) - m y ) 


fU.y) = 


/i(0, y) = lta 


(b) Six * 0, de (4), 

/(*. y) ~ /(*. 0) 


= lim 

x->0 


JC - 0 

xyjx 2 - y 2 ) 
jc 2 + y 2 


h(x, 0) = lim 

y — >0 


lim 

y ->0 


y-o 

xyjx 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 
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= Hm 

jr ->0 


y(x 2 - y 2 ) 
jc 2 + y 2 



= -y 


Hm 

v ->0 

v3 


x(x : 


-y 2 ) 


+ r 


(a) Como /i(0, y) - -y si y 5 * 0 y, del ejemplo 4, /j(0, 0) = 0, se con- 
cluye que // 0, y) = -y para toda y. 

(b) Puesto que / 2 (jc, 0) = x si jc ^ 0 y, del ejemplo 4,/ 2 (0, 0) = 0, se in- 

fiere que / 2 (jc, 0) = jc para toda jc. A 


Debido a que toda derivada es una medida de una tasa de variation, 
una derivada parcial se puede interpretar de la misma manera. Si / es una 
funciOn de las dos variables jc y y, la derivada parcial de / con respecto a jc en 
el pun to Pq{x 0 , y 0 ) proporciona la tasa de variation instantanea, en P 0 , de 
/(jc, y) por unidad de variation de jc (jc varia y y se mantiene fija en y 0 ). 
De manera semejante, la derivada parcial de / con respecto a y en P 0 P ro_ 
porciona la tasa de variacidn instantdnea, en de /(jc, y) por unidad de va- 
riation de y. 


► EJEMPLO 6 De acuerdo con la ley del gas ideal para un gas 
confinado, si P atmdsferas es la presion, V litros es el volumen y T grados es 
la temperatura absoluta en la escala Kelvin, se tiene la fdrmula 

PV = kT (6) 


donde Jc es una constante de proporcionalidad. Suponga que el volumen de 
un gas de cierto recipiente es de 12 litros y que la temperatura es de 290°K, 
con k = 0.6. (a) Calcule la tasa de variation instantdnea de P por unidad 
de variacidn de T si V permanece fijo en 12. (b) Utilice el resultado del inciso 
(a) para aproximar la variation de la presion si la temperatura se incrementa 
a 295 °K. (c) Calcule la tasa de variacidn instantdnea de V por unidad de 
variacidn de P si T permanece fija en 290°K. (d) Suponga que la temperatu- 
ra se mantiene constante. Utilice el resultado del inciso (c) para calcular la 
variation aproximada del volumen necesario para producir la misma varia- 
tion en la presiOn que se obtuvo en el inciso (b). 

Sol U cion A1 sustituir V por 12, T por 290 y-fc,por 0.6, se obtiene 
P = 14.5. 

(a) Si se resuelve (6) para P cuando k = 0.6 resulta 

p = 0.6T 
V 


La tasa de variation instantanea de P por unidad de variation de J, si 


dP 

V se mantiene constante, es esto es 
dT 


dP 06 
dT V 


dP 

Cuando T = 290 y V = 12, — = 0.05, lo cual es la respuesta requerida. 

(b) Del resultado del inciso (a), cuando T se incrementa en 5 unidades (de 
290 a 295) y V permanece fijo, un incremento aproximado de P es 
5(0.05) = 0.25. 
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Conclusion: Si la temperatura se incrementa de 290°K a 295°K, enton- 
ces el incremento de la presion es aproximadamente 0.25 atm. 

(c) A1 resolver (6) para V cuando k = 0.6, se obtiene 



La tasa de variacion instantanea de V por unidad de variacion de P, si T 
permanece fijo, es ^ de modo que 

dV _ 0.6 T 

dP P 2 

Cuando T = 290 y P = 14.5, 

dV _ 0.6(290) 

dP (14.5) 2 

= -0.83 


la cual es la tasa de variacion instantanea de V por unidad de variacion 
de P cuando T = 290 y P = 14.5 si T permanece fija en 290. 

(d) Si P se incrementa en 0.25 y T permanece fija, entonces del resultado 
del inciso (c) la variacidn de V debe ser aproximadamente. 

(0.25X-0.83) - -0.21 

Conclusion: El volumen debe disminuirse aproximadamente en 0.21 li- 
tros para que la presidn aumente de 14.5 atm a 14.75 atm. ^ 


A continuacidn se extender^ el concepto de derivada parcial a funciones 
de n variables. 


12.3.2 Definicion de derivada parcial de una funcion 
de n variables 


Sea P(x ]y x 2 > * . . x n ) un punto de R n t y sea / una funcidn de las n varia- 
bles jcj, x 2 , Entonces la derivada parcial de/ con respecto a 
es la funcidn, denotada por D k f, tal que su valor de funcidn en cual- 
quier punto P del dominio de / esti dado por 

DkA*l>X2 *n) - 

= Jim £i*l < M • • •>*«■)- /(*! . *2 ■ • • . *») 

Ajr t ->0 Ax k 

si este Ifmite existe. 


En particular, si / es una funcidn de las tres variables jc, y y z, entonces 
las derivadas parciales de / estan determinadas por 


t> x f{x,y,z) 
D 2 f(x, y, z) 
D 3 f(x, y, z) 


Hm /(* + A-t, y, z) - f(x , y, z) 
Ax 

lim /(*. y + Ay, z) - fix, y, z) 
0 Ay 

i im /(£ i y. z + a?) ~ /(*. h. I 1 


si estos lfmites existen. 
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► EJEMPLO 7 Dada /(jc, y , z ) = x 2 y + yz 2 + z 3 , verifique que ^ 
xf\(*>y*z) + yh(x/j,z) + zfo(x, y, z) = 3/(x,y, z) . 


Solution Si se mantienen y y z constantes resulta 


f\(x 9 y,z) - 2xy 

A1 considerar x y z constantes se obtiene 
Mx 9 y 9 z) = x 2 + z 2 

Cuando x y y se consideran constantes se tiene 
/ 3 (x,y,z) = 2yz + 3z 2 
Por tanto, 

y. 2 ) + 3 / 2 U y* 2 ) + zh(x, y, z) = *(2*y) + y(x 2 + z 2 ) + z(2yz + 3z 2 ) 

= 2x 2 y + x 2 y + yz 2 + 2yz 2 + 3z 3 
= 3(x 2 y + yz 2 + z 3 ) 

= 3/(x, y 9 z) ◄ 


Si / es una funcion de dos variables, entonces, en general, D x f y 
D 2 f tambien son funciones de dos variables, y si las derivadas parciales 
de estas funciones existen, se denominan segundas derivadas parcia- 
les de /. En constraste, D x f y D 2 /reciben el nombre de primeras derivadas 
parciales de f Existen cuatro segundas derivadas parciales de una funcion 
de dos variables. Si /es una funci6n de las dos variables xy y, las notaciones 

D 2 (DJ) D n f f i2 f xy -0^ 


expresan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar parcial- 
mente / con respecto a x y despu6s derivar parcialmente el resultado con res- 
pecto a y. Esta segunda derivada parcial est£ definida por 


fn(x,y) = 


ii m M x >y t *y} ~ /1 (-*> y} 

Ay->0 Ay 


si este lfmite existe. Las notaciones 


(7) 


D,(D,/) D n f /,, f xx p 

representan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar par- 
cialmente dos veces con respecto a jc, y se define como 


/n(*.y) = 


Hm /| (x + Ax, y) - /| (x, y) 

Ax->0 Ax 


( 8 ) 


si existe este lfmite. Las otras segundas derivadas parciales estdn definidas 
de manera analoga. 


/2i(*> y) 


,j m hi* + A-r, y) - fgjx, y) 
Ajc— > 0 Ax 


fn( x ' y) = 


Hrn / 2 U, y + Ay) - f^x, y) 

Ay— >0 Ay 


(9) 

( 10 ) 


si estos lfmites existen. 



950 CAPITULO 12 CALCULO PIFERENCIAL DE FUNCIONES PE MAS PE UNA VARIABLE 


Las definiciones de las derivadas parciales de orden superior son si- 
mi lares. Existen diferentes notaciones para una derivada parcial especifica. 
Por ejemplo, 


D Ulf f 112 fxxy 


<? 3 / 

dy d xd x 


<? 3 / 

dydx 2 


representan la tercera derivada parcial de / que se obtiene al derivar par- 
cial men te dos veces con re spec to a x y despues una vez con respecto a y. En 
la notacion de subindice, el orden de la derivation parcial es de izquierda a 

derecha; en cambio, en la notacidn • — , el orden se considera de de- 

recha a izquierda. y x x 


► EJEMPLO 8 Sea 

f(x,y) = £*seny + lnjty 
Calcule: (a) D, J(x, y); (b) D n f(x, y); (c) 

axay L 

Solucion 


D\f(x,y) = e x sen y + — (y) 
xy 


df 


— e A sen y + - 

JC 


(a) D u f(x,y) = e x sen y - 


1 


(b) D n f(x,y) = e x cosy 


(c) A fin de calcular * 3 f . , se deriva parcialmente dos veces con respecto 
dx dy 2 

a y y despues una vez con respecto a x. Asi, se tiene 


1 


== £*cosy -1- 
dy y 


d 2 f X 1 

— w = -e x sen y - 

y 


dy 2 


<? 3 / 

dx dy 2 


_ ^ e x sen y 


Las derivadas parciales de orden superior de una funcion de n variables 
se definen de manera andloga a las definiciones de las derivadas parciales de 
orden superior para una funcion de dos variables. Si / es una funcion de n 
variables, entonces pueden tenerse n 2 segundas derivadas parciales de / en 
un punto particular. Esto es, para una funcidn de tres variables, si todas las 
segundas derivadas parciales existen, entonces se tienen nueve de estas de- 
rivadas:/,,, / 12 , /13, h\, fll, hi, hi, hi, y hi- 


► EJEMPLO 9 Calcule £>132 /(*» y, z) si 

f(x , y, z) = senary + 2 z) 

Solucion 

£>lf(x,y,z) = y cos(xy + 2 z) ' 

D\if(x,y,z) = -2y sen^y + 2 z) 

Z>i32 f(x,y,z) = -2 senOty + 2z) - 2xycos(xy + 2?) A 
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► EJEMPLO JO Sea 

/(jc, y) = x 3 y - ycoshjcy 
Calcule: (a )f xy (x, y); (b )f yx (x, y). 

Solucion 

(a) f x (x,y) = 3 x 2 y - y 2 senhjcy 

f xy (x, y) = 3 jc 2 - 2ysenhjcy - Jcy 2 coshjcy 

(b) f y (x, y) = x 3 - coshjcy - jcysenhjcy 

f yx (x>y) ~ 3x 2 - ysenhjcy - ysenhjcy - jcy 2 coshjcy 

= 3x 2 - 2ysenhjcy - jcy 2 coshjcy 4 

Observe en el ejemplo 10 que las derivadas parciales “mixtas” f xy (x, y) 
y fyx(x, y) son iguales. De modo que para esta funcion particular, cuando 
se calcula la segunda derivada parcial con respecto a jc y despuds con res- 
pecto a y, el orden de derivacidn no importa. Esta condicidn se cumple para 
muchas otras funciones. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que esto 
no siempre es verdad. 


► EJEMPLO 1 1 

f(x,y) = 


Calcule/ 12 (0, 0) y f 2 j(0, 0) si 


2 _ 2 

(xy)~ si (x,y) * (0,0) 


* 2 + y 2 

10 si (x, y) = (0,0) 

Solucion En el ejemplo 5, se demostrd que para esta funcidn 

/l(0, y) = ~y para today 

y 

/ 2 (jc, 0) = jc para toda jc 
De (7), 

f\ (0. 0 + Ay) - /i(0, 0) 


/ 12(0, 0) = lim 

Ay -4 0 


Ay 


y de (11), f\( 0, Ay) = -Ay y f\(0 y 0) = 0; de modo que 

/ 12 (0, 0) = lim — - 

Ay-t0 Ay 

= lim (-1) 

Ay->0 
= -1 


De (9), 


/2l(0 ,0)= 

21 AX-.0 t±X 


(ID 


( 12 ) 
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Sin embargo, de (12), / 2 (A;c, 0) = Ax y f 2 { 0, 0) = 0. Por tanto, 
A* - 0 


/2i(0,0) = lim 

A x — >0 


Ax 


= lim 1 

Aj — »0 
= 1 


◄ 


Para la funcion del ejemplo 11 las derivadas parciales mixtas 
y fiifay) no son iguales en (0, 0). Un conjunto de condiciones para 
que / 12 (Jt 0 , y 0 ) y / 21 U 0 yo) sean iguales se da en el teorema 12.3.3, el cual 
se presenta a continuation. La funcion del ejemplo 11 no satisface las hi- 
potesis de este teorema ya que / 12 y f 2 \ son discontinuas en (0, 0). Se deja 
como ejercicio demostrar esto (refidrase al ejercicio 64). 



12.3.3 Teorema 


Suponga que / es una funcion de las variables x y y, que esta definida 
en el disco abierto fl((jco, yo); r ) y que f x , f y , f xy y f yx estdn definidas 
en B. Ademds, suponga qu ef xy y f yx son cohrinuas en B . Entonces 

fxy(x 0 ,yo) = fyA^yo) 



La demostraci6n de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
seccion. 

Como un resultado del teorema 12.3.3 se tiene que si la funcion / de 
dos variables tiene derivadas parciales continuas en algiin disco abierto, en- 
tonces el orden de derivation parcial puede cambiarse sin afectar el re- 
sultado; esto es. 


D \nf ~ D \n f = ^ 211 / 

^ 1122 / = 01212 / = 01221 / = 02112 / = D 2 \ 2 \f = 02211 / 


etcetera. En particular, suponiendo que todas las derivadas parciales son 
continuas en algun disco abierto, se puede demostrar que D 2]X f = D XX2 f 
al aplicar el teorema 12.3.3 de manera repetida. Al hacer esto se obtiene 


02ii/ = 0i(02i/) = 0i(0i2/) = 0|[02(0i/)l = D 2 [D x {DJ)\ 
= D 2 {D n f ) = D n2 f 


EJERCICIOS 12.3 


En los ejercicios 1 a 6, aplique la definicidn 12.3,1 a fin de 
calcular la derivada parcial. 

1. = *x + 3y - 7; D { f(x, y) 

2. f(x, y) = 4x 2 - 3 xy;D,f(x.y) 

3- fix, y) = 3 xy + 6x - y 2 \ D 2 f(x, y) 

4. fix, y) = xy 2 - 5y + 6; D 2 fix, y) 

5. fix, y) = j? + y 2 ; f x (x, y) 

6. fix, y) = ~ 2 — ;//*,>') 

x - y 

En los ejercicios 7 a 10, aplique la definicidn J 2.3.2 para 
determinar la derivada parcial. 


7. fix, y, z) = x 2 y - 3 xy 2 + 2yz‘,D 2 f(x,y t z) 

8. f(x, y, z) = x 2 + 4 y 2 + 9 z 2 \ DJ{x,y,z) 

9. /(*, y , z, r, t ) = xyr + yzt + yrt + zrt; f r (x , y, z, r, t ) 

10. /(r, j, r, u, v, w) = 3 r 2 st + st 2 v - Ituv 2 - tvw + 

3 uw 2 ‘, / v (r, s y t, u, v, w ) 

11. Sea /( jc, y) = x 2 - 9y 2 . Calcule D,/( 2, l) al aplicar 
(a) la formula (1); (b) la formula (3); (c) la definicidn 
12.3.1 y despues sustituir x y y por 2 y 1, respectiva- 
mente. 

12. Para la funcion, del ejercicio 11, calcule D 2 f( 2, 1) me- 
diante la aplicacidn de (a) la fdrmula (2); (b) la formula 
(4); (c) la definicidn 12.3.1 y despues reemplazando x y y 
por 2 y 1, respectivamente. 
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En los ejercicios 13 a 24, calcule la derivada parcial conside- 
rando todas las variables, excepto una, como constantes y apli- 
cando los teoremas para la derivacion ordinaria. 

13. f(x,y) = 4y 3 + N [x 2 + y 2 ; DJix, y) 

14. f(x,y) = ~ l ; D 2 f(x, y) 

*■ 4y 2 - x 1 

is. m <t>) = sen 3 0 cos 2</>; f^iO, <j>) 

16. fir, 0) = r 2 cos 0 - 2rtan 0; f^(r, 0) 

17. 2 = In — ; 

18. r = e~ e cos(6 + 0); ^ 

19. u = (* 2 + > 2 + z 2 )' 1 ' 2 ; 

dz 

20. u = tan -1 -4^- 


40. Gfoy) = 3*y + 5*V + 2r,(a)C^(jc,>); 

(b) G yjcy (*, >) 

41. /(*, y, z) - + ze y + (a) /^U, y, z)\ (b) f yz (x, y , z> 

42. gfx, y z) = senU>^);(a)^23(^>’^);(*>)Si2(^> ? ^) 

43. /(w, z) = w 2 cos (a)/ l21 (w\ z); (b)/ 212 (w,z) 

44. f(u,v) = In cos(« - v); (a)/ uuv (w, v); (b)f vuv (u, v) 

45. i(r, 5, 0 = ln(r 2 + 4s 2 - 5t 2 ); (a) g , 32 (r, s, t)\ 
fl>)gl22( r ’ 5 *') 

46. f(x,y,z) = tan~ l (3.ryz);(a)/ )1 3(.*,y z); (b) / l23 (jr, y z) 


47. Seau = sen - + In Verifique qu et~ + r%? =0. 

t r dt dr 

48. Sea w = x 2 y + y 2 z + z 2 x. Verifique que 


dw dw dw 
dx dy dz 


= (x + y + z) 2 


21. f(x,y, z) = 4xyz + ln(2jc yz); f 3 (x,y, z) 

22. f{x, y, z) - e xy senh 2 z - e xy cosh 2 z\ f z ix, y , z) 

23. fix,y,z) ~ e xyz + tan"' \f y ix,y,z) 

24. /(r, 0, 0) = 4r 2 sen 0 + 5e r cos 0 sen 0 - 2 cos 0; 
/ 2 (r, 0, 0) 

25. Si /(r, 0) = r tan 0 - r 2 sen 0, calcule (a) /,( 42, -tt); 
(b) / 2 (3, zr). 

26. Si fix,y,z) = e* y2 + ln(>> + z), calcule (a) /,(3, 0, 17); 
(b) / 2 (1, 0, 2); (c) / 3 (0, 0, 1). 


En los ejercicios 49 a 52, demuestre que u(x, y) satisface la 
. - d 2u . d 2u nit 

ecuacion - — r + —y = 0, la cual se conoce como ecuacion 
d x L dy L 

de Laplace en R 2 . 


49. u(x, y) = ln(jc 2 + y 2 ) 


50. u(x,y) = tan-' 

x 2 - y 

51. u(x, y) = tan -1 ^ + — — — - 

a: x 2 + y 2 


En los ejercicios 27 y 28, calcule fj\, y) y f y j gpyV- — 


27. f{x,y) 


: J|ln sen / dy 2 8. f(x,y) = [ e cost dt 


52. 
\ 53. 


En los ejercicios 29 d 38 haga lo iiguiente : (a) calcule 
D n fix, y ); (b) obtenga ty 22 f{x, y); (c) fyruebe que D l2 f(x, y) 
y D 2 \f(x, y) son iguales. \ 5 


29. f(x,y) = y - 

y x 

30. fix, y) = 2jc 3 - 3jc 2 > 

31. f(x,y) = ^^sen^ 

32. f(x, y) = e~ xiy + ln| 

33. f(x,y) = (x 2 + > 2 )tan -1 ^ 

34. f(x, y) = sen" 1 



54. 


:>A>> 








35. f(x,y) = 4jcsenh> + 3>cosh^ 

36. fix t y) = jccos y - ye x 

37. f{x, >) = e x cos y + tan" 1 x ■ In y 

38. fix, y) = 3j:cosh>> - sen" 1 c* 

/c>5 ejercicios 39 a 46, calcule las derivadas parciales in- 
dicadas. 

39. f(x,y) = 2x 3 y + 5jc 2 >’ 2 - 3xy 2 \(a)f m (x,y); 
(b)/ 2n (x, y) 


m(a:, y) = c^seny + c^cosjc 
La ecuacion de Laplace en R 3 es 


0 2 k dhi 

dx 2 dy 2 dz 2 


= 0 


Pruebe que la funcidn uix,y, z) = ix 2 + y 2 + z 2 ) 
satisface esta ecuacion. 


Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
interseccion de la superficie 

36 -x*~=’9y*~T~4z 2 + 36 = 0 

con el piano x = 1 en el punto (1, fl2, -3). Interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 
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55. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
interseccidn de la superficie z = x 2 + y 2 con elplano 
y = 1 en el punto (2, 1, 5). Dibuje la curva e interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 

56. Determine ecuaciones de la recta tangente a la curva de 
intersection de la superficie x 2 + y 2 + z 2 = 9 Con el 
piano y = 2 en el punto ( 1 , 2, 2). 



donde 15<x<25y5<y< 12. Actualmente^el 
inventario es de $ 1 80 000 y hay 8 empleados. (a) Calcule 
la tasa de variacion instantanea de P por unidad de varia- 
ci6n de x si y permanece fija en 8. (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para obtener la variacion aproximada de la 
utilidad semanal si el inventario varfa de $180 000 a 
$200 000 y el numero de empleados permanece fijo en 8. 
(c) Determine la tasa de variacidn instantanea de P por 
unidad d£ variacidn de y si x permanece fija en 18. (d) Uti- 
lice el resultado del inciso (c) para calcular la variacion 
aproximada de la utilidad semanal si el numero de em- 
pleados se incrementa de 8 a 10 y el inventario perma- 
nece fijo en $ 1 80 000. 




61. Sea /(x, y) = 


x* + y* 


+ r 


si (*, y) * (0, 0) 
si (x,y) = (0,0) 


Calcule (a) /,(0, 0); (b)/ 2 (0, 0). 


A° 

O" 62. 


Sea/(x, y) = 


*y 


x + y 


si (x,y) * (0,0) 


57. La temperatura en cualquier punto (x, y) de una placa 
delgada es fgrados, donde T = 54 - |x 2 - Ay 2 . Si la 
distancia se mide en centimetres, calcule la tasa de varia- 
ci6n de la temperatura con respecto a la distancia reco- 
rrida a lo largo de la placa en las direcciones positivas de 
los ejes x y y, respectivamente, en el punto (3, l). 

58. Emplee la ley del gas ideal para una gas confinado (con- 
suite el ejemplo 6) a fin de demostrar que 


63. 


64. 


l0 si (jc, y) = (0,0) 

Calcule (a)/,(0, y) si y * 0; (b) / ( (0, 0), 

Para la funcion del ejercicio 62 calcule (a) / 2 (x, 0) si 
x * 0;(b)/ 2 (0,0). 

Para la funcidn del ejemplo 11, demuestre que / 12 es 
discontinua en (0, 0), y en consecuencia, que la hipdtesis 
del teorema 12.3.3 no se satisface si (x 0 , y 0 ) = (0, 0). 


d_V 

dT 


U Y IS 1 ISM _ j 


dP 

dv 


59. 


Si V ddlares es el valor actual de una anualidad ordinaria 
de pagos iguales de $100 por ano para t afios a una tasa de 
interns de 1 00/ porciento anual, entonces 


V = 100 


1 - (1 + i)~ 


(a) Calcule la tasa de variacidn instantanea de V por uni- 
dad de variacidn de i si t permanece fija en 8. (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para calcular la variaeidn apro- 
ximada del valor actual si la tasa de interns varfa de 6 a 7 
porciento y el tiempo permanece fijo en 8 afios. (c) Deter- 
mine la tasa de variacidn instantanea de V por unidad de 
variacion de t si i permanece fija en 0.06. (d) Utilice el 
resultado del inciso (c) para calcular la variacidn aproxi- 
mada del valor actual si el tiempo se disminuye de 8 a 7 
afios y la tasa de interns permanece fija en 6 porciento. 

Suponga que 10 OOOx ddlares es el inventario de un al- 
macSn que tiene y empleados, P ddlares es la utilidad 
semanal del almac^n, y 

P = 3000 + 240 v + 20y(x - 2y) - 10(.r - 12) 2 


En 

los ejercicios 65 a 67, 

calcule f 12 (0, 0) y / 21 (0, 0), si 

existen. 


* 



f 2*y 

si (jc, y) * (0,0) 

65. 

My) = j 

»■ * r 2 



lo 

si (x,y) = (0,0) 



[ *V 

si (x,y) * (0,0) 

66. 

My) = | 

x 4 + y 4 



[0 

si (x,y) = (0,0) 

67. 

* 

II 

| x 2 tan -1 - 

X 

- y 2 tan -1 - si xy ^ 0 

y 



[0 

si jcy = 0 

68. 

Demuestre que si / es una funcidn de dos variables y todas 


las derivadas parciales de /, incluso las de cuarto orden, 
son continuas en algun disco abierto, entonces 

£> 1122 / = D 2 \ 2 if 

69. Si S metros cuadrados es el area de la superficie del cuer- 
po de una persona, entonces una fdrmula que proporciona 
el valor aproximado de S es 

S = 2 w° a H 0J 

donde W kilogramos es el peso de una persona y H metros 

r)S dS 

es la altura de la persona. Calcule y cuando 
W = 70 y H = 1.8, e interprete los resultados. 
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1 2.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 

Se definird la diferenciabilidad de funciones de mas de una variable por 
medio de una ecuacion que involucra el incremento de una funcion. A fin de 
motivar esta definicion, primero se obtiene una representation del incremen- 
to de una funcion de una variable que es semejante al presentado en la defi- 
nicion (12.4.2) de diferenciabilidad. 

Recuerde de la secci6n 2.1 que si ft s una funcion diferenciable de x 
y y — fix), entonces 


fix) 


lim ~ 

Ax — >0 Ax 


donde Ax y Ay son los incrementos de x y y, y 


Ay = fix + Ax) - fix) 

Cuando | Ajc | es pequeno y Ax ^ 0, Ay /Ax difiere de fix) por un numero 
pequeno que depende de Ajc, el cual se denota por €. Asf, 

€ - — - f\x) si Ajc * 0 
Ajc 


donde € es una funcion de Ajc. De esta ecuacion se obtiene 


Ay = fix) Ajc + € Ax 


donde € es una funcion de Ajc y € — » 0 conforme Ajc ^ 0. 

De lo anterior se deduce que si la funcion / es diferenciable en jc 0 , en- 
tonces el incremento de/en jc 0 , denotado por A/(jc 0 ), esta determinado por 


A/(jco) = fix o)Ajc + € Ax donde lim € = 0 

Ax-*0 


Z = f(x,y) 



+ Ax,y 0 + Ay,/(x 0 + 

Ax t y 0 + Ay)) 


f(x 0 + Ax, y 0 + Ay)) 
Ay,/(x 0 ,y 0 ) 




(x 0 + Ax, y 0 + Ay, 0) 


En el caso de las funciones de dos o mas variables, se utiliza una ecuacion 
semejante a la anterior a fin de definir la diferenciabilidad de una funcion, y 
de la definicion se establecen criterios con el proposito de determinar.la di- 
ferenciabilidad de una funcion en un punto. A continuation se presentan los 
detalles para una funcion de dos variables y se inicia con la definicion de 
incremento de una funcion de este tipo. 


12.4.1 Definicion de incremento de una funcion 
de dos variables 


Si /es una funcidn de las variables x y y, entonces el incremento de / 
en el punto (jty, y 0 ), denotado por A/(jcq, y 0 ), est4 dado poc 

. - ‘ • ■ 

A/(xo,y 0 ) * /(* 0 + A*,y 0 + Ay) - fix^yo) 


La figura 1 ilustra esta definicion para una funcion continua en un disco 
abierto que contiene los puntos (jc 0 , yo) y- (*0 + Ajc, y 0 + Ay). Tambien 
la figura muestra una portion de la superficie z = fix, y). Se observa que 
A/(^o> yo) = QR, donde Q es el punto [x 0 + Ax , y 0 + Ay, fix 0 , y 0 )) y R es 
el punto que tiene coordenadas t*o + Ajc, yo + Ay,/(jc 0 + Ajc, yo + Ay)). 


FIGURA 1 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para la funcion /definida por 

/(x,y) = 3x - xy 2 

se calculard el incremento de /en cualquier punto (jcq, yo)- 

A/(*o, >’o) = f( x 0 + Ax, y 0 + Ay) -f(x 0 ,y 0 ) 

= 3(x 0 + Ax) - (x 0 + Ax)(j>o + Ay) 2 - (3x 0 - x a y 0 2 ) 

= 3x 0 + 3 Ax - x 0 y 0 2 - V Ax - 2x 0 y 0 Ay - 2y 0 AxAy - x 0 (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 - 3x 0 + x 0 yo 2 
= 3Ax - y 0 2 Ax - 2x 0 y 0 Ay - 2y 0 AxAy - x 0 (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 4 


12.4.2 Definicion de funcion diferenciable de dos 
variables 


Si / es ima funcidn de las variables x y y, y el incremento de / en 
y6) puede escribirse como 

4/(xb t Jo) = O,/(^y 0 ) Ax + Orffayn) Ay f €+Ax + € 2 Ay 

donde £| y € 2 son funciones de A* y Ay, tales que — > 0 y € z -> 0 
conforme (Ajt t Ay) — > (0, 0), enforces / es diferenciable en (*o> y 0 ). 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utilizara la definicidn 

12.4.2 para demostrar que la funcion del ejemplo ilustrativo 1 es diferencia- 
ble en todos los puntos de R 2 . Se debe probar que para todo punto (jc 0 , y 0 ) 
de R 2 se pueden determinar 6j y € 2 , tales que 

A/(* 0 ,y 0 ) “ D \f( x 0 > yo) Ax - £> 2 /(*o yo) Ay ^ €\Ax + € 2 Ay 

y € i — » Oy € 2 —> 0 conforme ( Ax , Ay) — > (0, 0). 

Como/(jc, y) = 3 jc - xy 2 , entonces 

Dif(x 0 ,y 0 ) = 3 - y 0 2 y D 2 f(x 0 ,y 0 ) = -2x 0 y 0 

Con estos valores y el valor de A/(jc 0 , yo) del ejemplo ilustrativo 1, se obtiene 

A/(x 0 , y 0 ) - £>i/(x 0 , y 0 ) Ax - D 2 f(xo,y 0 )Ay = - x 0 (Ay) 2 - 2y 0 AxAy - Ax (Ay) 2 

El miembro derecho de la ecuacion anterior puede expresarse en las siguien- 
tes formas: 

(a) [— 2jy 0 Ay - (Ay) 2 ] Ax + (-x 0 Ay)Ay 

(b) (~2y 0 Ay) Ax + (-Ax Ay - x 0 Ay)Ay 

(c) [-(Ay) 2 ] Ax + (-2y 0 Ax - x 0 Ay) Ay 

(d) 0 • Ajc + [-2y 0 Ajc - Ajc Ay - jt 0 Ay] Ay 

Por lo que existen al menos cuatro pares posibles de valores de € j y € 2 : 

f i = -2yoAy - (Ay) 2 y € 2 — -x 0 Ay 

€ i = -2y 0 Ay y f 2 = -AxAy - x 0 Ay 

= -(Ay) 2 y e 2 = -2y 0 Ax - x 0 Ay 

f l = 0 y € 2 = -2y 0 Ax - Ax Ay - x 0 Ay 
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Para cada par, 

lim fi = 0 y lim €? = 0 

(Ax. Ay)-*(0,0) (Ax, Ay)— >(0,0) 

Observe que solo es necesario determinar un par de valores de €\ y ^ 


El teorema siguiente afirma que para una funcion de dos variables, la 
diferenciabilidad implica la continuidad, de igual manera que para una fun- 
cidn de una variable. 


12.4.3 Teorema 


Si una funcidn / de dos variables es diferenciable en un punto, enton- 
ces es cominua en esc punto. 

Demostracion Si / es diferenciable en el punto (jc 0 , yo)> entonces, de la 
definicidn 12.4.2, se tiene 

f(x 0 + Ajc, v 0 + A>') - /(-to, >’o) 

= £>i/(* 0 ,;v 0 ) Ajc + D 2 f(x 0 ,y 0 )Ay + e, Ajc + f 2 Ay 

donde €\ — > Oy 6 2 — > 0 conforme (Ajc, Ay) — » (0, 0). Por tanto, 

/(* o + A*,y 0 + Ay) 

= fix O Jo) + £>i/Uo. Jo) Ajc + D 2 f(x 0 ,y Q ) Ay + € { Ax + € 2 Ay 

A1 tomar el hrnite en los dos miembros de la ecuacion anterior conforme 
(Ajc, Ay) — > (0, 0) se obtiene 

lim f(x 0 + Ax, > 0 + A>’) = /(x 0 , > 0 ) (1) 

(Ax.Ay)— K0,0) 

Si se considera xq + Ajc = jc y yo + Ay = y, entonces “(Ajc, Ay) — > (0, 0)” 
equivale a que “(jc, y) — > (j^, y 0 )” Asi, de (1), 

lim f(x,y) = f(x 0 ,y 0 ) 

(x.y)->(x 0 ,y 0 ) 

lo cual demuestra que/es continua en (jc 0 , yo)- ■ 

Se dijo que para una funcion / de una variable, la existencia de la de- 
rivada de/en un numero implica la diferenciabilidad y, por tanto, continuidad 
en ese numero. Sin embargo, como lo muestran los ejemplos siguientes, para 
una funcion de dos variables la existencia de las derivadas parciales en un 
punto no implica la diferenciabilidad en ese punto. 


► EJEMPLO I Dada 


*J 

/(JC, y) = JC 2 + y 2 

1 ° 


si (jc, y) * (0, 0) 
si (x,y) = (0;0) 


demuestre que D\f( 0, 0) y £> 2 /( 0 , 0) existen y que, sin embargo, / no es 
diferenciable en (0, 0). 
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Solucion 


D x m o) = 


Hm 

JT-fO 


/(*, o) - m Q) 

JC - 0 


D 2 f( 0,0) = 


Hm 

y — >0 


/(Q, y) - /(Q, Q) 

y-0 


=3? Hm 

jc-f0 


0-0 

x 


Hm 

>’->0 


0-0 


=* Hm 0 

jc-f0 
= 0 


= Hm 0 

)' — F 0 


= 0 


X 



Por tanto £>i/(0, 0) y D 2 f(0 , 0) existen. 

En el ejemplo 6 de la section 12.2 se demostrd que para esta funcidn 
Hm f(x,y) no existe; en consecuencia, / no es continua en (0,0). 

U,y)-F( 0 , 0 ) 

Como / no es continua en (0, 0), entonces, por el teorema 12.4.3, / no es 
diferenciable en (0, 0). 

En la figura 2 se muestra una porcidn de la grdfica de esta funcidn. Las 
derivadas parciales en el origen existen aunque la funcion no es continua en 
el origen, esto se debe a que D x f{ 0, 0) y D 2 f(0 , 0) dependen sdlo del com- 
portamiento de /( jc, y) a lo largo de los ejes x y y, mientras que la conti - 
nuidad de / en (0, 0) depende del comportamiento de / en un disco abierto 
que tenga su centro en el origen. 4 


0 si (x,y) - (0,0) 


Aunque la existencia de las derivadas parciales de una funcion de dos 
variables en un punto no garantiza la diferenciabilidad en ese punto, existen 
condiciones adicionales que se le piden a la funcidn que proporcionan tal 
garantfa. Estas condiciones se enuncian en el teorema siguiente, cuya de- 
mostracion se presenta en el suplemento de esta section. 


12.4.4 Teorema 


Sea / una funcidn de x y y tal que Dtf y D 2 f existen en un disco 
abierto £(Pq, r) t donde Pq es el punto (xq, jtq). Si D\f y D 2 f son con- 
tinual en Pq, entonces /es diferenciable en Pq. 

Este teorema es mucho m£s fdcil de aplicar que la definition 12.4.2 para 
demostrar la diferenciabilidad de una funcion de dos variables. Por 
ejemplo, debido a que las derivadas parciales de cualquier funcion polino- 
mial son tambien funciones polinomiales, y como estas funciones son conti- 
nuas en cualquier punto de su dominio, el teorema 12.4.4 establece que las 
funciones polinomiales son diferenciables en cualquier punto de su dominio. 


► EJEMPLO 2 Utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que la 
funcion definida por 

f(x y y) = xey - y In* 

es diferenciable en su dominio. 

Solution El dominio de /es el conjunto de todos los puntos de R 2 para 
los cuales x > 0. A1 calcular las derivadas parciales se obtiene 

DJ(x,y) = g> - ^ 


D 2 f(x,y) = xey - In x 
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Como D\f y D 2 f son continuas en todos los puntos de R 2 para los cuales 
x > 0, entonces, por el teorema 12.4.4,/ es diferenciable en todos los puntos 
de su dominio. ^ 

En el ejemplo 5 al final de esta seccidn, se muestra c6mo el teorema 

12.4.4 puede aplicarse para probar que una funcion particular definida a 
trozos es diferenciable. 

Si una funcidn satisface las hipotesis del teorema 12.4.4 en un punto, 
entonces se dice que es continuamente diferenciable en el punto. Aunque la 
diferenciabilidad continua en un punto es una condicion suficiente para de- 
mostrar que una funcion es diferenciable en un punto, no es una condicion 
necesaria. Esto es, es posible que una funci6n sea diferenciable en un punto 
aunque sus derivadas parciales no sean continuas en ese punto. En los ejemplos 
42 a 45 se presentan ejemplos de este tipo de funciones. 

La ecuacion de la definition 12.4.2 es 

A/(x 0 ,yo) = DJ(xq, y 0 ) Ax + D 2 f(x 0 ,y 0 )Ay + € x Ax + e 2 Ay (2) 

La expresi6n formada por los dos primeros terminos del miembro derecho 
de esta ecuaci6n se denomina parte principal de A/(x 0 , v 0 ) o diferencial 
total de/ en (xo, yo). 


12.4.5 Definicion de la diferencial total de una 
funcion de dos variables 


Si / es una funtidn de las variables x y y, y si / es diferenciable en 
(x, y) t entonces la diferencial total de / es la funtitfn df que tiene va- 
lores de ftmcidn determinados por 

df(x t y t Ax t Ay) f DJ{x,y) Ax + D 2 f(x y y) Ay 


Observe que df es una funcidn de las cuatro variables jc, y , Ajc y Ay. 
Si z = f(x, y), en ocasiones se emplea Jz en lugar de df(x , y, Ax, Ay), y 
se escribe 

dz = D { f(x t y)Ax 4- £> 2 f(x*y)Ay (3) 

Si en (3),/(x, y) = jc, entonces z = jc, D\f(x, y) = 1 y D 2 f(x, y) = 0; 
de modo que (3) proporciona dz = Ax. Puesto que z = x, para esta fun- 
ci6n dx - Ax. De manera semejante, si se considera /(x, y) = y, 
entonces z = y, D\f(x> y) = 0 y D 2 /(x, y) = 1; por lo que de (3) se obtiene 
dz - Ay. Como z = y, entonces para esta funcion dy = Ay. En conse- 
cuencia, se definen las diferenciales de las variables independientes como 
dx = Ax y dy - Ay. Entonces (3) se puede expresar como 

dz = D|/(x, y) dx + D 2 f(x, y) dy (4) 

y en el punto (x 0 , y 0 ), 

dz = D\f(xQ, y 0 ) dx + O 2 /(x 0 , y 0 ) dy (5) 

1 En (2), sea Az = A/(jco, yo), dx = Ax, y dy = Ay. Entonces 

Az = Di/(x 0 , y 0 ) dx + D 2 f(x 0 ,y 0 )dy + € x dx + € 2 dy 
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AI comparar esta ecuacion y (5), se observa que cuando dx (es decir, Ax) y 
dy (esto es^Vy) estan cercanos a cero, y como € j y € 2 tambien estaran cerca 
de cero, entonces dz es una aproximacion para Az . 

La ecuacion (4) con la notacion dz/dxy dz/dy se trans forma en 

dz * ^dx + ^dy ( 6 ) 

dx dy 



W EJEMPLO 3 Un envase metalico cerrado tiene la forma de ci- 
lindro circular recto 6 pulg, de altura interior, de 2 pulg de radio interior y 
de 0.1 pulg de grosor. Si el costo del metal es de 40 centavos por pulgada 
cubica, aproxime mediante diferenciales el costo total del metal empleado 
en la elaboration del envase. 


Sol UC ion La figura 3 muestra el envase. Si V pulgadas cubicas es el 
volumen de un cilindro circular recto que tiene un radio de r pulgadas y una 
altura de h pulgadas, entonces 


V = nr 2 h 



FIGURA 3 


El volumen exacto del metal empleado en el envase es la diferencia entre 
los volumenes de dos cilindros circulares rectos para los cuales r = 2.1, 
h = 6.2 y r = 2 y /i = 6, respectivamente. El incremento AV proporciona 
el volumen exacto del metal, pero como unicamente se desea un valor apro- 
ximado, se calcula dV. De (6), 


dV . ^ dV 
dv = -7T- dr + ^rr dh 
dr dh 

= Inrhdr + nr 2 dh 


Con r = 2, h = 6, dr = 0.1 y dh = 0.2, 
dV = 2/r(2)(6)(0. 1) + n( 2) 2 (0.2) 

= 3 . 2 ^ 


De este modo, AV ~ 3.2^, por lo que el metal empleado en el envase es 
aproximadamente 3.2/r pulg 3 . Puesto que el costo del metal es de 40 centa- 
vos por pulgada cubica, entonces el numero aproximado de ceiltavos del 
costo aproximado es 128/r - 402. 

Conclusion: El costo aproximado del metal empleado en el envase es 

$4.02. ◄ 


Ahora se extenderan los conceptos de diferenciabilidad y de diferencial 
total para funciones de n variables. 


12.4.6 Definicion de incremento de una funcion de n 
variables 


Si / es una funcibn de las n variables x^ t % 2 > » . . , x n , y P es el punto 
(X],X 2 t . . . , x n ) t entonces el incremento de / en P esii determina- 
do por ... - 

Af(P) == f(x j + Ax\,x 2 +■ Ax 2 , ■ . ■ , * n + A%) - f(P) 
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12.4.7 Definition de funcion diferenciable de n 
variables 


Si/es una funcion de las n variables y x m y el mere memo de 

fen el punto P puede escribirse como 

A f{P) - DJ(P) Ax x + D 2 f(P) Ax 2 + ... + DJ{P) Ax n + 

f j A*j + £ 2 A* 2 + ‘ * ♦ + € n A* n 

donde €\ — > 0, > 0, . . . , € n — ► 0, eonforme 

(Ax l7 Ax 2 > . . . , Ax„) (0, 0, .. . , 0), 

entonces se dice que/ es diferenciable en P. 

De igual manera que con el teorema 12.4.4, se puede demostrar que las 
condiciones suficientes para que una funcion de n variables sea diferen- 
ciable en un punto P son que las derivadas parciales D x f D 2 f . . . , D n f 
existan en una bola abierta B(P\ r ) y que sean continuas en P. Como en el 
caso de las funciones de dos variables, para las funciones de n variables 
la diferenciabilidad implica la continuidad. Sin embargo, la existencia de las 
derivadas parciales D x f D 2 f . . . , D„/en un punto no implica la diferen- 
ciabilidad de la funcion en ese punto. 


12.4.8 Definition de la diferential total de una 
funcion de n variables 


Si /es una funcidn de las n variables Jtj, x 2 , . . . t x n , y / es diferen- 
ciable en P, entonces la diferenci&J total de / es la funcion df que 
tiene valores de funcidn determinados por 

df{P, Ax h Axj A*„) 

+ D 2 f(P) Ax 2 + ...+ D n f(P) Ax n 


Si se considera w = f(x x ,x 2y . . . ,x n ), se definen dx\ = Ajq, dx 2 = 

Ajc 2 , . . . , dx n = Ax n , y ademds se usa la notation ~~ en lugar de D x f(P), 

ax t 

se puede expresar la ecuacion de la definition 12.4.8 como 


rfW = + 


(7) 



12 


► EJEMPLO 4 Las dimensiones de una caja son 10 cm, 12 cm y 
15 cm, con un posible error de 0.02 en cada medicion. (a) Aproxime me- 
diante diferenciales el maximo error si el volumen de la caja se calcula a 
partir de estas medidas. (b) Aproxime tambien el error relativo. 

Solution La figura 4 muestra la caja. 

(a) Si V centimetres cubicos es el volumen de la caja cuyas dimensiones 
son x, y y z centimetros, entonces su volumen es 


FIGURA 4 


V = xyz 
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El valor exacto del error se de AV; sin embargo, se empleard dV como 
una aproximacidn de A V. De (7), para tres variables independientes 


dV = 


dV, 




= yzdx + x z dy + xy dz 


De la informacidn dada | Ajc | < 0.02, | Ay | < 0.02 y | Az | < 0.02. 
Para determinar el mdximo error del volumen se consideran los errores 
mdximos de las tres mediciones. Por lo que tomando dx - 0.02, 
dy = 0.02, dz = 0.02, jc = 10, y = 12 y z = 15, se obtiene 


dV = (12)(15)(0.02) + (10)(15)(0.02) + (10)(12)(0.02) 
= 9 


A si, AV « 9. 


Conclusion: El mayor error posible al calcular el volumen de la caja 

a partir de las medidas dadas es aproximadamente 9 cm 3 . 

(b) El error relativo se obtiene al dividir el error entre el valor real. Por tanto, 
el error relativo al calcular el volumen de la caja a partir de las medi- 
ciones dadas es A V/V * dVjV. Como dV/V = 9/1800, entonces 


AV 

V 


0.005 


Conclusidn: El error aproximado en porcentaje es de 0.5%. ^ 


► EJEMPLO 5 Dada 


/<*. >’) = 


f yl i si (x,y) * (0,0) 
jc z -I- y z 


[0 si (x, y) = (0,0) 

utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que /es diferenciable en (0, 0). 


Solution Para calcular D\f \ se consideraran dos casos: (jc, y) - (0, 0) 
y (jc, y) * (0, 0). Si (jc, y) = (0, 0), entonces 


D i/(0,0) = 


lim 

JT — +0 


f(x y 0) - /(0, 0) 
jc - 0 


= lim 

JC— >0 


0-0 

JC 


= 0 


Si (jc, y) # (0,0), entonces /(jc, y) = x 2 y 2 l(x 2 + y 2 ). A fin de calcular 
D\f(x, y) se utiliza el teorema para la derivada ordinaria de un cociente y se 
considera y como constante. 


(jc z + y z ) z _ 
( x 2 + y 2 ) 2 
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[-3, 31 por [-3, 3] por [0, 

f .2.2 

si (jc, 
si (jc. 


0 


4-3] 

y) * 
y) = 


( 0 , 0 ) 
(0, 0) 


FIGURA 5 


\-2 


I 


Por tanto, la funcion D\f esta definida por 

I 2xy 4 

D\f(x, y) = (x 2 + ^2)2 si (x ’rt * (0 ’ 0) 

lo si (jc, y) = (0,0) 

De la misma forma se obtiene la funcion D 2 f, definida por 

D 2 f(x,y) = j ( 72 ^ 2)2 si (x,y) # (0,0) 

1 0 si (jc, y ) = (0, 0) 

Tanto D]f como D 2 f existen en todo disco abierto que tenga su centro 
en el origen. Queda por demostrar que D { f y D 2 f son continuas en (0, 0). 
Como Z)i/(0, 0) = 0, entonces D x f sera continua en (0, 0) si 

lim D x f(x, y) = 0 

u,>-)-xo,o) 

Por tanto, debe probarse que para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

2xy 4 


si 0 < -yjx 2 + y 2 < 5 entonces 


(jc 2 + y 2 ) 2 


< € 


( 8 ) 


2xy 4 


2 x \y 4 

(jc 2 + y 2 ) 2 


(x 2 + y 2 ) 2 


^ ' 2 


1-3,3] por [-3, 3] por [-2, 2] 


DJ(x,y) 


2xf_ 


■ si (jc, y) * (0, 0) 


[ 0 si (x, y ) = (0, 0) 

FIGURA 6 


^ 2^jx 2 + y 2 {^x 2 + y 2 ) 4 
(jc 2 + y 2 ) 2 

= 2 ^ + y 2 

De modo que una election adecuada para 8 es 25 = €, esto es, 5 = ^€. 
Con esta 5 se tiene el argumento siguiente: 



0 < a /jc 2 + y 2 <8 y 5 = 

2-J7 2 + y 2 < 2(if) 

2j? + f(Jx 2 + fy 4 


(jc 2 + y 2 ) 2 

2\x\y 4 


( x 2 + y 2 ) 2 


D 2 f(x,y) = 


V 

-3, 3] por [-3, 3] por {-2, 2] 
2x 4 y 



2xy 4 

(x 2 + y 2 ) 2 

y 



< € 


< € 


< € 


si (jc, y) * (0,0) 

{x- + y‘T 

0 si (jc, v) = (0, 0) 

FIGURA 7 


Por tanto, se ha demostrado que se cumple (8). En consecuencia, D x f 
es continua en (0, 0). Hn la misma forma puede probarse que D 2 f es 
continua en (0, 0). Por lo que se concluye, por el teorema 12.4.4, que / 
es diferenciable en (0, 0). 

Las figuras 5, 6 y 7 muestran graficas generadas en computadora de /, 
D|/ y D 2 /, las cuales apoyan los resultados de este ejemplo. A 
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EJERCICIOS 12.4 


1. Si/(jc, y) = 3jc 2 + 2 xy - y 2 , calcule: 

(a) A/(l, 4), eJ incremento de /en (1, 4); (b) A/(l, 4) cuan- 
do Ax = 0.03 y Ay = -0.02; (c) df{ 1, 4, Ax, Ay), la 
diferencial total de /en (1, 4); (d) df{ 1, 4, 0.03, -0.02). 

2. Si /(jc, y) = 2x 2 + 5xy + 4y 2 , calcule: 

(a) A/(2, -1), el incremento de/en (2, -1); (b) A/(2, -1) 
cuando Ajc = -0.01 y Ay = 0.02; (c) df{ 2, -1, Ax, Ay), 
ladiferencia total de/en (2,-1); (d) df( 2, -1, -0.01, 0.02). 

3. Sig(jc, y) = xye xy , calcule: 

(a) Ag( 2, -4), el incremento de g en (2, -4); (b) Ag(2, -4) 
cuando A* = -0.1 y Ay = 0.2; (c) dg( 2, -4, Ax, Ay), 
la diferencial total de g en (2, -4); (d) dg( 2, -4, -0. 1 , 0.2). 

4. Si h( jc, y) = (jc + y)/(jc - y), calcule: 

(a) A/i(3, 0), el incremento de h en (3, 0); (b) A/i(3, 0) 
cuando Ax = 0.04 y Ay = 0.03; (c) dh( 3, 0, Ajc, Ay), 
la diferencial total de h en (3, 0); (d) dhQ, 0, 0.04, 0.03). 


5. Si F(jc,y, z) = xy + ln(y 2 ), calcule: 

(a) AF(4, 1, 5), el incremento de F en (4, 1, 5); 

(b) AF(4, 1, 5) cuando Ajc = 0.02. Ay = 0.04, y 
Az - -0.03; (c) dF( 4, I, 5, Ajc, Ay, A z), la diferencial 
total de Fen (4, 1, 5); (d) dF( 4, 1, 5, 0.02, 0.04, -0.03). 

6. SiG(jc, y, z) = jc 2 y + 2jcyz - z 3 , calcule: 

(a) AG(-3, 0, 2) el incremento de G en (-3, 0, 2); 

(b) AG(-3, 0, 2) cuando Ajc = 0.01, Ay = 0.03 y Az = 
-0.01; (c) dG(- 3, 0, 2, Ajc, Ay, Az), la diferencial total 
de G en (-3, 0, 2); (d) dG(- 3, 0, 2, 0.01, 0.03, -0.01). 

En los ejercicios 7 a 14, calcule la diferencial total dw. 

7. w = 4 jc 3 - jcy 2 + 3y - 7 

8. w = y tan jc 2 - 2;cy 

9. w — jccosy - ysenjc 10. w — xe 2y + e~ y 

11. w = ln(jc 2 + y 2 + z 2 ) 12. w = — — 

2 x + y + z 

13. w = x tan" 1 z - — 14. w = e yz - cos jcz 

z 

En los ejercicios 15 a 18, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de su dominio realizando lo siguiente: 
(a) calcule A/(jc 0 , y 0 ); ( b ) determine € { y € 2 de modo que 
se cumpla la ecuacion (2); (c) demuestre que las € l y € 2 
determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(A x ,A y ) -* (0,0). 

15. f(x,y) = jc 2 y - 2jcy 16. /(jc,y) = 2jc 2 + 3y 2 

17. f(x, y) = 18, f(x,y) = l 

y * . 

En los ejercicios 19 a 26, utilice el teorema 12,4.4 para de- 
mostrar que la funcion es diferenciable en todos los puntos de 
su dominio. 


19. g(x, y) = 2x 4 - 3x 2 y 2 + x^y' 2 


20. f(x,y) = 


3jc - 4y ’ 
jc 2 + 8y 


21. /( jc, y) = 3 In jcy + 5 sen x 


22. /(jc, y) = sen^ + cos - 

* :y 


23. 


24. 


25. 


26. 


h(x,y) = tan *(jc + y) + 


1 


jc - y 


g(x, y) = y In* — - 

/(jc,y) = ye 3x - xe~ 3y 
f(x,y) - e 2x seny + e~ 2x cos y 


27. Sea /(jc, y) 


jc + y- 2 sijc=l o y = 1 

2 si jc * 1 y y * 1 


Demuestre que D\f( 1, 1) 
diferenciable en (1,1). 

f 3* 2 y 

28. Sea f(x,y) = l x 2 + y 2 


£> 2 /(l, 0 existen y que /no es 

si (jc,y) ^ (0,0) 
si (jc,y) = (0,0) 


Demuestre que D,/( 0, 0) y D 2 f( 0, 0) existen y que D { f y 
D 2 f no son continuas en (0, 0). 

En los ejercicios 29 y 30, demuestre que D { f( 0,0) y 
£> 2 /( 0, 0) existen y que fno es diferenciable en (0, 0). 


29. /(*,y) 


[ 2jcV 
jc 4 + y 4 

[0 


si (jc,y) * (0,0) 
si (jc,y) = (0,0) 


I jcy 2 
jc 2 + y 4 
0 


si (jc, y) * (0,0) 
si (;c,y) = (0,0) 


En los ejercicios 31 y 32, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de R 3 haciendo lo siguiente: (a) calcule 
A /( jc 0 , yo, Zo); (b) determine € 1? f 2 y € 3 tales que se cumpla 
la ecuacion de la definicion 12.4.7; (c) demuestre que las € 
€ 2 y € 3 determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(Ajc, Ay, Az) se aproxima a (0, 0, 0). 

31. f(x, y, z) = jc y - xz + z 2 

32. fix, y, z) = 2x 2 z - 3 yz 2 

En los ejercicios 33 y 34, demuestre que /^/(O, 0, 0), 
D 2 f(0, 0, 0) y D 3 /(0, 0, 0) existen y que f no es diferenciable 
en (0, 0, 0). 


xy 2 z 

33. /(jc, y, z) = | jc 4 + y 4 + z 4 
0 


si (jc, y, z) *= (0, 0, 0) * 
si (jc, y, z) = (0, 0, 0) 


3yz 

34. f(x,y,z ) = \ * A + y 2 + Z 1 

0 


si (jc, y, z) * (0,0,0) 
si (x, y, z) = (0, 0, 0) 


35. Un contenedor tiene la forma de un solido rectangular y 
tiene una longitud interior de 8 m, un ancho interior de 
5 m, una altura interior de 4 m y un espesor de 4 cm. Em- 
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plee la diferencial total para aproximar la cantidad de 
material necesario para construir el contenedor. 


4 cm 



36. Utilice la diferencial total para calcular aproximadamente 
el mayor error al determinaf el area de un triangulo rec- 
tangulo a partir de las longitudes de los catetos si'ellos 
miden 6 cm y 8 cm, respectivamente, con un error posible de 
0. 1 cm para cada medicion. Tanibibn obtenga aproxima- 
damente el error relativo. 


37. Determine aproximadamente, litilizando la diferencial 
total, el mayor error al calcular la longitud de la hipote- 
nusa del tridngulo rectingulo del ejercicio 36 a partir de 
las mediciones dadas. Tambibn obtenga aproximada- 
mente ej error relativo. 

38. Si la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de la seccibn 12.3) 
se emplea para calcular P cuando se proporcionan T y V, 
pero existe un error de 0.3% en la medicion de T y 
un error de 0.8% en la medicion de V , calcule aproxima- 
damente el mayor error relativo al calcular P. 

39. La gravedad especffica 5 de un objeto est£ determinada 
por la formula 


s - 



donde A libras es el peso del objeto en el aire y W libras es 
el peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el 
aire es de 20 lb con un error posible de 0.01 lb y su peso 
en el agua es de 12 lb, con un error posible de 0.02 lb, 
calcule aproximadamente el mayor error posible al de- 
terminar s a partir de estas medidas. Tambien calcule el 
mayor error relativo posible. 

40. Se elabora una caja sin tapa de un trozo de madera de ~ 
pulg de espesor. La longitud interior ser£ de 6 pie, el ancho 


interior sera de 3 pie, la profundidad interior ser& de 4 pie. 
Utilice la diferencial total para calcular la cantidad aproxi- 
mada de madera que se empleara en la caja. 

41. Una companfa tiene un contrato para la elaboracibn de 
10 000 cajas de madera cerradas cuyas dimensiones seran 
de 3 m, 4 m y 5 m. El costo de la madera que se emplearii 
es de $3 por metro cuadrado. Si las maquinas que se em- 
plearan para cortar las piezas de madera tienen un enor 
posible de 0.5 cm en cada dimensibn, calcule aproxima- 
damente, utilizando la diferencial total, el mayor error po- 
sible en la estimacion del costo de la madera. 


En los ejercicios 42 a 45, demuestre que la funcion puede ser 
diferenciable en un pun to aunque no sea continuamente di- 
ferencible en ese punto. En consecuencia, las condiciones del 
teorema 12.4.4 son suficientes pero no necesarias. La funcion 
fde este ejercicio esta definida por 


I (x 2 + y 2 ) sen -==L= si (*,y) * (0,0) 

My) = ^jx 2 + y 2 

[o si (jt,y) = (0,0) 

42. Determine A/(0, 0). 

43. Calcule D x f(x , y) y D 2 f{x, y). 

44. Demuestre que / es diferenciable en (0, 0) utilizando la 
definicibn 1 2.4.2 y el resultado de los ejercicios 42 y 43. 

45. Demuestre que D x f y D 2 f no son continuas en (0, 0). 

46. Sea 


My) = 


I xy(x 2 - y 2 ) 
x 2 + y 2 

0 


si (x, y) (0, 0) 
si (x, y) = (0,0) 


La gr£fica de esta funcion se muestra en la figura 4 de la 
seccibn 12.3. Demuestre que/es diferenciable en (0,0) 
empleandoel teorema 12.4.4. 


47*. Sea 

My, z) 


— 2L _ Si (*, y, Z) * (0, 0, 0) 

* + y z + z 

0 si (*, y, z) = (0,0,0) 


Demuestre que/es diferenciable en (0, 0, 0). 


12.5 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES 
DE MAS DE UNA VARIABLE 

Recuerde que con la notacion de Leibniz la regia de la cadena para una fun- 

dy - 

cibn de una variable se expresa como sigue: Si y es una funci6n de u y -f- 

du 

existe, y si u es una funcion de x y existe, entonces y es una funcibn de jc 

* dy 

y -- existe y estb determinada por 

dy _ dy du 
dx du dx 
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Ahora se considerara la regia de la cadena para una funcion de dos variables 
donde cada una de estas variables es tambi£n una funcion de dos variables. 


12.5.1 Teorema La regia de la cadena 


Si u es una funcidn diferenciable de x y y, definida por u = /(j r, y\ 

donde -.v y s) y y ^ ^ ^ y ^ existen, en- 

tonces u es una funcidn de r y s % y adem4s 

du _ du dx ^ du dy 
dr dx dr dy dr 

du _ du dx t du dy 
ds dx ds dy ds 



FIGURA 1 


La demostracion de este teorema se deja para el final de la section, de 
modo que primero se veran algunos ejemplos y ejemplos ilustrativos con el 
fin de que se familiarice con el enunciado de la regia de la cadena. 

La regia de la cadena para funciones de una variable se recuerda facil- 
mente al considerar una derivada ordinaria como el cociente de dos diferen- 
ciales, pero no se tiene una interpretacidn similar para derivadas parciales. 
Sin embargo, un recurso nemot£cnico conveniente para recordar la regia de la 
cadena consiste en un diagrama de drbol con ramas que parten de una variable 
a otra, como se muestra en la figura 1. Puesto que u es una funci6n de x 
y y, coloque u en la cima del arbol y dibuje ramas para x y y. Despu6s, como 
x es una funcion de r y s, dibuje ramas desde * hacia r y s. De manera seme- 
jante, dibuje ramas a partir de y hacia r y s. Observe que cada variable 
depende de las variables que se encuentran debajo de ella. A lo largo de estas 
ramas escriba la derivada parcial que corresponde a las variables especificas. 

Con el fin de obtener la ecuacion para dujdr , se consideran los caminos a 
lo largo de las ramas de u a r. Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un 
par de ramas. Sume los productos de las derivadas parciales asociadas con las 
ramas de cada camino, de modo que 


du _ du dx du dy 

dr dx dr dy dr 

la cual es la primera ecuacidn del teorema 12.5. L La segunda ecuacion del 
teorema puede obtenerse en la misma forma considerando los dos caminos a 
lo largo de las ramas de u a 


► EJEMPLO I Sean 


u = x 2 + y 3 x = re s y = re s 


‘ * du 

Aplique la regia de la cadena para calpular — y 

dr 


du 

ds 


Solucion 


du = du dx + du ^y * " 
dr dx dr dy dr 
= 2x(e 5 ) + 3 y 2 (e~ s ) 

= 2{re s )(e s ) + 3 (re~ s ) 2 (e~ s ) 
= 2 re 2s + 3 r 2 e~ 3s 


du _ du dx | du dy 
ds dx ds dy ds 
' = 2x(re s ) + 3y z (-re~ s ) 

= 2 (re s )(re s ) + 2{re^)\-re~ s ) 
= 2 r 2 e 2s - 3r 3 ^ 3j ◄ 




12,5 REGIA DC LA CADENA PARA FUNOONES PE MAS Pi UNA VARIABLE 967 


Un problema particular de notacidn surge cuando se considera u como 
una funcidn de jc y y, y despu^s como funcidn de r y s. Si u = f{x , y ), 
x = F(r, s) y y = G(r % s\ entonces u = /(F(r, s\ G(r,.s). Observe que 
u * /(r, s). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


En el ejemplo 1 


u=f(x,y) x = F(r, s) y = G(r y s) 


= x 2 + y 3 


= re* 


De modo que. 



V 


haber diferenciado, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 


\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo 1, como se 

mostrd en el ejemplo ilustrativo 1, u = fie 2 * + r 3 e~ 3s . A1 calcular las de- 
rivadas parciales de esta expresidn se tiene 


du 

dr 


= 2 re 2 * + 3 r 2 e~ 3s 


du 

ds 


r 2 (2e 2s ) + r 3 (- 3e~ 3s ) 


= 2 r 2 e 2s - 3 r 3 e 3s 


lo cual es acorde con los resultados del ejemplo 1 . 



◄ 


Ahora suponga que u es una funcidn diferenciable de las variables xy y, 
y que tambi&i x y y son funciones diferenciables de la variable t. Entonces 
u tambten es una funci6n de la variable t. En consecuencia, la fdrmula de la regia 
de la cadena, con derivadas ordinarias en lugar de derivadas parciales, se trans- 
forma en 


du m du dx t du dy 
dt dx dt dy dt 

La derivada ordinaria du/dt dada por esta formula se denomina derivada 
total de u con respecto a t. 


► EJEMPLO 2 Sean 

y = 2 wz + z 2 w = e x z = cosjc 
dy 

Calcule la derivada total aplicando la regia de la cadena. 
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Solucion De la regia de la cadena, empleando el diagrama de arbol de 
la figura 2, se obtiene 


dy _ dy_ dw ^ dy dz 
dx dw dx dz dx 

= 2 z(e x ) + (2 w + 2z)(-senx) 

= 2(cosjc)(£ j: ) + ( 2e x + 2 cos *)(-sen x) 

— 2e x cosx - 2e x sen x - 2 sen* cos jc A 


x En el enunciado del teorema 12.5. 1 , u es la variable dependiente, r y s son 

FIGURA 2 las variables independientes, y x y y reciben el nombre de variables inter- 

medias. A continuacion se extender^ la regia de la cadena a n variables 
intermedias y m variables independientes. 


12.5.2 Teorema La regia de la cadena general 


Suponga que u es una funcidn diferenciabte de las n variables jc if 
jc 2 * . . . , y que cada una de estas variables es a su vez una funcidn de 
las m variables » y m- Suponga adem£$ que cada una de las 


dx- 

derivadas parciales ^-±(i - 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , m) existe. 
dyi 

Entonces u es una funcirin de y h y 2 , . - * t y m > y 


du _ 

du dx_ i + du dx 2 + 

, du dx„ 


dx\ dyi dx 2 ‘ dy\ 

' dx H dy\ 

du = 

du dxj + du_ dx 2 + 

. du dx„ 

Byi 

dx | dy 2 dx 2 dyi 

• dx„ dyi 


du 

_ du_ dx | du dx 2 . 

. du dx„ 

dy m 

dx] dy m dx 2 dy m 

dx n dy m 


La demostracion de este teorema es una extension de la demostracidn 
del teorema 12.5.1. 

Observe que en la regia de la cadena general existen tantos t^rminos 
en el miembro derecho de cada ecuacion como el numero de variables 
intermedias. 

Si u es una funcion diferenciable de las n variables jcj, jc 2 , . . . , x n y 
cada jq es una funcion de la variable /, entonces u es una funcion de t y la de- 
rivada total de u con respecto a t esta determinada por 

du _ du^ dx± du_ dx 2 du^ dx n 

dt dx\ dt dx 2 dt dx n dt 


► EJEMPLO 3 Sean 

u = x 2 + yz x = rsenr y ~= rcos/ z = rsen 2 / 
du du 

Calcule ~ y aplicando la regia de la cadena. 
dr dt 
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U 



FIGURA 3 


Sofucion De la regia de la cadena, empleando el diagrama de arbol de 
la figura 3, se tiene 

du _ du dx du dy du dz 

dr dx dr dy dr dz dr 

= 2*(sen t) + z(cos t) + y(sen 2 t) 

- 2{r sen t) + (sen t) + (r sen 2 r)(cos t) + (r cos f)(sen 2 t) 

= 2 r sen 2 t + r sen 2 1 cos t + r sen 2 / cos t 

= 2 r sen 2 t + 2r sen 2 t cos t 
= 2rsen 2 r(l + cos t) 


du _ du dx du dy du dz 

dt dx dt dy dt dz dt 

= 2 x(r cos t) + z(-r sen t) + y(2r sen t cos t) 

= 2 (r sen t)(r cos t) + (r sen 2 t)(~r sen t) + (r cos t)(2r sen t cos t) 

= 2r 2 sen r cos t — r 2 sen 3 f + 2r 2 sen t cos 2 t 

= r 2 sen / (2 cos r + 2 cos 2 t - sen 2 t) ^ 


dz 

du 


u 



X V 

^IGURA 4 


► EJEMPLO 4 Si / es una funcion diferenciable y a y b son 
constantes, demuestre que z = - |«y 3 ) satisface la ecuacion dife- 

rencial parcial 


ay = o 
dx 




Solucion Sea u = ^6a: 2 - ^ay 3 . Se desea probar que z = f(u ) satis- 
face la ecuacion dada. De la regia de la cadena, utilizando el diagrama de 
arbol de la figura 4, se obtiene 


dz __ dz du 
dx du dx 

= f\u){bx) 


dz _ dz du 
dy du dy 

= f\u){-ay l ) 


Por tanto. 


av 2 ^ + bx^ = ay 2 [f\u){bx)) + bx[f(u)(-ay 2 )] 
= 0 

lo cual es lo que se deseaba demostrar. 


En el ejemplo siguiente se emplea la regia de lacadena en una aplicacidn 
que trata sobre tasas relacionadas. 


V EJEMPLO 5 Utilice la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de 
la seccion 12.3) con k — 0.8 para obtener la tasa a la que la temperatura varia 
en el instante en que el volumen del gas es de 15 litros y el gas esta bajo 
una presion de 12 atm si el volumen se incrementa a la tasa de 0.1 litro/min y 
la presion disminuye a la tasa de 0.2 atm/min. 

Solucion Sean t minutos el tiempo que han transcurrido desde que el 
volumen del gas comenzo a incrementarse. Sean T grados Kelvin la temperatura, 
P atmosferas la presion y V litros el volumen a los t minutos. De la ley del gas 
ideal. 
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PV = 0.8 T 
T = 1.2 5PV 

En el instante dado, P = 12, V = 15, ~~ = -0.2, y — =0.1. Alaplicar 
la regia de la cadena se obtiene r 

dr = dT_ dP dT_ dV 

dt dP dt dV dt 

= 1.25 + 1.25 P^j- 

dt dt 

= 1.25(15)(-0.2) + 1.25(12)(0.1) 

= -2.25 


Conclusion: La temperatura disminuye a la tasa de 2.25°K/min en el instante 
indicado. 4 

Ahora se aplicara la regia de la cadena para demostrar un teorema que 
proporciona una fdrmula para calcular la derivada de una funcion definida 
implicitamente. 


1 2.5.3 Teorema 


Si / es una funcidn diferenciable de la variable * tal que y = f(x) y / 
estd definida implicitamente por la ecuacidn F(x, y) = 0, y si F es 
diferenciable y F y (x, y) * 0, entonces 
dy = F x (x , y) 
dx F y (x,y) 


Demostracion Sea 


w = F(x , y) donde y = f(x) 


De la regia de la cadena, 


£ - 


( 1 ) 


Debido a que w = F(x,f(x)) para toda x del dominio de/y por hipdtesis 
F(x,f(x)) = 0, entonces dwjctx = 0. Ademas, dxjdx = 1. Por tan to, de (1) 

0 = F x (x, y)(l) + F y (x, y) ~ 


Puesto que F y (x> y) & 0, al resolver esta ecuacion para dyjdx se obtiene 
dy = F x ( X> y) 

dx F y (x , y) m 


► EJEMPL0 6 Calcule dyjdx si 
xcosy + ycosx -1=0 

Solucion Sea F(x , y) = x cos y + y cos x - 1 . Entonces 
y) = cosy - ysen* F y {x,y) = -xseny + cosx 
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Del teorema 12.5.3, 

dy _ cos y - y sen a 
dx . -x sen y + cos a 

_ ^ y sen x - cos y ^ 

cos x — x sen y 

Compare la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la seccion 
2.9, donde se obtuvo la misma expresion para dyjdx mediante diferencia- 
cion implfcita. 

Ahora considere una ecuacion en las tres variables x , y y z, y suponga que 
la ecuacion define implfcitamente a z como una o mas funciones diferenciables 
de a y y. Por medio del teorema siguiente, analogo al teorema 1 2.5.3, se pueden 
calcular dzjdx y dzjdy sin resolver la ecuacion para z. 


12.5.4 Teorema 


Si / es una funcion diferenciable de a y y tal que z = fix , y) y / esta 
definida implfcitamente por la ecuacion F( a, y, z) = 0, y si F es dife- 
renciable y F z ( a, y, z) 0, entonces 

dz = _ F X ( a, y, z) dz _ F v (a, y, z) 

* F zi x >y>z) dy F z (x, y, z) 


Demostracion Sea 


>v = F(a, y, z) donde z - /(a, v) 


De la regia de la cadena, 


d\v 

dx 




( 2 ) 


Debido a que w = F(a, v,/(a, y)) para todos los puntos (a, y) del dominio de 
f y por hipotesis F(a, >’,/(a, y)) = 0, entonces <?w/<9a = 0. Como y es 
constante cuando se calcula la derivada parcial con respecto a a, entonces 
dyjdx — 0. Ademas, dxjdx = 1 . Por tanto, de (2), 

0 = F x (x, y, z)( 1 ) + F v (x,y,z)(0) + F,(x,y,z )|*- 

dx 

Puesto que F z ( a, y, £) ^ 0, al resolver esta ecuacion para dzjdx se obtiene 

dz _ F x (x 9 y, z) 

<9a F z (a, y, z) 

La formula para dz/dy se obtiene en la misma forma al calcular dwjdy me- 
diante la regia de la cadena. H 


^ EJEMPLO 7 Calcule dzjx y dzjy si 
4z 3 + 3az 2 - avz - 2a> }2 + 7 ' = 0 

Solucion Sea F(a, y, z) = 4z 3 + 3az 2 - avz - 2av 2 + 7 = 0. En- 
tonces 

F v (a, y, z) = 3z 2 - yz - 2y 2 
F_(a, y, z) = 12z 2 + 6 a z - av 


F y (A,y.z) = -az - 4av 
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lim 

Ar->0 


Del teorema 12.5.4, 

dz _ 3 z 2 - yz ~ 2y y dz -xz - 4xy ^ 

dx 12 z 2 + 6 xz ~~ xy dy 12 z 2 + 6 xz - xy 

Se concluye esta seccion con la demostracion de la regia de la cadena 
enunciada en el teorema 12.5.1. 


Demostracion del teorema 12.5.1 Se probara el teorema para 
du/dr. La demostracion para dujds es similar. 

Si se mantiene s fija y r varfa por una cantidad A r, entonces x varfa por una 
cantidad Ax y y varfa por una cantidad Ay. De este modo. 

Ax = F{r + A r, s ) - F(r , s) ( 3 ) 

y 

Ay = G(r + A r, s ) - G(r, s) ( 4 ) 

Como /es diferenciable, entonces 

A/(x,y) = DJ(x,y) Ax + D 2 f(x,y)Ay + € x Ax + € 2 Ay (5) 

donde €\ y e 2 tienden a cero conforme (Ax, Ay) se aproxima a (0, 0). Ade- 
mas, se requiere que € x = 0 y e 2 = 0 cuando ( Ax , Ay) = (0, 0). Se pide 
este requisite a fin de que € x y € 2 , los cuales son funciones de Ax y Ay, sean 
continuas en (Ax, Ay) = (0, 0). 

rhi 

Si en (5) se sustituyen A f(x, y) por Am, D\f(x , v) por FFl y D 2 f(x, y) por 
n * ‘ox 

y si se dividen los dos miembros entre A r (Ar ^ 0), se obtiene 

dy 

Au _ du_ Ax du Ay Ax Ay 

Ar dx Ar dy Ar 1 Ar 2 Ar 


A1 tomar el lfmite en ambos miembros de la ecuacion anterior cuando A r tiende 
a cero se tiene 


Am 

Ar 


du ,, Ax 
lim — 
dx Ar-^o Ar 


+ 


du 


lim 


-- + ( lim 6"i) lim + ( lim € 2 ) 


dy Ar— >0 Ar Ar->0 Ar-»o Ar 


lim 


Ay 


Ar— >0 Ar 


(6) 


Puesto que u es una funcion de x y y, y tanto x como y son funciones de r y s, 
entonces u es una funcion de r y s. Como 5 se mantuvo fija y r varfa por una 
cantidad Ar, resulta 


lim An = Um «('' + ^ £l - £l 
Ar->o Ar Ar— >o Ar 

dr 

Asf mismo. 


,, Ax 
lim — 
Ar— >0 Ar 


dx 

dr 


y AV 

lim = 

Ar— >0 Ar 


dy 

dr 


( 7 ) 

( 8 ) 


Debido a que y existen, F y G son continuas con respecto a la 
dr dr 

variable r. (Nora: la existencia de las derivadas parciales de una funcion no 
implican la continuidad con respecto a todas las variables simultaneamente, 
como se dijo en la seccion anterior, pero con funciones de una sola variable si 
implica la continuidad con respecto a cada una de las variables por separado.) 
En consecuencia, de (3), 
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Hm Ax = Hm \F(r + A r, s) - F(r, ill 

Ar-»0 Ar->0 v /J 

= F(r, s ) - F(r, s ) 

= 0 

y de (4). 


Hm Ay — lim \G(r + A r, s) - G(r, ill 

ir->0 J Ar->0 ’ ' V /J 

= G(r, 5 ) - G(r, 5 ) 

= 0 


Por tanto, conforme Ar tiende a cero, Ax y Ay tambien tienden a cero, y como 
€\ y €2 se aproximan a cero cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0), se puede con- 
cluir que 

lim €\ = 0 y Hm = 0 (9) 

Ar— »0 1 J Ar— >0 " K } 

Ahora bien, es posible que para ciertos valores de Ar, Ax = 0 y Ay = 0. 
Como en tal caso se pidio que € j = 0 y €2 = 0, los limites de (9) tambidn 
son cero. A1 sustituir de (7), (8) y (9) en (6) se obtiene 

du _ du_ dx du dy 

dr dx dr dy dr 

lo cual es lo que se deseaba demostrar. m 


EJERCICIOS 12.5 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada parcial indie ada por 
medio de dos metodos: (a) utilice la regia de la cadena ; (b) real ice 
las sustituciones para xy y antes de derivar. 

1. u = x 2 - v 2 ; x = 3r — s; y = r + 2s; — ; — 

dr ds 

2. 11 = 3x - 4y 2 ;x = 5pq; v = 3 p 2 - 2 q; ~ 

dp dq 

3. u = 3X 2 + xy - 2 y 2 + 3x - y; x = 2 r - 3s; 

y = r + s; 

dr ds 

4. u = x 2 4- y 2 ;x = cosh r cos t;y — senhrsenf; — ; — 

dr dt 

5. u = e y l x ; x = 2rcosf;y — 4rsen/; — ; — 

dr dt 

6. V = 7tx 2 y;x = coszsenr;y = z 2 e*; — ; — 

dz dt 


En los ejercicios 7 a 14, obtenga la derivada parcial indicada 
utilizando la regia de la cadena. 


7. u — x~ + xy;x = r 2 + s 2 ;y = 3 r - 2s; — 

dr ds 

8 . u - xy + xz + yz\x = rs;y - r 2 - s 2 ; 

Z = (r - sf ; *L ; 

or os 


9. u = sen *(3x + y);x = r 2 e s ;y 


sen rs; 


du . <9« 
<9r 


10. u = sen(xv);x = 2ze';v = rV z ; ^ 

11 . u = cosh A;* = 3r\s; y = 6se r ; — ; — 

x * ek 

12. u = xe“- v ;x = tan -1 (/-tf); v = ln(3rs 4 - 5^); — ; — ; — 

<9r 

r sen <f> cos 9; v = r sen 4> sen 9; 

du_ 

dr ’ d<j> ’ (90 


z = r cos 4 > ; 3u - du 


14. u = xyzix = -;y ~ re s ;z 
s 


-s. du_. du^ 
dr ’ <9s 


los ejercicios 15 a 18, determine la derivada total — me- 

dt 

diante dos metodos: (a) emplee la regia de la cadena; ( b ) efectue 
las sustituciones para x,yyz antes de derivar. 

15. u = ye x + xe y ; x = cos t;y — sen t 

16. u = lnxy + y 2 ;x = e*;y = e~ ( 

17. u - x 2 + y 2 + z 2 ; x - tan t; y = cos t; z = sen t; 
0 < t < 

2 

18. u = t + e ; x = 3 sen t; v = In t 

>’ ~ e* 
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En los ejercicios 19 a 22, calcule la derivada total ~ por medio 

de la regia de la cadena; no exprese u como una funcion de t 
antes de derivar. ,r 


19. u = tan 


■({)■ 


In t ; y 


20. u — xy +■ xz +• yz\ x — t cos t ; y = t sen t\z - t 

21. u = = lnr;> = \n- 

y + 1 t 

22. u = \n(x 2 + y 2 + t 2 ); x = t sen t\ y = cos t 


dy 

En los ejercicios 23 a 26, obtenga ~~ mediante el teorema 

dx 

J2.5.3. Compare la solucion con la del ejercicio indicado de la 
seccion 2.9. 

23. x 3 + y 3 - &ty; ejercicio 19. 

24. 2jr 3 y + 3xy 3 = 5; ejercicio 24. 

25. jc sen y + y cos x = 1 ; ejercicio 3 1 . 

26. cos(jc + y) = y sen x; ejercicio 32. 


En los ejercicios 27 a 30, suponga que la ecuacion define z como 

una funcion diferenciable de x y y. Calcule -- y ~ mediante 
* ' dx dy 

dos metodos: (a) Use el teorema 12.5.4; (b) derive implicita- 
mente. 


27. 3 x 1 + y 2 + z 2 - 3 xy + 4xz - 15 = 0 

28. z = ( x 2 + y 2 ) sen xz 

29. ye xyz cos Ixz - 5 

30. ze yz + 2xe xz - 4e xy = 3 


31. Si / es una funcion diferenciable de la variable u, considere 
u - bx - ay y demuestre que z = f(bx - ay) satisface la 

ecuacion = 0. donde a y b son cons- 

tantes. 


32. Si / es una funcidn diferenciable de las variables u y v, 
considere u — x-yyv — y~x\ demuestre que z - 

/( x - y, y - jc) satisface la ecuacion = 0. 

dx dy 


33. Suponga que / es una funcion diferenciable de x y y y 
y que u = /(jc, y). Entonces si x = cosh v cos w y y- = 

senh v sen w, exprese ~ y 4^- en tdrminos de ~ y ~ . 

dv dw dx dy 


34. Sean u = e y cos x, x = 2t, y = t 2 . Calcule en dos 

dt 2 

formas: (a) primero exprese u en t&minos de r; (b) utilice la 
regia de la cadena: 


35. Sean u = 3ry - 4y 2 , x - 2 se\ y - re 5 . Calcule 


d 2 u 

dr 2 


en dos formas: (a) primero exprese u en t6rminos de r y s\ 
(b) emplee la regia de la cadena. 


d 2 u 

36. Para u,x y y dadas como en el ejercicio 35, calcule — - - en 

ds dr 

dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r y s', 
(b) utilice la regia de la cadena. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


Sean u = 9jc 2 + 4y 2 , x = r cos 6, y = r sen 6. Calcule 

— ^ en dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r 
dr 2 

y (b) emplee la regia de la cadena. 

Para u, xy y dadas como en el ejercicio 37, calcule 

en dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r y &, 
(b) use la regia de la cadena. 


Para u,xy y dadas como en el ejercicio 37, calcule —■ ~~ 

dr dS 

en dos formas: (a) primero exprese u en tdrminos de r y S, 
(b) utilice la regia de la cadena. 


Suponga que / es una funcion diferenciable de jc, y y z> y 

que u = f(x , y, z). Entonces si x - r sen <t> cos 0, y — 

r sen <j> sen S, y z = r cos </>, exprese — - , y en 

,e m ,i„osde^|“ >y #£. ^ d + 96 

dx dy dz 


Si u - f[x , y) y v = g(;t, y), entonces las ecuaciones 


du _ dy_ dv _ du 

dx dy dx dy 


se denominan ecuaciones de Cauchy -Riemann. Demuestre 
que las ecuaciones de Cauchy- Riemann son satis'fechas si 

u = ^ln(jc 2 + y 2 ) y v = tan -1 — . 

1 x 

Suponga que fyg son fimciones diferenciables de x y y, y 
que u - f(x, y) y v = g(j:, y). Demuestre que si se cum- 
plen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (vea ejercicio 41) 
y si jc = r cos S y y = r sen 0, entonces 

du _ 0v ch_ _ j du_ 

dr r d$ ^ dr r dS 

En un instante dado, la longitud de un cateto de un tri£ngulo 
rect^ngulo es de 10 cm y crece a la tasa de 1 cm/min, y la 
longitud del otro cateto es de 1 2 cm y decrece a una tasa de 
2 cm/min. Calcule la tasa de variacidn de la medida del 
dngulo agudo opuesto al cateto de 12 cm en ese instante. 

Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro 
circular recto a una tasa de ^ 7rm 3 /min. El tanque se ensan- 
cha de modo que, aun cuando conserva su forma cilmdrica, 
su radio se incrementa a una tasa de 0.2 cm/min. iQu€ tan 
rapido sube la superficie del agua cuando el radio es de 2 m 
y el volumen del agua en el tanque es de 207T m 3 ? 

La altura de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
10 cm/piin y el radio se incrementa a la tasa de 4 cm/min. 
Obtenga la tasade variacidn del volumen en el instante en que 
la altura es de 50 cm y el radio de 16 cm. 

La altura de un cono circular recto se incrementa a la tasa de 
40 cm/min y el radio disminuye a la tasa de 15 cm/min. 
Calcule la tasa de variacidn del volumen en el instante en que 
la altura es de 200 cm y el radio es de 60 cm. 


Una cantidad de gas obedece la ley del gas ideal (vea el ejem- 
plo 6 de la seccidn 12.3) con k - 1.2, y el gas est# encerra- 
do en un recipiente que se calienta a una tasa de 3°K/min. Si 
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en el instante en que la temperatura es de 300°K, la pre- 
sion es de 6 atm y decrece a la tasa de 0.1 atm/min, calcule 
la tasa de variacion del volumen en ese instante. 

48 . Una pared de retention forma un dngulo de | n rad con el 

suelo. Una escalera de 20 pie de longitud esta recargada con- 
tra la pared y su parte superior se desliza hacia abajo sobre la 
pared a una tasa de 3 pie/s. ^,Qu6 tan rdpido varfa el area del 
triangulo formado por la escalera, la pared y el piso cuando 
la escalera forma un angulo de 4 /r rad con el suelo? 

49 . Un kilomol de un gas real obedece la ecuacion de Van der 
Waals: si P, V y T son, respectivamente, las medidas de la 
presion, el volumen y la temperature absoluta, entonces 

( p + - b) = RT 

donde R es la constante universal de los gases, y ay b son 
constantes que dependen del gas particular. Si pes el coefi- 
ciente de la expansion del volumen y k es el coeficiente 
de compresibilidad, entonces 



Demuestre que 


dp _ _ dK 
dP dT' 


50 . De la ecuacidn de Van der Waals y p y K'dadas como en el 
ejercicio 49, demuestre que 

«_ rvHv - b) K= vHv - fc) 2 

RTV 3 - 2a(V - b) 2 RTV 3 -2 a(V - b ) 2 


Para un gas ideal, a = 0 y b — 0. ^Cuales son las expre- 
siones de py k para un gas ideal? 

51 . Si/es una funcion diferenciable der y v, y u = /(x, y), 
x = r cos 0 y y = r sen 6, demuestre que 


du 

dx 

du 

dy 


du Q 
^-cos 6 
dr 


du sen 6 
de r 


du Q 
-r- sen 6 + 
dr 


du cos 0 
dQ r 


52 . Suponga que u - f{x,y) y v - g(x,y), y que /, g y 
sus primeras y segundas derivadas parciales son conti- 
nuas. Demuestre que si u y v satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann (vea el ejercicio 41), entonces tambien 
satisfacen la ecuacion de Laplace (refierase a los ejercicios 
49 a 52 de la seccion 12.3). 


12.6 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES 

Se ha visto como las derivadas parciales de una funcion caracterizan la tasa 
de variacion de la funcion a lo largo de rectas paralelas a los ejes coordenados. 
Esto es, si/es una funcion de las variables x y y, la derivada parcial/ v (x, y) 
describe la tasa de variacion de/en la direccion del eje x, y/ >f (x, y ) describe 
la tasa de variacidn de/en la direccion del eje y. A continuacion se genera- 
lizara la definicion de derivada parcial para obtener la tasa de variacion de una 
funcion con respecto a cualquier direccion. Esto conduce a la nocidn de deri- 
vada direccional. 

Para indicar una direccion, se utiliza el concepto de vector unitario U que 
forma un angulo de medida 6 radianes con la parte positiva del eje x, de modo 
que 

U = cos 6\ + sen 0j 

La figura 1 muestra la representacion de U cuyo punto inicial es P(x , y) en el 
piano xy. Si / es una funcion de x y y, entonces la tasa de variacion de los va- 
lores de funcion /(x, y) con respecto a la direccion del vector unitario U esta 
determinada por la derivada direccional. 


12.6.1 Definicion de derivada direccional de una 
funcion de dos variables 


Sea/ una funcidn de las dos variables x y y. Si U es el vector unitario 
cos 6i + sen 0j, entonces la derivada direccional de/en la direc- 
tion de U, denotada por Dyf, esta determinada por 

= li,n f (x + h cos 6 ' y + sen n-nx,y) 

*-» o h 

si este lfmite existe. 
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z 



X 

Q(x 0 + h cos 9, v 0 + h sen 6, 0) 


y 


La interpretacion geomStrica de la derivada direccional se ilustra en la 
figura 2. Una ecuacidn de la superficie S de la figura es z - f(x, y ). El punto 
Po(*o» > 0 * zo) se. encuentra sobre la superficie y los puntos yo, 0) y 
Q(xq + h cos 0, y 0 + h sen 6, 0) est&n en el piano xy. El piano que pasa por 
R y Q, paralelo al eje z, forma un angulo de 6 radianes con la direccion posi- 
tiva del eje x. Este piano intersecta la superficie S en la curva C. La derivada 
direccional D v f evaluada en el punto P 0 , es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en P 0 en el piano que pasa por R, Q y P 0 . 

Si U = i, entonces cos 0 = l y sen 0 = 0, y de la definicion 12.6.1, 

D { f(x,y)= lim /<* + ft.y)-/(*,y) 

lJ h->Q h , 


FIGURA 2 


la cual es la derivada parcial de / con respecto a x. 

Si U = j, entonces cos 6 = 0 y sen 6 = 1, y 


Dj /(*> y) 


m Ax.y + h) -nx, y) 
0 h 


la cual es la derivada parcial de / con respecto a y. 

De este modo ,f x y f y son casos especiales de la derivada direccional en 
las direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente. 


z 



FIGURA 3 


^ EJEMPLO I Apliqueladefinicidn 12.6.1 paracalcularDu/(*, y) 
si f(x y y) = 12 - x 2 - 4 y 2 y U es el vector unitario en la direccion £ n. 

Solucion ComoU = cos - 7i\ + sen^j, U = \ V3i + jj, entonces 


A->0 h 

12 - {x + \ -J3h) 2 - 4(y + X h) 2 - (12 - * 2 - 4 y 2 ) 

= lim 

o h 

12 - x 2 - -J3hx -\h 2 -4y 2 - 4 hy - h 2 - 12 + x 2 + 4 y 2 

= lim 

/i^o , h 


lim 

o 


- X h 2 - 4 hy 


= lim(-V5;c ~ 3 h - 4y) 

h — >0 * 

= -V3jc - 4y 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para la funcion/y el vector 
unitario U del ejemplo 1, 


D v f( 2, 1) = -2V3 - 4 
= -7.464 


La figura 3 muestra la interpretacion geometrica de esta derivada direccio- 
nal. La curva C es la intersec£i6n de la superficie 


Z = 12 - x 2 - 4y 2 
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con el piano que pasa por R(2, 1 , 0), Q(2 + i V3/i, 1 + ift, 0) y F 0 (2, 1, 4). 
El valor -7.464 de la derivada direccional es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en P 0 en el piano definido por R, Q y Pq. A 

Ahora se obtendra una formula que permite calcular una derivada direc- 
cional de manera mas breve que empleando la definicion. Sea g la funcion de 
la variable f, con x, y y 0 fijos, de modo que 

g(t) = f{x + t cos 0, y + t sen 9) (1) 

y sea U = cos 0i + sen 0j. Entonces, por la definicion de derivada ordinaria, 
se tiene 

TO) lim + (5 + cos y + (0 + h) sen 0) - f(x + 0 cos 0, y + 0 sen 0) 

0 ) = ii m /(* + ft cos 0, y + ft sen 0) - /(a, y) 

6 /i— »o ft 

Como el miembro derecho de la ecuacion anterior es Duf(x , y), entonces 

8X0) = 2>u/(x # y) (2) 

Ahora se obtendra g TO aplicando la regia de la cadena al miembro derecho 
de (1), obteniendose 

g'(0 = f\(x + t cos 0, v + t sen 0) x + 1 cos + / 2 (a + rcos 0, y + r sen 0) - t ._L- ^ . er L0 . 

at at 

= f[{x + t cos 0, y + t sen 0)cos 0 + / 2 (a + r cos 0, y + t sen 0) sen 0 

Por tanto, 

gTO) =' f x (x, y)cos 0 + / v (a, y)sen 0 
De esta ecuacion y de (2) se tiene el teorema siguiente. 


12.6.2 Teorema 


Si /es una funcidn diferenciable de x y y, y U:=^ cos 0i + sen 0j, 
entonces 

; Ou/fe:y) ^ ^fey)cos 0 + / y (*. y)sen 0 


> EJEMPLO I LU STRATI VO 2 Se aplicara el teorema 12.6.2 

para calcular D^f para la funcion y el vector unitario del ejemplo 1 . 

/(x, y) = 12 - a 2 - 4y 2 U = cos iffi + sen iffj 
Entonces 

Dvffay) = fx( x >y) cos + / v (x, y) sen iff 
= -2x(iV3) - 8y(i) 

= - n/3a* - 4y 

lo cual es acorde con el resultado del ejemplo 1. M 

La derivada direccional puede expresarse como el producto punto de dos 
vectores. Como 

fx( x > y)cos 0 + / v (x, y) sen 0 = (cos 0i + sen 0j) • [f x (x, y)i + f y (x, y)j] 
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entonces, por el teorema 12.6.2 

(*n- .v/^o' >’o» D v f(x,y) = (cos 6i + sen 6j) • [f x (x, y)i + f y (x, >0jl (3) 

La funcion vectorial del miembro derecho de (3) es una funcion im- 
portante, y se denomina gradiente de la funcion /de las dos variables xyy. 
El sfmbolo para el gradiente de/es V/, donde V es la letra griega delta 
mayuscula invertida y se lee “del”. En ocasiones se emplea la abreviacion 
gradf. 


1 2.6.3 Definicion del gradiente de una funcion 
de dos variables 


Si/es una funcion de las dos variables jc y y,y f x y f y existen, entonces 
el gradiente de/, denotado por V/(ldase “del/”), estd definido por 

V/(*,y) = f x (x, y)i + f y (x,y ) j 

A fin de representar el vector gradiente V/O 0 , y 0 ) en el piano x y, se toma 
el punto inicial en (x 0 , y 0 ). Refierase la figura 4. 

De la definicion 12.6.3, la ecuacion (3) puede escribirse como 

Duf(x, y) = U * Vf(x, y) (4) 

Por tanto, cualquier derivada direccional de una funcion diferenciable puede 
obtenerse mediante el producto punto del gradiente y un vector unitario de la 
direccion deseada. Esta formula es la que mas conviene emplear al calcular una 
derivada direccional. 



► EJEMPLO 2 si 


v-2 

foc-y) = (5 + ^ 


(a) Determine el gradiente de / en R( 4, 3). (b) Utilice el gradiente para 
calcular la derivada direccional de /en R en la direccion de R a Q(5 , 6). (c) Dibuje 
las representaciones de los vectores V/( 4, 3) y \{RQ) que tienen su punto 
inicial en R. 


(2(5, 6) 



R( 4, 3) 


O 


V(RQ) = i + 3j V/(4.3)= |j 


FIGURA 5 


Solucion 

(a) Como f x (x,y) = xjS y f y (x, y) = 2y/9, entonces 

V/(x.v) = |i + V/(4, 3) = h + |j 

(b) El vector en la direccion de /?(4, 3) a Q(5 , 6) es 


V(RQ) = (5 - 4)i + (6 - 3)j 
= i + 3j 

El vector unitario U en la direccion de Ves \(RQ)/ 1| V(RQ) || : 

U = 4=« + ~r=j 

VTo VIo J 

Se calculara D v f(4, 3) mediante el producto punto de U por V/( 4, 3): 
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flx.y) = 



FIGURA 6 


Dvf(4, 3) = ( -^=i + -|=j) * ( I 1 + |j) 


_l_ 
VTO 
1 

2\fl0 

5 

2VT0 


Vl(T 

2 

VTo 

0.79 


(c) Las representaciones de V/( 4, 3) y \(RQ) se muestran en la figura 5. 4 


La grafica de la funcion /del ejemplo 2 es un paraboloide elfptico. La 
figura 6 muestra esta superficie, el gradiente de /en R , el vector unitario U en 
la direccion de V(/?Q), y el piano que pasa por R, Q y el punto P( 4, 3, 2) del 
paraboloide. D v f(4 , 3) es la pendiente de la recta tangente en el punto P de la 
curva de interseccidn del piano con el paraboloide. 

De(4), sepuedeconcluirquesi V/(x 0 , yo) = 0, entonces Duf(xQ, y 0 ) = 0 
para cualquier U. Si V/(x 0 , yo) ^ entonces de (4) y del teorema 10.3.5 y si 
a es la medida en radianes del angulo entre los dos vectores U y V /(xq, Vq), 
entonces 


Q(x Q .y 0 J(x 0 ,y 0 )) 



FIGURA 7 


D v f(x 0 ,y 0 ) = U- V/(A 0 ,.v 0 ) 

= || U || || V/(x 0 , y„) || cos a 
= II V/(x 0; y 0 ) || cos a 

De esta ecuacion, el valor maximo de D\jf(x q, yo) ocurre cuando cos a = 1 ; es 
decir, cuando a = 0 o, equivalentemente, cuando U esta en la direccion de 
V/(* 0 , yo)- El valor mdximo de Du/(xq , vq) es || V/(jc q, yo) || . De manera si- 
milar, el valor rmnimo de D v /(xq, yo) se presenta cuando cos a = -1; esto 
es, cuando a - no, equivalentemente, cuando la direccion de U es opuesta a 
la de V/(xq, yo)- El valor mmimo de Duf(xQ, yo) es — 1| V/(x o, yo) || . El teorema 
siguiente resume estos resultados. 


12.6.4 Teorema 


Sea / una funcion de dos variables y diferenciable en (xq, yo/ donde 
V/(x 0 , yo) ^ 0* Sea U cualquier vector unitario, tal que Du/(xq, yo) 
es una funcidn de U. 



(i) El valor maximo de Dy/(x o, yo) es || V/(xq, yo) || ■ Este valor maxi- 
mo se obtiene cuando la direccion de U es la de V/(x 0 , yo). 

(ii) El valor mmimo de D v f(xQ, yo) es — 1| V/(x q, yo) || • Este valor mmi- 
mo se alcanza cuando la direccion de U es la opuesta de la direccion 
de V/(x 0 , y 0 )- 

El inciso (i) de este teorema afirma que si z = /(x, y), entonces la tasa 
maxima de crecimiento de z en (xo, yo) ocurre en la direccion de V/(xq, yo), 
como se muestra en la figura 7. De este modo, V/(x 0 , yo) apunta en la direccion 
de maxima inclination. Este hecho sugiere el nombre de gradiente\ esto es, el 
grado de mayor inclinacion es en la direccion del gradiente. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se interpreta el teorema 12.6.4 en 
terminos geometricos para una funcion particular. 


fix, v) 



FIGURA 8 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Refierase a la figura 8 que 

muestra el paraboloide elfptico definido por la funcion / del ejemplo 2, de 
este modo, 
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La figura tambi6n muestra el punto R( 4, 3) del piano x y, el punto P( 4, 3, 2) del 
paraboloide y el vector gradiente V/(4, 3) en el piano x y. La maxima tasa de 
crecimiento de z en el punto P ocurre en la direccidn de V/( 4, 3). De manera 
similar, la tasa minima de crecimiento o, equivalentemente, la tasa maxima de 
decrecimiento, de z en P ocurre en la direccion de -V/( 4, 3). M 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En la figura 9 se muestra un 
mapa de contomos que presenta las curvas de nivel de la funcion del ejemplo 2 
y del ejemplo ilustrativo 3 para 1 , 2 y 3. Estas curvas de nivel son elipses. La fi- 
gura tambi6n muestra la representacidn de V/( 4, 3) cuyo punto inicial es (4, 3) 
y apunta en la direccidn de maxima inclinacion. 4 


► EJEMPLO 3 


Dada 


f(x, y) = 2x 2 - y 2 + 3x - y 

calcule el valor mSximo de D^/en el punto donde x = 1 y y - -2, 
Solution Como f x (x, y) = 4x + 3 y f y (x, y) = -2y - 1, entonces 
y) - (4x + 3)i + (-2y - l)j y V/( 1,-2) = 7i + 3j 


Por lo que el valor maximo de Du fen (1, -2) es 

II V/(l, -2) || = 'wr 9 

= V58 

Este resultado indica que la grdfica de/esti muy inclinada en el punto ( 1 , -2, 3) 
de la superficie. A 


W EJEMPLO 4 La temperatura en cualquier punto (jt, y) de una 
placa rectangular situada en el piano jty est3 determinada por 

T(x,y) = x 2 + y 2 

(a) Calcule la tasa de variation de la temperatura en el punto (3, 4) en la 
direction que forma un angulo de \n rad con la parte positiva del eje x. 

(b) Determine el angulo de la direccion en la que la tasa de variacidn de la 
temperatura en el punto (-3, 1 ) es un maximo. 

Solucion 

(a) Se desea calcular D v T(x, y), donde 

U = cositfi + sen Trj y V7(.v, y) = T v (x, y)i + T y (x, v)j 
= ±i + \ V3j = 2x\ + 2yj 

Por tanto, 

Dv T(x, y) = U • VT(x, y) 

= (ji + 1 V3j) • (2xi + 2yj) 

= x + -J3y 
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Asi, 

D v n 3,4) = 3 + 4V3 

«* 9.93 

Conclusion: En el punto (3, 4) la temperatura crece aproximadamente 
a la tasa de 9.93 unidades por unidad de variacion en la distancia medida 
en la direction de U. 

(b) D V T(~ 3, 1) es un mdximo cuando U esta en la direccion de VT(-3, 1). 
ComoVr(-3, 1) = -6i + 2j, entonces la medida en radianes del angulo 
que indica la direccibn de VT(- 3, 1) es 0, donde tan 6 = . De esta 

manera, 6 - n - tan" 1 f « 2.82. 

Conclusion: La tasa de variacibn de la temperatura en el punto (-3, 1 ) 
es un maximo en la direccion que forma aproximadamente un angulo de 
2.82 rad con la parte positiva del eje x. A 

La definicion siguiente extiende el concepto de derivada direccional para 
funciones de tres variables, de modo que proporcione la tasa de variacion de los 
valores de funcion/(x, y, z) con respecto a la distancia medida en la direccion de 
un vector unitarioU = cosai + cos/?j + cos yk del espacio tridimensional. 


12.6.5 Definicion de derivada direccional 
de una funcion de tres variables 


Suponga que/ es una firocibn de las tres variables jc* y y z. Si U es el vector 
unitario cos ai + cos /?j + cos yk. entonces la derivada direccional 
de/en la direccibn de U f denotada por D\jf esti dada por 

z) 

' _ /( x + h cos a* y + h cos 0, z + h cos y) - f(x t y, z) 

“ h^O h 

si estc Ifmite existe, 

El teorema siguiente, el cual proporciona un metodo para calcular una 
derivada direccional de una funcion de tres variables, se prueba de manera 
semejante a la demostracibn del teorema 12 . 6 . 2 , el cual es el teorema corres- 
pondiente para funciones de dos variables. 


12*6*6 Teorema 


Si/es una ftmcibn difera ridable de x, y y z, y 
U = cos ai + cos + cos 7 k 
entonces 

Ovfix, y, z) = f x (x, y, z)cos a + f y (x, y, 2 )cos ft + f z (x, y, z ) cos y 


► EJEMPL0 5 Dada 

fix , y, z) = 3X 2 + xy - 2 y 2 - yz + z 2 

calcule la tasa de variacibn de/(x, y, z) en ( 1 , - 2 , - 1 ) en la direccibn del vector 
2i - 2j - k. 
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Solution El vector unitario en la direccion de 2i - 2j - k es 


Del teorema 12.6.6, 


Duf(x, y, z) = f(6* + y) - \(x -4 y - z) - |(-y + 2 z) 


Por tanto, la tasa de variacion de/(jc, y, z) en (1, -2, -1) en la direccion de U 
esta determinada por 


Du/d, -2,-1) = 2(4) - 2(10) - 2(0) 
= -4 


◄ 


12.6.7 Definicion del gradiente de una funcion 
de tres variables 


Si/es una funcidn de las tres variables x, y y z, y las primeras derivadas 
parciales f x > fy y f z existen, entonces el gradiente de /, denotado por 
V/> estd defmido por 

Vf(x, y, z) = f/x, y, z)i + f y (x, y, z)J + f z (x, y, z)k 

A1 igual que para las funciones de dos variables, si U es un vector unitario, 
entonces de la definicion anterior y del teorema 12.6.6 se tiene 

Aj f(x,y,z) = U- V/(jt, y, z) 

El teorema 12.6.4(i) puede extenderse para funciones de tres variables, de 
modo que la derivada direccional es un maximo cuando U esta en la direccion 
del gradiente, y es igual al modulo del gradiente. Se tiene un comentario similar 
para el inciso (ii) del teorema 12.6.4. 

En fisica se puede aplicar el gradiente en algunos problemas relacionados 
con la conduccion de calor y electricidad. Suponga, por ejemplo, que la funcion 
/ esta definida por la ecuacidn w = /(j t, y, z ). La superficie de nivel de / 
para la constante k est£ determinada por la ecuacion 

f{x,y,z) = k 

Si w grados es la tempera tura en el punto (jc, y y z), entonces todos los puntos de 
esta curva de nivel tienen la misma temperatura de k grados, por lo que esta 
superficie se denomina superficie isoterma. Si w volts es el potencial elec- 
trico en un punto (jc, y, z), entonces todos los puntos de la superficie estdn al 
mismo potencial, por lo que la superficie recibe el nombre de superficie 
equipotencial. En el caso de una superficie isoterma, el gradiente proporciona 
la direccion de la maxima tasa de variacion de la temperatura, y para una 
superficie equipotencial, el gradiente indica la direccion de la maxima tasa de 
variacion del potencial. 


► EJEMPLO 6 Suponga que V(x, y, z) volts'es el potencial electrico 
en cualquier punto (jc, y, z) del espacio tridimensional y que 
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V(x f y, z) 


1 

V* 2 + y 2 + z 2 


(a) Calcule la tasa de variacion de V en el punto (2, 2, -1) eri la direccion del 
vector 2i — 3j + 6k. (b) Determine la direccidn de la maxima tasa de va- 
riacidn de V en (2, 2, -1). 


Solucion 

(a) Un vector unitario en la direccion de 2i - 3j + 6k es 

U = fi - + f k 

Se desea calcular D v V(2, 2, -1). 

VV(jc, y, z) = V x (x,y,z) i + V y (x, y, z)j + V.(x, y, z)k 

= Z* i + " 1 i + =Z k 

( x 2 + y 2 + z 2 ) 3 / 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 

Entonces 


D v V( 2, 2,-1) = U • W(2, 2, -1) 


= (fi- §J+ fk)*(-il- AJ+ ik) 


_6_ 

189 


+ 

J89 


_ _ 8 _ 

189 

* 0.042 


Conclusion: En (2, 2, -1 ), el potencial crece aproximadamente a la tasa 
de 0.042 volt por unidad de Yariacion en la distancia medida en la direc- 
ci6n de U. 


(b) VV(2, 2, -1) = (-~i - + ~k). Un vector unitario en la direccion 

de W(2, 2, -1) es 

VV(2, 2 -1) = + 

||VV(2, 2, -1)|| » 

- _2: _ 2j i k 

3 1 3** + 3 K 

Los cosenos directores de este vector son y los cuales 

proporcionan la direccion de la maxima tasa de variacidn de V en 

( 2 , 2 ,- 1 ). ◄ 


EJERCICIOS 12.6 


En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada direccional de la 
funcion en la direccion del vector unitario U empleando la 
definicion 12.6.1 o la definicion 12.6.5, y despues verifique el 
resultado aplicando el teorema 12.6.2 o el teorema 12.6.6, segun 
corresponda. 

1. fix, y) = 2x 2 + 5 y 2 ; U = cos + sen 4 k\ 

2. £(x, y) = 3jc 2 + 4y 2 ; U = cos \n i + sen \n\ 

3. gU, y, z) = 3jc 2 +y 2 - 4z 2 ; 

U = cos + cos + cos \n k 


4. fix , y, z) = 6x 2 - 2xy + yz; U = | i + ^ j + ® k 
5 • ste y) = = “if 1 + ni 

6. f(x,y) = = |i - u 

En /05 ejercicios 7 a 14, calcule el gradiente de la funcion. 

7. fix, y) = 4x 2 - 3*y + y 2 
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9. g(x,y) = In ^x 2 + y 2 
10. f(x , y) = e y tan lx 
n. fix,y,z) = LZJL 

12. f(x , y, z ) = 3 z ln(x + y) 

13. g(x, y, z) = xe~ 2y sec z 

14. #(*, y, z) - e 2z (sen x - cos y) 

En los ejercicios 15 a 22 calcule el valor de la derivada direc- * 
cional en el punto P 0 para la funcidn en la direccidn de U. 


29. /(*, y) = e x tan" 1 y; P{ 0. 1), (2(3, 5) 

30. f(x , y) = e x cos y + e y sen x\P - (1, 0), Q(- 3, 3) 

31. /(*, y, z) = x - 2y + z 2 ; P = (3, 1, -2), (2(10, 7, 4) 

32. f(x , y, z) =■ x 2 + y 2 - 4 xz; P = (3, 1, -2), Q(-6, 3, 4) 

33. Determine la direcci6n a paitir del punto (1,3) para la cual el 
valor de / no cambia si f(x , y) = e 2y tan -1 

34. La densidad en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el piano xy es p(r, y) kilogramos por metro 
cuadrado, donde 


15. /(*,y) = x 2 - 2xy 2 ;U = cos?ri + sen^j;P 0 = (1,-2) 

16. g(x, y) = 3jc 3 y + 4y 2 - xy; U = cos jK\ + sen ijrj; 

Po = (0, 3) 


17. g(x, y) = y 2 tan 2 x\ U = P 0 = 

18. f(x, y) = xe 2y \ U = \\ + ^V3j;P 0 = (2,0) 


19. h(x, y, z) ~ cos(xy) +„ sen(yz);U = -|i + |j + |k; 

P 0 = (2, 0,-3) 

20. f(x,y,z) = ln(x 2 + > 2 + z 2 );ll = -Lj - -Lj - -Lk; 
P 0 = d.3,2) 


21. f(x, y) = e~ 3x cos 3y; U = cos(-^-^)i + sen(- ^;r)j; 
P 0 = (-^ jt ,0) 

22. g(x, y, z) = cos 2x cos 3y senh 4z; U = -j=i - -pj + 

i . V3 V3 

-Lk'P 0 = (£*,0,0) 


P(* )’) = 


1 

V* 2 + y 2 + 3 


(a) Calcule la tasa de variation de la densidad en el pun- 
to (3,2) en la direccion del vector unitario cosj;ri + 
sen |*rj. (b) Determine la direccidn y la intensidad (o 
modulo) de la maxima tasa de variacidn de p en (3,2). 

35. La temperatura en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el piano xy es T(x, y), donde T(x, y) = lx 2 + 
2xy. La distancia se mide en metros, (a) Calcule la maxima 
tasa de variacidn de la temperatura en el punto (3, -6) de la 
placa. (b) Determine la direccidn para la cual ocurre esta tasa 
de variacidn maxima en (3, -6). 

36. En cualquier punto de un sdlido del espacio tridimensional la 
temperatura es T(x , y, z) grados, donde 


T(x, y,z) 


60 

x 2 + y 2 + z 2 + 3 


En los ejercicios 23 a 26, calcule (a) el gradiente de f en P, y 
(b) la tasa de variacidn del valor de la funcion en la direccidn 
de U en P. 

23. f(x,y ) = x 2 - 4y; P = (-2,2 ); U = cos^Tri + senjjrj 

24. fix, y) = e 2xy ; P = (2, I); U = fi - |j 

25. fix, y, z) = y 2 + z 2 - 4 P = (-2, 1, 3); 

V = - fj + fk 

26. fix, y, z) = 2x 3 + xy 2 + xz 2 ; P = (1, 1, 1); 

U = i^2lj - ^V7k 

27. Dibuje un mapa de contomos que muestre las curvas de nivel 
de la funcidn del ejercicio 23, para 8, 4, 0, -4 y -8. Tam- 
bien muestre la representacion de V/(-2, 2) cuyo punto ^38. 
inicial es (-2, 2). 

28. Dibuje un mapa de contomos que muestre las curvas de nivel 
de la funcidn del ejercicio 24, para e 8 , e 4 , 1, e~ 4 y e ~ 8 . 
Tambidn muestre la representacion de Vf(2; 1) que tiene su 
punto inicial en (2, 1). 

En los ejercicios 29 a 32, calcule D v fen el punto P para el cual 
U es un vector unitario en la direccidn de PQ. Tambien en P, 
calcule Dyj, si U es un vector unitario para el cual D^f es un 
mdximo. 


La distancia se mide en pulgadas. (a) Calcule la tasa de va- 
riacidn de la temperatura en el punto (3, -2, 2) en la direccidn 
del vector -2i + 3 j - 6k. (b) Determine la direccidn y 
la intensidad (o modulo) de la maxima tasa de variacidn de T 
en (3, -2, 2). 

37. En cualquier punto del piano xy el potencial eldctrico es 
V(x , y) volts, y V(x , y) = e~ 2x cos 2y. La distancia se mi- 
de en pies, (a) Calcule la tasa de variacidn del potencial 
en el punto (0, Ek) en la direccidn del vector unitario 
cos + sen (b) Determine la direccidn y la inten- 
sidad (o mddulo) de la maxima tasa de variacidn de V en 
(0, \n). 

Una ecuacion de la superficie de una montana es 
Z = 1 200 - 3* 2 - 2 y 2 

donde la distancia se mide en metros, el eje x apunta hacia 
el este y el eje y hacia el norte. Una alpinista se encuentra 
en el punto que corresponde a (-1 0, 5, 850). (a) ^Cu^l es lq 
direccidn de maxima inclinacion? (b) Si la alpinista se des- 
plaza en la direccidn este, £ella asciende o desciende, y a 
qud tasa? (c) Si la alpinista se desplaza en la direccidn sur- 
oeste, ^ella asciende o desciendp, y a qud tasa? (d) i,En qud 
direccidn recorre la alpinista una curva de nivel? 
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12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
A SUPERFICIES 


Ahora se mostrara como el vector gradiente se emplea para estudiar pianos 
tangentes y rectas normales a superficies en el espacio tridimensional. Consi- 
der la ecuacidn 

FQc,y,z) = 0 i (1) 

donde F es diferenciable y F x , F y y F z no son simultaneamente cero. Un teo^ 
rema de Calculo avanzado, conocido como el teorema de lafuncion implicit cl 
garantiza que una de las tres variables x, y o z es funcion de las otras dos. Por 
tanto, puede considerarse la grafica de la ecuacion (1) como una superficie S . 

Suponga que Pq es un punto (x 0 , >’o, Zo ) de S , de modo que F( xq, Vq, Zo) = 
0. Ademas suponga que C es una curva en S que pasa por Pq y que un conjunto 
de ecuaciones parametricas de C es 

x = fit) y = git) z = hit) (2) 

donde el valor del parametro t en Pq es / 0 - Una ecuacion vectorial de C es 
R .(f) = fit) i + git) j + hit) k 

Como la curva C esta sobre la superficie S , se tiene, al sustituir de (2) en (1), 

Fifit),git),hit)) = 0 (3) 

Sea G(f) = F(f(t), g(t), /i(r)). Si F es diferenciable y F x , F y y F z no 
son todas cero en Pq y si/'(/o)» y'h'ito) existen, entonces la derivada total 
de F con respecto a t en Pq esta dada por 

G'Uq) = F x {xq, y 0 > zo)f(tQ) +. F y (x o, Vo, zo) .Vo* z o) 

El miembro derecho de esta ecuacion se puede escribir como 
[F x ( x O>yO’Zo)i + F v (x 0 , Vo, Zo)i + F z (x 0j y 0 , z 0 )k] • [f(t 0 )\ + g'(r 0 )j + h '(t 0 )k] 
Asi, 

G'(^o) = VF(x 0 , y 0 , zo) * F> t R(tQ) 

Puesto que G'(0 = 0 para toda t (debido a (3)), G'(fy) = 0; por tanto, se 
deduce que 


VFQcq, y 0 , z 0 ) • £,R(fo) = 0 ( 4 ) 

De la seccion 1 1 .3 se sabe que F>,R(/o) tiene la misma direccion que un vec- 
tor tangente a la curva C en Pq. Por tanto, de (4) se puede concluir que el vector 
gradiente de F en Pq es ortogonal a un vector tangente de cada curva C de S que 
pase por el punto Pq. Asi, se ha demostrado el teorema siguiente en el que se em- 
plea el termino vector normal, el cual se definira antes de enunciar el teorema. 


12.7.1 Definition de vector normal 


Un vector ortogonal a un vector tangente de toda curva C que pase por un 
punto Pq de una superficie S se denomina vector normal a S en Pq. 
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FIGURA 1 




12.7.2 Teorema 


Si una ecuacidn de una superficie S es F(x t y, z) = 0, y si F es diferen- 
ciable y F x , F v y F z no son todas cero en el pun to Pq(xq* y o, zq) de S, 
entonces y<> Zq) es un vector normal a S en F 0 , 

El concepto de vector normal se emplea para definir el piano tangente a 
una superficie en un punto. 


12.7.3 Definicion de piano tangente 


Si una ecuacidn de una superficie S es F(x, y, z ) = 0, y F satisface la 
hipdtesis del teorema 12.7.2, entonces el piano tangente de 5 en el punto 
F 0 (*b> yo> *o) cs el piano quc pasa por Pq y tiene a VF(jq>, yo, zo) como un 
vector normal. 


Una ecuacion del piano tangente de la ecuaci6n anterior es 

F x (x 0 , y 0 , Zo)(x - x 0 ) + F y (x 0 , y 0 , z 0 )(y - yo) + F z ( x o> yo * zo)(z - *o) = 0 (5) 

Refierase a la figura 1 , la cual muestra el piano tangente a la superficie S 
en Pq y la representaci6n del vector gradiente que tiene su punto inicial en Pq. 
Una ecuacidn vectorial del piano tangente dado en (5) es 

VF(x 0 ,>’o,Zo) * K* - -*o)* + (y - >o)j + (z - Zo)k] = o (6) 


► EJEMPLO 1 

boloide elfptico 


Obtenga una ecuacion del piano tangente al para- 


4x 2 + y 1 - 16z = 0 



t - 2 

4x 2 +y 2 - \6z ~0 


FIGURA 2 


en el punto (2, 4, 2). 

Solution SeaFfo y, z) = 4x 2 + y 2 - 16z. Entonces 

VFU, y, z) = 8;ti + 2yj - 16k y VF(2,4,2) = 16i + 8j - 16k 
De (6) se infiere que una ecuacion del piano tangente es 

16U - 2) + 8(y - 4) - 16(z - 2) = 0 
2x + y-2z-4=0 

La figura 2 muestra el paraboloide elfptico junto con el piano tangente y 
la representation del vector normal en (2, 4, 2). ^ 

La definicion siguiente de recta normal a una superficie en un punto esta 
motivada por el requisito de que la representacidn del vector normal en un punto 
debe estar sobre la recta normal. 


12.7.4 Definicion de recta normal a una superficie 


La recta normal a una superficie Sen mpunto Pq de $ es la recta que pasa 
por Pq y tiene como un conjunto de ntimeros dinectOres a las eomponentes 
de cualquier vector normal a S en Pq. 
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De esta definicion, si una ecuacion de una saperficie S es F(x , y, z) = 0, 
enlonces las ecuaciones simetricas de la recta normal de S en (aq, yo, ^o) son 

x - .y 0 = y - Jo _ z - z Q 

F x (x o , >'o , z 0 ) F y Oo , y 0 , z 0 ) F.(x 0 ,yo,zo) 

debido a que los denominadores son las componentes de VF(xg, yo, Zo) el 
cual es un vector normal a S en (a 0 , y 0 , Zq)- 

\ 

► EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta nor- 
mal a la superficie del ejemplo 1 en el punto (2, 4, 2). 

Solution Como VF(2, 4, 2) = 16i + 8j - 16k, las ecuaciones sime- 
tricas de la recta normal son 

x - 2 _ y ~ 4 z ~ 2 <4 

2 “ 1 “ -2 


12.7.5 Definicion de recta tangente a ona curva 
en el espacio 


La recta tangente a una curva C en el punto Pq es la recta que pasa por 
Pq y tiene como numeros directores las componentes del vector tangente 
unitario a C en Pq. 



De esta definicion y la definicion 12.7.3, todas las rectas tangentes en el 
punto Pq a las curvas contenidas en una superficie dada estan en el piano 
tangente a la superficie en Pq. Refierase a la figura 3, la cual muestra dibujos 
de algunas curvas que pasan por Pq y sus rectas tangentes. 

Considere ahora la curva C de interseccion de dos superficies que tienen 
ecuaciones 

Fix, y, z) = 0 y G(jc, y, z) = 0 

respectivamente. Se mostrara como se obtienen las ecuaciones de la recta tan- 
gente a C en un punto Pq{x 0 , y 0 , Zo). Puesto que esta recta tangente esta conte- 
nida en cada uno de los pianos tangentes a las superficies dadas en Pq, dicha 
recta es la recta de interseccion de los dos pianos tangentes. Sea Nj un vector 
normal en Pq a la superficie que tiene la ecuacion F(x, y, z) = 0, y sea N 2 un 
vector normal en P 0 a la superficie que tiene la ecuacion G(x , y, z) = 0. 
Entonces 

N, = V/-"(x 0 . v () , z 0 ) y N 2 = VG(.v 0 , y 0 , z 0 ) 

Los vectores N } y N 2 son ortogonales al vector tangente unitario a C en Pq. De 
modo que si Nj y N 2 no son paralelos, entonces, del teorema 10.5. 10, el vector 
tangente unitario tiene la misma direccion, o la opuesta, que el vector N j X N 2 . 
Por tanto, las componentes de N 1 X N 2 sirven como los numeros directores de 
la recta tangente. A partir de este conjunto de numeros directores y de las 
coordenadas de P 0 se pueden obtener las ecuaciones simetricas de la recta 
tangente requeridas, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 3 Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta tan- 
gente a la curva de interseccion de las superficies 

3x 2 -r 2y 2 + z 2 = 49 y x 2 + y 2 -2 z 1 ~ 10 

en el punto (3, -3, 2). 



988 CAPITULO 1 2 CALCULO DIFERENCI AL DE FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 



Solucion Sean 

F(x, y, z) - 3x 2 + 2 y 2 + z 2 - 49 y G(jc, y, z) = x 2 + y 2 - 2 z 2 ~ 10 
entonces 

VF(*, y, z) - 6*i + 4yj + 2zk y VG(jc, y, z) = 2xi + 2yj - 4zk 
Por tanto, 

N 1 = VF(3, -3, 2) N 2 = VG(3, -3, 2) 

= 18i - 12j + 4k = 6i - 6j - 8k 

= 2(9i - 6j + 2k) = 2(3i - 3 j + 4k) 

N t X N 2 = 4(9i - 6j + 2k) X (31 - 3j + 4k) 

= 4(30i + 42j - 9k) 
s= 12(10i + 14j - 3k) 


FIGURA 4 En consecuencia, un conjunto de numeros directores de la recta tangente es 

[10, 14, -3]. Asf, las ecuaciones simetricas de la recta tangente son 

x - 3 y + 3 _ 2 - 2 
10 14 -3 


z 



X 

FIGURA 5 


La figura 4 muestra dibujos de las dos superficies, la curva de intersection 
y la recta tangente en (3, -3, 2). 4 

Si dos superficies tienen un piano tangente comun en un punto, se dice 
que las dos superficies son tangentes en ese punto. Vea la figura 5. De la 
definicibn 12.7.3, dos superficies cuyas ecuaciones son F(x,y, z) = 0 y 
G(x, y, z) = 0, son tangentes en el punto (x 0 , y 0 , Zq) si para alguna constante k 

VF(* 0 ,:yo. zo) = kVG(x 0 , y 0 , z 0 ) 


W EJEMPL0 4 Demuestre que las esferas 
x 2 + y 2 + z 2 = 4 y (x - l) 2 + y 2 + z 2 = 1 
son tangentes en el punto (2, 0, 0). 


Solucion Sean 

F(x , y, z) = x 2 + y 2 + z 2 - 4 y (?(*, y, z) = (x - l) 2 + y 2 + z 2 - l 
Entonces 



VF(;t,y, z) = 2xi + 2yj + 2zk VG(jc, y, z) = 2(x - l)i + 2yj + 2zk 
Nj = VF(2, 0, 0) N 2 = VG(2, 0, 0) 

= 4i = 2i 

Como Nj = 2N 2 o, equivalentemente, VF(2, 0, 0) = 2 VG(2, 0, 0), las es- 
feras son tangentes en (2, 0, 0). Consulte la figura 6. 4 

El teorema siguiente para funciones de dos variables es analogo al teorema 
12.7.2 y su demostracion es semejante. 


12,7.6 Teorema 


Si tina ecuacibn de una curva Ces F(x, y)~= 0 y si Fe^diferenciable y F x 
y F y no son cero siimll^neamente en el punto P^Xq, yo) de C, entonces 
VF(xQ t y 0 ) es un vector normal a C en Pq. 
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Analogas a las ecuaciones (5) y (6) de un piano tangente, se tienen las si- 
guientes ecuaciones para una recta tangente en el punto FqUo* ^o) curva 
contenida en el piano xy si F(jc, y) = 0: 

F,U(> yo)(x ~ *o) + Fy(Xo, - ^o) = 0 

o, equivalentemente, 

VF(x 0 , yo) * [(* - -to)' + Cy - ^o)k] = o 

► EJEMPLO 5 Utilice el gradiente para determinar una ecuacion 
de la recta tangente a la curva jc 3 + y 3 = 9 en el punto (1, 2). 

Solution Sea F(jc, y) = jc 3 + y 3 - 9. El gradiente de F es 
VF(jc, y) = 3x 2 i + 3y 2 j 

En el punto (1, 2) de la curva, un vector normal es 
VF(1, 2) = 3i + 12 j 

Por tanto, una ecuacion de la recta tangente en (1, 2) es 

VF(1,2)- [(jc - l)i + (y - 2)j] = 0 
(3i + 12j) • [(x - l)i + (y - 2)j] — 0 
3 (jc - 1) + 12(y -2) = 0 
jc + Ay -9 = 0 

La figura 7 muestra dibujos de la curva, del vector normal y de la recta 
tangente en (1, 2). ^ 

Compare la solucion del ejemplo 5 con la solucion del ejemplo 3 de la 
seccion 2.9 para el mismo problema. 


EJERCICIOS 12.7 


En los ejercicios la 12, obtenga una ecuacidn de la recta normal 
a la superficie en el punto indicado. 

1. x 2 + y 2 + z 2 = 17; (2, -2, 3) 

2. 4 x 2 + y 2 + 2 z 2 = 26; (1,-2, 3) 

3. x 2 + y 2 - 3z = 2; (-2, -4, 6) 

4. x 2 + y 2 - z 2 = 6; (3, -1.2) 

5. y = e x cos z; (1, e, 0) 

6. z = e 2x sen 3>>; (0, 1) 

7. x 2 = 1 2>'; (6, 3, 3) 

8. z = x l/2 + y' l2 ;(l, 1,2) 

9 Jt l/2 + y/2 +z l/2 = 4; (4i J ,) 

10. zx 2 - xy 2 - yz 2 = 18; (0,-2, 3) 


11. X* + y 2lj + z 2 ^ 2 = 14; (-8, 27, 1) 

12. x l/2 + z l/2 = 8; (25, 2, 9) 

En los ejercicios 13 a 20, si las dos superficies se intersectan en 
una curva, determine ecuaciones de la recta tangente a la curva 
de interseccion en el punto indicado; si las dos superficies son 
tangentes en el punto dado, demuestrelo. 

13. x 2 + y 2 - z = 8, x - y 2 + z 2 = -2; (2, -2,0) 

14. x 2 + y 2 - 2z + 1 = 0 y + y 2 -z 2 = 0; (0, 1, 1) 

15. y = x 2 , y = 16 -z 2 ;(4, 16,0) 

16. jc = 2 + cos nyz, y = 1 + sen kxz\ (3, 1, 2) 

17. y - e*sen2 nz + 2 ,z = y 2 ~ ln(:c + 1) - 3; (0, 2, 1 ) 

18. x 2 - 3xy + y 2 = z, 2* 2 + y 2 - 3z + 27 = 0;(l,-2, 11) 
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19. x 1 2 + z 2 + 4y = 0,x 2 + y 2 + z 2 - 6z + 7 = 0; 

( 0 ,- 1 , 2 ) 

20. x 2 + y 2 + z 2 = 8, yz = 4; (0, 2, 2) 

En los ejercicios 21 a 24, utilice el gradiente para obtener una 
ecuacion de la recta tangente a la curva dada en el punto 
indicado. 

21. 9* 3 - y 3 = 1; (1, 2) 

22. 16* 4 + y 4 = 32; (1,2) 

23. 2x 3 + 2y 3 - 9xy = 0;(1,2) 

24. x 4 + 2xy - y 2 = 4; (2, -2) 


25. Pruebe que las esferas x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y (x - b) 2 + 
y 2 + z 2 - (b - a) 2 son tangentes en el punto (a, 0, 0). 

26. Demuestre que las superficies 4x 2 + y 2 9 z 2 = 108 y 
x yz — 36 son tangentes en el punto (3, 6, 2). 

27. Se dice que dos superficies son perpendiculares en un punto 
de intersecci6n P 0 si los vectores normales a las superficies 
en P 0 son ortogonales. Demuestre que en el punto ( 1 , -1 , 2) 
la superficie x 2 - 2yz + y 3 = 4 es perpedicular a cada 
miembro de la familia de superficies 

x 2 + (4c - 2)y 2 - cz 2 +1—0 

28. Demuestre que toda recta normal a la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = a 2 pasa por el centro de la esfera. 


12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 


En el capitulo 3 se dijo que una aplicacion importante de la derivada de una fun- 
ci6n de una sola variable estd relacionada con los valores extremos de una 
funcidn, lo cual condujo a una gran variedad de aplicaciones. En ese capitulo 
se demostraron teoremas que involucran la primera y segunda derivadas, a 
partir de los cuales se determinaron los valores maximos y mfnimos relativos 
de la funcidn. Despues se incluyeron los valores extremos relativos como 
posibles extremos absolutos. A1 extender la teona a funciones de dos variables, 
se vera que el procedimiento es similar al caso de una variable; sin embargo, se 
presentan ciertas complicaciones. 

Este estudio se inicia con la definicidn de extremos relativos y absolutos 
de funciones de dos variables. 


12.8.1 Definicion de extremos absolutos de funciones 
de dos variables 


(i) Se dice que la funcidn / de dos variables tiene un valor m&rimo 
absolute en su dominio D del piano xy si existe a) gun punto (x^ y d ) 
en D tal que /(x^ y 0 ) a /(x* y ) para lodos los puntos (x, y ) de 0, 
En tal caso,/(jq>, y 0 ) es el valor mdximo absolute de/ en D. *■ 

(ii) Se dice que la funcidn / de dos variables tiene un valor mfnimo 

absoluto en su dominio D del piano xy si existe algtin punto (xq* y<>) 
en D tal que f{x(y y 0 ) /(x, y) para todos los puntos (x* y) de D. 

En tal caso,/(xo, yo) cs el valor mfnimo absoluto de/en D . 


12.8.2 Definition de extremos relativos de funciones 
de dos variables 


(1) Se dice que una fimci6n/de dos variables tiene un valor mdximo 
relative en el punto (xq, yo) si existe un disco abierto B((x& y<j); r ) tal 

que /(*o, yo) £ /(x, y) para todos los puntos (x t y) de B. 

(tt) Se dice que una funcidn/ de dos variables tiene un valor mfnimo 

relativo en el punto (xq, y 0 ) si existe un disco abierto #((xq, yo); r) 
tal que/(xo, yo) ^ /(x, y) para todos los puntos (x, y) de B. 
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MGURA 1 


Refi^rase a la figura 1, la cual muestra la grafica de una funcion /cuyo 
dominio es el piano xy . La funcion tiene cuatro extremos relativos, uno de los 
cuales es un maximo absoluto y otro es un minimo absoluto. Si el dominio de 
una funcion es un disco abierto o el piano xy completo, como en la figura 1 , un 
extremo absoluto debe ser un extremo relativo. 


I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 muestra la grafica 

de la funcidn definida por 

fix,y) = V 25 - -* 2 - y 2 

Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r ) para el cual r < 5. De la definicion 
12.8.2(i), / tiene un valor maximo relativo de 5 en el punto donde x = 0 
y y = 0. De la definicion 12.8. 1 (i), 5 es tambten el valor maximo absoluto 
de/. ◄ 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3 muestra la grafica 

de la funcidn definida por 
g(x, y) = X 2 + y 2 

El dominio de g es el piano xy completo. Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r). 
De la definicion 12.8.2(ii), g tiene un valor minimo relativo de 0 en el origen. De 
la defmicidn 12.8. 1 (ii), 0 es tambien el valor minimo absoluto de g. ^ 

El teorema 3.1.3 establece: Si/(x) existe para todoslos valores de x del in- 
tervalo abierto (a, b\ y si / tiene un extremo relativo en c, donde a < c < b, , 
y /'(c) existe, entonces /'(c) = 0. El teorema siguiente para funciones de dos 
variables es analogo. 


Ax,y)= JTs - x 2 - 7 

FIGURA 2 


12.8.3 Teorema 


Si/(jf, y) existe en todos los puntos de algun disco abierto >o): r ) 
y si f tiene un extremo relativo en (xp. yo), entonces si f x (x q, y 0 ) y 
fy(x<h yo) existen, 

fx(* o-yo) = 0 y f y (x o,y 0 ) = 0 


Z 



g{x , y) = x 2 + V 2 

FIGURA 3 


Antes de probar este teorema, se presentara un argumento geometrico 
informal. Sea / una funcidn que satisface la hipotesis del teorema y suponga 
que / tiene un valor maximo relativo en (jc 0 , ^o)* Considere la curva de in- 
terseccidn del piano y - y 0 con superficie z = fix , y), como se muestra en 
la figura 4. Esta curva esta representada por las ecuaciones 

>’ = >’o y Z = fix, y) 

Como / tiene un valor mdximo relativo en el punto donde x = x 0 y y - yo, 
la curva tiene una recta tangente horizontal en el piano y = yo en P un " 
to (jcq, yo,f(xo , yo))« La pendiente de esta recta tangente es A(x 0 , yo); de modo 
que/f^Q.yo) = 0. De manera semejante, puede considerarse la curva de in- 
terseccidn del piano x - x 0 con la superficie z = fix , y) y obtenerse 
fyix 0 , y 0 ) = 0. Tambien puede darse una discusi6n similar si / tiene un va- 
lor minimo relativo en (x 0 , y 0 ). A continuacidn se presenta la demostracidn 
formal, en la cual se emplea el teorema 3.1.3. 
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Z 



Demostracion del teorema 1 2*8.3 Considere las dos funciones g 
y h de una sola variable definidas por 

g(x) = f(x, y 0 ) y h{y) = f(x 0i y) 

Entonces, 

g'(*o) = fx( x o> > 0 ) y h ’(yo) = fy( x o, yo) 

Como f x (x 0 ,y 0 ) y f y (x 0 ,y 0 ) existen, g\x 0 ) Y h ’(y6) existen. Puesto que / 
tiene un extremo relativo en (jc 0 , > 0 ), g tiene un extremo relativo cnx 0 y h tiene 
un extremo relativo en y 0 . En consecuencia, por el teorema 3.1.3, 

g'(* 0 ) = 0 y h’(yo) = 0 

Por tanto, 

fjfx 0 ,y 0 ) = 0 y f y (x 0 ,y 0 ) = 0 ■ 


Observe que la condicion de que tanto f x ( jc 0 , y 0 ) y fy( x o> yo) sean cero 
equivale a la condicion de que el vector gradiente V/( x Qy y 0 ) es el vector cero. 
Ademds, esta condicion implica que la griifica de /tiene un piano tangente ho- 
rizontal en (jc 0 , y0'f( x o> yo))- Se le pedirii que demuestre esto en el ejercicio 51. 

Del teorema 12.8.3, una condicion necesaria para que una funcion de dos 
variables tenga un extremo relativo en un punto es que sus primeras deriva- 
das parciales sean cero en el punto, o bien, que al menos una de las derivadas 
parciales no exista en el punto. A tal punto se le denomina punto critico de la 
funcion. 


12.8.4 Definicion de punto critico 


Si f(x % y ) existe en todos los puntos de algtin disco abierto £((jro* yo)*» r )» 
el punto fro, yo) cs un punto cdtico de/si una de las siguientes con- 
diciones se cumple: 

U) yo) = 0 y fyix Q. y 0 ) = 0; 

(ii) AUo. yo) o f/x o, y 0 ) no existen. 


Z 


( 3 ,- 1 , 11)1 



Jf 


f(x t y) = 6x-4y-j?-2? 


Cuando se estudian los extremos relativos de una funcidn, primero se 
localizan los puntos criticos, si existen. Despuds se debe aplicar otro criterio 
para determinar si se tiene un extremo relativo en un punto critico particular. 


► EJEMPLO 1 Determine los extremos relativos de la funcidn 
definida por 

f(x, y) = 6jc - Ay - x 2 - 2y 2 

Solution Se comienza por determinar los puntos criticos de /. Al dife- 
renciar parcialmente se obtiene 

f x (x, y) = 6 - 2x y f y (x, y) = ~ 4 - 4y 

Las dos derivadas parciales existen para cualquier punto. Si se consideran 
f x (x , y) y f y (x , y) iguales a cero y se resuelven las ecuaciones para x y y, re- 

sulta x = 3 y y = -1. Por tanto, el unico punto critico es (3,-1), y 

/(3, -1) = 11. Para determinar si se tiene un extremo relativo en (3,-1), 
se completan los cuadrados en la expresion para f(x , y): 

f(x,y) = -(* 2 - 6x + 9) - 2(y 2 + 2y + 1) + 9 + 2 

= -(* - 3) 2 - 2(y + l) 2 + 11 


FIGURA 5 
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Asf, si (x,y) it (3,-1), /(jc, y) < 11. En consecuencia, de la definici<5& 
12.8.2(i),/(3, -1) = llesun valor maximo relativo. Por la definicion 12.8. 1 (i), 
este valor tambten es un valor maximo absoluto. 

Vea la figura 5 que muestra la gr&fica de /, la cual es un paraboloide que 
abre hacia abajo con su v&tice en (3, -1, 1 1). La grafica apoya la respuesta. A 


► EJEMPLO 2 

definidapor ' / 


Determine los extremos relativos de la funcion 


g(x, y) = 4 - ' 


Solucion A1 calcular las derivadas parciales de g se tiene 


gJ x , y) = 




jc L + y z 


y 8 y (x.y) = 




x L + y L 


El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 y g x y g y existen en 
todos los puntos diferentes de (0, 0). Ademas, g x (x, y) ~ Osolocuandoj: = 0, 
pero y) it 0; y g y (x ; y) = 0 solo cuando y = 0; pero g x (x , y) it 0, Por 
tanto,eliinicopuntocnticodeges(0, 0).Comog(0, 0) = 4ysi(x,y) ^ (0,0), 
entonces 



y 


g(x, y) = 4 - y jx 2 + y 2 < 4 

de modo que g tiene un valor maximo relativo de 4 en (0, 0), el cual tambien es 
un valor maximo absoluto. La figura 6 muestra la grafica deg, cuyo punto m&s 
alto se encuentra en (0, 0, 4), lo cual apoya la respuesta. ^ 

Un punto crftico de una funcion no necesariamente proprorciona un ex- 
tremo relativo de lafuncidn, como se muestra en el siguienteejemplo ilustrativo. 


g(x,y) = 4- yjx 2 + y 2 D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la funcion definida por 


FIGURA 6 


f(x,y) = y 2 - X 2 


entonces 



Rx , y) = y 2 - x 2 

FIGURA 7 


fx(x> y) = -2x fy(x, y) = 2y 

Tanto f x ( 0, 0) como f y { 0, 0) son iguales a cero. La grafica de / que se muestra 
en la figura 7, tiene la forma de una silla de montar en los puntos cercanos ai 
origen. En los puntos del piano xz> donde y = 0 y x & 0, los valores de la 
funcion son negati vos, yen los puntos del piano yz,dondex = 0 y y * 0,los 
valores de la funcion son positivos. Por tanto, la funcidn / no satisface la 
definicion 12.8.1 cuando (x 0 , yo) = (0,0). A 

Un punto critico de una funcion /donde no se tiene un extremo relativo, 
tal como el punto (0, 0, 0) del ejemplo ilustrativo 3, se denomina punto silla de 
la funcion /. 

El criterio basico para determinar extrecnos relativos para funciones de dos 
variables es el siguiente criterio de la segunda derivada , el cual proporciona 
condiciones que garantizan el hecho de que una funcion tiene un extremo 
relativo en un punto donde las primeras derivadas parciales son cero. 


994 CAPiTULO 12 CALCULO DIFERENCIAL PE FUNCIONES PE MAS DE UNA VARIABLE 


12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea/una funcidn de dos variables tal que/ y sus derivadas parciales de 
primer y segundo orden son continuas en un disco abierto B((a , b)\ r). 
Suponga ademas que //a, ft) ;= 0 y f y (a , b) = 0. Sea 

D{a, b) = f xx (a, b)f yy (.a, b) - [f xy (a, b)] 2 

(i) / tiene un valor minimo relativo en (a, b) si 

D(a, b) > 0 y /**(«, ft) > 0 (o f yy (a, b) > 0) 

(ii) /tiene un valor maximo relativo en ( a y b) si 

D(a, b) > 0 y f xx (a , b) < 0 (o f yy (a, b) < 0) 

(iii) f(a , b) no es un extremo relativo, pero / tiene un punto silla en 
0 a , bj(a, b)) si 

D(a, /?) < 0 

(iv) No se tiene ninguna conclusion acerca de los extremos relativos si 

D(a, b) = 0 

La demostracion del inciso (i) del criterio de la segunda derivada se realiza 
en el suplemento de esta seccion, mientras que las pruebas de los incisos (ii) 
y (iii) se dejan como ejercicios, consulte los ejercicios suplementarios 1 y 2. El 
inciso (iv) se incluye de modo que se revisen todos los casos posibles. 

Si/ rv (a, b) = f vx (a , b ), entonces la expresion para D(a, b) del enunci ido 
del criterio de la segunda derivada es el valor del determinante 

A.v(«* b) f xy (a , b ) 

/v. v («, /?) /vy(«» b ) 

Este determinante, denominado hessiano (o discriminante) de la funcion /, 
proporciona un metodo conveniente para recordar la formula de D(a, b ). 


► EJEMPLO 3 Dada 


f(x, y) = 2jc 4 + y 2 - x 2 - 2y 


determine los extremos relativos de / si es que existen. 

Soiucion A fin de aplicar el criterio de la segunda derivada, se calculan 
las primeras y segundas derivadas parciales de/. 

f x (x, y) = 8 A' 3 - 2x f y (x , y) =2y - 2 

f XK (x, y) = 24a: ~ — 2 fyy( x » y) = 2 fxy( x » 3^) — ^ 

A1 considerar /^.(a:, y) = 0 se tiene at = a: = 0 o ac = Si se 
considerably) = Oseobtieney = 1 . Por tanto,/ v y/ v son 0 en los puntos 
<-2, 1). (0, 1) y (^, 1), de modo que son los puntos criticos de /. Los resul- 
tados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada en estos puntos se 
resumen en la tabla 1 . 




12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES PE DOS VARIABLES 995 



FIGURA 8 


Tabtal 


Punto critico 
(a, b) 

/„<«.*) 


f xy (a, h) 

D(a, b ) 

Conclusion, 

i) 

4 

2 

0 

8 

f tiene un valor minimo relativo 

(0,1) 

-2 

2 

0 

-4 

/no tiene extremo relativo 

(f 1) 

4 

2 

0 

8 

/tiene un valor mmimo relativo 


Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada,/tiene en los puntos criti- 
cos (- 1 , 1 ) y ( y, 1 ) un valor minimo relativo. Del inciso (iii) del criterio, / no 
tiene extremo relativo en el punto crftico (0, 1 ). 

Como/(-~, 1) = -f y/(“, 1) = -§, se concluye que /tiene un valor 
mfnimo relativo de - 1 en los dos puntos criticos (-5, 1 ) y ( 1 ). 

La figura 8, la cual muestra la grafica de / con los puntos minimos en 
(— 2 , 1, “§) y ( 2> 1 . — f ) y el punto silla en (0, 1,-1), apoya los resultados. ^ 


W EJEMPL0 4 Determine las dimensiones relativas de una caja 
rectangular, sin tapa que tiene un volumen especifico, si se desea emplear la 
minima cantidad de material en su elaboracion. 



Solution La figura 9 muestra la caja, donde la longitud de la base es x uni- 
dades, el ancho de la base es y unidades y su profundidad es de z unidades. Sean 
S unidades cuadradas el area de la superficie de la caja. Si V unidades es el 
volumen de la caja, V es una costante puesto que la caja tiene un volumen 
especifico. 

Cada una de las variables x, y y z esta en el intervalo (0, + 00). De las 
formulas para el area de la superficie y el volumen, 

S = xy + 2xz + 2yz y V = xyz 


A1 resolver la segunda ecuacion para z en terminos de x, y y de la constante V , 
se tiene z = — , y al sustituir esto en la primera ecuaci6n resulta 


„ 2V 2V 

S = xy + — + — 

>’ x 

A1 diferenciar parcialmente se obtiene 


( 1 ) 


dS „ 2V 

dS 2V 



dy y 2 


d 2 S 4V 

d 2 S _ , 
dydx 

d}s _ 4V 

dx 2 x 3 

dy 2 y 3 


Si se considera ^-=0y~-=0se tiene 
dx dy 

x 2 y - 2V = 0 

xy 2 - 2V = 0 


A1 resolver estas dos ecuaciones simultaneamente, se obtiene x = lf2V y 
y = 1/2V-. Para estos valores de x y y, 


o> 2 5 _ 4V d 2 S d 2 S _ ( d 2 S \ 2 _ 4V 4V 

dx 2 (1/2V) 3 dx 2 dy 2 \dydx) (^/2V) 3 (3/2V) 3 

= 3 > 0 


= 2 > 0 
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Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada, 5 tiene un valor minimo rela- 
tivo cuando x = IJlV y y = lf2V . Recuerde que x y y estdn en el intervalo 
(0, + c»), y observe en la ecuacidn (1) que 5 es muy grande cuando x y y estdn 
cerca de cero o cuando son muy grandes. Por tanto, se concluye que el valor 
mmimo relativo de 5 es un valor minimo absolute de S. 

Comoz = Vj(xy), entonces cuando x = V2P y y = V2V, 

Z V4V 1 

_ V2V 

2 

Conclusion: La caja debe tener una base cuadrada y una profundidad de un 
medio de la longitud de uno de los lados de la base. 4 


Punto 

frontera P frontera 



frontera 



FIGURA 11 


frontera 



FIGURA 12 


frontera 



FIGURA 13 


Recuerde el teorema del valor extremo para funciones de una variable: Si 
la funcidn / es continua en un intervalo cerrado, entonces / tiene un valor 
maximo absolute y un valor minimo absolute en ese intervalo cerrado. Se dijo 
que un valor extremo de una funcidn continua en un intervalo cerrado debe ser 
un extremo relativo o un valor de la funcidn en uno de los extremos del 
intervalo. Se tiene una situacidn andloga para funciones de dos variables en la 
que se involucra el teorema del valor extremo. 

En el enunciado del teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables se emplea el tdrmino regidn acotada y cerrada . Una region R se dice 
acotada si es una subregidn de un disco cerrado. La frontera de una region R 
es el conjunto de todos los puntos P para los cuales todo disco abierto que tiene 
su centro en P contiene al menos un punto de R y al menos un punto que no 
pertenece a R. Una region cerrada es aquella que contiene a su frontera. 

La figura 1 0 muestra una region acotada y cerrada R , la frontera de R y un 
punto P de la frontera. El ejemplo ilustrativo siguiente presenta algunas 
regiones acotadas y cerradas, en las que se identifica la frontera de cada regidn. 


i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Un disco cerrado es una regidn acotada y cerrada. La frontera de esta 
regidn es la circunferencia del disco. Consulte la figura 1 1 . 

(b) Los lados de un tridngulo junto con la regidn limitada por el es una regidn 
acotada y cerrada. La frontera de esta regidn consta de los lados del 
tridngulo. Observe la figura 12. 

(c) Los lados de un rectdngulo junto con la regidn acotada por el rectangulo 

es una regidn acotada y cerrada. La frontera de esta regidn consiste de los 
lados del rectangulo. Refterase a la figura 13. 4 


12.8.6 Teorema del valor extremo para funciones 
de dos variables 


Sea R una regidn acotada y cerrada del piano xy % y sea / una funcidn 
continua en R. Entonces / dene un valor m£ximo absolute y un valor 
minimo absolute en R. 

La demostracidn de este teorema est£ mds alld del alcance de este libro, por 
lo que se omite. 

Si /es funcidn de dos variables que satisface el teorema del valor extre- 
mo, entonces un extremo absolute de /es un extremo relativo o un valor de la 
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funcion en un punto de la frontera de la region R. El valor extremo en taK 
situacion puede determinarse mediante el procedimiento siguiente: 

1. Calcule los valores de la furicidrien lospunioscrfticosde/del interior 
de la region R. 

2. Determine los valores extremes posibles de / de la frontera de la 
regidn R. 

3. El mayor de los valores determinados en los pasos l y 2 es el valor 
mAximo absolute, y et menor de los vatores es el valor njfnimo 
absolulo. 


.V 



► EJEMPL0 5 Calcule los extremos absolutos de la funcion defi- 
nida por 

f(x,y) = )c 2 + y 2 - Ax - 2y + 7 

si el dominio de / es la region triangular cerrada cuyos lados estan sobre el 
eje x, el eje y y la recta x + y = 5. 

Solucion La figura 14 muestra la region triangular cerrada R indicada. 
La funcion polinomial / es continua en R , de modo que se puede aplicar el 
teorema del valor extremo. A fin de determinar los puntos critic os de / se 
calculan las primeras derivadas parciales: 

fxU.y) = 2x - 4 y f y {x, y) = 2y ~ 2 

Estas derivadas parciales existen en cualquier punto de R 2 . A1 considerar 
f x (x, y) y fy(x, y) iguales a 0 se obtiene x = 2 y y = 1 . Por tanto, el unico 
punto critico de / es (2, 1). 

Ahora se consideraran los valores de / en los puntos de la frontera de R. Se 
examinar£ cada lado del triangulo por separado. 

Sobre el eje x , cuando y = 0y0<r<5, se tiene f(x, 0) = x 2 - 
Ax + 7, una funcidn cuadrdtica de una sola variable. Sea a{x) = f(x, 0), 
entonces 

a(x) — x 2 ~ Ax + 1 0 < x < 5 

La funcion a tendrS valores extremos cuando a'(x) = 0 o en los extremos 
del intervalo [0, 5]. A1 diferenciar a, se tiene 

a’(x) = 2x - A 

Si se considera a’(x) = 0 se obtiene x = 2, de modo que en el eje x se deben 
tomar en cuenta los valores de la funcion en (2, 0), (0, 0) y (5, 0). 

Sobre el eje y, cuando Jt = 0y0<y<5, se tiene /( 0, y) = y 2 - 
2y + 7. Sea fi(y) = f( 0, y), de modo que 

P(y) = y 2 - 2y + 7 0 < y < 5 

P'(y) = 2y -2 

A1 considerar f5’(y) - 0, se obtiene y = 1. Por tanto, sobre el eje y, deben 
tenerse en cuenta los valores de la funcion en (0, 1), (0, 0) y (0, 5). 

Sobre la recta i + y = 5:y = 5-r;0<i<5y0<y<5. Dc 
modo que 

f{x, 5 - x) = x 2 + (5 - x) 2 - 4x - 2(5 - x) + 1 
= 2x 2 - 12 jc + 22 0 < x < 5 
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Tabla2 


(x,y) 

fix.y) 

(2,1) 

2 

(2,0) 

3 

(0,1) 

6 

(3,2) . 

4 

(0, 0) 

7 

(5,0) 

12 

(0,5) 

22 


Sea y( x) = f(x , 5 - jc), por lo que 

y(x) - 2x 2 - \2x + 22 0 < x <> 5 

y'(x) = 4x - 12 

Al considerar y'(x) = 0, se obtiene x = 3. De este modo, sobre la recta 
x + y = 5, sedebentomarencuentalos valores de la funcion en (3, 2), (5, 0) 
y (0, 5). 

En resumen, los puntos posibles (jc, y) para un extremo absoluto son (2, 1), 
(2, 0), (0, 1), (3, 2), (0, 0), (5, 0) y (0, 5). Los valores de la funcidn en estos 
puntos se muestran en la tabla 2. El valor maximo absoluto es /( 0, 5) = 22 
y el valor mmimo absoluto es/(2, 1) = 2. 

La figura 15 muestra la grafica de/, la portion de un paraboloide sobre la 
region triangular del piano xy dada. La grafica apoya los resultados. 

La figura 16 presenta la region triangular R y tres curvas de nivel de/, 
circunferencias del piano xy con sus centros en (2, 1). Observe que los puntos 
frontera de la tabla 2 son los vertices del triangulo, el centro de las circunfe- 
rencias y los puntos sobre los lados del tridngulo donde el lado es tangente a la 
curva de nivel. M 


X 



y 



FIGURA 16 


A lo largo de este libro se ha visto como los modelos matemdticos se em- 
plean en muchas aplicaciones. Con frecuencia, estos modelos fueron ecuaciones 
que conteman a las variables de la situation. Se emplearon varios mdtodos a fin 
de obtener dichos modelos, uno de los cuales trat6 acerca de la recta de regre- 
sion que proporciona la recta de mejor ajuste para un conjunto de puntos. El 
procedimiento para determinar una recta de regresidn requiere la localization 
de un valor mmimo absoluto de una funcidn de dos variables. 

Suponga, por ejemplo, que se desea obtener un modelo matematico para 
algunos datos dados mediante el conjunto de puntos (*2>y2)> • • • > 

(jc„, y n ). En particular, y f - puede representar el numero de ddlares de la utilidad 
semanal de un fabricante cuando jc, es el numero de unidades vendidas en la se- 
mana, o y, podria representar el total de las ventas anuales de una compama 
cuando jc, anos han transcurrido desde que inicid la companfa. El numero de 
casos nuevos de cierta enfermedad podria representarse por y t cuando jc, es el 
ntimero de dias desde el brote de una epidemia de la enfermedad. El modelo 
deseado es una relacion que involucra a x y y, y que puede emplearse para hacer 
predicciones. Dicha relacion esta dada por una recta que “ajusta” los datos. 

Con el proposito de obtener una definicion adecuada de la recta de mejor 
ajuste de los datos, primero se indica que tan bien se ajusta una recta particular 
a un conjunto de puntos al medir las ditancias verticales desde los puntos a la 
recta. Por ejemplo, la figura 17 muestra n puntos y la recta y = mx + b. El 
punto (jc, , es el i-6 simo punto y le corresponde el pun to (jc,-, mXi + b ) de la 
recta. La desviacion (o error) entre el z'-esimo punto y la recta estd definido por 
d h donde 

d, = yt~ ( mx , + b) 

La suma de los cuadrados de las desviaciones es 

n n 

'Ldi 2 = £[*• - (mx, + b)} 2 

i=l 

la cual nunca es negativa y es cero solo si cada es cero, en este caso todos los 
puntos estan sobre la recta. Se considerard como la recta de mejor ajuste aque- 

n 

11a para la cual ^ d t 2 es un mmimo absoluto. Esta recta se denomina recta 

i= 1 

de regresion de y sobre jc, y el proceso para determinarla se llama metodo de 
minimos cuadrados. 
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A continuation se presentara el metodo de mmimos cuadrados para deter- 
minar la recta de regresion y = mx + b de un conjunto de n puntos. Como jc, 

n 

y son constantes, y my b son variables, entonces ^ d ,- 2 es una funcion de m 
y b. Denote esta funcion por /, de modo que 

/(m, b) = £ (v, - mXi - 6) 2 

/ = 1 

Con el fin de obtener los valores demy I? que hacen de/(m, b) un mfnimo 
absoluto, primero se calculan las derivadas parciales f m (m, b) y fb(m, b ). 


fm(m, b) 



n 

X 2 ^< _ mX < ~ b )(~ x i) 

1=1 

rt 

2 X (~ x iyi + W*/ 2 + bx,) 


= 2 


-X wi + m X *< 2 + fc X *< 


/*(»». b) 


X lOi - mx , - b) 2 ] 

X " mx i ~ *)H) 

/ =1 

n 

2 X (~y> + mx i + b) 

1=1 

( n n 

— X y> + m X-*' + nb 

i=i i=i 


A1 considerar/ m (rn, b) = 0 y ^(m, b) = 0 se obtienen dos ecuaciones 
simuitaneas en m y b: 

(ixAm + ( X-^V = x^ ■ (2) 

\ \ i=i * i=i 

y 

(X*i) m + nb = Jjy,- 
Si se resuelve la segunda ecuacion para b , se tiene 


b = 



m 


I 

/=! 


A1 sustituir este valor de /? en (2) se obtiene 


m 


«X ■*«•?«■ - X *X 


n / » \ 2 

- (X**) 


(3) 


(4) 
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En el ejercicio 52 se le pedira que proporcione los detalles de la obtencidn de 
la ecuacidn (4) a partir de (2) y (3), y en el ejercicio 53 se le pedir£ que utilice 
el criterio de la segunda derivada para demostrar que/ tiene un valor minimo 
relativo para los valores demy b determinados por (3) y (4). En este ejercicio 
verd que existe solo un un extremo relativo para /, que my b est£n en el in- 
tervalo (-oo, + oo) y que /(m, b) es grande cuando el valor absoluto demo 
el valor absoluto de b es grande. De este modo, se concluye que el valor mini- 
mo relativo de/e s un valor minimo absoluto. 

Observe que en las formulas (3) y (4) aparecen cuatro sumas diferentes. 
Estas formulas pueden evaluarse en una computadora o en muchas calculado- 
ras. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera conveniente para calcular 
las sumas cuando se tiene una cantidad pequena de datos. 


Tabla 3 


X 

0 

1 2 

3 

y 

1200 

1800 2500 

3100 


Tabla 4 

yj x? 

0 1 200 o o 

1 1 800 1 1 800 

2 2500 4 5000 

3 3100 9 9300 

£6 8 600 14 16100 


Tabla 5 


JC 

1 2 

3 

4 

5 

-V 

20 24 

30 

35 

42 


Tabla 6 


JC, 

y; 

V 

Xtfi 

1 

20 

1 

20 

2 

24 

4 

48 

3 

30 

9 

90 

4 

35 

16 

140 

5 

42 

25 

210 

£15 

151 

55 

508 


► EJEMPLO 6 En 1975 se comprd un objeto antiguo y raro por 
$1 200. Su valor en 1980 fue de $1 800, en 1985 su precio fue de $2500 y en 
1990 su valor fue de $3 100. Si el valor del objeto fuese determinado para el ano 
2000 de acuerdo con el mismo patrdn, utilice el m£todo de mfnimos cuadrados 
para estimar el valor del objeto para este ano. 


Solucipn A fin de obtener la recta de regresidn y = mx + b, sea x el 
numero de lustros (o periodos de 5 afios) desde 1975 y sea y dolares el valor 
del objeto 5* anos a partir de 1 975. Asf, se tienen los puntos de datos mostrados 
en la tabla 3. 

La tabla 4 muestra el calculo para las cuatro sumas que aparecen en las 
ecuaciones (3) y (4). De esta tabla, 

i>, = 6 = 8600 = 14 = 16100 

/=] /=] /=1 ;=1 


Con estos valores y n = 4 se obtiene, de (4) y (3), 


= 4(16100) - 6(8600) 
4(14) - 6(6) 

= 640 


b = \ [8600 - 640(6)] 
= 1190 


Por tanto, una ecuacidn de la recta de regresidn es 
y = 640 jc + 1190 


De donde, para el ano 2000, jc = 5; y para este valor de x 

y = 640(5)+ 1190 
= 4390 


Conclusion: Se estima que el valor del objeto para el ano 2000 ser£ de 
$4390. ◄ 


► EJEMPLO 7 En la tabla 5, x dias han transcurrido desde el brote 
de una enfermedad particular, y y es el numero de casos nuevos de la enfer- 
medad en el dia numero jc. (a) Determine la recta de regresion para los puntos de 
datos (jc,, y/). (b) Utilice la recta de regresidn para estimar el ntimero de nuevos 
casos de la enfermedad en el sexto dfa. 
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Solucion 

(a) La recta pedida tiene la ecuacion y - mx + b. Para jdeterminar m y 
b , primero se obtienen las sumas de las ecuaciones (3) y (4) a partir de los 
datos de la tabla 6. De esta tabla, 

i>, = is = 151 i>. 2 = 55 = 508 

i~\ i' = l i-\ i = l 

Con estos valores y n - 5 se obtiene a partir de (4) y (3), 


5(508) - (15)(151) 
5(55) - (15X15) 
= 5.5 


b = j [151 -5.5(15)] 
= 13.7 


Por tanto, la recta de regresidn tiene la ecuacion 
y = 5.5* + 13.7 

(b) Con * = 6 en la ecuacion de la recta de regresion, 

y = 5.5(6)+ 13.7 
= 46.7 

Conclusion: En el sexto dfa de la epidemia, se estima que habra 47 casos 
nuevos de la enfermedad. ^ 


Muchas calculadoras poseen programas que proporcionan un modelo de 
regresidn lineal mediante un ajuste de mfnimos cuadrados. Si su calculadora 
es capaz de esto, utilfcela con el objeto de apoyar los resultados de los ejemplos 
6 y 7. Otros programas pueden determinar modelos de regresion cuadrati- 
cos, cubicos, logarftmicos y exponenciales. Refterase al manual del usuario de 
su calculadora para conocer los procedimientos a fin de obtener estos modelos. 


EJERCICIOS 12.8 


En los ejercicios l a 6, encuentre los extremos relativos de la 
Juncidn obteniendo primero los puntos crlticos y despues apli- 
cando la definicidn 12.8.2. Determine si los extremos relativos 
son extremos absolutos. 

1. f(x.y) = /l6 - x 2 -y 2 

2. f(x, y) = -^x 2 + y 2 + 9 

3. f(x,y ) = x 2 + y 2 - 4jc - 8y + 16 

4. /( x,y) = 2 + 2x + 6y - x 2 - y 2 

5. f(x,y) = 9 - -J. x 2 + y 2 - 2x + 1 

6. /( x,y) = a .i 2 + y 2 + 1 

En los ejercicios 7 a 18, determine los extremos relativos de f 
y localice los puntos silla, si los tiene. 

7. /(*, y) = * 3 + y 1 - 6x 2 + y - 1 

8- /(*, y) = 18jc 2 - 32y 2 - 36* - 128 y - 110 


9. /(jc, y) = y 2 - x 2 + 2x - 4y + 3 

10. /(*, y) = x 2 - y 2 + 6* - 8y + 25 

11. f(x,y) = 1 - M +xy 

x y 

12. f(x>y) = x 2 - 4 xy + y 3 + 4y 

13. f(x,y) ~ 4xy 2 - 2 x 2 y - x 

14. f(x, y) = y 4 - 4y 3 + 2* 2 + 8*y 

15. f{x>y) - * 3 + y 3 + 3y 2 - 3* - 9y + 2 

16. /(*, y) = e x sen y 

17. /(*, y) = eP 

18. /(*. y) = * 3 + y 3 - 18*y 

En los ejercicios 19 a 24, obtenga los extremos absolutos de 
la funcion cuyo dominions la region acotada y cerrada R del 
piano xy. 

19. La funcidn del ejercicio 3; R es la regidn triangular que tiene 
vertices en (0, 0), (4, 0) y (0, 8). 
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20. La funcion del ejercicio 4; R es la region triangular cuyos 
lados son el eje * , el eje y y la recta x 4 * y = 5. 

21. /(j t, y) = 3* 2 + *y; es la region limitada por la parabola 
y = x 1 y la recta y = 4. 

22. /(*, y) = x 2 - 2*y + 2y; /? es la region acotada por la 
parabola y = 4 - * 2 y el eje *. 

23. /(*, y) = y 3 + x 2 - 3 y; es la region limitada por la 

circunferencia x 2 + (y - l) 2 = 1. 

24. /(*, y) = sen,* + sen y; es la region acotada por el 

cuadrado cuyos vertices son (0, 0), ( n , 0), (0, it) y (/r, it). 

25. Determine los tres numeros positivos cuya suma sea 24 de 
modo que su producto sea el mayor posible. 

26. Obtenga tres numeros positivos cuyo producto sea 24 de 
manera que su suma sea lo mas pequena posible. 

27. Encuentre el punto del piano 3* 4* 2 y - z- 5queestemas 
cerca al punto (1 , - 2 1 3), y calcule la distancia minima. 

28. Determine los puntosde la superficiey 2 - xz = 4queesten 
mas cerca al origen, y calcule la distancia minima. 

29. Obtenga los puntos de la curva de interseccion de! elipsoide 
x 2 + 4y 2 + 4z 2 - 4 y el piano * - 4y - z = 0 que esten 
m&s cerca del origen, y calcule la distancia minima. 

30. En una fabrica, los trabajadores se han clasificado en dos 
maneras: A y B. Los trabajadores tipo A ganan $14 por 
jomada, mientras que los del tipo B ganan $ 1 3. Para alcanzar 
cierta produccion en una jomada, se ha determinado aumen- 
tar los salarios de los trabajadores, si se emplean * trabajado- 
res del tipo A y y del tipo B , entonces el numero de dolares del 
costo de la jornada es y 3 + x 2 ~ 8 xy + 600. ^Cuantos 
trabajadores de cada tipo deben emplearse a fin de que el 
costo de la jomada sea un mfnimo si se requieren por lo 
menos tres trabajadores de cada tipo para una jomada? 

31. Una inyeccion de * miligramos de cierto medicamento A y y 
miligramos del medicamento B produce una respuesta de R 
unidades, yR ~ x 2 y 3 (c - x - y), donde c es una constante 
positiva. ^Que dosis de cada medicamento ocasionaran la 
respuesta maxima? 

32. Suponga que t horas despues de la inyeccion de * miligra- 
mos de adrenalina la respuesta es de R unidades, y R = 
te~ l (c - *)*, donde c es una constante positiva. ^Que va- 
lores de * y t produciran la respuesta maxima? 

33. Calcule el volumen del mayor paralelepfpedo rectangular 
que pueda inscribirse en el elipsoide 36x 2 + 9y 2 + 4 z} - 
36 si las aristas deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

34. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de mate- 
rial de $10. Si el material para el fondo de la caja cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta $0.30 por 
pie cuadrado, determine las dimensiones de la caja de mayor 
volumen que pueda elaborarse. 

35. Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 
16 pie 3 empleando tres tipos de materiales. El costo del ma- 
terial para el fondo y la tapa es de $0. 1 8 por pie cuadrado, el 
costo de! material para el frente y la parte trasera es de $0.1 6 
por pie cuadrado, y el costo del material para los otros dos 
lados es de $0.12 por pie cuadrado. Calcule las dimensiones 


de la caja de modo que el costo de los materiales sea un 
mfnimo. 

36. Suponga que T grados es la temperatura en cualquier punto 
(*, y, z) de la esfera x 2 + y 2 + z 2 - 4, y T - I00*y 2 z. 
Obtenga los puntos de la esfera donde la temperatura es la 
maxima y tambien los puntos donde es minima. Ademas, 
calcule la temperatura en estos puntos. 

37. Suponga que en la produccion de cierto artfculo se requieren 
* horas-maquina y y horas- persona, y que el costo de pro- 
duccion esta dado por/(*, y), donde 

/(*, y) = 2* 3 - 6*y + y 2 + 500 

Determine los numeros de horas-maquina y de horas- 
persona necesarios para producirel articulo al costo mfnimo. 

38. Una tienda de ropa vende dos tipos de camisa que son simi- 
lares pero que son elaboradas por diferentes fabricantes. El 
costo de la tienda para el primer tipo es de $40 y el costo 
del segundo tipo es de $50. Por medio de la experiencia, se 
ha determinado que si el precio de venta del primer tipo es 
de x dolares y el precio de venta para el segundo tipo es de y 
dolares, entonces el numero de camisas del primer tipo que 
se venden mensualmente es 3 200 - 50* + 25y, y el de las 
del segundo tipo es 25* - 25y. ^Cual debe ser el precio de 
venta de cada tipo de camisa a fin de obtener la maxima 
utilidad? 

39. En 1921, el autor de una pintura abstracta la vendio por 
$100. Debido a su importancia historica su valor se ha 
incrementadoconel paso del tiempo. En 1941 su valor fuede 
$ 4 600, en 1 96 1 se vendio en $ 1 1 000, y en 1 98 1 su valor fue 
de $20000. Suponiendo que el valor de la pintura se esta- 
blecera de acuerdo con el mismo patron hasta el ano 2001, 
utilice el metodo de mfnimos cuadrados para estimar su valor 
para ese ano. 

40. Un automovil modelo 1991 se vendio como un carro usa- 
do en 1992 por $6800. Su valor fue de $6200 en 1993, 
en 1 994 su valor fue de $5 700, y en 1996 su precio fue de 
$4800. Utilice el metodo de mfnimos cuadrados para esti- 
mar e! valor del carro en 1995, 

41. En el Cinema Uno se ha exhibido una pelfcula durante cinco 
semanas, y la asistencia semanal (con aproximacion de 
cientos) para cada semana esta dada en la tabla siguiente. 


Semana No. 

1 

2 

3 

4 

5 

Asistencia 

5000 

4500 

4 100 

3 900 

3 500 


Suponga que la asistencia semanal continuara reducien- 
dose de acuerdo con el mismo patron hasta llagar a 1 500. 

(a) Utilice la recta de regresi6n para los datos de la tabla a fin 
de determinar la asistencia esperada para la sexta semana. 

(b) La pelfcula se cambiara al Cinema Dos , que es mas pe- 
queno, cuando la asistencia semanal este por debajo 2250. 
^Cuantas semanas estara exhibiendose la pelfcula en el 
Cinema Unol 

42. Se analiza la savia de cinco arboles a fin de determinar la can- 
tidad de la hormona vegetal que causa la cafda de las hojas. 
En el caso de los arboles de la tabla siguiente, cuando se 
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liberan x microgramos (pg) de la hormona vegetal ocurre 
la cafda de y hojas. 


n 

Roble 

Arce 

Abedul 

Pino 

Acacia 

X 

28 

57 

38 

75 

82 


208 

350 

300 

620 

719 


(a) Obtenga una ecuacidn de la recta de regresion para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresidn para esti- 
mar el numero de hojas caidas de otro tipo de arbol cuando 
se liberan 100 pg de la hormona vegetal. 

43. Se examinaron cinco corredores a fin de determinar su absor- 
ci6n maxima de oxigeno, medida que refleja el estado cardio- 
vascular de una persona. Los resultados se presentan en la 
siguiente tabla, donde x segundos es el mejor tiempo del cone- 
dor al correr una milla y y mililitros por minuto por kilogra- 
mo de peso es la absorcidn maxima de oxigeno del corredor. 



Corredor A 

Corredor B 

Corredor C 

Corredor D Corredor E 

X 

300.5 

350.6 

407.3 

326.2 

512.8 

y 

418.5 

375.6 

350.2 

400.2 

325.8 


(a) Obtenga una ecuacidn de la recta de regresidn para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresidn para es- 
timar la absorcidn maxima de oxigeno de un conedor si su 
mejor tiempo al correr una milla es de 340.4 s. 

44. Se utiliza la calificacion del examen de admisidn de un 
estudiante con el objeto de predecir su promedio al final del 
primer ano de estudios. La siguiente tabla proporciona los 
datos para seis estudiantes, donde x es el resultado del 
examen y y es el promedio de calificaciones. 



Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

X 

92 

81 

73 

98 

79 

85 

y 

3.4 

2.7 

3.1 

3.8 

2.2 

3.0 


(a) Obtenga una ecuacion de la recta de regresidn para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresidn a fin de 
estimar el promedio de calificaciones de un estudiante al 
final del primer ano de estudios si el estudiante obtuvo un 
resultado de 88 en el examen de admisidn. 

45. La siguiente tabla presenta la produccidn mensual de una 
fabrica y la utilidad para los primeros cinco meses del ano, 
donde x miles de unidades se produjeron y y miles de ddlares 
se obtuvieron de utilidad. 


”! 

Enero 

Febrero 

Mono 

Abril 

Mayo 

X 

65 

72 

82 

90 

100 

y 

30 

35 

42 

48 

60 


Si la produccion para junio es de 105 000 unidades, utilice la 
recta regresidn para los datos de la tabla a fin de estimar 
la utilidad de ese mes. 


46. En la tabla siguiente, para cinco ninos sanos, w kilogramos 
es su peso y y milimetros de mercurio expresa su presion 
arterial media (el promedio de la presidn sanguinea de la 
diastole y de la sistole). 


J 

Nino A 

Nino B 

Nino C 

Nino D 

Nino E 

i 

20 

30 

35 

40 

50 

y 

70 

85 

90 

96 

100 


(a) Una ecuacion que “ajusta” los datos de esta tabla es 
y = m(ln w) + b. Para determinar esta ecuacidn considere 
x = In w y utilice el m6todo de minimos cuadrados para los 
puntos (Xj, y t ). (b) Use el resultado del inciso (a) a fin de 
estimar la presion arterial media de un nino sano cuyo peso 
es de 45 kg. 

47. Un decorador, quien es un monopolista, hace dos tipos de 
marcos para pinturas. Por medio de la experiencia, el deco- 
rador ha determinado que si elabora x marcos del primer tipo 
y y marcos del segundo tipo y los pone a la venta en una sala 
de exhibition, pueden venderse por (100 - 2x) dolares y 
(120- 3y) ddlares cada uno, respectivamente. El costo total 
de fabricacidn de estos marcos es (12x + 12y + 4xy) do- 
lares. i,Cuantos marcos de cada tipo debe producir para 
obtener la maxima utilidad, y cudl es esa utilidad? 

48. Demuestre que la caja rectangular de mayor volumen que 
puede colocarse dentro de una esfera tiene la forma de un 
cubo. 

49. Se elabora una caja sin tapa con una cantidad de material 
dada. Determine las dimensiones relativas de la caja que 
contenga el mayor volumen posible. 

50. Un monopolista produce engrapadoras y grapas cuyas ecua- 
ciones de demanda son x = \ [-2p-2gyy= 19- 
2 p - 3 q, donde la demanda de engrapadoras es lOOOx si 
el precio unitario es p ddlares, y la demanda de grapas es de 
1000y cajas si el precio unitario por caja es q dolares. El 
costo de produccidn de cada engrapadora es de $2, y el de 
cada caja de grapas es de $1. Demuestre que para obtener la 
maxima utilidad total, las engrapadoras deben ser gratuitas y 
las grapas deben ser costosas. 

51. Si /es una funcidn diferenciable para la cual Vflx Q , y 0 ) = 0, 
demuestre que la grafica de /tiene un piano tangente hori- 
zontal en el punto (x 0 , y 0 ,/(x 0 , y 0 ))* 

52. Obtenga la ecuacidn (4) al sustituir de (3) en (2). 

53. Si f(m, b) - ^ (y, - mx i - b) 2 , utilice el criterio de la 

i=i 

segunda derivada para demostrar que los valores demy/; 
en (3) y (4) proporcionan un valor mfnimo relativo de 
/ Sugerencia : primero demuestre que b) > 0. 

Para probar que D(m, > 0, debe demostrar que ^ x 2 > 

" \ 2 _ , n /=l 

. Para demostrar esto, sea x - - y apli- 

i=i ' n »=i 

que las propiedades de la notacidn sigma a la desigualdad 
X (x - X ,-) 2 > 0. 
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12.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 


En la soluci6n del ejemplo 4 de la seccibn 12.8 se minimiz6 la funcion cuyos 
valores de funcion son xy + 2 xz + 2 yz, sujeta a la condition de que x , y 
y z satisfaciesen la ecuacibn xyz = V. Compare esto con el ejemplo 3 de la 
seccibn 12.8, en el que se determine el extremo relativo de/para el cual 
f(x, y) = 2jc 4 + y 2 - x^ - 2y. Estos son esencialmente dos tipos diferentes 
de problemas debido a que en el ejemplo 4 se tiene una condicibn adicional, 
denominada restriction (o condicion lateral). Estos problemas se denominan 
problemas con extremos restringidos, mientras que el problema del ejemplo 
3 se denomina problema con extremos libres. 



Extremo restringido de V 23 
Extremo libre de 5 

(0,0,5) ^\ |/ (1, 1 # V23) 


z = ^25 - x 2 - y 2 y x + y = 2 

FIGURA 1 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Enel ejemplo ilustrati vo 1 de 

la seccibn 12.8, se demostro que la funcibn definida por 

fix, y) = a/25 - X 2 - y 1 (1) 

tiene un valor mdximo relativo de 5 cuando x = 0 y y = 0. El numero 5 es 
un maximo libre de/. 

Suponga que, ademds de satisfacer la ecuacion (1), se impone la condicibn 
de que xy y deben satisfacer la ecuacibn 

^ + y = 2 (2) 

Ahora se trata de obtener un maximo restringido. El punto que corresponde al 
mdximo restringido estard en la semiesfera definida por la ecuacion ( 1 ) y en 
el piano defmido por la ecuacibn (2); esto es, estard sobre la curva de 
interseccidn de la semiesfera y el piano. Refi^rase a la figura 1. Se puede 
determinar que el valor mdximo restringido es V23 cuando x = 1 y y = 1 , 
esto por medio de las tdcnicas estudiadas en el capitulo 2: sustituya el valor de 
y en terminos de x de (2) en ( 1 ), y obtenga el valor maximo relativo de la funcion 
de una variable que resulte. A 


Debido a que no siempre es posible resolver la restricci6n para una de las 
variables en terminos de las otras, como se bosquej6 en el ejemplo ilustrati vo 
1, se puede seguir otro enfoque para determinar los puntos criticos a fin de 
resolver un problema de extremos restringidos. El procedimiento empleado 
para tal fin se denomina m£todo de multiplicadores de Lagrange, en honor 
a su descubridor Joseph L. Lagrange, el matem£tico frances que se ha mencio- 
nado varias veces en este libro. El metodo estd basado en el teorema siguiente. 


12.9.1 Teorema 


Suponga que / y g son funciones de dos variables cuyas primeras deriva- 
das parciales son continuas. Si /tiene un extremo relativo en el punto 
(*o yo)) sujeto a la condicibn g(x,y) = 0, y Vg(jco,y 0 ) ^ 0, 

entonces existe una constante A tal que 

V/fobyo) + Wg(x&yo) = 0 (3) 

Demostracion Si V/(jc 0 , yo) “ entonces se cumple (3) si A = 0. 

Ahora se probard (3) suponiendo que V/(jc 0 , y 0 ) * 0. De las condiciones 
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y 



dadas, el teorema de la funcidn implicita, el cual se demuestra en Calculo- 
avanzado, permite representar la curva C, cuya ecuaci6n es g(x, y) = 0, 
mediante la ecuacidn vectorial 

r ( o - m i + j 

para t en algun intervalo para el cual R'O) ^ 0. Refierase a la figura 2. Sea / 0 
el valor de t correspondiente al punto (jc 0 , yo, f( x o> Jo)) donde /tiene un extre- 
mo relativo. Conforme t varia a lo largo de C, se obtienen diferentes valores de 
la funcidn /, de los cuales los puntos correspond ientes (x, y,/(jt, y)) se hallan 
sobre la superficie definida por/ y estan sujetos a la restriccidn g(x , y) = 0. 

Sea 4> la funci6n de la variable t definida por 

4>it) = /«*(/), p(t)) 


Como / tiene un extremo relativo en (jcq, yo>/(*0> yo))> entonces <f> tiene 
un extremo relativo en / 0 - Por tanto, <£'rio) = 0. Ahora se calculara <f>\t) 
mediante la regia de la cadena: 


4>\t) = f x (x, y)cc'(t) + f y (x,y)p'(t) 

<f>Xt o) = A(*o, Jo)a'(*o) + fy(Xo,yo)PXtQ) 


Debido a que <f>'(t Q ) = 0, se tiene de la ecuacidn anterior 

fx( x o> Jo)«'('o) + fy( x o> JoW r o) = 0 
<=> V/(x 0 , Jo) # R'Oo) = 0 

Puesto que V/(; c 0 , Jo) y R'Oo) son distintos del vector cero, se puede concluir 
a partir de esta ecuacion que V/^xq, yo) es ortogonal a R'(to)- Sin embargo, del 
teorema 12.7.6, Vg(jto* yo) tambien es ortogonal a R'(to)- La figura 2 ilustra es- 
tos resultados. Como V/(xo, yo) y Vg(*o, yo) son ortogonales al mismo vector, 
entonces ellos son paralelos, de modo que se cumple la ecuacion (3). ■ 


Ahora se mostrara c6mo se aplica el teorema 12.9.1 para determinar los 
extremos relativos de una funci6n / de las variables xy y sujeta a la restric- 
ci6n g(x , y) = 0. 

Se introduce una nueva variable, denominada multiplicador de Lagrange, 
y se forma la funcidn auxiliar F de las tres variables x, y y A para la cual 

Fix, y, A) = fix, y) + Xg(x,y ) 

De este modo, el problema se transforma en un problema en el que se deben 
determinar los puntos criticos de F en los que las tres primeras derivadas par- 
ciales de F son cero: 

F x (x, y, A) = 0 F y ix, y, X) = 0 F x ix, y, A) = 0 (4) 

Observe que las dos primeras ecuaciones de (4) equivalen a 
f x (x, y) + Xg x (x, y) = 0 y f/x, y) + lg y (x, y) = 0 
y estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuacidn vectorial 
V/(jt,y) + AVg(x,y) = 0 

que es la ecuacidn (3) del teorema 12.9.1. Ademas, la tercera ecuacion de (4) 
es g(x, y) = 0, la cual es la restriccidn. 

El siguiente procedimiento resume la discusidn anterior. 
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A fm de aplicar el mStodo de multiplicadores de Lagrange para- 
de Lerminar los extremos relativos de una funtidn / de las dos variables 
x y y sujeta a la restrrceidn g(x, y) - 0; 

1. Defina la funcidn auxiliar Fde las tres variables x f y y A para la cual 

F(x, y, A) = /(*, y) + Ag(x, y) 

2. Considers el sistema de ecuaciones que se forma al igualar a cero las 
tres primeras derivadas parciales de F. 

F x (x, y, A) * 0 
- Fyfoy.A) 0 
= 0 

3L Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos crfticos de F. 

4. Entre las primeras dos coordenadas de los puntos crfticos de F, ob- 
tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de x y y que proporcio- 
nan los extremos relativos deseados* 

Observe que los extremos relatives de / sujeta a la restriccion pueden 
ocurrir en un punto donde g x (x, y) y g y (x, y) sean cero. Estos puntos tal vez no 
puedan obtenerse mediante el metodo de multiplicadores de Lagrange, por 
lo que deben examinarse por separado. 


► CJEMPLO I Util ice el metodo de multiplicadores de Lagrange 
a fin de determinar los extremos de la funcion/para la cual 

fix, y) = 3x + 4y — 3 

si el punto (x, y) esta sobre la circunferencia (x - l) 2 + y 2 - 25. 


Sollicion Se escribe la ecuacidn de la circunferencia en la forma 
x 2 + y 2 - 2x — 24 = 0 

Con el proposito de obtener los extremos relativos de/ sujeta a esta restric- 
ci6n, se define la funcidn F como sigue: 

F(x, y, A) = 3* + Ay - 3 + Ux 2 + y 2 - 2 jc - 24) 

Al calcular las derivadas parciales F x , F y y e igualar a cero los valores 
resultantes se tiene 

F x : 3 + 2 Mx — 1) = 0 (5) 

F y : 4 + 2Ay = 0 (6) 

F A : jc 2 + y 2 - 2x - 24 = 0 (7) 


Observe en las ecuaciones (5) y (6) que x ^ 1 y y *= 0. Al resolver estas 
ecuaciones para A se obtiene 


A = 


y A = -~ 


2(x - 1) ' y 

Si se igualan estos dos valores de A resulta 


(8) 


3y = 4(x - 1) 

y = |(x-D 


(9) 
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Este valor de y se sustituye en la ecuaci6n (7) y se resuelve para a: 

x 2 + f(x 2 - 2x + 1) — 2* - 24 = 0 
9x 2 + 16x 2 - 32* + 16 - 18 jc - 216= 0 
25x 2 - 50tc - 200 = 0 
x 2 - 2x - 8 = 0 
(x + 2)(* - 4) = 0 

x = -2 x = 4 

De las ecuaciones (9) y (8): cuando jc = -2, y — - 4 y A = |;y cuando 
jc = 4, )» = 4 y A = -|. Por tanto, los puntos (- 2 , -4, 0 y (4, 4, -|) son 
los puntos criticos de F. Asf, (-2, -4) y (4, 4) son los unicos puntos posibles 
para los cuales / tiene un extremo relativo, Como 

/(-2, -4) = 3(-2) + 4(-4) y /( 4, 4) = (3X4) + 4(4) - 3 
= -25 = 25 

el valor minimo telativo de/es -25 y su valor maximo relativo es 25. ^ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La funcion / del ejemplo 1 
es continua en el disco cerrado definido por 

(x - l) 2 + y 2 < 25 


Por tanto, por el teorema del valor extremo /dene un valor maximo absoluto 
y un valor minimo absoluto en el disco, Como 


f x (x,y) = 3 y f y (x,y) = 4 


y 



y estos valores nunca son cero, entonces/no tiene extremos relativos dentro 
de la circunferencia. De modo que los extremos relativos deben ocurrir sobre 
la circunferencia. En consecuencia, del resultado del ejemplo 1, se puede con- 
cluir que 25 es un valor maximo absoluto y que -25 es un valor minimo abso- 
luto en el disco cerrado. ^ 

Refierase a la figura 3. Las rectas 

3jc + 4y - 3 = 25 <=> 3* + 4y - 28 = 0 

3jc + 4y - 3 = =-25 <=> 3x + 4y + 22 = 0 

son curvas de nivel de / tangentes a la circunferencia de restriction en los 
puntos (4, 4) y (-2, -4), respectivamente. A 

El metodo de multiplicadores de Lagrange puede extenderse a funciones 
de tres variables. El teorema siguiente es similar al teorema 12.9.1. 


12,9*2 Teorema 


Suponga que / y g son funciones de tres variables cuyas primcras de- 
rivadas parti ales son eontinuas. Si / tiene un extremo relativo donde 
x = jcq, y - yo y z ~ Zo* sujeto a la restriction y, z) = 0 y 
Vg&b y 0 , zq) ^ 0, entonces existe una constants A tal que 


V/(Jt 0 - 7o> -o) + 'IV/j^o.yo Zo) = ® (1®) 
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En la demostraci6n de este teorema, semejante a la del teorema 12.9. 1 , es 
necesario probar que cuando V/(* 0 , yo> ^o) y Vg(*o, Jo* *o) son distintos del 
vector cero, los dos son ortogonales a la superficie g(x , y t z) = 0, lo cual 
implica que Vf{x 0 , zo) y Vg(* 0 , yo> zo) son paralelos. De este hecho resulta 

la ecuacidn (10). 

A1 igual que del teorema 12.9.1 se obtuvo el procedimiento con el fin de 
aplicar el m6todo de multiplicadores de Lagrange para funciones de dos varia- 
bles, el teorema 12.9.2 proporciona el siguiente procedimiento para funciones 
de tres variables. 

A Fin de apUcarel mStodo de multiplicadores de Lagrange para de- 
terminar los extremes relativos de una funcidn / de las tres variables x ; 
y y z sujeta a la restriccidn y v z ) = 0; 

A. 

1. Defina la funcidn auxiliar F de las cuatro variables x, y,zy A para fa 
cual 

U. 

F(x, y, z. A) = f(x, y, z) + Xg(x, y, z) 

2 .\ 2. Considere el sistema de ecuaciooes que se forma al igualar a cero las 

cuatro primeras derivadas parciaJes de F. 

’ 4 ( F x (x, y, z. X.) = 0 

F y (x,y,z, A) = 0 

25 F z (x, y, z. A) = 0 

.Fx(x,y,z, A) = 0 

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 
puntos criticos de F. 

17 4. Entre las primeras tres coordenadas de los puntos criticos de F , ob- 

tenidos en ei paso 3, se encuentran los valores de jr, y y z que 
7 $ proporcionan los extremos relativos deseados. 

>v 

^ EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 4 de la seccidn 12.8 mediante 
y el m£todo de multiplicadores de Lagrange. 

Solution Se definen las variables x, y y z, y la constante V como en la 

n solucidn del ejemplo 12.8. Sea 

.1 

2: S = /( x, y, z) y g(x, y, z) = xyz - V 

j. 

= x y + 2 xz + 2 yz 

Se desea minimizar la funcidn /sujeta a la restriction 
g(x,y,z) s 0 

Ahora se considera la funcidn F para la cual 
F(x , y, z> A) = fix, y, z) + Xg(x, y , z) 

~ xy + 2xz + 2 yz -t X(xyz ~ V) 


Con el propdsito de obtener los puntos criticos de F se calculan las cuatro pri- 
meras derivadas parciales F x , F y , F z y Fx y se igualan a cero los resultados: 
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Fx- 

y + 2z + Xyz = 0 

(id 

Fy- 

jc + 2 z + Xxz = 0 

(12) 

Fr 

2jc + 2 y + Xxy - 0 

(13) 

FX- 

xyz - V = 0 

(14) 


Si se restan los miembros de (12) de los correspondientes de (1 1) resulta 
y - x + Xz(y ~ x)= 0 

(y - *)(i + Xz) = o 

de donde se obtiene 

y * * (15) 

y como z * 0, 

X = -± 
z 

A1 sustituir X = -\jz en (12) resulta x + 2z ~ x = 0, lo que da z = 0, lo 
cual es imposible debido a que z se encuentra en el intervalo (0, + oo). Si se 
sustituye de(15)en(13) resulta 

lx + 2x + Xx 1 = 0 
x(4 + Xx) = 0 

X = — — debido a que x * 0 

X 

Si en (12) se sustituye X por -4/x, se obtiene 

x + 2z - ~(xz)= 0 
x + 2z - 4z = 0 

z = \ (16) 

A1 reemplazarde (15) y (16) en( 14) se obtiene ±x 3 - V = 0, de donde resulta 
jc = }JTV . Con este valor en (15) y (16), y = lf2V y z = \ l[2V . Por 
tanto, el punto ( Xl2V, \[2V , \ l[2V , X) es un punto crftico de F y , como se mos- 
tro en la seccidn 12.8, / tiene un valor minimo donde x = 1/2V , y = \[TV , 
yz = \l[2V. 4 


El ejemplo que sigue trata una situaci6n sobre economia en la que se 
emplea la funcion utilidad, la cual mide la satisfaccidn a partir de las 
cantidades de ciertos articulos. Se llama indke de utilidad a cualquier valor de 
una funci6n utilidad, el cual describe numericamente una preferencia indivi- 
dual por los articulos. 


W EJEMPLO 3 Suponga que t/es una funcidn utilidad para la cual 
U(x, y, z) = xyz 

donde jc, y y z representan el miinero de unidades de los articulos A, B y C, res- 
pectivamente, los cuales son consumidos semanalmente por una persona 
particular. Ademas suponga que los precios unitarios de A, B y C son $2, $3, y 
$4, respectivamente, y que el gasto total semanal para estos articulos se ha 
presupuestado en $90. ^Cuantas unidades de cada articulo deben comprarse 
semanalmente para maximizar el indice de utilidad de la persona? 
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Solution Se desea determinar el valor de x, y y z> cada uno en el intervalo 
[0, +oo), que maximice U(x , y, z) sujeta a la restriction de presupuesto 
2x + 3y + 4z = 90. Sean 

z) = 2* + 3y + 4z - 90 

y 

F(jc, y, z, A) = xyz + A(2x + 3y + 4z - 90) 

A1 calcular las primeras derivadas parciales e igualar a cero los resultados, se 


obtiene 

Fx- 

yz + 2A = 0 

(17) 

Fy, 

xz + 3A = 0 

(18) 

Fv 

xy + 4A = 0 

(19) 

Fx' 

2x + 3y + 4z - 90 = 0 

(20) 

De (17) y 

y = 

(18), y despuSs de (17) y (19) 
\x y z = i X 

(21) 


Si se sustituye de estas ecuaciones en (20) se obtiene 


2x + 3(|jc) + 4(±jc) - 90 = 0 
x =15 

Coneste valordejcenlaecuaci6n(21),y = lOyz = 7.5. Portanto,secalcula 

U = (15, 10,7.5) = (15) (10) (7.5) 

= 1 125 

Como x, y y z estan en el intervalo [0, + oo), es claro que este valor no puede ser 
un minimo porque existen muchos valores de U sujeta a la restricci6n dada que 
son menores que 1125. Por tanto, este valor maximiza a U sujeta a la restric- 
ci6n dada. 

Conclusion: Para maximizar el indice de utilidad del consumidor, 6ste debe 
comprar 15, 10 y 7.5 unidades de los articulos A, B y C, respectivamente, por 
semana. 4 


► EJEMPLO 4 Utilice el m6todo de multiplicadores de Lagrange 
para calcular la distancia mas corta del origen al piano Ax + By + Cz = D. 

Solution Sean w unidades la distancia del origen al punto (x , y, z) del 
piano. Entonces 

w = A lx 2 + y 2 + z 2 

Debido a que w serd un minimo cuando w 2 sea un minimo, se define la funcidn 
/paralacual ; - ; 4; 

/(x, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 

Se desea determinar el valor mfnimo de/ sujeta a la restriccidn 
Ax + By + Cz~D = Q 
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Con la suposicidn de que existe tal valor mfnimo, 6ste ocurrird en un punto 
crftico de la funcidn F tal que 

F(x, y, z. A) = x 2 + y 2 + z 2 + A (Ax + By + Cz - D) 

A fin de obtener los puntos criticos de F se calculan las primeras derivadas 
parciales de F y se igualan a cero. 


F x : 

2x + AA = 0 


Fy. 

2y + AB = 0 


F{- 

2z + AC = 0 


Ft 

Ax + By + Cz - D = 0 

( 22 ) 


A partir de las primeras tres ecuaciones se obtiene 

jc = -\XA y = -^Afl z = (23) 


Si se sustituyen estos valores de jc, y y z en (22) resulta 

-±A(A 2 + B 2 + C 2 ) = D 

_ia _ D 

2 A 2 + B 2 +C 2 

En las ecuaciones (23) se sustituye - - A por su valor y se obtiene 

* _ AD _ BD _ , CD (24) 

A 2 + B 2 + C 2 y ~ A 2 + B 2 + C 2 Z ~ A 2 + B 2 + C 2 K } 


El punto que tiene estas coordenadas es el unico punto crftico de F. Por tan- 
to, la distancia minima del origen al piano es la distancia del origen al punto 
(jc 0 , y 0 » z 0 ) donde jc 0 , yo y son l° s valores de jc, y y z de la ecuacidn (24). 
En consecuencia, la distancia minima es 


VV + V + zo 2 


I 

y(A 2 + B 2 + C 2 ) 2 

\ D\ 

4 a 2 + ¥ 2 + c 2 


B 2 P 2 C 2 D 2 

(A 2 + B 2 + C 2 ) 2 (A 2 + B 2 + C 2 ) 2 


◄ 


El mStodo de multiplicadores de Lagrange puede extenderse en el caso en 
que se impongan varias restricciones. En particular, si se desea determinar los 
puntos criticos de la funcidn que tiene valores /(jc, y, z) sujeta a las dos res- 
tricciones #(jc, y, z) = 0 y h(x, y, z) = 0, se determinan los puntos criticos de 
la funcidn F de las cinco variables jc, y, z. A, y fi para la cual 


F(x, y, z. A, n) = f(x, y, z) + Ag(x, y, z) + Hh(x, y, z) 


El ejemplo siguiente ilustra el mStodo. 


► EJEMPLO 5 Obtenga los extremos relativos de la fmicidn/si 
fix, y, z) = xz + yz 

y si el punto (x, y, z) esta en la interseccidn de las superficies x 2 + z 2 = 2 y 
yz = 2. 
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Solucion Se define la funcion F para la cual 

F(x , y, z, A, fi) - xz + yz + A(* 2 + z 2 - 2) + /t(yz - 2) 

A1 calcular las cinco primeras derivadas parciales de F e igualando los re- 
sultados a cero se tiene 


Fx- 

z + 2Ajc = 0 

( 25 ) 

Fy : 

z + fiz = 0 

( 26 ) 

Fz- 

jc + y + 2Az + /iy = 0 

( 27 ) 

Fx- 

x 2 + z 2 ~ 2 = 0 

( 28 ) 

F»- 

yz - 2 = 0 

( 29 ) 


De (26) se obtiene fi = -1 y z = 0. Se rechaza z = 0 debido a que 
esto contradice (29). De (25) se obtiene, si x * 0, 


A = 


z 

2x 


A1 sustituir este valor de A y ^ 


x + y - 



-1 en (27) resulta 


( 30 ) 


Si de (30) se reemplaza en (28) se obtiene 2x 2 - 2 = 0, o x 2 - 1. Esto pro- 
porciona dos valores para x, a saber, 1 y -1; y para cada uno de estos valores 
de x se obtiene, de (30), los dos valores 1 y -1 para z . A1 obtener los valo- 
res correspond ientes para y, a partir de (29), se tienen cuatro conjuntos de 
soluciones para las cinco ecuaciones (25)-(29). Estas soluciones son 


X ~ 

1 

y = 

2 

z = 

1 

A = 

1 

2 

n = -i 

X = 

1 

y = 

-2 

z = 

-1 

A = 

1 

2 

P = -1 

X = 

-1 

y ■= 

2 

z = 

1 

A = 

1 

2 

P = -1 

X = 

-1 

y = 

-2 

z = 

-1 

A = 

_ I 

2 

P = -1 


Los conjuntos de soluciones primero y cuarto proporcionan f(x, y, z) - 3, 
y los conjuntos de soluciones segundo y tercero dan/(jt, y, z) — 1. En con- 
secuencia, / tiene un valor maximo relativo de 3 y un valor minimo relativo 
de 1. ◄ 


EJERCICIOS 12.9 


En los ejercicios 1 a 4, utilice el metodo de mult ip lie adores de 
Lagrange para determinar los puntos criticos de la funcion sujeta 
a la restriccion. 

1* fix , y) = 25 - x 2 - y 2 con la restriccidn 
x 2 + y 2 - 4y = 0. 

2. fix, y) = 4x 2 + 2 y 2 + 5 con la restriccion 
x 2 + y 2 - 2y - 0. 

3. fix , y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con la restriccidn 
3jc - 2y + ^ - 4 = 0. 


4 . fix , y, z) - x 2 + y 2 + z 2 con la restriccidn 
y 2 - x 2 = 1. 

En los ejercicios 5 a 8, utilice el metodo de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los extremos absolutos de f sujeta a 
la restriccion. Tambien determine los puntos en los que ocurren 
los extremos. 

5. fix , y) = x z + y con la restriccidn x 2 + y 2 = 9. 

6. fix , y) = x 2 y con la restriction x 2 + 8y 2 = 24. 





12.9 MULTI PUC ADORES PE LAGRANGE 1013 


7. /(jc, y, z ) = xyz con la restriction x 1 + 2 y 2 + 4 z 2 - 4. 

8. /(jc, y,z) = y 3 + jc z 2 con la restriccion jc 2 + y 2 + z 2 = 1. 

En los ejercicios 9 a 12, calcule los valores mdximo y minimo 
absolutos defen la region indicada. Vtilice las respuestas de los 
ejercicios 5 a 8 para los extremos en lafrontera. 

9. La funcion del ejercicio 5; x 2 + y 2 < 9. 

10. La funcidn del ejercicio 6; jc 2 + 8 y 2 < 24. 

11. La funcion del ejercicio 7; jc 2 + 2 y 2 + 4z 2 < 4. 

12. La funcidn del ejercicio 8; jc 2 + y 2 + z 2 < 1. 

En los ejercicios 13 y 14, calcule el valor mmimo absoluto def 
sujeta a la restriccion. 

13. /(jc, y, z) — jc 2 + y 2 + z 2 con la restriction xyz = 1. 

14. /(jc, y, z) = xyz con la restriccion jc 2 + y 2 + z 2 = 1 . 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el valor mdximo absoluto de 
f sujeta a la restriccion. 

15. /(jc, y, z) = jc + y + z con la restriccion 
jc 2 + y 2 + z 2 - 9. 

16. /(jc, y, z) = Jcyz, jc^O, y ^ 0 y z > 0 con la 
restriccion 2jcy + 3 jc z +yz ~ 72. 

17. Obtenga un valor mmimo relativo de la fimcidn/ para la 
cual/(jc, y, z) = x 2 + 4 y 2 + 16z 2 con la restriction (a) 
xyz = 1; (b) xy - 1; (c) jc = 1. 

18. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar la 
distancia mas corta del punto (1, 3, 0) al piano 4jc + 2y - 
z - 5. 

19. Emplee multiplicadores de Lagrange a fin de obtener la 
distancia mas corta del punto ( 1 , -1 , -1 ) al piano jc + 4 y + 
3z = 2. 

20. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto de la elipse jc 2 + 4y 2 = 16. 

21. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto del elipsoide 9jc 2 + 4y 2 + z 2 = 36. 

22. Si/(jc, y, z) = 2x 2 + 3y 2 + z 2 , utilice multiplicadores de 
Lagrange para determinar el punto del piano x + y + 
z = 5 en el cual/(jc, y, z) es mmimo. 

23. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
minimo absoluto de/si/(jc, y, z) = jc 2 + y 2 + z 2 con las 
dos restricciones jc + 2y + 3 z = 6yjc - y - z = -1. 

24. Use multiplicadores de Lagrange para calcular el valor mf- 
nimo absoluto de/ si /(jc,y,z) = jc 2 + y 2 + z 2 con las dos 
restricciones jc + y + 2z = 1 y 3jc — 2 y + z = -4. 

25. Utilice multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
maximo relativo de/ si /(jc, y, z) = jcyz con las dos restric- 
ciones jc + y + z = 4yjc-y-z = 3. 

26. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
minimo absoluto de/si/(jc, y, z) = jc 3 + y 3 + z 3 con las 
dos restricciones jc + y + z = lyjc + y- z = 0. 


En los ejercicios 27 a 36, utilice multiplicadores de Lagrange 
para resolver el ejercicio indicado de la seccion 12.8. 

27. Ejercicio 25 28. Ejercicio 26 29. Ejercicio 27 

30. Ejercicio 28 31. Ejercicio 29 32. Ejercicio 34 

33. Ejercicio 35 34. Ejercicio 36 35. Ejercicio 49 

36. Ejercicio 48 

37. Resuelva el ejemplo 3 si V(x, y, z) = e* 2yz . 

38. Resuelva el ejemplo 3 si (/(jc, y, z) = x 2 y 3 z. 

39. Si 7 Tjc, y) grados es la temperatura en cualquier punto (jc, y) 
del disco circular limitado por la circunferencia jc 2 + 

y 1 = i y 

T(x,y) = 2x 2 + y 2 -y 

determine los puntos mas calientes y los mas frios del disco 
y la temperatura en esos puntos. 

40. En el ejercicio 39 suponga que la region es la mitad superior 
del disco circular, por lo que la regidn est£ definida por 
x 2 + y 2 <\yy'2:Q. Determine los puntos m&s calien- 
tes y los m^s frios de la region si 

T(x,y) = 2x 2 - 3xy + 5y 2 
y la temperatura en esos puntos. 

41. En el ejemplo 3, suponga que la funci6n utilidad involucra 
. cinco artfculos A, B, C, D y E. Ademds, suponga que x 

unidades de A, y unidades de B , z unidades de C, s unida- 
des de D y t unidades de E se consumen semanalmente, y 
que los precios de A, B, C, D y E son, respectivamente, $2, 
$3, $4, Sly $5. Si 

U(x , y, z, s, 0 = jcyz-sr 

y el gasto semanal para los artfculos es de$l 50, ^.cu^ntas uni- 
dades de cada artfculo deben comprarse por semana para 
maximizar el fndice de utilidad del consumidor? 

42. Una companfa tiene tres fabricas y todas elaboran el mismo 
producto. Si la f&bricaA produce jc unidades, la fabrica^ pro- 
duce y unidades y la fabrica C produce z unidades^ fentonces 
sus respectivos costos de producci6n son (3JC 2 + 200) dd- 
lares, (y 2 + 400) dolares y (2z 2 + 300) d61ares. Si se va 
a surtir un pedido de 1 100 unidades, emplee multiplicado- 
res de Lagrange para determinar cdmo debe distribuirse la 
produccidn entre las tres fabricas a fin de minimizar el costo 
total de produce idn. 

43. (a) Demuestre que si/(jc,y,z) = x 2 y 2 z 2 , entonces el valor 
maximo de/sujeto a la restriccidn 

x 2 + y 2 + z 2 = R 2 

es (j/? 2 ) 3 . (b) Utiliceelresultadodelinciso(a)parademos- 
trar que 

(xVz*)* £ t il 

para todos los valores de jc, y y z. 
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REVISION DEL CAPITULO 12 


SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 12 


► 

1. Defina funcidn de dos variables e incluya en su definition el 
significado de dominio y contradominio. 

2. Efectue la sugerencia 1 para funcidn de tres variables. 

3. Defina la funcidn compuesta f ° g, donde / es una funcidn 
de una sola variable y g es una funcion de dos variables. 
Establezca cdmo est£ relacionado el dominio de / ° g con 
los dominios de / y g. 

4. Defina la grafica de una funcion de dos variables. 

5. ^Que es una curva de nivel de una funcion de dos variables? 
Invente un ejemplo. 

6. i,Qu£ es una superficie de nivel de una funcidn de tres va- 
riables? Invente un ejemplo. 

7. Escriba una formula para determinar la distancia entre dos 
puntos de R, de R 2 y de /? 3 . 

8. Defina: lhn /(jc, y) = L 

U. y)-+(x 0 , vo) 

9. Enuncie un teoremaquepuedaemplearseparademostrarque 

lim f(x , y) no existe. Invente un ejemplo que ilustre la 

(X. y)-Kx 0 , yo) 

aplicacidn del teorema. 

10. Enuncie la definicidn de continuidad de una funcion de dos 
variables. 

11. Invente un ejemplo de una funcion de dos variables que tenga 
una discontinuidad removible en el origen. 

12. Invente un ejemplo de una funcion de dos variables que tenga 
una discontinuidad esencial en el origen. 

13. Si / es una funcion de las dos variables x y y, defina: 

(a) la derivada parcial de f con respecto a x,y (b) la deri- 
vada parcial de f con respecto a y. 

14. D 6 la interpretation geomdtrica de las deri vadas parciales de 
la sugerencia 13. 

15. Interprete las deri vadas parciales de la sugerencia 13como 
tasas de variacidn. 

16. ^Como se calculan las derivadas parciales de la sugerencia 1 3 
sin emplear la definicidn? 

17. Invente un ejemplo de una funcidn polinomial de dos varia- 
bles y calcule las dos derivadas parciales. 

18. Efectue la sugerencia 17 para una una funcion que no sea 
polinomial. 

19. Calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden 
para la funcion de (a) la sugerencia 17, y (b) la sugerencia 1 8. 

20. Enuncie el teorema que garantiza que las dos derivadas par- 
ciales mixtas de una funcion de dos variables son iguales. 

21. Defina funcion diferenciable de dos variables. 

22. Enuncie un teorema que garantice la diferenciabilidad de una 
funcidn de dos variables. 


23. Defina la diferencial total de una funcidn de dos variables. 
Invente un ejemplo. 

24. ^Como se aplica la diferencial total para aproximar un valor 
de funcidn? Invente un ejemplo. 

25. Enuncie la regia de la cadena que proporciona las fdrmulas 
de la derivada parcial de u con respecto a r y la derivada 
parcial de u con respecto a s si u = f{x, y) donde ;t = F(r, 
s)yy = G(r,s). 

26. Invente un ejemplo en el que se apliquen las fdrmulas de la 
sugerencia 25 donde f,FyG sean funciones polinomiales. 

27. Invente un ejemplo en el que se apliquen las fdrmulas de la 
sugerencia 25 donde / sea una funcidn polinomial, F sea una 
funcidn trigonomdtrica y G sea una funcidn exponencial. 

28. Establezca una formula que proporcione la derivada de una 
funcidn de una sola variable definida implicitamente . Invente 
un ejemplo. 

29. Establezca las fdrmulas que proporcionan las derivadas 
parciales de una funcidn de dos variables definida implicita- 
mente. Invente un ejemplo. 

30. Defina la derivada direccional de una funcidn de dos varia- 
bles en la direccidn de un vector unitario dado. Establezca 
una formula para calcular la derivada direccional de ma- 
nera rapida en la que se emplee la definition. Invente un 
ejemplo. 

31. Efectue la sugerencia 30 para una funcidn de tres variables. 

32. Defina el gradiente de una funcidn de dos variables. ^Como 
se aplica el gradiente para calcular una derivada direccional? 
Invente un ejemplo. 

33. Efectue la sugerencia 32 para una funcidn de tres variables. 

34. ^Como se aplica el gradiente para determinar la direccidn del 
valor maximo de la derivada direccional en un pirnto? Inven- 
te un ejemplo. 

35. ^Como se aplica el gradiente para obtener el vector normal 
y el piano tangente a una superficie en un punto particular? 
Invente un ejemplo. 

36. Invente un ejemplo que muestre como se aplica el gradiente 
para obtener una ecuacion de la recta tangente en un pun- 
to particular de una curva del piano xy definida por una ecua- 
cion de la forma F(x , y) = 0. 

37. i,Que es un punto critico de una funcidn de dos variables? 
Invente un ejemplo de una funcidn que tenga un punto critico 
donde (a) ambas derivadas parciales sean cero, y (b) donde 
al menos una de las derivads parciales no exista. 

38. ^Comc se utilizan los puntos criticos para determinar los 
extremes relativos de una funcidn de dos variables? Invente 
un ejemplo. 
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39. Invente un ejemplo de una funcibn que tenga un punto crftico 
donde la funcibn no tiene extremo relativo. 

40. Enuncie el criterio de la segunda derivada para determinar 
los extremos relativos de una funcibn de dos variables. 

41. Invente un ejemplo que muestre la aplicacibn del criterio de 
la segunda derivada. 

42. Enuncie el teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables. 

43. Describa el procedimiento empleado para determinar 
los extremos absolutos de una funcibn de dos variables 


que satisface el teorema del valor extremo. Invente un 
ejemplo. 

44. ^Cbmo se emplea el metodo de mmimo$ cuadrados para 
obtener un modelo matem£tico que mejor aproxime a un 
conjunto de datos? Invente un ejemplo. 

45. ^Cbmo se utiliza el metodo de multiplicadores de Lagrange 
para obtener los extremos relativos de una funcibn de 
dos variables sujeta a una restriccibn dada? Invente un 
ejemplo. 

46. Efectue la sugerencia 45 para una funcibn de tres variables. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 12 


En los ejercicios 1 a 4, determine el dominio de f y dibuje el 
conjunto de punt os del dominio como una region de R 2 


l* f(x,y) = 
2. f(x,y) = 


16 


13. f(x,y) = 




3y z 


V 3 6 - x 2 - y 2 

3. /fry) - ln(y - x 2 ) 

4. f(x,y) = sen _1 (5 - x 2 - y 2 ) 

En los ejercicios 5 y 6, determine el dominio defy describa la 
region en R 3 que representa al dominio. 

5. f(x,y, z) 


M-W 

6. /(*, y, z) = ln(x 2 + y 2 + z 2 - 4) 

En los ejercicios 7 y 8, determine el dominio de f y dibuje su 
grafica. 


(a)/jr(*» y ); (b )f y (x, y); (c )f xy (x, y); (d )/ yx (*, y) 

14. f(r, s) ~ re 2rs \ 

(a) D r fc s)\ (b) D s fr, s)\ (c) D rs fr, s); (d) D sr fr, s ) 

15. g(s, t) - sen (si 2 ) + te s ; 

(a) D s g(s , f); (b) D,g(s, /); (c) D st g(s, /); (d) D ts g(s, t ) 

16. h{x, y) = tan~ l ^=-; 

y 

(a) Djh(x, y); (b) D 2 h(x, y); ( c ) D u h(x , y); (d) D 22 h(x , y) 

17. f(x,y) = e* + In 

(a )f x (x, v); (b)/ v (jr, y); (c)f xx (x, y)\ (d )f yy (x, y) 


7. f(x,y) = t/36 - 4jt 2 - 9> 2 

8. /( x,y) = \6x 2 - y 2 

9. La funcibn de produccibn de cierto articulo es f donde 
/( jc, y) = 4jc ^ 2 y, y x y y indican las cantidades de dos 
insumos. Dibuje un mapa de contomos de / que muestre las 
curvas de produccibn constante para 16, 8 4 y 2. 

10. La temperature en un punto (jc, y) de una placa metilica es 
t(x, y) grados, y /(jc, y) = x 2 + 2 y. Dibuje las isotermas 
cuando t toma los valores 0, 2, 4, 6 y 8. 

En los ejercicios 1 1 a 24, obtenga las derivadas parciales indi- 
cadas. 

11. /(jc, y) = 2jc 2 y - 3jcy 2 + 4x - 2 y; 

(a) Dj/(j c, y); (b) D 2 f(x, y); (c) D ] J(x f y); (d) D 22 f(x, y); 
(e) D n f{x, y); (f) D 2l f(x, y) 

12. /(jc, y) = (4jc 2 - 2y) 3 ; 

(a )/ t (x, y); (b)/ 2 (x, y); (c)/, ,(*. y); (d )/ 22 (x, y); 

(e)/i 2 (^ y);(f)/ 2 i(^y) 


18. /(jc, y) = In Jx 2 + y 2 ; 

(a)/i(jc, y); (b )/„(*, y); (c)/ 12 (x, y); (d)/ 121 (jc, y) 

19. f(x,y,z) = i r l 

x z + y z + z 

(a) Dj/Cc, y, z); (b) D 2 /(x, y, z); (c) D 3 /(.x, y, z) 


20. /(jc, y, z) = ^x 2 + 3yz - z 2 ; 

(a )/*(*, y, z); (b)/ y (;c, y, z); (c)/ z (*, y, z) 

21. /(n, v, w) = ln(w 2 + 4v 2 - 5w 2 ); 

(a)/«wv(“, ^ *0; (b )f uvv (u, v, w) 

22. /(r,M) = / 2 e 4rsf ; (a)/ r (r, s, /); (b)/ rf (r, s, /); (c)/ m (r, s, t) 

23. f(r, s, /) = 

(a) DJ(r. i, f); (b) £> u /(r, s, r); (c) D m f(r, s, t ) 

24. /(w, v, w) = w cos 2v + 3v sen u - 2uv tan w ; 

(a) D 2 f(u, v, w ); (b) Dj/(u, v, w); (c) D 131 /(m, v, w) 

25. Si w = jc 2 y - y 2 jc + y 2 z - z 2 y + z 2 Jc - jc 2 z, pruebe que 

dw dw dw _ n 

dx dy dz 

26. Si« = (jc 2 + y 2 +~z 2 ) - ^ 2 , demuestre que 

d 2 u d 2 u d 2 u _ q 

dx 2 dy 2 dz 2 
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En los ejercicios 27 y 28, calcule ~ y ~ mediante dos me- 
todos. 

27. u - ylnCx 2 + y 2 ), x = 2s + 3/, y = 3/ - 25 

28. u = e 2x+y cos(2y-x),x = 2 s 2 - t 2 ,y ~ s 2 + 2 1 2 

29. Si u = 3x 2 y + 2xy - 3 yz - 2 z 2 ,x = e 3rs , y = r 3 s 2 , y 

Z - In 4r, calcule ^ mediante dos m&odos: (a) Utilice 

dr 

la regia de la cadena; (b) efectue la sustituci6n de x, y y z 
antes de diferenciar. 

30. Si u = e x2+y 2 - — + 3z, x = sen 0, y = cos 9 y z = 

y 

tan 0, obtenga la derivada total du/dO mediante dos m&o- 
dos: (a) no exprese u en terminos de 9 antes de diferenciar; 
(b) exprese u en tirminos de 9 antes de diferenciar. 

31. Si u = xy + x 2 , x = 4 cos / y y = 3 sen t, calcule el 
valor de la derivada total du/dt en t = mediante dos 
m&odos: (a) no exprese u en terminos de t antes de derivar; 
(b) exprese u en terminos de t antes de derivar. 

32. Si/(x, y) = x 2 + ye 2 , calcule: (a) A/(0, 2), el incremen- 
to de / en (0, 2); (b) A/(0, 2) cuando Ax = -0.1 y 
Ay = 0.2; (c) df( 0, 2, Ax, Ay), la diferencial total de / en 
(0, 2); (d) df( 0, 2, -0.1, 0.2). 

33. Si/(x, y, z) = 3.ry 2 - 5xz 2 - 2 xyz, calcule: 

(a) A/(-l,3, 2), el incremento de / en (-1,3,2); 

(b) A/(-l, 3,2) cuando Ajc = 0.02, Ay = -0.01 y Az = 
-0.02; (c) df(- 1, 3, 2, Ajc, y, Az), la diferencial total de / 
en (-1, 3, 2); (d) df(- 1, 3, 2, 0.02, -0.01, -0.02). 

34. Sean/(jc) = x 2 + l,g(x, y) = y h(x) = i, calcule: 

3y x 

(a) (h o g)(-3, 4); (b) g(f( 3), h( i)); (c) g(/(x), h(y)); 
(d) f[h o g)(x,y). 


En los ejercicios 41 a 44, determine si el Umite existe. 


41. 

43. 


tim 

0.0) x 2 + y 2 


tim 


x’y 


(j,.y)-t(0.0) (x 6 + y 2 j 1 


42. iim 

(*. >)-»({ 

44. iim 


(jr,y)-»(0.0) X 4 + y 4 

2x 3 + 4x 2 y 


(z,y)-»(0,0) X 2 + y 2 


En los ejercicios 45 a 48, determine todos los puntos en los quef 
es continua. 


45. /(x,y) = 


4y 


46. /(x, y) = 


47. /(x, y) 


cos z jtrx + cos ^ Try 


0 


si (x, y) * (0,0) 
si(Jc,y) = (0,0) 


Sugerencia: Consulte el ejercicio 41. 

*4 si (jt, y) * (0, 0) 

x 4 + y 

0 si(x,y) = (0,0) 

Sugerencia: Consulte el ejercicio 42. 


48. /(x, y) 


En los ejercicios 49 a 53, obtenga el valor de la derivada di- 
rectional en el punto P 0 para lafuncidn en la direction de U. 

49. fix, y) = 3x 2 - 2xy + 1; U = fi - |j; P a = (5, 10) 

50. g(x,y) = tan-'Z;t: = -U - -^Lj ;P 0 = (4,-4) 


En los ejercicios 35 a 37, evalue el Umite empleando los teoremas 
de limites. 

35. Iim Inf— ^—4 
<;r.y)-Me,0) \y + [J 

36. Iim Xyl + — 

{x. y)-»{o. ji/ 2) cos x + sen y 

37. Iim sen" l f— j 

uy)-t{i.3) V2y/ 


51. h(x,y) = e x + >> 2 cosj<:;U = ±V21 - £V2 j; P 0 = (0,3) 

52. fix, y) = x 2 — 2x 2 y + lnjr;XJ = cos /ri + sen/rj; 

/ > o = d.-2) 

53. fix, y, z) = xy 2 z - 3x yz + 2xz 2 ; 

U = -fi + fj - 5 k; P 0 = (2,1,1) 

En los ejercicios 54 a 57, calcule (a) el gradiente defen P 0 ; (b) 
la tasa de variation de lafuncidn en P 0 en la direction de U. 


En los ejercicios 38 a 40, verifique el Umite obteniendo una 
S > 0 para cualquier C > 0 tal que la definition 12.2.5 se 
cumpla . 


38. Iim (4x - 5y) = 21 

{.r, >)— >< 4,-1 

39. Iim (3^ 2 - 4>> 2 ) = -4 

<4T,y)-t( 2.-2 

40. Iim (x 2 - y 2 + 2x - 4y) - 10 


54. /(x, y) = 3x 2 - 2xy 3 ;U = cos -tri + sen 

= (-3, 1) 

55. /(x, y) = il^x 2 + y 2 );U = + |V3j ;P 0 = (1, 1) ‘ 

56. /(x, y, z) = yz-y 2 - xz;V = fi + + fk; 

Po = (l 2, 3) 


57. /(x, y, z) = x 3 + y 3 + 2xyz; 

U = A‘-A j + ^0^2,-UO) 
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En los ejercicios 58 y 59, determine los extremos relativos de f si 
los liene . 

58. f(x,y) = lx 1 - 3xy + 2 y 1 + 10* - lly 

59. /( x,y) = x 3 + y 3 + 3xy 

En los ejercicios 60 y 61, demuestre que fes diferenciable en to- 
dos bs puntos de su dominio probando que la definicion 12.4.2 
se cumple, 

60. f{x , y) = 3 xy 2 - 4.x 2 + y 2 61. fix, y) = 2x t y 

y 

62. Suponga que ares la medida en radianes de un angulo agudo 
de un tridngulo rect&igulo y que sen a est£ determinado por 
a/c, donde a centfmetros es la longitud del cateto opuesto al 
dngulo aye centfmetros es la longitud de la hipotenusa. 
Si al medir a se obtuvo 3.52 y al medir c resulto 7.14, y se 
sabe que hay un posible error de 0.01 en cada medicidn, 
determine el error posible en el calculo de sen a de estas 
mediciones. 

63. Un pintor cobra $4 por metro cuadrado al pintar las cuatro 
paredes y el techo de una habitacidn. Si las dimensiones del 
techo son de 4 y 5 m, y la altura de la habitation es de 3 m, 
y si estas medidas son correctas con un margen de error de 
0.5 cm, calcule aproximadamente, empleando la diferencial 
total, el mayor error posible al estimar el costo del trabajo a 
partir de estas medidas. 

64. En un instante dado, la longitud de un lado de un rectangulo 
es de 6 cm y se incrementa a la tasa de 1 cm/s, y la longitud 
del otro lado del rectangulo es de 1 0 cm y disminuye a la tasa 
de 2 cm/s. Calcule la tasa de variation del area del rectingu- 
lo en el instante dado. 

65. El radio de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
5 cm/min y su altura se incrementa a la tasa de 12 cm/min. 
Calcule la tasa de variaci6n del volumen en el instante en que 
el radio es de 20 cm y la altura de 40 cm. 

66. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
interseccidn de la superficie 25.x 2 - 16y 2 + 9z 2 - 4 = 0 
con el piano x = 4 en el punto (4, 9, 1 0). 

67. Utilice la ley del gas ideal (consulte el ejemplo 6 de la sec- 
cidn 1 2.3) con k - 1 .4 para calcular la tasa de variaci6n de 
la presidn en el instante en que la temperatura Kelvin es 
de 75° y el volumen del gas es de 20 litros si la temperatura 
se incrementa a la tasa de 0.5°K/min y el volumen crece a la 
tasa de 0.3 litios/min. 

En los ejercicios 68 a 70, obtenga una ecuacion del piano 
tangente y ecuaciones de la recta normal a la superficie en el 
punto indicado. 

68. z = x 1 + 2 xy, (1, 3, 7) 

69. x 2 + 2 y + z = 8; (2. 1,2) 

70. 3x 2 + 2xy - y 2 = 15; (2, 3, 4) 


71. Obtenga las ecuaciones simdtricas de la recta tangente 
a la curva de interseccion de las superficies x 2 - 3 xy + 
y 2 -z = 0 y 2x 2 + y 2 - 3z + 27 = 0 en el punto 
(1.-2, 11). 

72. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva de in- 
terseccidn de la superficie z = 3x 2 + y 2 + 1 con el piano 
x = 2 en el punto (2, -1, 14). 

73. Una ecuacion de la superficie de una montana es z = 900 - 
3*y, donde la distancia se mide en metros, el eje x apun- 
ta hacia el oeste y el eje y apunta hacia el sur. Un alpinista 
se encuentra en el punto que corresponde a (50, 4, 300). 

(a) £Cu41 es ladireccidn de la mayor pendiente en ese punto? 

(b) ^Asciende o desciende el alpinista cuando se mueve en la 
direccidn norte? (c) En que direccidn recorrera el alpinista 
una curva de nivel? 

74. Si fix, y) unidades son producidas por x trabajadores y y 
m£quinas, entonces D x fix,y) se denomina productivi- 
dad marginal de la mano de obra y D y fix, y) se llama 
productividad marginal de la maquinaria. Suponga que 

/(*,y) = x 2 + 6*y + 3y 2 

donde 5 <x<30y4<y< 12. (a) Calcule el nume- 
ro de unidades producidas en un dfa cuando la mano de 
obra, para ese dfa, consiste de 1 5 trabajadores y se emplean 
8 m£quinas. (b) Utilice la productividad marginal de la 
mano de obra para determinar el numero aproximado de 
unidades adicionales que pueden producirse en un un dfa si 
la mano de obra se incrementa de 15 a 16 trabajadores y el 
numero de m£quinas permanece fijo en 8. (c) Emplee la 
productividad marginal de la maquinaria para determinar 
aproximadamente el numero de unidades adicionales que se 
pueden producir en un dfa si el numero de maquinas se in- 
crementa de 8 a 9 y el ndmero de trabajadores permanece fijo 
en 15. 

En los ejercicios 75 a 78, utilice multiplicadores de Lagrange 

para obtener los puntos criticos de lafuncion sujeta a la restric- 

cion indicada . Determine si lafuncion tiene un valor mdximo o 

minirno relativo en los puntos criticos . 

75. fix,y) = 5 + x 2 - y 2 con la restriccidn x 2 - 2y 2 = 5. 

76. fix,y,z) - x 2 + y 2 + z 2 con la restriction * 2 - y 2 = 1. 

77. fix, y,z) = y + xz - 2x 2 - y 2 - z 2 con la restriccidn 
z = 35 — x - y. 

78. fix,y,z) = xz 2 + y 3 conlarestricci6nx 2 + y 2 + z 2 = 1. 

79. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular la distan- 
cia minima del punto (4, 1, 2) al piano x - y + 2z = 0. 

80. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar el 
punto de la superficie z = .x 2 ~y 2 + 2 que est£ mas 
cerca del origen. 

81. Determine tres numeros cuya suma sea 1 00 de modo que la 
suma de sus cuadrados sea minima. 
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82. Un fabricante produce cada dia jc unidades del artfculo A y 
y unidades del articufc B. Si /’(jc, y) ddlares es la utilidad 
diaria por la venta de los artfculos, y P(x, y) = 33jc + 66y + 
xy - x 1 - 3 y 2 , ^cudntas unidades de cada artfculo debe 
producir el fabricante cada dia de modo que obtenga la maxi- 
ma utilidad? 

83. Calcule las dimensiones del paralelepipedo rectangular de 
mayor volumen que puede inscribirse en el elipsoide jc 2 + 
9y 2 + z 2 = 9. Suponga que las aristas del paralelepipe- 
do deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

84. En cualquier punto (jc, y) de la curva 4jc 2 + I2y 2 = 1 la 
temper atura es t grados, y 

T = 4jc 2 + 24y 2 - 2x 

Determine los puntos de la curva donde la temperatura es 
mdxima y donde es minima. Tambi6n calcule la temperatura 
en esos puntos. 

85. En cualquier punto (jc, y) de una placa circular caliente la 
temperatura es es T grados, y 


jc 2 + y 2 + 9 

donde la distancia se mide en centf metros a partir del origen 
ubicado en el centro de la placa. (a) Calcule la tasa de va- 
riation de la temperatura en el punto (3, 2) en la di recti 6n del 
vector cos ±7ri + sen |?rj. (b) Determine la direcci6n 
y la intensidad (mddulo) de la mayor tasa de variation de T 
en el punto(3, 2). 

86. Una caja rectangular sin tapa debe tener un drea superficial 
de 216 pie 2 . ^Cuales son las dimensiones de la caja de 
volumen m£ximo? 

87. Para la caja del ejercicio 86, suponga que, en lugar de que el 
£rea superficial es de 216 pie 2 , la suma de las longitudes de 
las aristas es de 21 6 pie. ^Cudles son entonces las dimensio- 
nes de la caja de volumen mdximo? 

88. Un trozo de alambre de L unidades de longitud se corta en tres 
partes. Una parte se dobla en forma de circunferencia, otra se 
dobla en forma de cuadrado y la tercera parte en forma de 
triangulo equilatero. i,Como debe cortarse el alambre para 
que (a) el*£rea combinada de las tres figuras sea la minima po- 
sible, y (b) el £rea combinada de las tres figuras sea la maxi- 
ma posible? 

89. Determine las dimensiones relativas de una caja rectangular 
sin tapa que tiene un 4rea superficial especifica de modo que 
el volumen que debe contener sea el mdximo posible. 

90. Calcule las distancias mayor y menor desde el origen a la 
curva de intersection de las superficies jc 2 + 3y 2 + 2 z 2 — 
30 y jc 2 = 2yz. 

91. La tabla siguiente proporciona datos de cinco pacientes que* 
se sometieron a una operation en cierto hospital, donde jc 
anos es la edad del paciente y y dias es el tiempo de con- 
valecencia en el hospital despuOs de la operation. 



Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 


A 

B 

C 

D 

E 

X 

54 

46 

40 

' 36 

30 

y 

15 . 

12 

9 

10 

8 


(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresiOn para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresiOn para es- 
timar el tiempo de convalecencia para una persona que ha 
sido operada en ese hospital y cuya edad es de 42 anos. 

92. En la tabla siguiente se dan la presiOn sanguinea sistOlica de 
un paciente y el ritmo cardiaco correspondiente, donde jc 
milimetros de mercurio es la presiOn sanguinea sistOlica y 
y pulsaciones por minuto es el ritmo cardiaco. 



Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 

Paciente 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

X 

•110 

117 

133 

146 

115 

127 

y 

70 

74 

80 

85 

60 

77 


(a) Obtenga una ecuaciOn de la recta de regresidn para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresion para estimar 
el ritmo cardiaco de un paciente cuya presidn sanguinea 
sistdlica es de 85 mm de mercurio. 

93. En el desierto, el agua es un factor que limita considerable- 
mente la acti vidad vegetal. En la tabla siguiente jc representa 
el numero de milimetros de precipitacidn anual para seis 
regiones diferentes, y y denota el numero de kilogramos por 
hectirea en la produccidn neta de fotosintesis. 



Region 

Region 

Region 

Regidn 

Regidn 

Regidn 


A 

B 

C 

D 

E 

F 

X 

100 

200 

400 

500 

600 

650 

y 

1000 

1900 

3200 

4400 

5800 

6400 


(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresidn para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresion del inciso 
(a) para estimar la fotosintesis neta producida en una regi(^i 
que tiene una precipitacion anual de 300 mm. 

94. Se realizo una prueba de venta de un cereal en cuatro 
ciudades del mismo tamano a diferentes precios; los resulta- 
dos se pmestran en la tabla adjunta, donde jc centavos repre- 
senta el precio por caja y y denota los miles de cajas vendidas 
semanalmente. 



Ciudad A 

Ciudad B 

CiudadC 

Ciudad D 

X 

130 

140 

150 

160 

y 

100 

85 

75 

63 


(a) Obtenga una ecuacidn de la recta de regresidn para los 
datos de la tabla. Utilice la recta de regresion del inciso (a) 
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como la curva de demanda para estimar las ventas semanales 
si el precio por caja es (b) $1 .20, y (c) $ 1.70. 

95. Calcule (a) / 2 (jc, 0) si x * 0, y (b)/2(0,0), si 


‘ fix,y) = 


12 x 2 y - 3y 3 


0 


si (jc, y) * (0, 0) 
si-(jc,y) = (0,0) 


96. Verifique que u(jc, y) = (senh jc)(sen y ) satisface la ecua- 
ci6n de Laplace en R 2 : 

+ 1 =0 
dx 2 dy 2 

^7. ' Si/es una funcion diferenciable de u, considere u = x 2 + 
y 2 y demuestre que z = jc>’ h- /(jc 2 + y 2 ) satisface la ecua- 
cion 


dz dz 

dx dy 

98. La ecuacion de Laplace en coordenadas polares es 

r2 TT + r f £ + r if = 0 

dr 2 dr d6 2 


y Tx~ X Ty= y ~ X 


Verifique que w(r, 9) - r"senn0, donde n es una cons- 
tante, satisface esta ecuacion. 

99. Verifique que m(jc, y, z ) - e 3x+4y sen 5z satisface la ecua- 
cion de Laplace en R 3 : 


d 2 u d 2 u 
dx 2 dy 2 


d 2 u 

dz 2 


103. Sea / la funcion definida por 


fix, y,z) = < 


L si (*, 3 , ; z .) * (0; 0, 0) 


si (x, y, z) = (0, 0, 0) 


Demuestre que /es diferenciable en (0, 0, 0). 
104. Sea / la funcion definida por 




f(x,y) = 


0-2/x- 


+ >- 


si jc * 0 
si jc = 0 


Demuestre que / es continua en el origen. 

105. Para la funcion del ejercicio 1 04, demuestre que Dj/(0, 0) 
y D 2 /(0, 0) existen. 

106. Si / es una funcion diferenciable de x y y, y u = fix, y), 
x = r cos 0 y y — r sen 6 , demuestre que 



107. La ecuacion diferencial parcial unidimensional de la con- 
duccion de calor se presento en el ejercicio 101. Demuestre 
que si / es una funcion de jc que satisface la ecuacion 

^4 + *7w = o 

dx L 

y g es una funcion de t que satisface la ecuacion 
^ + k 2 X 2 g(!) = 0, 


100. Verifique que u( jc, t) - A cos {kat ) sen (for), donde Ay k 
son constantes arbitrarias, satisface la ecuacion diferencial 
parcial para una cuerda vibrante: 

d 2 u _ 2 d 2 u 

dt 2 dx 2 

101. Verifique que 

uix, 0 = sen e (- Tj2 n 2k2 l Ll ) t 

satisface la ecuacion diferencial parcial unidimensional de 
la conduccidn de calor: 

d 2 u __ 1 2 d 2 u 
dt 2 ~ dx 2 


y si u = fix)g(t) y k y A son constantes, entonces u satisfa- 
ce la ecuacion diferencial parcial de la conducci6n de calor. 


108. 


La ecuacion diferencial parcial para una cuerda vibrante se 
dio en el ejercicio 100. Demuestre que si ft s una fun- 
cion de jc que satisface la ecuacion + A 2 /(jc) = 0, 


d 2 g" 

y que g es una funcion que satisface la ecuacidn + 
a 2 X 2 g(t) = 0, y si u = fix)g(f) y a y A son constantes, 
entonces u satisface dicha ecuacidn diferencial parcial de 
la cuerda vibrante. 



Demuestre que si / y g son dos funciones arbitrarias de una 
variable real cuyas segundas derivadas son continuas y 


u = fix + at) + g(.r - at) 


102. Sea /la funcion definida por 


fix,y) 


2x 2 y 
x 4 + y 2 
0 


si (jc, y) ^ (0, 0) 
si (jc, y) = (0, 0) 


Demuestre que £>j/(0, 0) y £> 2 /(0, 0) existen y que, sin 
embargo,/ no es diferenciable en (0, 0). Sugerencia: Con- 
suite el ejemplo 7 de la seccion 12.2 y el ejercicio 38 de 
esa misma seccion. 


entonces 1 u satisface la ecuacidn diferencial parcial de la 
cuerda vibrante dadaen el ejercicio 100. Sugerencia: consi- 
dere v = jc + at y w = jc - at; entonces u es una fun- 
cion de v y w, y v y w son funciones de jc y /. 

110. Una ecuacion de onda electromagnetic a no homogenea 
I para un potencial escalar V(r, t) que asume simetria esf erica 

de r unidades a partir del origen es 
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donde // es la permeabilidad constante en el espacio libre y 
€ es la constante permitida de espacio libre. (a) Suponga 
que V{r , /) = t)/r donde las segundas derivadas par- 
ciales de <f> con respecto ary/ existen. Demuestre que la 
ecuacidn de onda no homogdnea puede escribirse como 


111. La ecuacion bidimensional para las ondas eldctricas trans- 
versales es 


d 2 h 
dx 2 


+ 


^ + K 2 h = 0 
dy 2 


d 2 <t> 

dr 2 




dt 2 


= 0 


la cual es la ecuacidride onda homogenea unidimensional. 
(b) Sea / una funcidn de una variable cuya segunda deri- 
vada existe. Demuestre mediante sustitucion directa que 


<t> = f(t - r ^[Jt € ) es una solucion de la ecuacion de onda 
homogdnea unidimensional. 


— J y K, m, n, a y b son cons- 
tantes. Demuestre que una soluci6n de esta ecuacidn es 

h = 

donde H es una constante. 


donde AT 2 = + ( 
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13.1 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS 


z 



Antes de iniciar el estudio de integrales multiples y de sus aplicaciones, se 
introduction dos nuevos sistemas de coordenadas para el espacio tridimen- 
sional: coordenadas cih'ndricas y coordenadas esfericas. Estos sistemas 
coordenados simplificarOn el trabajo en varios casos del presente capitulo. 

El sistema de coordenadas cilindricas es una extension de las coordenadas 
polares para tres dimensiones. La representacidn en coordenadas cilindricas 
de un punto P es (r, 0, z), donde r y 0 son las coordenadas polares de la 
proyeccidn de P en el piano polar y z es la distancia dirigida desde el piano po- 
lar hasta P. Consulte la figura L 


► EJEMPLO I Dibuje la grOfica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, expresada en coordenadas cilindricas, donde c es una constante: 

(a) r = c; (b) 0 = c; (c) z = c. 


z 

t Solution 



r - c 


FIGURA 2 


z 



e=c 


(a) Para un punto P(r, 0, z) de la grOfica de r = c, 0 y z pueden asumir 
cualquier valor, mientras que r es constante. La grOfica es un cilindro 
circular recto cuyo radio es | c | unidades y su eje es el eje z. La grafica se 
muestra en la figura 2. 

(b) Para todos los puntos P(r, 0, z) de la grOfica de 0 = c,ryz pueden to- 
mar cualquier valor, en tanto que 0permanece constante. La grafica es un 
piano que pasa por el eje z. RefiSrase a la figura 3 donde 0 < c < \k. 

(c) La grOfica de z = c es un piano paralelo al piano polar ubicado a una 

distancia dirigida de c unidades a partir del piano polar. La figura 4 
muestra la grafica para c > 0. A 


El nombre “coordenadas cilindricas” proviene del hecho de que la gra- 
fica de r = c es un cilindro circular recto como el del ejemplo 1(a). Las 
coordenadas cilindricas se emplean con frecuencia en problemas fisicos en 
los que se tiene un eje de simetrfa. 

Suponga que un sistema de coordenadas cartesianas y otro de coordenadas 
cilindricas se colocan de modo que el piano xy es el piano polar del sistema de 
coordenadas cilindricas, y que la parte positiva del eje x es el eje polar, observe 
la figura 5. Entonces, el punto P tiene a (jc, y, z) y (r, 0, z) como dos conjuntos 
de coordenadas que est£n relacionados por las ecuaciones siguientes: 


z 


z 


K \p(x, y , z) 
t Hr.ftz) 


Z - C 




FIGURA 3 


FIGURA 4 


FIGURA 5 
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z 



> fv.f'.sn- i w n , ..i, u-’- =■ - - 

x -^rcoad, y = rsen 6 z = z (1) 

^ * I f ,. . . : '*+ *“j • 


r 2 = : x 2 + y 2 tan 0 = ^ six * 0 
x 



( 2 ) 


► EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion en coordenadas cartesia- 
nas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han expre- 
sado en coordenadas cilmdricas, e identifique la superficie: (a) r = 6 sen 0; 
(b) r(3 cos 0 + 2 sen 0) + 6 z = 0. 

Solucion 


FIGURA 6 



z = r 2 cos 29 

FIGURA 7 


z 



FIGURA 8 


(a) A1 multiplicar los dos miembros de la ecuacidn por r se obtiene r 2 = 
6r sen 0. Como r 2 = jc 2 + y 2 y r sen 0 = y, entonces x 2 + y 2 = 6y. 
Esta ecuacion puede escribirse en la forma x 2 + (y - 3) 2 = 9, lo cual 
muestra que su gr&fica es un cilindro circular recto cuya seccion transver- 
sal en el piano xy es la circunferencia con centro en (0, 3) y radio 3. 

(b) Si se sustituye r cos 0 por x y r sen 0 por y se obtiene la ecuacidn 3x + 

2y + 6z = 0. En consecuencia, la grafica es un piano que pasa por el 
origen y tiene al vector <3, 2, 6) como un vector normal. ^ 


r EJEMPLO 3 Obtenga una ecuacion en coordenadas cilmdri- 
cas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han dado 
en coordenadas cartesianas, e identifique la superficie: (a) x 2 + y 2 = z; 
(b) x 2 ~~ y 2 = z. 

Solucion 

(a) La ecuacidn es similar a la ecuacidn 9 de la seccion 10.6, por lo que la 
gr£fica es un paraboloide eliptico. Este paraboloide se muestra en la figura 
6. Si x 2 + y 2 se sustituye por r 2 , entonces la ecuacidn se transforma en 
r 2 = z. 

(b) La ecuacidn es semejante a la ecuacion 10 de la seccion 10.6 con xy y 

intercambiadas. Por tanto, la grafica es un paraboloide hiperbolico que 
tiene al eje z como su eje. Cuando se sustituye x por r cos 0 y y por 
r sen 0, se obtiene la ecuacidn r 2 cos 2 0 - r 2 sen 2 0 = z; debido a que 
cos 2 0 - sen 2 0 = cos 20, entonces se puede escribir la ecuacion como 
z — r 2 cos 20. La figura 7 muestra el paraboloide hiperbdlico. 4 

En un sistema de coordenadas esfericas se tiene un piano polar y un eje z 
perpendicular al piano polar, con el origen del eje como el polo del piano polar. 
Por medio de tres numeros se localiza un pun to, y la re presen tacion en coorde- 
nadas esflricas de un punto P es (p, 0, <£), donde p = | OP | , 0 es la medida 
en radianes del Angulo polar de la proyeccion de P en el piano polar, y <f> es la 
medida en radianes no negativa del Angulo menor medido desde la parte 
positiva del eje z a la recta OP , consulte la figura 8. El origen tiene la repre- 
sen tacidn (0, 0, </>) en coordenadas esf Ericas, donde 0 y <f> pueden asumir 
cualquier valor. Si el punto P(p, 0, <f>) no es el origen, entonces p > 0 y 
0 < <f> < 7T, donde </> = 0 si P esta en la parte positiva del eje z y = n 
si P se encuentra en la parte negativa del eje z. 
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C 



p - c c>0 

FIGURA 9 



x 


FIGURA 10 



(a) (b) 

FIGURA 11 


z 



FIGURA 12 


► EJEMPLO 4 Dibuje la grafica de cada una de las ecuaciones 
siguientes, expresadas en coordenadas esf6ricas, donde c es una constante: 
(a) p = c y c > 0; (b) 6 = c; (c) <f) = c y 0 < c < %. 

Solution 

(a) Todos los puntos P(p, ft <£) de la grafica de p = c tienen el mismo valor 
para p, 0 puede ser cualquier numero y 0 < <f) ^ n. De esto se deduce 
que la grdfica es una esfera de radio c cuyo centro es el polo. La figura 9 
muestra la esfera. 

(b) Para cualquier punto P(p, ft <f>) de la grafica de 6 = c, p puede ser 
cualquier numero no negativo, <f> puede ser cualquier numero del intervalo 
cerrado [0, 7t] y 0 es constante. Por tanto, la grdfica es un semipiano que 
contiene al eje z, y se obtiene al rotar la mitad del piano x z, para el cual 
x > 0, alrededor del eje z mediante un Angulo de c radianes. La figura 10 
muestra los semipianos para 0 = ~7t, 6 = ~n, 6 = jtc y 6 = 

(c) La grdfica de <f> = c contiene todos los puntos P(p, ft <f>) para los cuales 

p es cualquier numero no negativo, 0es cualquier numero y <f> es la cons- 
tante c. La grafica es la mitad de un cono cuyo v^rtice es el origen y cuyo 
eje es el eje z. Las figuras 1 1(a) y (b) muestran cada una el semicono para 
0<c< \n y ~7t < c < k respectivamente. ^ 

Debido a que la grafica de p = c es una esfera, como se vio en el ejemplo 
4(a), se tiene el nombre “coordenadas esfericas”. Las coordenadas esfericas se 
utilizan frecuentemente cuando en un problema fisico se tiene un punto como 
centro de simetna. 

Si se colocan juntos un sistema de coordenadas esf6ricas y uno de coor- 
denadas cartesianas, como se ilustra en la figura 12, se pueden deducir las 
siguientes relaciones entre las coordenadas esfericas y cartesianas de un punto P: 

x = | OQ | cos 0 y = | OQ | sen 6 z = | QP | 

Como | OQ | = p sen <f> y \ QP\ = p cos <f>, las ecuaciones anteriores se 
transforman en 

x - psen^cosfi y = p sen $ sen ft z = pcos^ (3) 

Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones de (3) y sumando los 
miembros correspondientes se tiene 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 sen 2 <f) cos 2 6 + p 2 sen 2 <f> sen 2 0 + p 2 cos 2 <^> 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 sen 2 <^(cos 2 6 + sen 2 6) + p 2 cos 2 <f> 

x 2 -i- y 2 + z 2 = p 2 ( sen 2 <£ + cos 2 <^) 

x 2 + y 2 + z 2 = P 2 


► EJEMPLO 5 Obtenga una ecuacion en coordenadas cartesianas 
de las superficies siguientes, cuyas ecuaciones se han expresado en coorde- 
nadas esfericas, e identifique la superficie: (a) pcos<f> = 4; (b) p sen <f> = 4. 

Solution 

(a) Como z = pcos 4>, la ecuacion se transforma en z = 4. En consecuen- 
cia, la grdfica es un piano paralelo al piano xy ubicado a 4 unidades por 
arriba de este. 
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(b) Para coordenadas esfericas p > 0 y sen <f> > 0 (ya que 0 < <j> < 7t); 
por tanto, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacirin dada se 
obtiene la ecuacion equivalente p 2 sen 2 <f> = 16, la cual equivale a 

p 2 (l - cos 2 <j>) = 16 

p 2 - p 2 cos 2 <i> - 16 

Si se sustituye p 2 por jc 2 + y 2 + z 2 y p cos </> por z se tiene 

x 2 + y 2 + z 2 - z 2 = 16 
x 2 + y 2 = 16 

Por tanto, la grafica es el cilindro circular recto que tiene al eje z como 
su eje y radio 4. A 


W EJEMPLO 6 Obtenga una ecuacion en coordenadas esfericas 

para (a) el paraboloide eliptico del ejemplo 3(a); (b) el piano del ejemplo 2(b). 

Solucion 

(a) Una ecuacion cartesiana del paraboloide eliptico del ejemplo 3(a) es 
x 2 + y 2 = z. Al sustituir jc por p sen c j> cos 0, y por p sen <f> sen 6, y z 
por p cos <f> se obtiene 

p 2 sen 2 4> cos 2 0 + p 2 sen 2 </> sen 2 6 = pcos <f> 
p 2 sen 2 4> (cos 2 6 + sen 2 0) - p cos c f> 
la cual equivale a las dos ecuaciones 
p = 0 y p sen 2 <f) - cos </> 

El origen es el unico punto cuyas coordenadas satisfacen p = 0. Como 
el origen (0, 6 , +/T) esta en p sen 2 <f> = cos <f>, se puede descartar la 
ecuacion p = 0. Ademds, sen </> * 0 debido a que no existe valor de 
<f> para el cual sen <j> y cos <f> sean 0. Por tanto, la ecuacion p sen 2 <j> = 
cos 0 puede escribirse como p = esc 2 <f> cos <f>, o, equivalentemente, 
p = esc 4> cot <f> . 

(b) Una ecuacion cartesiana para el piano del ejemplo 2(b) es 3x + 2 y + 
6 z = 0. Al utilizar las ecuaciones de (3), esta ecuacion se transforma en 

3 p sen <f> cos 0 + 2 p sen <f> sen 6 + 6p cos <f> = 0 A 


EJERCICIOS 13.1 


X. Obtenga las coordenadas caitesianas del punto que tiene 
las coordenadas cilmdricas dadas: 

(a) (3. ±0); (b) (7, |*-4); (c) (1, 1, 1). 

2. Determine un conjunto de coordenadas cilfndricas del punto 
que tiene las coordenadas cartesianas indicadas: 

(a) (4, 4, -2); (b) (-3V3, 3,6); (c) (1, 1, 1). 

3. Obtenga las coordenadas caitesianas del punto que tiene las 
coordenadas esfericas dadas: 

(a) (4, i k, iff); (b) (4, iff, iff); (c) (V6, iff |ff). 


4. Determine un conjunto de coordenadas esfericas del punto 
que tiene las coordenadas caitesianas indicadas: 

(a) (1,-1,-V2); (b) (-1, V3,2); (c) (2,2,2). 

5. Obtenga un conjunto de coordenadas cilfndricas del punto 
que tiene las coordenadas esfericas dadas: 

(a) (4, fa; fff); (b) (V2, fa n)\ (c) (2 V3 , fa fa). 

6. Determine un conjunto de coordenadas esfericas del punto 
que tiene las coordenadas cilfndricas indicadas: 

(a) (3, iff, 3); (b) (3, iff, 2); (c) (2, fff, -4). 
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En los ejercicios 7 a 12, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cilindricas de la superficie, e identifique la superficie. 

7. x 2 + y 2 + 4z 2 =16 8. x 2 - y 2 = 9 

9. x 2 + y 2 = 3z .10. 9x 2 + 4 y 2 = 36 

11. x 2 - y 2 = 3z 2 12. x 2 + y 2 = z 2 

En los ejercicios 13 a 17, obtenga una ecuacion en coordenadas 

esfericas de la superficie, e identifique la superficie . 

13. je 2 + y 2 + z 2 - 9z = 0 14. x 2 + y 2 = z 2 

15. x 2 + y 2 = 9 16. x 2 + y 2 = 2 Z 

17. je 2 + y 2 + z 2 - 8jc = 0 

En los ejercicios 18 a 22, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuacion se da en coordena- 
das cilindricas. En los ejercicios 18 y 19, identifique la superficie. 

18. r - 3 cos G 19. (a) r = 4; (b) 0 = 

20. r = 3 + 2 cos 6 21. r 2 cos 26 = z 3 

22. z 2 sen 3 0 = r 3 

En los ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuacion se da en coordena- 
das esfericas. En los ejercicios 23 a 25, identifique la superficie . 

23. (a) p = 9; (b) 6 = {/r; (c) cf> = 

24. p = 9 sec <f> 25. p - 6 esc <f> 

26. p = 3 cos <f> 27. p = 2 tan 0 

28. p = 6 sen <f> sen 0 + 3 cos <f> 

En los ejercicios 29 a 32, relacione la ecuacion, dada en coorde- 
nadas esfericas o cilindricas, con una de las superficies mostra- 
das en lasfiguras (i)-(x). 

29. (a) r = 4; (b) p = 4; (c) r = 2 sen 0 

30. (a) 0 = iff; (b) <f> = iff; (c) r = 2 cos 0 

31. (a) p sen <f) = 2; (b) r 2 = 4? 

32. (a) p cos <(> = 2; (b) z 2 + r 2 = 4 







4 
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y 


vii. 



z 



y 



33. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones parame- 
tricas en coordenadas cilindricas: r = Fj(f), 9 - F 2 (t), 
z = F 3 (r). Utilice la formula del teorema 11.2.11 y las 
f6rmulas (1) de esta secci6n para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde t = b, entonces 



34. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones parame- 
tricas en coordenadas esfericas: p = G^/), 6 = G 2 (r), 
<f> = G 3 (r). Utilice la fdrmula del teorema 11.2.11 y las 
formulas (3) de esta seccidn para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde / = b, entonces 


1 

( do\ 2 „ „ ( d 



u 

(■f) + p sen +(i 

1 ) * 0’( < 

”)<* 


35. (a) Demuestre que las ecuaciones param6tricas para la 
helice circular del ejemplo 7 de la seccion 1 1 .2 son r = 2, 
9 = /, z = t. (b) Utilice la f6rmula del ejercicio 33 para 
calcular la longitud de arco de la helice circular del inciso 
(a) de t - 0 a t = 4 n. Compare el resultado con el del 
ejemplo 7 de la seccidn 1 1.2. 

36. Una helice conica se enrolla en un cono de manera seme- 
jante a como se enrolla una helice circular en un cilindro. 
Utilice la formula del ejercicio 34 para calcular la longitud 
de arco de t = 0 a t - In de la h61ice conica que tiene 
ecuaciones parametricas p = t, 9 = /, <f> = i n . 
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13.2 INTEGRALES DOBLES 


y 



FIGURA 1 


En el estudio de integrates multiples , en el cual se tratan funciones de varias 
variables, se hard referenda a una integral de una funcion de una sola varia- 
ble como integral simple. Recuerde que al estudiar la integral simple se re- 
quirid que la funcidn estuviese definida en un intervalo cerrado del conjunto 
de numeros reales. Para la integral doble de una funcidn de dos variables, se 
pedira que la funcion estd definida en una regidn cerrada de R 2 . En este capitu- 
lo, cuando se haga referencia a una regidn, se supondrd que dsta es cerrada. 

El tipo mds simple de region cerrada en R 2 es la region rectangular 
cerrada , la cual se definira a continuacidn. Dos puntos diferentes A(a\ , a 2 ) y 
B{b\, b 2 ), tales que a\ < b\ y a 2 < b 2 , determinan un rectdngulo cuyos lados 
son paralelos a los ejes coordenados. Refidrase a la figura 1 . Los dos puntos, 
junto con los puntos (b\, a 2 ) y (a\ y b 2 ) y se denominan vertices del rectdngulo. 
Los segmentos de recta que unen vertices consecutivos se llaman lados del 
rectdngulo. El conjunto de todos los puptos interiores del rectdngulo recibe el 
nombre de region rectangular abierta, y el conjunto de todos los puntos de un 
rectdngulo abierto junto con los puntos de sus lados se denomina region 
rectangular cerrada. 

Considere la region rectangular cerrada de la figura 1, la cual se denotara 
por R y y sea / una funcidn definida sobre R. La regidn R se considerard como 
una region de integration. El primer paso en el estudio de la integral doble es 
definir una partition A de R. Al dibujar rectas paralelas a los ejes coordenados 
se obtiene una red de subregiones rectangulares que cubren a/?. La norma de 
esta particidn, denotada por || A || , esta determinada por la longitud de la 
diagonal mas grande de las subregiones rectangulares de la particion. Se elige 
la longitud de la diagonal debido a que representa la distancia m£s grande en- 
tre dos puntos cualesquiera de una subregion rectangular. Numere las subre- 
giones de manera arbitraria y considere que se tienen en total n. Denote el ancho 
de la i-dsima subregidn por A,x unidades y su longitud por A t y unidades. 
Ahora bien, si A ,- A unidades cuadradas es el £rea de la i-esima subregion rec- 
tangular, entonces 


A,A = AjX Ajy 


Sea (u ir v^) un punto arbitrario de la i-6sima subregidn y sea f{u- v v^) el valor de 
la funci6n en ese punto. Considere el producto/fw^, v,) A, A. Asociado con cada 
una de las n subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es 

n 

X/(«/.v,)A ,A (1) 

1 = 1 


llamada suma de Riemann de una funcidn de dos variables. Existen muchas 
sumas de Riemann asociadas con una funcidn particular debido a que la norma 
de la partici6n puede ser cualquier ntfmero positivo y cada punto (u iy v*) puede 
ser cualquier punto de la /-6sima subregidn. Si todas estas sumas de Riemann 
se pueden acercar arbitrariamente a un numero L tomando particiones con 
normas suficientemente pequefias, entonces se define L como el h'mite de estas 
sumas conforme la norma de la parti cidn de R se aproxima a cero. Esta discusion 
conduce a la siguiente definicion. 
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13,2,1 Definition del limite de una suma de Riemann 
de una funcion de dos variables 


Sea/ una funcibn definida en una regibn rectangular cerrada R. Ei nu- 

n 

mere L es el (finite de las sumas de la forma ^ fiu\ y v ( ) si L satisface 

la propiedad de que para cuatquier € > 0 existe una 6 > 0 tal que para 
cualquierparfieibn A para lacual jj A || < Sy para todaeleccibn posible 
del punto (% v,) en e! Lbsimo rectingulo, i - 1,2 entonces 

X /(";• v/)A f i4 * l| < f 

/■I I 

Si tal numero L existe, se escribe 

lim T/<^v,)M = ^ 

frr ;• ^ 


Puede demostrarse que el numero L que satisfaga esta definition sera 
unico. La demostracion es similar a la demostracibn del teorema 1.5.16 rela- 
tivo a la utiicidad del limite de una funcibn de una variable. 


13,2,2 Definicion de la integral doble 


Sea /una funcibn de dos variables definida en una regibn rectangular 


cerrada R. La integral doble de / en R , de no tad a por 
estd definida por R 


jJ/U >) dA, 


11 


f(x,y)dA = Km V /(u„ v,) A, A 

1al-o £[ 


si este Umite existe. 


Si la integral doble de/en R existe, entonces se dice que / es integrable 
en R. El teorema siguiente, enunciado sin demostracibn, proporciona una 
condi cibn suficiente para que una funcion de dos variables sea integrable. 


13,2,3 Teorema 


Si una funcibn de dos variables es contimia en una regibn rectangular 
cerrada R , entonces / es integrable en R> 


► EJEMPLO 7 


11 


Oy - 2x 2 ) dA 


Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


donde R es la regibn rectangular que tiene vertices en (-1, 1) y (2, 3). Con- 
sidere una particibn de R generada por las rectas x = 0, x - 1 y y = 2, y 
tome el centro de la /-esima subregibn como (w^, v,). 








1030 CAHTUIO 13 INTEGRACION MULTIPLE 


y 


(-1.3) 
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• 
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(-0.5. 1.5) 

(0.5. L.5) 

(15.1.5) 


(-1,1) 

(2,1) 

1 0 

i ! * 


FIGURA2 


y 



JC 



Solucion Refierase a la figura 2, la cual muestra la regi6n R dividida en 
seis subregiones que son cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Asf, para 
cada /, A | A = 1 . En cada subregion el punto v f ) es el centro del cuadrado. 
Conf(x y y) = 3y - lx 2 , una aproximacion de la integral doble indicada estd 
dada por 



2 x 2 )dA 


~ /(-0.5, 1.5) ■ 1 +/(0.5, 1.5) ■ 1 + /(L5, 1.5) • 1 + 
/( 1.5, 2.5) • 1 + /(0.5, 2.5) * 1 + /(-0.5, 2.5) • 1 


= 4-1 + 4*1 + 0*1 + 3*7 + 7-1 + 7*1 


= 25 


◄ 


El valor exacto de la integral doble del ejemplo 1 es 24, como se verd en 
el ejemplo 3. 

Ahora se considerara la integral doble de una funcion sobre una region m5s 
general. Recuerde que una curva lisa es la grdfica de una funcidn lisa, es decir, 
aqu^lla cuya derivada es continua. Sea R una region cerrada cuya frontera 
consiste de un numero finito de arcos de curvas lisas que se unen para formar 
una curva cerrada simple. Como se hizo con una regidn rectangular, se dibujan 
rectas paralelas a los ejes coordenados, lo cual proporciona una partition rec- 
tangular de R. Si se descartan las subregiones que contienen puntos que no 
pertencen a R , se tendran s61o aqutilas contenidas completamente en R. Sea n 
el numero de estas subregiones, sombreadas en la figura 3. A1 proceder de ma- 
nera analoga a la descrita para una region rectangular, se pueden aplicar las defi- 
niciones 13.2.1 y 13.2.2 para esta regidn^mds general. Conforme la norma de 
la particidn se aproxima a cero, n crece sin lfmite, y el area de las regiones 
omitidas (es decir, los rectangulos descartados) tiende a cero. Si una funcion 
es integrable en una regidn R , se puede demostrar que el lfmite de las sumas de 
Riemann es el mismo sin importar como se subdivida R , siempre y cuando se 
tenga una forma mediante la cual se pueda asignar un £rea a cada subregion. 

Asf como se interpreta geometricamente la integral de una funcidn de una 
variable en terminos del 5rea de una regidn plana, la integral doble puede 
interpretarse geometricamente en terminos del volumen de un solido 
tridimensional. Suponga que la funci6n/es continua en una regidn cerrada R 
de R 2 . Ademds, para simplificar la discusion, suponga que f(x, y) es no negativa 
en R. La grafica de la ecuacion z = fix , y) es una superficie que se encuen- 
tra por arriba del piano xy, como se muestra en la figura 4. Esta figura presenta 
una subregion particular de R , cuyas dimensiones son A,jc y A,y. La figura 
tambien muestra un solido rectangular que tiene esta subregidn como base, y 
fiu h vi) como medida de su altura, donde v f ) es un punto de la L^sima 
subregi6n. El volumen del solido rectangular estd determinado por 

A, V = /(«,, v,) A, A 
= /(«;> v,) AjX A,y 

El numero A, V es la medida del volumen del solido rectangular delgado que 
se muestra en la figura 4; de modo que la suma dada en (1) es la suma de 
las medidas de los volumenes de los n solidos como este. Esta suma aproxi- 
ma la medida del volumen del solido tridimensional que aparece an la figura 4. 
El solido esta limitado en la parte superior por la grafica de fy en la parte in- 
ferior por la regidn R del piano xy. La suma de ( 1 ) tambien aproxima el ntimero 
proporcionado por la integral doble 

jjf(x,y)dA 

R 


FIGURA 4 
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y el volumen del solido tridimensional de la figura 4 es el valor de esta integral. 
Este hecho se establece en el siguiente teorema, omitiendose su demostracidn 
formal. 


13.2*4 Teorema 


Sea / una funcion de dos variables y continua en una region cerrada R 
del piano xy tal que/(jc, y) ^ 0 para todo (jc, y) de R. Si V unidades cu- 
bicas es el volumen del sdlido S que tiene la region R como su base y cuya 
altura es /( x, y) unidades en el punto (jc, y) de R, entonces 

v = ,,Mi m y m-’ v /) A i A 

IaIUo fr[ 


-J 


f(x,y)M 



b 2 


FIGURA 5 


► EJEMPL0 2 Exprese el volumen del solido limitado por la 
superficie 

f(x,y) = 4 - 2 x 2 - ±y 2 

los pianos jc = 3, y = 2 y los tres pianos coordenados como una integral 
doble. A fin de obtener un valor aproximado de la integral doble, considere la 
particion de la region del piano xy generada al dibujar las rectas x = 1 , jc = 2 
y y = 1, y tome el centro de la i-esima subregion como (u h v ( / 

Solution En la figura 5 se muestra el solido. La region rectangular R 
es el rectangulo del piano xy limitado por los ejes coordenados y las rectas 
x = 3 y y ~ 2. Del teorema 13.2.4, si V unidades cubicas es el volumen del 
solido, entonces 

v = JJ (4 - i* 2 - i \y 2 )dA 

R 

La figura 5 tambien muestra la region R dividida en seis subregiones que son 
cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Por tanto, para cada i. A, A = 1. El 
punto (m;, v { ) de cada subregion es el centro del cuadrado. Entonces una 
aproximacion de V esta dada por una aproximacion de la integral doble. Por 
tanto. 


V » /(0.5, 0.5) • 1 + /( 1.5, 0.5) • 1 + /( 2.5, 0.5) • 1 + 

/.(0.5, 1.5) • 1 + /(1.5, 1.5) ■ 1 + /(2.5, 1.5) • 1 

Si se emplea una calculadora para determinar los valores de la funcion, se 
obtiene 

V - 3.957 + 3.734 + 3.290 + 3.832 + 3.609 + 3.165 
- 21.59 


Conclusion: El volumen es aproximadamente 21.59 unidades cubicas. 4 
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El volumen exacto del ejemplo anterior es 2 1 .5 unidades cubicas, como se 
mostrard en el ejemplo 4. 

Varias propiedades de la integral doble son an&logas a las propiedades de 
la integral definida de una funcidn de una variable. Las m£s importantes se dan 
en los cinco teoremas siguientes. 


13.2.5 Teorema 


Si c es una constante y la functdn/es integrable en una region cerrada R t 
ententes cf es integrable en R y 


jj c/C*. y) dA = c JJ /(*, y) dA 


La demostracidn de este teorema y del siguiente, se deducen inmediata- 
mente de la definition de integral doble. 


13.2.6 Teorema 


$i las funciones f y g son integrables en una region cerrada R r entonces 
la funcidn/ + g es integrable en R y 


jj !/(*> y) + g(x,y)idA = jj /(*, y) dA + jj g(x,y)dA 


El resultado de este teorema puede extenderse a cualquier numero finito 
de funciones integrables. 


13.2.7 Teorema 


Si las funciones / y g son integrables en una regidn cerrada R y ade- 
mds/(x y) £ g(x y ) para todo (x y) de R entonces 


\\ 


fix. y) dA 


a 


w 


gix. y) dA 


Este teorema es andlogo al teorema 4.6. L y el siguiente es andlogo al 
teorema 4.6.2. Las demostraciones son similares a las demostraciones corres- 
pondientes de la secci6n 4.6. 


13.2.8 Teorema 


Sea f una fimeidn integrable en una negidn cerrada R t y suponga que m 
y M son dos numeros tales que m ^ f(x< y) £ M para lodo (x y) de R. 
Si A es la medida del £rea de la regidn R, entonces 

mA £ 

R 


\\ 


f(x, y) dA £ MA 
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z 



FIGURA 6 


13.2*9 Teorema 


Suponga que la funcidn / es continua m la region cerrada R y que la re- 
gion R se compone de das subregiones /?] y que no tienen panics en 
comdn excepio algunos pantos en parte de sus fronteras. Entonces 


IS = JJ^ + Jh 

A A] A 2 




*2 


La demostracidn de este teorema depende de la definicidn de integral 
doble y de los teoremas de h'mites. 

Para funciones de una variable, el segundo teorema fundamental del 
Cdlculo proporciona un mdtodo para evaluar la integral definida mediante una 
antiderivada, o integral indefinida, del integrando. Un metodo correspondiente 
para evaluar una integral doble implica realizar integraciones indefinidas 
simples en forma sucesiva. Un desarrollo riguroso de este procedimiento 
corresponde a un curso de C£lculo avanzado. En este libro el andlisis es solo 
intuitivo, y se utiliza la interpretation geomdtrica de la integral doble como la 
medida de un volumen. Primero se desarrollara el metodo para la integral 
doble en una region rectangular. 

Sea / una funcidn integrable en una regidn rectangular cerrada R del piano 
xy limitada por las rectas Jt = a\, x = b\,y = a i y y = b 2 . Suponga que 
fix , y) > 0 para todo (jt, y) de R. Refidrase a la figura 6, la cual muestra la 
grdfica de la ecuacidn z = fix , y), donde (x, y) pertenece a R. El numero que 
represen ta el valor de la integral doble 

jj f(x,y)dA 

R 

es la medida del volumen del sdlido entre la superficie y la region R . Este 
numero puede determinarse mediante el mdtodo de rebanado como se muestra 
a continuation. 

Sea y un iiumero del intervalo [a 2 , 6 2 ]. Considere el piano paralelo al 
piano xz que pasa por el punto (0, y, 0). Sean A (y) unidades cuadradas el drea 
de la regidn plana de interseccidn de este piano con el solido. La medida del 
volumen del sdlido se expresa por 

f* 2 

M(}>) dy 

Ja 2 

Como el volumen del sdlido tambidn esta determinado por la integral doble, 
entonces 


\\ 


fix, y) dA = 



Aiy)dy 


(2) 


Asf, puede calcularse el valor de la integral doble de la funcidn / en R al eva- 
luar una integral simple de A(y). Ahora debe obtenerse A(y) cuando y estd dada. 
Como A(y) unidades cuadradas es el area de la region plana, este numero puede 
obtenerse mediante integracidn. Observe en la figura 6 que la frontera superior 
de la regidn plana es la grdfica de la ecuacidn z — fix, y) cuando x pertenece 

a [«i, b\]. Por tanto, A(y) = 

(1) se obtiene 


r 


fix , y) dx. Al sustituir de esta ecuacidn en 
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I 


f{x,y)dA = 



dy 


( 3 ) 


La expresion del miembro derecho de (3) se denomina integral iterada. 
Debido a que los corchetes se omiten regularmente cuando se escribe una 
integral iterada, entonces (3) puede expresarse como 


CC 

Jj 


(x, y) dA 



f(x, y) dx dy 


( 4 ) 


A1 evaluar la “integral interior” de (4), recuerde que jces la variable de integra- 
tion y se considera a y como una constante. Esto es analogo a tomar y como 
una constante cuando se obtiene la derivada parcial de/(x, y) con respecto ax. 

Si se consideran secciones planas paralelas al piano yz se obtiene una 
integral iterada en la que se intercambia el orden de integracion, esto es. 


II 


f(x,y)dA 



y) dy dx 


( 5 ) 


(Jna condicidn suficiente para que (4) y (5) sean validas es que la funcion sea 
continua en la region rectangular R. 


► EJEMPLO 3 Evalue la integral doble 
(3 y - 2x 2 ) dA 


w 


si R es la region del piano xy que consiste de todos los puntos (x, y) para los 
cuales -1 < x < 2 y 1 < y < 3. 

Solution Con a | = -1 , b } = 2, a 2 = 1 y b 2 = 3, de (4) se tiene 


(3 y - 2x 2 )dA = 


n; 

di 


(3y - 2 a: 2 ) dx dy 


(3y - 2 a: 2 ) dx 


dy 


= J [ixy - I x^dy 


(9 y - 6) dy 




= 24 ◄ 

En el ejemplo 1 se obtuvo un valor aproximado de 25 para la integral doble 
del ejemplo anterior. 
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z 



Si se toma el limite, conforme la norma de A tiende a cero, de la suma de las 
medidas de los volumenes para las n franjas verticales de R desde x = a hasta 
x = b, se obtiene la medida del volumen del solido limitado en la parte superior 
por la superficie z — /( jc, y ) y en la parte inferior por la region R del piano xy. 
(Refierase a la figura 10). Este limite es la integral doble de ft n R\ es decir 


Km 

1UM 


X I /(«,-, y) dy Aj-jc = f(x y y)dydx 

i-i . J J a J*,m 

= jj f(x,y)dy dx 


( 6 ) 


Z 



FIGURA II 


Las condiciones suficientes para que la fdrmula (6) sea valida son que / sea 
continua en la regidn cerrada R y que <f>\y <f >2 sean funciones lisas. 


► EJEMPLO 5 Exprese como una integral doble y una integral 
iterada la medida del volumen del solido que se encuentra por arriba del piano 
xy delimitado por el paraboloide eliptico z = x 2 + 4 y 2 y el cilindro x 2 + 
4 y 2 = 4. Evalue la integral iterada para calcular el volumen del solido. 

Solution La figura 1 1 muestra el solido. Se obtendrd el volumen de la 
porcidn del solido del primer octante, el cual, por las propiedades de simetria, 
es un cuarto del volumen requerido. La region R del piano jcy es aquella limitada 
por losejesjcyy, asicomoporlaelipsex 2 + 4y 2 = 4. Esta region se presen- 
ta en la figura 1 2, la cual tambien muestra la i-dsima subregidn de una particion 
rectangular de R , donde v,*) es cualquier punto de esta subregion. Si V uni- 

dades cubicas es el volumen del solido dado, entonces, por el teorema 13.2.4, 


y 



v = 4 i | l J m S( M / 2 + 4 v, 2 )A jA 


= 4 


Y 

Jj 


R 


(x 2 + 4 y 2 )dA 

J 


A fin de expresar V como una integral iterada, se divide la region R en n fran- 
jas verticales. La figura 13 muestra la region R y la Lesima franja vertical 
cuyo ancho es de A^ unidades y su longitud es | f 4 - u 2 unidades, donde 
Xj-\ < u it < x t . De (6), 


V = 


4 lim 

Nl-o 



(u t 2 + 4y 2 ) dy 


A jX 
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= | J (* 2 + 2)^4 - * 2 dx 

= ~\x(4 - jt 2 ) 3 / 2 + 2x^1 4 - jc 2 + 8sen _1 ^jc 
- 4;r 


Conclusi6n: El volumen es 4;r unidades cubicas. ^ 

Suponga que la region R esta limitada por las curvas x = h(y) y x = 
h^y) y las rectas y = c y y - d, donde c < d, y A,i y son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [c, d] para las cuales A»i(y) < X 2 i y ) 
siempre que c < y < d. Considere una particion A del intervalo [c, d] y divida 
la region R en franjas horizontales de ancho A/y unidades. Consulte la figura 
14, la cual muestra la L6sima franja horizontal. La interseccidn de la superfi- 
cie z = f(x, y) y el piano y = v |5 donde j ^ v, < y^ es una curva, y una 
porcidn de esta curva se encuentra sobre la i'-6sima franja horizontal. Enton- 
ces, de la misma maneraen que se obtuvo la formula (6), la medida del volumen 
del solido limitado superiormente por la superficie z = f(x , y) e inferior- 
mente por la i-6sima franja horizontal es aproximadamente igual a 


r h (n) 

fix, Vi)dx 

^l(v/) 


A/y 


A1 tomar el limite, conforme j| A || tiende a cero, de la suma de las medidas de 
los voltimenes para las n franjas horizontales de R desde y = c hasta y - d, 
se obtiene la medida del volumen del solido limitado superiormente por la 
superficie z = fix , y) e inferiormente por la region R del piano Jty. Esta 
medida de volumen es la integral doble de/en R. En consecuencia, 



f(x,y)dxdy 

l,(y> 

= jjf(x,y)dxdy 


(7) 


Las condiciones suficientes para que la formula (7) sea vdlida son que X\ y X 2 
sean funciones lisas y que /sea continua en R . A1 aplicar las fdrmulas (6) y 
(7), en ocasiones puede ser necesario dividir la regidn R en subregiones en 
las cuales se cumplan estas condiciones. 



X 


W EJEMPLO 6 Exprese el volumen del solido del ejemplo 5 me- 
diante una integral iterada en la que el orden de integracidn sea contrario al de 
dicho ejemplo. Calcule el volumen del sdlido. 

Solution Otra vez se obtendrd el volumen del solido correspondiente al 
primer octante, y despu6s se multiplicara ef resultado por 4. La figura 15 mues- 
tra la regidn R del piano jty y la /-esima franja horizontal cuyo ancho es A,y 
unidades y su longitud es 2^1 - v f 2 unidades. Entonces, por (7), 


FIGURA 15 
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V = 4 Hm Y 

MI-0 % 


I 


2 Vi ~ v,- 2 


(x 2 + 4v,- 2 ) dx 




■1 r 2^1 - y 2 


(x 2 + 4y 2 )dxdy 


-47 

* / o •' o 

f 1 r -| 2 / 1 — y 2 

- 4 J || x 3 + 4y 2 xj^ dy 


= 4 j [| (i - y 2 ) 3 / 2 + %y\rr^y 

1 


32 

3 


(2>> 2 + 1) v 'l - y 2 dy 


= - yy(l - y 2 ) V2 + 8^1 - y 2 + 8 sen" 1 ^ 

= 4n 

Conclusion: El volumen es 4/r unidades cubicas, lo cual concuerda con la 
respuesta del ejemplo 5. ^ 


11 


DC las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que la integral doble 
(x 2 + 4y 2 ) dA puede evaluarse por medio de las integrates iteradas 


2 r V4 - * 2 /2 


IS 

J 0 j 0 


(x 2 + 4y 2 )dydx 


• I'f 


- ~v2 


(x 2 + 4 y 2 )dxdy 


Si en (6) o (7), se considera/(x, y) — 1 para toda x y y, entonces la medi- 
da A del area de la region R se expresa como una integral doble. Asf, 


— jj dydx <=> A = jjdxdy 
R 


( 8 ) 





► EJEMPLO 7 Calcule mediante integracion doble el area de la 
region del piano xy limitada por las curvas y = x 2 y y = 4x - x 2 . 

Solucion En la figura 16 se muestra la region. De (8) se tiene 


A = It dy dx 
R 


= 11 

R 

;i:i 

■c 


2 r ^x-x 2 


dy dx 


(4x - x 2 - x^dx 


= 2x 2 - f x 3 


FIGURA 16 


Conclusion: El area de la region es | unidades cuadradas. 
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EJERCICIOS 13.2 


1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


JJ 


(3a - 2v + 1 )dA 


R 

donde R es la region rectangular que tiene vertices en (0, -2) 
y (3, 0). Considere la particion de R generada por las rectas 
x = l, x = 2 y y = -I, y tome el centro de la /-esima 
subregion como (//,-, v ( ). 


2 . 


Obtenga un valor aproximado de la integral doble 


JJ 


(v 2 


- 4.x ) dA 


R 

donde R es la region rectangular cuyos vertices son (-1, 0) 
y (1 , 3). Considere la particion de R generada por las rectas 
x = 0, v = 1 y y = 2, y tome el centro de la /-esima 
subregion como (u f , v,). 


En los ejercicios 3 a 8, obtenga un valor aproximado de la inte- 
gral doble, donde Res la region rectangular que tiene vertices en 
P v 0, A es una particion de R y (//,. v,) es el centro de cada 
subregion. 


(u 5 , v 5 ) = (0.75, 1.75); (i/ 6 , v 6 ) = (1.25. 1.5); 

(w 7 , v 7 ) - (2.5, 2); (i/ 8 , v 8 ) = (3, 1). 

10. La integral doble, con P, 0 y A como en el ejercicio 4; 
(«l, v,) = (0.5, 1.5 );(m 2 .v 2 ) = (3,1); 

(« 3 , v 3 ) - (5.5, 0.5); (« 4 , v 4 ) - (2, 2); 

(« 5 .v 5 ) = (2, 2); (m 6 , v 6 ) = (5.3). 

11. La integral doble, con P. Q y A como en el ejercicio 5; 
(«„v,) = (-0.5, 0.5 );(«,, v 2 ) = (1, 1.5); 

(« 3 .v 3 ) = (2.5, 2); (u 4 . v 4 ) = (-1.5, 3.5); 

(u 5 ,v s ) = (0, 3); (i< 6 , v 6 ) = (4,4): 

(« 7 .v 7 ) = (-1. 4.5); (« 8 , v 8 ) = (1,4.5); 

(« 9 , v 9 ) = (3, 4.5). 

12. La integral doble, con P.Q y A como en el ejercicio 5; 

(«i, v,) = (-2, 0): (» 2 , v 2 ) = (0, 0); 

(« 3 , v 3 ) = (2, 0); («„, v 4 ) = (-2, 2); 

,.(h 5 . v 5 ) = (0, 2); (« 6 . v 6 ) = (2, 2); (m 7 , v 7 ) = (-2,4); 

(h 8 , Vg) = (0, 4); (« 9 . v 9 ) = (2, 4). 


If, 


(a 2 + y)dA;P(0 t 0);Q{4,2)\A:x ] 
x 2 = 1 , a 3 = 2, a 4 - 3, y x = 0, y 2 = 


= 0, 
1 


4. JJ <2 - « 

R 

x 2 = 2,a 3 


y) dA\ Pi 0, 0); 0(6, 4); A: x l 
4, Vj = 0,y 2 = 2 


0, 




(.rv + 3v 2 ) dA\ P(-2, 0); Q(4, 6); A: r, = -2, 
.Vt = 0, a '3 = 2, V] = 0, y 2 = 2, y-^ — 4 

(Ay + 3v 2 ) dA: P( 0, -2); 0(6, 4); A: Aj = 0, 
a 2 = 2, a 3 = 4, Vj = -2, y 2 = 0, y 3 = 2 

7. JJ (,v 2 v - Zvv 2 )<M;P(-3,-2);(2(!,6); 


‘•JJ 


A: a. 


-3, a 2 = = -2, y 2 = 0, v 3 = 2, y 4 = 4 


8 . 


JJ 


(a 2 v - 2av 2 ) dA; P(-3, -2), 0(1, 6); 


/? 

A: a, = -3, a 2 = -2, a 3 = ~1,a 4 = 0, y ] - -2, 
y 2 = -L.Vx = 0, y 4 = l,y 5 = 2, y 6 = 3,y 7 = 4, 


.Vs = 5 


los ejercicios 9 a 12, obtenga un valor aproximado de la 
integral doble donde R es la region rectangular que tiene vertices 
en Py Q, A es una particion de R v (u h v f ) es un punto arbitrario 
en cada subregion. 


9. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 3; 
(kj.v,) = (0.25, 0.5); (m 2 , v 2 ) = (1.75,0); 

(h 3 .v 3 ) = (2.5,0.25 :(u 4 y 4 ) = (4,1); 


13. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
ubicado en el primer octante y limitado por la esfera 
a 2 + y 2 + z 2 - 64, los pianos a = 3, y = 3 y los tres 
pianos coordenados. Afin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere la particion de la region del piano 
av generada por las rectas x = 1 , a = 2, v — 1 y v = 2. 
y tome el centro de la t-dsima subregion como (Wj, vj). 

14. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
limitado por los pianos z = 2 a + y + 4, v = 3 y los tres 
pianos coordenados. A fin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere una particion de la region del piano 
at generada por las rectas a = l,y = 1 y y = 2, y tome 
el centro de la /-esima subregion como («,, v ( ). 

15. Exprese como una integral doble el volumen del solido limi- 
tado por la superficie z = 10 - ^.v 2 - ^y 2 , los pianos 
a = 2, v = 2 y los tres pianos coordenados. A fin de obte- 
ner un valor aproximado de la integral, considere la particion 
de la region del piano at generada por las rectas 
a = 1 y v = 1, y tome el centro de la /-esima subre- 
gion como (//,-, v f ). 

16. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
limitado por la superficie lOOz = 300 - 25a 2 - 4v~, los 
pianos a = — 1 , a = 3, y = -3, y = 5 y el piano av. A fin 
de obtener un valor aproximado de la integral, considere una 
particion de la region del piano av generada por las rectas 
a = 1, v = -1 , v = 1 y y = 3, y tome el centro de la 
/-esima subregion como (//,, v ; ). 


En los ejercicios 17 a 20, aplique el teorema 13.2.8 para obtener 
un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral doble. 


17. 


*r 

Jj 


(2a + 5y) dA, donde R es la region rectangular cuyos 


R 

vertices son (0, 0), ( 1 , 0), ( 1 , 2) y (0, 2). 
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18. 


19. 


'• JJ (, 2 + v 2 ) dA, donde R es la region rectangular cuyos 

R 

vertices son (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). 

• JJ ? x> dA, donde R es la region rectangular cuyos vertices 
son (0, 0).(L0),(i, 1 ) y (0, 1). 


38. 


v~ 

x 


dA; R es la region limitada por las rectas v = x 


R 

y y = 2, y la hiperbola .tv = 1 . 

39. Obtenga el volumen del solido ubicado debajo del piano 
z = 4v y que se encuentra por arriba de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1 6 del piano at. 


20 . 


S 


(sen x + sen y) <M, donde R es la region rectangular 


R 

cuyos vertices son (0, 0), (it, 0). (0, it) y (it, it). Sugeren- 
cia: utilice el resultado del ejercicio 24 de la seccion 12.8. 


En los ejercicios 21 a 30, evalue la integral iterada. 



29. 


30. 



sen(4x - y) dy dx 
sen - dx dy 


En los ejercicios 31 a 38, calcule el valor exacto de la integral doble. 

31. La integral doble del ejercicio 1 . 

32. La integral doble del ejercicio 2. 

33. La integral doble del ejercicio 3. 

34. La integral doble del ejercicio 6. 


35. 


36. 





sen x dA\ R es la region acotada por las rectas 
\x y x = n. 


v 


2.v, 


CC 


R 


cos(a + y) dA: R es la region acotada por las rectas 


y = a- y a ~ it. y el eje a. 


37 . 



rencia a - + y- 


dA ; R es la region acotada por la circunfe- 
= 9. 



40. Determine el volumen del solido delimitado por los pia- 
nos a = y + 2z + 1, a = 0. y = 0, z = 0 y 3v + 
z - 3 = 0. 



41. Calcule el volumen del solido del primer octante acotado 
por los dos cilindros a 2 + y 2 = 4 y a 2 + z 2 = 4 



t 1 


X" + V“ 
/ 


= 4 



+ r = 4 



42. Obtenga el volumen del solido del primer octante limita- 
do por el paraboioide c = 9 - a 2 - 3v 2 . 
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43. Determine el volumen del solido del primer octante limi- 
tado por las superficies a + z 2 = l,.t = y y x = y 2 . 



44. Calcule mediante integracion doble el volumen de la por- 
cion del solido del primer octante limitado por la esfera 
a 2 + v 2 + z 2 = 16. 


50. Utilice integracion doble para obtener el area de la region 
del primer cuadrante limitada por la parabola v 2 = 4 a, 
la circunferencia x 2 + y 2 = 5, y el eje x mediante dos 
metodos: (a) integre primero con respecto a a; (b) integre 
primero con respecto a y. Compare los dos metodos de 
solucion. 

51. Calcule mediante dos metodos el volumen del solido ubi- 
cado debajo del piano 3 a + 8y + 6c = 24 y por arriba de 
la region del primer cuadrante del piano xy limitada por 
la parabola v 2 = 2 a, la recta 2a + 3v = 10 y el eje a: 
(a) integre primero con respecto a a; (b) integre primero 
con respecto a y. Compare los dos metodos de solucion. 

52. Considere la integral iterada ^j. a 2 - x 2 dy dx. 

Jo Jo 

(a) Dibuje el solido cuya medida de volumen esta repre- 
sentada por la integral; (b) evalue la integral iterada; 
(c) escriba la integral iterada que proporciona la medida 
del volumen del mismo solido con el orden de integracion 
inverso. 



x“ + y 2 + v = 16 


En los ejercicios 45 a 48, utilice integrales dobles para calcular 
el area de la region limitada por las curvas del piano xy. Dibuje 
la region . 

45. y = a 3 y y = a 2 46. y 2 = 4a y a 2 = 4y 

47. y = a 2 - 9 y v = 9 - a 2 

48. a 2 + y 2 = 16 y r = 6a 

49. Exprese como una integral iterada la medida del volumen 
del solido limitado por el elipsoide 



53. Considere la integral iterada 



(2a + y) dy dx 


y efectue las instrucciones del ejercicio 52. 

54. Utilice doble integracion para calcular el volumen del sdlido 
comtin a los dos cilindros circulares rectos de radio r uni- 
dades, cuyos ejes se intersectan formando angulos rectos. 
(Consulte el ejercicio 60 de la seccion 4.9). 


En los ejercicios 55 y 56, la integral iterada no puede evaluarse 
exactamente en terminos de f undone s elementales mediante el 
orden de integracion propuesto. Invierta el orden de integracion 
y realice el calculo. 

!■ 4 


re 

• 17 ' 


sen 7ty 3 dy dx 


“ dx dy 
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En la seccion 1 3.2 se estudio como aplicar las integrales dobles a fin de calcu- 
lar volumenes de solidos. En esta seccion se trataran otras aplicaciones de las 
integrales dobles, tales como determinar centros de masa, momentos de inercia 
y el area de una superficie. 

Cuando se aplicaron las integrales simples para determinar el centro de 
masa de una lamina, se consideraron unicamente laminas homogeneas, excep- 
to en casos especiales. Sin embargo, con las integrales dobles se puede deter- 
minar el centro de masa de una lamina homogenea o no homogenea. 

Suponga que se tiene una lamina cuya forma es la de una region cerrada 
R del piano xy. Sea p( a, y) la medida de la densidad superficial de la lamina 
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en cualquier punto (a\ y) de R donde p es continua en R. Para calcular la 
masa total de la lamina se procede como sigue. Sea A una partition de R en 
n rectangulos. Si («/, v,) es cualquier punto del z-esimo rectangulo que tiene 
area A,A unidades cuadradas, entonces una aproximacion de la medida de la 
masa total del i-esimo rectangulo es p ( w/, v ; ) A/A, y la medida de la masa 
total de la lamina esta aproximada por 

n 

Xp("i- v i) A/A 
1 = 1 

A1 tomar el limite de la suma anterior, conforme la norma de A tiende a cero, 
la medida M de la masa de la lamina puede expresarse como 


fl 

M = Ijp Ip(«/,v/)A,A 


rr 

Jj 

R 


p( x, y) dA 


( 1 ) 


La medida del momento de masa del Y-esimo rectangulo con respecto al eje ,v 
esta aproximada por v/p(M/, vf) A/A. Entonces la suma de las medidas de los 
momentos de masa con respecto al eje x de los n rectangulos sera aproximada 
por la suma de n terminos de estos. La medida M x del momento de masa con 
respecto al eje a de la lamina completa esta dada por 


M X = Um X v /P(«(. V/)A (A 
II All-* 0 /= I 


Jj 


y p (a, y ) dA 


De manera analoga, la medida M v de su momento de masa con respecto al eje 
y esta determinada por 


M V = ..Mm X“/P( m i» v i-)A/A 
lUlko ,=i 


v) dA 


R 

El centra de masa de la lamina se denota por el punto (I, v) donde 


( 2 ) 


x ~ 


M 


y y 


Mv 

M 


^ EJEAAPLO 1 Una lamina cuya forma es la de un triangulo rec— 
tangulo isosceles, tiene una densidad superficial que varia de acuerdo al cua- 
drado de la distancia a partir del vertice del angulo recto. Si la masa se mide en 
kilogramos y la distancia en metros, caicule la masa y el centra de masa de la 
lamina. 
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y 



Solucion Elija los ejes coordenados de modo que el vertice del angulo 
recto este en el origen y los catetos de longitud a queden sobre los ejes coor- 
denados (consulte la figura 1). Sea p(jc, y) kilogramos por metro cuadrado 
la densidad superficial de la lamina en el punto (jc, y). Entonces p(x, y) = 
k( x 2 + y 2 ), donde k es una constante. Por tanto, si M kilogramos es la masa 
de la lamina, se tiene, de (1), 


M = ljm Y,k{ui 2 + v?) A/A 


= k (x 2 + y 2 ) dA 
R 

-n 

a 

= kj [y* 2 + X dx 

= * f ~ a 

J n 


(jc 2 + y 2 )dydx 


2 x + lax 2 - |jc 3 ) dx 


= Hln* - l a 4 + | a 4 - l * 4 


— k( 3 a 2 « -r 3 « 3 

= 


a 4 ) 


A fin de determinar el centro de masa, observe que, debido a la simetria, 
este debe estar sobre la recta y = x. Por tanto, si se obtiene 3c, tambien se 
obtendra y. De (2), 


M y = ljm X kujiui 2 + v^) A f -A 
= k jj jc(jc 2 + y 2 ) dA 

-*/T 

J o J o 

-‘ft 

J o 

= /c (jo 3 * ~ G 

Jo 

= - i * 5 + i * 5 - A* 5 ) 


(j: 3 + Jty 2 ) dy dx 


lfl-A' 

3 y + \xy 3 dx 
3 Jo 


2 x 2 + 2a* 3 - \x 4 ) dx 


= -^ka 5 


ComoMx = M y , entonces Mx = ^./ca 5 ; y debido aqueA/ = ~ka 4 , se 
obtiene 3c = \a. 

Conclusion: El centro de masa se encuentra en el punto ( j a, | a). A 


El momento de masa de una lamina con respecto a un eje se denomina, en 
ocasiones, primer momento de la lamina con respecto al eje. Otro momento 
de una lamina con respecto a un eje es el momento de inercia, tambien Uamado 
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segundo momento de la lamina. El momenta de inercia es una medicion de la 
resisteneia al cambio en el movimiento de rotacidn. Para llegar a la definicion 
de momento de inercia de una lamina, primero considere una particula de masa 
m kilogramos cuya distancia perpendicular desde un eje es r metros. El 
momento de inercia de la particula con respecto al eje se define como mr 2 
kilogramos-metro cuadrado. Entonces el momento de inercia de un sistema de 
n particulas respecto al eje es la suma de los momentos de inercia de todas las 
partfculas. Esto es, si la /-esima particula tiene una masa de m t kilogramos y se 
encuentra a una distancia de r,- metros del eje, entonces / kilogramos-metro 
cuadrado es el momento de inercia del sistema respecto al eje, donde 

1 = Z m i r ? 

1=1 

Al extender este concepto a una distribution continua de masa en un piano, tal 
como una lamina, mediante procesos semejantes a los anteriores, se tiene la 
definicion siguiente. 


13*3.1 Definicion de momenta de inercia respecto 
a un eje 


Suponga que se tiene una lamina que ocupa una regidn R en el piano xy tal 
que la densidad superficial en el punto ( x , y) tiene medida p(x , y), donde 
p es continua en R. Entonces, la medida del momento de inercia de la 
lamina con respecto al eje x, denotado por I v estd determinada por 


l x = lira Z v ! 2 P(“i' v I) A i A 


= 11 


y 2 p(x,y)dA 


De manera similar, la medida del momento de inercia de la lamina con 
respecto al eje y, denotado por 7 V , esta dada por 

n 

7 V = „ 1 ), m Z u i 2 P( u i> V/) A I A 
IIaII— > 0 (= i 


= 11 


x 2 p(x, y) dA 


W EJEMPLO 2 Un alambre recto homogeneo tiene una densidad 
lineal constante de k kilogramos por metro. Calcule el momento de inercia del 
alambre con respecto a un eje perpendicular al alambre que pasa por uno de sus 
extremos. 

Solution Suponga que la longitud del alambre es de a metros, y que se ex- 
tiende a lo largo del eje x a partir del origen. Se determinara el momento de inercia 
del alambre con respecto al eje y. Divida el alambre en n segmentos de modo que 
la longitud del /-esimo segmento es A ,-x metros. Entonces, la masa del /-esimo 
segmento es k A ,x kilogramos. Suponga que la masa del /-esimo segmento se 
concentra en un punto donde x,_j < Uj < x t . La medida del momen- 
to de inercia del /-esimo segmento con respecto al eje y se encuentra entre 
kx^ j 2 A/X y kXj 2 AiX y esta aproximado por ku} A f x. Si el momento de iner- 
cia del alambre con respecto al eje v es l y kilogramos-metro cuadrado, entonces 
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h = ■> m 


!a|1->o i = i 

kx 2 dx 


- 

J 0 

= 


Conclusion: El momento de inercia es ±ka 3 kg-m 2 . ^ 

La suma de los momentos de inercia l x e I y de una lamina del piano xy se 
denomina momento polar de inercia , y represen ta el momento de inercia de la 
lamina con respecto al origen o al eje z. 


13.3.2 Definicion de momento polar de inercia 


Suponga que se tiene una Mmina que ocupa una regidn R del piano xy 
tal que la densidad superficial en el punto (jc, y) tiene medida p(x , y), 
donde p es eontinua en R. Entonces la medida del momento polar de 
inercia, denotado por 1$, estd definido por 


lo = lfa> X<"( 2 + v i 2 )p<% v /) A i A 


- Si 


►o | 

,2 ^ „2 


(jH + y i )p(x,y)dA 



► EJEMPLO 3 Una lamina rectangular homog^nea tiene una den- 
sidad superficial constante de k slugs por pie cuadrado. Calcule el momento de 
inercia de la ldmina con respecto a una esquina. 

Solution Suponga que la Idmina est£ limitada por las rectas x = a, 
y = b y los ejes xy y. Refi6rase a la figura 2. Si /q slug-pie cuadrado es el 
momento de inercia con respecto al origen, entonces 

k = Ijm X k ( u i 2 + v < 2 ) A i A 

HaINo «=i 


= jj k(x 2 + y 2 )dA 
R 

n et 

( x 2 + y 2 ) dx dy 
3 

= [^ 3 + x y 2 ] a Q d y 

- k f ( + ay 2 ) dy 

Jo 

= {£ab(a 2 + /? 2 ) 


Conclusion: El momento de inercia es | kab{a 2 + /? 2 ) slug-pie 2 . 
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El radio de giro de una lamina con respecto a un eje L es la distancia desde 
L a un punto de la lamina en el que puede ser concentrada su masa sin afectar 
su momento de inercia con respecto a L. Esto es, si la masa M kilogramos 
de la lamina se concentra en un punto ubicado a r metros de L, el momento de 
inercia de la lamina con respecto a L es la misma que la de una particula 
de masa M kilogramos a una distancia de r metros de L; este momento de iner- 
cia es Mr 2 kilogramos-metro cuadrado. Asf, se tiene la definicion siguiente. 


13.3.3 Definicion del radio de giro 


Si I es la medida del momento de inercia con respecto a un eje L de una 
ldmina y M es la medida de la masa total de la lamina, entonces el radio 
de giro de la lamina con respecto a L tiene medida r, donde 



y 



W EJEMPLO 4 Suponga que una lamina tiene la forma de un 
semicfrculo y que la medida de la densidad superficial de la Idmina en cual- 
quier punto es proporcional a la medida de la distancia del punto a partir del 
diametro. Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en metros, calcule 
el radio de giro de la lamina con respecto al eje jc. 


Solution Elija los ejes jc y y de modo que el semicfrculo sea la parte su- 
perior del cfrculo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . Consulte la 
figura 3. Entonces la densidad superficial de la lamina en el punto (jc, y) es ky 
kilogramos-metro cuadrado. Asf, si M kilogramos es la masa de la lamina, 
entonces 

n 

M — lim 2Lkv;A;A 

M-o ft 



\k{a 


2 _ 


y 2 ) 3/2 


= \ka 3 


Si l x kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia de la ldmina con 
respecto al eje jc, entonces 


h = Ijm y,Vi 2 (kvi) AjA 
IUII-+0 r = i 


=11 


ky* dydx 
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=o: 

-IK 
■ 0 


ky 3 dy dx 


dx 


(a 4 - 2 a 2 x 2 + x 4 ) dx 


= \k(2a 5 - fa 5 > fa 5 ) 
= 7I^ 5 


Por tanto, si r metros es el radio de giro, entonces 



f*a 3 


De modo que r — |01Oa. 

Conclusion: El radio de giro es j VlO a metros. 


◄ 


z 



FIGURA4 


La integral doble puede emplearse para determinar el area de la porcion 
de la superficie z = /(x , y) que se encuentra sobre la region cerrada R del pia- 
no xy. A fin de mostrar esto, primero se defmira lo que significa la medida de 
esta area y despues se obtendra una formula para calcularla. Suponga que / 
y sus primeras derivadas parciales son continuas en R, y que f(x , y) > 0 en R . 
Sea A una particion de R de n subregiones rectangulares. El /-6simo rectangulo 
tiene dimensiones Ape unidades y A/y unidades y un area de A ,-A unidades 
cuadradas. Sea (w,, v f ) cualquier punto del /-esimo rectangulo, y considere el 
piano tan-gente a la superficie en el punto Q(u h v,-, /(«,-, v0). Proyecte verti- 
calmente hacia arriba el /-esimo rectangulo sobre el piano tangente y sea A/a 
unidades cuadra-das el area de esta proyeccion. La figura 4 muestra la regidn 
/?, la porcion de la superficie sobre R , la /-6sima subregidn rectangular de R 
y la proyeccion del /-esimo rectangulo sobre el piano tangente a la superficie 
en Q . El numero A,cr es una aproximacion de la medida del area de la por- 
ci6n de la superficie que se encuentra sobre el /-esimo rectangulo. Como existen 
n de estas porciones, la suma 



I A,a 

/ = ! 

es una aproximacion de la medida <j del area de la porcion de la superficie 
ubicada sobre R. Esto conduce a definir crcomo sigue: 

n 

°= lta> Z a ,ct (3) 

I|aO ->0 i=i 

A continuacion se obtendra una formula para calcular este limite. Para esto, se 
deducira una formula a fin de calcular A r <7 como' la medida del area de un 
paralelogramo. Con el fin de simplificar los calculos se toma el punto (u h vf) del 
/-esimo rectangulo como el v^rtice j, y/_ j). Sean A y B los vectores que 
tienen como representaciones los segmentos de recta dirigidos cuyo punto ini- 
cial es Q y que forman dos lados adyacentes del paralelogramo cuya drea es A ; a 
unidades cuadradas. Refierase a la figura 5. Asf, A { *a = || A X B || . Como 


A = A/xi + f x {u h vf) A/xk y B = A/yj + f y {u h v/)A/yk 


FIGURA 5 
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entonces 


j 


k 


A x B = 


A ;J£ 


0 


o /*(«,, Vi) A,x 
f v (Ui,Vj) A,y 


= -A,* Aiyf x (u h v,) I - A ix Aiyfy(u h v,)j + A,* A-yk 


Por tanto, 

A,<t = || A x B || 

= V,) + fy 2 (Ui, Vi ) + 1 AjX A t y 

A1 sustituir esta expresidn por A, (Ten (3) se tiene 

n 

a = „ l |, m X v f ) + /v 2 (u,, v, ) + 1 A,.t A, 7 

Ha||— . o “I v 

Este limite es una doble integral que existe sobre R debido a la continuidad de 
fx y fy en este modo se tiene el teorema siguiente. 


13.3.4 Teorema 


Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son continuas en la 
regidn cerrada R del piano xy. Si a tinidades cuadradas es el £rea de 
la superficie z = /(jc, y ) que se encuentra sobre /?, entonces 


-JI^ 


(x, y) + f y 2 (x, y) + 1 dx dy 



FIGURA 6 


► EJEMPLO 5 Calcule el area de la superficie en el primer octante 
cortada en el cilindro x 2 + z 2 = 16 por los pianos jc = 0, jc = 2, y = 0 y 

y = 3 . 

Solucion La superficie dada se muestra en la figura 6. La regidn R 
es el rectangulo en el primer cuadrante del piano xy limitado por las rectas 
jc = 2, y = 3. La superficie tiene la ecuacidn jc 2 + z 2 = 16. Si se despeja 
z en la ecuacidn anterior se obtiene z = ^/16 - jc 2 . Por tanto, /(jc, y) = 
16 - jc 2 . De modo que si crunidades cuadradas es el area de la superficie, 
entonces, por el teorema 13.3.4, 


' = jj xjfx 2 (X, y) + f y 2 (x, y) + I dx dy 

-iliiSM’* 0 * 1 ''** 

■rr 


0 Jo V 16 - * 2 

■ 4 I„ h ,r ' ■■')■> 


Indy 


= In 


Conclusion: El area de la superficie es 2 n unidades cuadradas. 
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y 



Considere ahora la curva y = F(x) con a < x < b, F(x) > 0 para 
toda x de [a, b ] y F' continua en [a, b). Si esta curva se gira alrededor del eje 
Jt, se obtiene una superficie de revolucidn. De la seccion 10.6, una ecuacion 
de esta superficie es 

y 2 + z 2 = [F(*)] 2 ( 4 ) 

La figura 7 muestra la superficie de revolucion. En esta figura el piano xy 
se encuentra en el piano de esta hoja; sin embargo, se tiene un sistema 
coordenado derecho. Se desea obtener una fdrmula para calcular el £rea de 
esta superficie de revolucidn empleando el teorema 13.3.4. De las propieda- 
des de simetria, el £rea de la superficie ubicada por arriba del piano xz y frente 
al piano xy es un cuarto del area de la superficie completa. A1 resolver (4) 
para z y no tomando en cuenta la raiz cuadrada negativa puesto que z > 0, 
se tiene /(jc, y) = /[ F(jc)] 2 - y 2 . La region R del piano xy es la region li- 

mitada por el eje x y la curva y = F(x) y las rectas x = a y x = b. Sise 
calculan las derivadas parciales de / se obtiene 


fx(x,y) 


F(x)F'(x) 

JfmV - y 2 


f y (x, y) 


-y 

JfocW 2 - / 


Se observa que f x (x , y) y f y 0 c, y) no existen en parte de la frontera de R (cuan- 
do y = -F(jc) y cuando y = F(jc)). La integral doble que se obtiene a partir del 
teorema 13.3.4 es 


If 


[F(x)p[F'(x)] 2 
]j IF(x)] 2 - y 2 


[ F(x )p 


+1 dy dx 


\ 


SI 


^[Fix)] 2 - y 2 


dy dx 


Esta doble integral es impropia debido a que el integrando tiene una dis- 
continuidad infinita en cada punto de la frontera de R donde y = -F(x) y en 
donde y = F(x). En consecuencia, se evalua la doble integral como una in- 
tegral iterada para la cual el integrando interior es impropio. Si c unidades 
cuadradas es el drea de la superficie de revolucion, entonces 


rb f F(x) 

= 4 FU^tF'Ct)] 2 + 1 ■ % ■ ■- 

K Jo Jfm f - y 2 


dx 


I 


Fix) 


dy 


^lF(x)] 


= = lim 
2 y 2 


= lim 


..f 

im sen -1 

Fix)' 


dy 


yj[F(x)i 


F(x) 


2 j 

b 
0 


lim sen 1 ■ 

b^Fix)- F(x) 


— 1 ' 


Por tanto, de (5), 

rb 


<r = 2k j F(x)ftFU)] 2 + 1 dx 


( 5 ) 


Este resultado se establece como un teorema, donde F se sustituye por /. 
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13.3.5 Teorema 


Suponga que la funcion / es positiva en [a, b ] y que /' es continua 
en fa, b\. Si a unidades cuadradas es el area de la superficie de revolu- 
ci6n que se obtiene al girar alrededor del eje x la curva y - /(x), con 
a < x < b, entonces 

cr * 2k f f(x)^J\x)f~\dx 



FIGURA 8 


^ EJEMPLO 6 Calcule el area del paraboloide de revolution gene- 
rado al girar la mitad superior de la parabola y 1 2 = 4px, con 0 < x < h, 
alrededor del eje x. 

Solucion En la figura 8 se muestra el paraboloide de revolution. Si se 
despejayen la ecuacidnde la parabola, cony > 0, se obtiene y = 2 p^ 2 x^ 2 . 
De modo que si cr unidades cuadradas es el area de la superficie, entonces 
por el teorema 13.3.5, con/(x) = 2 p ] ^ 2 x^ 2 , 

.h 

. I 
cr 


•'0 


2p i /2 x' /2 ^jE + .j djc 

• h 


/ 


= 4np il2 f + x dx 

Jo 


= | np^ 2 (p + x )^ 2 


-h 

-0 


= \x(4 'p(p + ^) 3 " p 2 ) 


Conclusion i El area del paraboloide de revolution es * n(y[p'(p + h ) 3 - p 2 ) 
unidades cuadradas. ^ 


EJERCICIOS 13.3 


En los ejercicios I a 12, calcule la masa y el centro de masa de la 
lamina si se considera la densidad superficial como se indica. La 
masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

1. Una lamina tiene la forma de una region rectangular limitada 
por las rectas jr = 3yy = 2ylos ejes coordenados. La 
densidad superficial en cualquier punto es xy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

2. Una ldmina tiene la forma de una region rectangular aco- 
tada por las rectas x = 4yy = 5ylos ejes coordenados. 
La densidad superficial en cualquier punto es (* 2 + y) 
kilogramos por metro cuadrado. 

3. Una lamina tiene la forma de una regi6n triangular cuyos 
lados son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 
x + 2y = 6. La densidad superficial en cualquier punto es 
y 2 kilogramos por metro cuadrado. 


4. Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante 
limitada por la parabola v = x 2 , la recta y = 1 y el eje y. 
La densidad superficial en cualquier punto es (x + y) ki- 
logramos por metro cuadrado. 

5. Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante 
acotada por la parabola x 2 - 8y, la recta y = 2 y el eje y. 
La densidad superficial varfa como la distancia desde la recta 

y = -i. 

6. Una lamina tiene la forma de la region limitada por la curva 
y ~ e x , la recta x = 1 y los ejes coordenados. La densidad 
superficial varia como la distancia desde el eje x. 

7. Una lamina tiene la forma de la regidn del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes 
coordenados. La densidad superficial varia conforme a la 
suma de las distancias a los dos lados rectos. 





13.3 APUCACIONES DE IAS INTEGRALES DOBLES 1051 


8. Una ldmina tiene la forma de la regidn limitada por el tridn- 
gulo cuyos lados son los segmentos de los'ejes coordenados 
y la recta 3* + 2y = 18. La densidad superficial varia 
como el producto de las distancias a los ejes coordenados. 

9. Una ldmina tiene la forma de la regidn acotada por la curva 
y = sen jcy el eje jc desde jc = Ohastajc = k La densidad 
superficial varia conforme a la distancia desde el eje x. 

10. Una ldmina tiene la forma de la regidn limitada por la curva 
y = Vx y la recta y = x. La densidad superficial varia 
como la distancia desde el eje y. 

11. Una ldmina tiene la forma de la regidn del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia jc 2 + y 2 = 4 y la recta 
x + y = 2. La densidad superficial en cualquier punto es 
xy kilogramos por metro cuadrado. 

12. Una ldmina tiene la forma de la regidn limitada por la 
circunferencia jc 2 + y 2 = 1 y las rectas x = 1 y y = 1. 
La densidad superficial en cualquier punto es jcy kilogra- 
mos por metro cuadrado. 

En los ejercicios 13 a 18, calcule el momento de inercia de la 
lamina homoginea con respecto al eje indicado si la densidad 
superficial es k kilogramos por metro cuadrado y la distancia se 
mide en metros. 

13. Una ldmina tiene la forma de la regidn limitada por 
4y = 3jc. jc = 4 y el eje jc; con respecto al eje jc. 

14. La ldmina del ejercicio 13; con respecto a la recta jc = 4. 

15. Una ldmina tiene la forma de la regidn acotada por la cir- 
cunferencia de radio a metros; con respecto a su centre. 

16. Una ldmina tiene la forma de la regidn limitada por la para- 
bola jc 2 = 4 - 4y y el eje jc; con respecto al eje jc. 

17. La ldmina del ejercicio 16; con respecto al origen. 

18. Una ldmina tiene la forma de la regidn acotada por un 
tridngulo cuyos lados miden a metres, b metros y c me- 
tros; con respecto al lado que mide a metros. 

En los ejercicios 19 a 22, determine para cada lamina lo siguien - 
te ; ia) el momento de inercia con respecto al eje x, (b)elmomento 
de inercia con respecto al eje y, (c) el radio de giro con respecto 
al eje x, (d) el momento polar de inercia. 

19. La ldmina del ejercicio 1 . 

20. La ldmina del ejercicio 4. 

21. La ldmina del ejercicio 9. 

22. La ldmina del ejercicio 10. 

23. Una ldmina tiene la forma de la regidn acotada por la para- 
bola y = 2x - jc 2 y el eje jc. Calcule el momento de inercia 
de la ldmina con respecto a la recta y = 4 si la densi- 
dad supeficial varia como la distancia desde la recta y = 4. 
La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

24. Una ldmina homogdnea de k slugs por pie cuadrado de 
densidad superficial tiene la forma de la regidn limitada por 
la curva jc = -Jy , el eje jc y la recta jc = a , donde a > 0. 
Calcule el momento de inercia de la ldmina con respecto a la 
recta jc -a. 


25. Determine el dre a de la superficie cortada en el piano 
2jc + y + z = 4 por los pianos jc = 0, jc = l,y = 0 y 

y = 1 


z 



X 


26. Calcule el drea de la superficie cortada en el piano 
z - 2jc - y = 5 por los pianos jc = 0, jc = 2, y = 0 y 
y = 4. 


Z 7 - IX - V = 5 



X 


27. Obtenga el drea de la porcidn de superficie del piano 36jc + 
16y + 9z = 144 cortada por los pianos coordenados. 

28. Determine el drea de la superficie cortada en el piano 
z = ax + by por los pianos jc = 0, jc = a, y = 0 y 
y = b, donde a > 0 y b > 0. 

29. Calcule el drea de la superficie del primer octante cortada en 
el cilindro jc 2 + y 2 = 9 por el piano x = z. 


x = z 
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30. Obtenga el area de la superficie cortada en el cilindro jc 2 + 
y 2 = 25 por los pianos x = 0,jc = Uz = \ yz = 3. 


z 



37. Se gira el segmento de recta del origen al punto ( a , b ) alre- 
dedor del eje jc. Determine el area de la superficie del cono 
generado. 

38. Deduzca una fdrmula para calcularel area de la superficie de 
una esfera al girar una semicircunferencia alrededor de su 
di£metro. 

39. Calcule el £rea de la superficie de revolucion generada al 
girar el arco de la catenaria y = a cosh(jc la) desde x = 0 
hasta x = a alrededor del eje y . 

40 . Determine el area de la superficie de revolucion que se ob- 
tiene al girar alrededor del eje x la catenaria del ejercicio 39, 

41 . El lazo de la curva 18y 2 = jc(6 - jc) 2 se gira alrededor del 
eje jc. Obtenga el area de la superficie de revolucion generada. 


31. Sea R la region triangular del piano jc y con vertices en 
(0. 0, 0), (0, 4, 0) y (2, 4, 0). Determine el area de la su- 
perficie de la parte de la grifica de z - 5jc - y 2 = 2 que 
se encuentra sobre R. 

A 32. Calcule el drea de la superficie del primer octante cortada en 
p J el cono jc 2 + y 2 = z 2 por el piano jc + y = 4. 




Obtenga el drea de la porcidn de superficie del cilindro jc 2 + 
z 2 = 4 que esta dentro del cilindro x 2 + y 2 = 4. 

Determine el area de la porcidn de superficie del cono jc 2 + 
y 2 = z 2 que se encuentra dentro del cilindro.*^ + y 2 = 2jc. 




^ 35. Calcule el drea de la porcidn de superficie del cono jc 2 + 
y 2 = z 2 ubicada entre el cilindro y 1 - jc y el piano jc - 

y = 2 . 


t 36. Obtenga el area de la porcion del piano jc = z que estd 
entre los pianos y = 0yy = 6y dentro del hiperboloide 
9X 2 - 4 y 2 + lbz 2 = 144. 


42 . Calcule el area de la superficie de revolucion generada al 
girar el arco de la curva y - In jc desde jc = 1 hasta jc = 2 
alrededor del eje y. 

43 . Una ldmina homog^nea de k slugs por pie cuadrado de densi- 
dad superficial tiene la forma de la region limitada por un 
triangulo isosceles cuya base mide b pies de longitud y su al- 
tura h pies de longitud. Determine el radio de giro de la 
^mina con respecto a su recta de simetria. 

44 . Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son con- 
tinuas en una region cerrada R del planp jcy. Demuestre que 
si cr unidades cuadradas es el ^rea de la porcion de la su- 
perficie z = f{x , y) que se encuentra sobre R , entonces 

<r - jj II Vgfay.z) It dxdy 

R 

donde g(*, y, z) = z - /( x, y) 


13.4 INTEGRALS DOBLES EN COORDENADAS POLARES 

A fin dedefinir la integral doble de una funcion en una region cerrada del piano 
coordenado polar, primero se considera el tipo mds simple de region. Sea R la 
regidn limitada por los rayos 0 = ay 0 = /?ylas circunferencias r = ay 
r - b. Sea A la particidn de esta regidn que se obtiene al dibujar rayos que 
pasen por el polo y circunferencias con centro en el polo. RefiSrase a la figura 
l, la cual muestra una red de subregiones denominadas rectangulos cur- 
vados. La norma || A || de la particidn es la longitud de la mayor diagonal de 
los rectangulos curvados. Sea n el numero de subregiones y sea A { A unidades 
cuadradas el drea del /-dsimo recUingulo curvado. Como el drea de la t-esima 
subregion es la diferencia de las areas de dos sectores circulares, entonces 

M = - 0i-\) - - 0j_,) 

= \(rj - r,_|Xo + o_iX0/- Oi-0 

Sean r f - = ^(r f - + r ( _j ), A t r = r, - 77 Lj. y A f 6 = 0j - 0^. Entonces 
AjA = TiAirAiO 
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y 




Tome el punto (r,-, 0,) en la /-esima subregion, donde 0,_i < 0; < 0 h y 
forme la suma 

£/(?„§;) A, 4 = £/(r,, 0,)r,A,rA,0 

,=1 /=! 

Se puede demostrar que si/ es continua en la regidn R , entonces el limite de 
esta suma, conforme || A || tiende a cero, existe y se considerard como la 
integral doble de/ en R. De este modo se puede escribir 


£/(?„ \A = JJ /(r, 6) dA 

R 

» Mr" Z /fo #i) h V A ,0 = I /(r, 8)rdrdd 
|AM> " JJ 


Observe que en coordenadas polares, dA = r dr dO. 

Tambi6n puede demostrarse que la integral doble es igual a una integral 
iterada que tiene una de las dos formas posibles: 


I 


f(r, 0) dA 



/(r, 0) r dr dO 



/(r, B)rd6 dr 



Es posible definir la integral doble de una funcidn continua /de dos va- 
riables en regiones cerradas del piano coordenado polar de manera diferente a 
la anterior. Por ejemplo, considere la regidn R limitada por las curvas 
r = <f>\(6) y r = (f> 2 (0 ), donde 4>\y <f> 2 son funciones lisas, y por las rectas 
0 = a y 0 = p. Consulte la figura 2. En la figura, < (f> 2 (0) para 

toda 0 del intervalo cerrado [a, /?]. Entonces se puede demostrar que la doble 
integral de/en R existe y que es igual a una integral iterada, obteniendose 


rr rP r<h@) 

\\f(r,6)dA = f(r,0)rdrd0 

JJ Jrt 


a 

Si la regidn R esta limitada por las curvas 6 = ^(r), y 6 = £ 2 (r), donde x { y 
X 2 son funciones lisas, y por las circunferencias r = a y r = b, como se 
muestra en la figura 3, donde x } (r) < x 2 ( r ) P ara toda r del intervalo cerrado 
[i a , b], entonces 



FIGURA 4 


6 = 


e= - 


ff f(r,0)dA = f \ Xli f(r , 6)r dBdr 

JJ Ja J X\( r ) 


La integral doble de unafuncionen unaregioncerradadel piano coordenado 
polar puede con siderarse como la medida del volumen de un solido emplean- 
do coordenadas cilmdricas. La figura 4 muestra un solido que tiene como base 
a la regidn R del piano coordenado polar y limitado superiormente por la su- 
perficie z = /(r, 0), donde/es continua en R y f(r, 0) > 0 en R. Considere 
una particidn de /?, la cual proporciona una red de n rectdngulos curvados. 
Construya los n s6lidos para los cuales el i-6simo sdlido tiene como base al 
/-6simo rectangulo curvado y cuya altura es f(r h 0,) unidades, donde (r |5 0,) 
pertenece a la /-6sima subregion. La figura 4 muestra el /-esimo solido. La 
medida del volumen del /-6simo solido es 
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/(/•;, G,) A, A = Gj) r, A,r A,G 


La suma de las medidas de los n solidos es 
]£/('/> V A i d 

/=l 

Si V unidades cubicas es el volumen del solido dado, entonces 

v - „ ’i, 171 

IkIM /,i 

= jjf(r,d)rdrde ( 1 ) 

R 


► EJEMPLO 1 Calcule el volumen del solido del primer octante 
limitado por el cono z = r y el cilindro r - 3 sen 0. 

Solution El solido y el /-esimo elemento de volumen se muestran en la 
figura 5. A1 utilizar ( 1 ) con/(r, 0) = r, y si V unidades cubicas es el volumen 
del solido dado, entonces 


V = „ l j, m • n A ,r&iO 


■ 1 / 

-h 


i 2 dr dO 
nfi r 3 sen 6 


r^drdO 


0 JO 
k/2 


-l H 

-r 

Jo 




sen 3 


= -9 cos 6 + 3 cos 3 


Kfl 


= 6 



FIGURA 5 
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F1GURA 6 


► EJEMPLO 2 Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de 
la region limitada por la semicircunferencia r - a cos 0, 0 < 0 < y cuya 
densidad superficial en cualquier punto es proporcional a la medida de su dis- 
tancia desde el polo. La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 


Solution La figura 6 muestra un dibujo de la lamina y del /-esimo 
rectangulo curvado. La densidad superficial en el punto (r, 6) es kr kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
de la lamina, entonces 


(a, 0 ) 


■ e = o 


M= lim X(^,)/vVA,0 
IWi->o “7 




R 

= k 


kr 2 drd6 

nfl p a cos 0 


3 

1 


■drdO 


= \ka 3 


= > 3 [ 
= \ka? 


cos 3 Odd 


sen 6 


sen 3 0 


k/2 


■ 

. 0 


Conclusion: La medida de la masa es | ka 3 kilogramos. 


► EJEMPLO 3 


Obtenga el centra de masa de la lamina del ejemplo 2. 


Solution Sean x y y las coordenadas cartesianas del centra de masa 
de la lamina, donde, como es costumbre, el eje jr esta ubicado sobre el eje polar 
y el eje y se encuentra sobre el eje Sea (*,, y ,) la representation en 
coordenadas cartesianas del punto (r h 0,). Si M x kilogramos-metro es el mo- 
menta de masa de la lamina con respecto al eje x, entonces 

M X - lim ^>,(^,)r, A,rA,e 
IIaII— . o “ 

Al sustituir y i por r t sen 0,- se obtiene 


M x = lim ^T&^ 3 sen 0, A ( r A f 0 

“*° /= i 

kr 3 sen 6drd6 


■ 11 

R 

n <- 
) 

= -> 4 f 

J 0 


7t/2 p a cos 6 


r 3 sen 0 dr d6 


cos 4 0 sen 0 d6 


= - — ka 4 cos 5 0 

= —ka 4 
20 KU 


l */2 

-0 
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Si M y kilogramos-metro es el momenta de masa de la lamina con respecto al eje 
y, entonces 

n 

M y = ljm '^x i (kr i )r i A,rA ; 0 
IIaIM " 

Al reemplazar Xj por r,- cos 0,- resulta 


n 

M y = Hm Y fc/ 7 5 cos 0, A/r A,0 
lUH-yO " 


= ff kr 3 cos OdrdG 


jj 

R 

r nl2 

r a cos 6 


= k 

r 3 cos QdrdQ 

•'0 

JO 

r*/2 


II 

cT 

cos 5 OdO 


J 

0 


II 

•ul— 

sen 0 - I sen 3 0 

L J 

+ j sen : 

5 

II 



Por tanto, 



My 

X ~ ~M 

y = 

M 

li 

£ r 

= 

ioka* 

| ka* 

= i« 

= 

u 


Conclusion: El centro de masa se encuentra en el punto ( j a , ^a). ^ 

El ejemplo siguiente muestra c 6 mo puede calcularse el &rea de una region 
del piano polar mediante la integration doble. 



► EJEMPLO 4 Calcule por medio de integration doble el area de 
la region limitada por una hoja de la rosa r = sen 30. 

Solution La region y el j-esimo rectdngulo curvado se muestran en la 
figura 7. Si A unidades cuadradas es el area de la regidn, entonces 

A = lim Y AjA 

IUII -.0 “ 

n 

= 1™ X ? i A < rA < 0 

11a||— ► o /=1 


=11 

■n 


rdrdO 

n( 3 /• sen 30 


rdrdO 


sen 2 30d0 
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Conclusion: El area es ^unidades cuadradas. 4 

En ocasiones resulta mas fdcil evaluar una integral doble empleando 
coordenadas polares en lugar de coordenadas cartesianas, como se muestra en 
los ejemplos siguientes. 


► EJEMPLOS Evalue la integral doble 


If 


e -(x 2 +y 2 ) dA 


donde la regidn R se encuentra en el primer cuadrante y esta limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes coordenados. 


Solucion Comojc 2 + y 2 = r 2 ,y d A — rdrdO,e ntonces 


jj e -(* 2 + >' 2 ) dA 

R 



◄ 


► EJEMPL0 6 Calcule el area de la superficie del paraboloide 
Z = x 2 + y 2 que se encuentra debajo del piano z = 4. 



FIGURA8 


Solucion La figura 8 muestra la superficie dada. De la ecuacion del para- 
boloide se ve qu e/(x, y) = x 2 + y 2 . La regidn cerrada del piano xy limitada 
por la circunferencia jc 2 + y 2 - 4 es la region R. Si crunidades cuadradas es 
el drea de la superficie requerida, entonces, por el teorema 13.3.4, 


= JJ >) + >) + i * 

R 

= jj ^ 4 ( jc 2 + y 2 ) + \ dx dy 


dy 


R 

Como el integrando contiene el t£rmino 4 (jc 2 + y 2 ), la evaluacidn de lajntegral 
se simplifica al utilizar coordenadas polares. Asf, x 2 + y 2 = r 2 . Fuesto 
qu edxdy = dA, entonces dxdy = rdrdO, Ademds, los Kmites para r sonde 
0 a 2 y los limites para 0 son de 0 a 2 71. Por tanto. 
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FIGURA 9 


■I 

-n 


l 4 r 2 + 1 r dr d0 


2n r 2 




[4 T 2 + 1 r dr dd 


0 ^ 0 
2 k 


n 2 

T5 (4r 2 + D 3/2 ] o ^ 
= \ tt(17 v T7 - 1) 


Conclusion: El area de la porcion del paraboloide que se encuentra debajo 
del piano dado es £ - 1) unidades cuadradas. 4 


W EJEMPLO 7 Calcule el area de la mitad superior de la esfera 
*2 + y 2 + z 2 = 

Solucion La semiesfera se muestra en la figura 9. A1 despejar z en la 
ecuacion de la esfera y considerando esto igual a /(jc, y) se obtiene 


f(x,y) = Ja 2 - x 2 - y 2 
Como 


f/x, y) 



y fy(x,y) 



- y 


2 


f x y f y no estan definidas en la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 , la cual es la 
frontera de la region R del piano jcy. Ademas, la integral doble que se obtiene 
al aplicar el teorema 1 3.3.4 es 



la cual es impropia debido a que el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en cada punto de la frontera de R. Esta situacion puede evitarse al considerar la 
region R' como aquella limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = b 2 , donde 
b < a, y tomar el limite cuando b — » a~. Ademas, el calculo se simplifica si 
la integral doble se evalua mediante una integral iterada en la que se utilizan 
coordenadas polares. De este modo, si a unidades cuadradas es el area de la 
semiesfera, entonces 


n 2n 

C r 

-“•-Jo -ja 2 - r 


<7 = lim 


r dd dr 


= Ik a lim 


= 2 m lim \-Ja 2 - r 2 


dr 


= 2 m \im_^-^ja 2 - b 2 + aj 

= 2 m 2 


4 


Conclusion: El area de la semiesfera es 2m 2 unidades cuadradas. 
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EJERCICIOS 13.4 


En los ejercicios I a 6, utilice integrates dobles para calcular el 
area de la region . 

1. La region ubicada dentro de la cardioide r — 2(1 + sen 6). 

2. Una hoja de la rosa r - a cos 26. 

3. La region ubicada dentro de la cardioide r — a( l + cos 6) 
y fuera de la circunferencia r ~ a. 

4. La region ubicada dentro de la circunferencia r = 1 y fuera 
de la lemniscata r 2 - cos 26. 

5. La region que se encuentra dentro del lazo mas grande del 
caracol 

r = 2-4 sen 6 
y fuera del lazo pequeno. 

6. La region ubicada dentro del caracol r = 3 - cos 6 y fuera 
de la circunferencia r - 5 cos 6. 

En los ejercicios 7 a 12, obtenga el vo lumen del solido. 

7. El solido limitado por el elipsoide z 2 + 9 r 2 = 9. 


9. El solido cortado en la esfera z 2 + r 2 = 16 por el cilindro 
r = 4 cos 6. 


z 




10. El solido sobre el piano polar limitado por el cono z ~ 2ry 
el cilindro r = 1 - cos 6. 



11. El solido limitado por el paraboloide z = 4 - r 2 , el cilin- 
dro r = 1 y el piano polar. 

12. El solido ubicado por arriba del paraboloide z - r 2 y por 
debajo del piano z = 2r sen 6. 

En los ejercicios 13 a 19, calcule la masa y el centro de masa de 
la lamina si la densidad superficial es la que se indica. La masa 
se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

13. Una lamina tiene la forma de la region del ejercicio 1. La 
densidad superficial varia conforme cambia la distancia me- 
dida desde el polo. 
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14. Una lamina.tiene la forma de la region del ejercicio 2. La 
densidad superficial varfa como la distancia medida desde 
el polo. 

15. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por el cara- 
col r = 2 - cos 6. La densidad superficial varia como la 
distancia medida desde el polo. 

16. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por el ca- 
racol r = 2 + cos 0, 0 < 0 < k, y el eje polar. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k sen 0 kilogramos 
por metro cuadrado. 

17. La lamina del ejercicio 16. La densidad superficial en cual- 
quier punto es kr sen 0 kilogramos por metro cuadrado. 

18. Una lamina tiene la forma de la region del ejercicio 6. La 
densidad superficial varia como la distancia medida desde 
el polo. 

19. Una lamina tiene la forma de la regidn aeotada por el lazo 
pequeno del caracol del ejercicio 5. La densidad super- 
ficial varia como la distancia medida desde el polo. 

En los ejercicios 20 a 24, calcule el momento de inercia de la 

lamina con respecto al eje o punto indicado si la densidad su- 
perficial es la que se indica. La masa se mide en kilogramos y 

la distancia en metros. 

20. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por la 
circunferencia r = sen 0; con respecto al eje - K. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

21. La lamina del ejercicio 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 


donde R es la region limitada por las circunferencias jc 2 + 
y 2 - 1 y x 2 + y 2 ~ 9. 

28. Evalue por medio de coordenadas polares la integral 



donde R es la region del primer cuadrante limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 - 1 y los ejes coordenados. 

29. Calcule el area de la porcion de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 4jc cortada por un manto del cono y 2 + 



z 

x 2 + y 2 + z 2 = 4x j 


30. Determine el £rea de la porcion de la superficie de la esfera 
* 2 +y 2 +z 2 =36 que se encuentra dentro del cilindro 
X 2 + y 2 = 9. 


22. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la car- 
dioide r - a( 1 - cos 0); con respecto al polo. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

23. Una lamina tiene la forma de la region limitada por la car- 
dioide r = a ( 1 + cos 6) y la circunferencia r - 2a cos 0; 
con respecto al polo. La densidad superficial en cualquier 
punto es k kilogramos por metro cuadrado. 

24. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la 
lemniscata r 2 - a 2 cos 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 

25. Una lamina homogenea tiene la forma de la region limitada 
por un lazo de la lemniscata r 2 - cos 20. Calcule el radio 





2 + y 2 + z 2 = 36 


de giro de la lamina con respecto a un eje perpendicular al 
piano polar que pase por el polo. 

26. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la 
circunferencia r — 4, y la densidad superficial varia con- 
forme la distancia medida desde el polo. Determine el ra- 
dio de giro de la lamina con respecto un eje perpendicular 
al piano polar que pase por el polo. 

27. Evalue por medio de coordenadas polares la integral 


31. Calcule el area de la porcidn de la superficie de la esfera 
z 2 = 4 z que se encuentra dentro del parabo- 

2 _ 


t 2 + y 2 + z 2 = 
loidex 2 + y 2 = 3 z- 

32, Para la esfera y el paraboloide del ejercicio 31, obtenga el 
area de la porcion de la superficie del paraboloide que se 
encuentra dentro de la esfera. 

33. Determine el area de la porcion de la superficie xy = az 
del primer octante que se encuentra dentro del cilindro 


//< 


dA 


V- 

r 34. Calcule el area de la superficie cortada en el paraboloide 
hiperbolico y 2 - x 2 = 6 z por el cilindro x 2 + y 2 = 36. 
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13.5 INTEGRALES TRIPLES 



FIGURA 1 


La extension de la integral doble a la integral triple es analoga a la extension 
de la integral simple a la integral doble. El tipo de region mas simple en /? 3 es 
un paralelepipedo rectangular limitado por seis pianos: x = a x , x = a 2 , 
y — t>\* y = b 2 , z = C\ y z - C 2 , con a\ < a 2 , b\ < b 2 y C\ < c 2 . Sea 
/ una funcion de tres variables y suponga que / es continua en una regidn 
S de este tipo. Una particion de esta region se forma al dividir S en cajas 
rectangulares mediante pianos paralelos a los pianos coordenados. Denote 
tal particion por A y suponga que se tienen n cajas. Sean A/V unidades cu- 
bicas el volumen de la L6sima caja. Se elige un punto arbitrario (u if v,, w*) 
en ia Lesirna caja y se forma la suma 


X/(“ ( > v it Wj) A,y 


fc=l 


( 1 ) 


Refierase a la figura 1 , la cual ntuestra el paralelepipedo rectangular junto con 
la /-esima caja. La norma || A || de la particion es la longitud de la diagonal mas 
grande de las cajas. Si las xumas de la forma ( 1 ) se aproximan a un limite con- 
forme || A || tiendeacero para cualesquieraeleccionesde los puntos(u { , v it w t ), 
entonces este limite recibe el nombre de integral triple de /en 5, y se escribe 


|f S /(«i» nt w$ A jV = J j J f{x, y,z)dV 

s 

Una condicion suficiente para que exista la integral triple de / en S es que / 
sea continua en 5. 

Asi como una integral doble es igual a una integral iterada doble, la inte- 
gral triple es igual a una integral iterada triple. Cuando S es el paralelepipedo 
rectan-gular descrito anteriormente, y / es continua en 5, se tiene entonces 



My,Hdtr = 



f(x, y, z) dz dy dx 


/ 3 3 


► EJEMPLO 7 


Evalde ia integral triple 


I 


xy sen yz dV 


- 9 ^-.. 


si S es el paralelepipedo rectangular limitado por los pianos jc = tt, y = ~K, 
z = | n y los pianos coordenados. 

Solucion La figura 2 muestra el paralelepipedo rectangular S. 
rrr r n rtfl 

JJJ xysenyz ^ “ J J J xy sen yz dz dy dx 


FIGURA 2 
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n 7tj2 

, i 

- rr 

J 0 0 

-*jlj 

“ J. -* en 3* y )J 0 

-/.'•(f-i-S)* 

x 2 ( n_ _ 3 jr^Vl* 

“2(2 * 6 j ] 0 


i*/3 

x cos _yzJ o dy dx 


x( 1 - cos } ny ) dy dx 


dx 


A continuacidn se discutira c6mo definir la integral triple de una fun- 
cion continua de tres variables en una regidn de R 3 diferente de un paralele- 
pipedo rectangular. Sea S la regidn tridimensional cerrada y limitada por 
los pianos x - a y x = b, los cilindros y = <fr\(x) y y = y las 

superficies z = F\(x, y) y z = F 2 (x, y), donde las funciones <f>\, <f > 2 , F\ y F 2 
son lisas. Trace pianos paralelos a los pianos coordenados de modo que se for- 
me un conjunto de paralelepipedos rectangulares que cubran toda la region S. 
Los paralelepipedos que se encuentran completamente dentro de S o en la 
frontera de S forman una partition A de S. Elija un sistema para numerar de 1 
a n estos paralelepipedos. La norma || A || de esta particidn de S es la longitud 
de la diagonal mas grande de los n paralelepipedos. El volumen del 
i-esimo paralelepipedo es A,V unidades cubicas. Sea / una funcion de tres 
variables continua en S, y sea («,, v h w*) un punto arbitrario del 1-6 simo 
paralelepipedo. Refierase a la figura 3. 


z 



FIGURA 3 


Forme la suma 

n 

X/(«;. v h wi) A,V 

/-I 

Si esta suma tiene un limite conforme || A || tiende a cero, y si el limite es in- 
dependiente de la election de los pianos de la particidn y de los puntos arbi- 
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trarios (« f *, v f , w,*) en cada paralelepfpedo, entonces el Ifmite se denomina 
integral triple de/en S, y se escribe 


n rrr 

„H*n v h Wj) A,V = 

Mh»0 i = I JJ* 


/(*,y,z) 


( 2 ) 


Se puede demostrar, en Calculo avanzado, que una condicion suficiente 
para que el limite de (2) exista es que / sea continua en S . Adem£s, con la 
condicion impuesta a las funciones <f>\> <f> 2 , F i y F 2 de que sean lisas, tambi^n 
es posible demostrar que la integral triple puede evaluarse mediante la integral 
iterada 


r 

r F 2 (x t y) 

hiix) • 

'F^x.y) 


/(*, y, z) dz dy dx 


Asf como la integral doble puede interpretarse como la medida del area 
de una regi6n plana cuando/(jt, y) = 1 en R, la integral triple puede interpre- 
tarse como la medida del volumende una region tridimensional. Si /( jc, y, z) = 1 
en 5, entonces (2) se transforma en 

lira S A,V = III dV 

IWU M JJJ 

S 

de modo que la integral triple es la medida del volumen de la region S. 


► EJEMPLO 2 Calcule el volumen del s61ido del ejemplo 5 de la 
seccion 13.2 mediante integraci6n triple. 



FIGURA 4 


Solucion El solido se encuentra sobre el piano jcy y esta limitado por 
el paraboloide elfptico z = x 2 + 4y 2 y el cilindro jc 2 + 4y 2 = 4. Consulte 
la figura 4. Si V unidades cubicas es el volumen del solido, entonces 


V = lira Ia ; 1 

11 . It - f 


^0 /= i 


-III 


dV 


donde S es la regi6n limitada por el solido. Los lfmites de z son de 0 (el valor 
de z en el piano xy) a jc 2 + 4y 2 (el valor de z en el paraboloide eliptico). 
Los lfmites dey para un cuarto del volumen son de 0 (el valor de y en piano xz) 

a ^V4 - jc 2 (el valor de y en el cilindro). Los lfmites de jc para el primer 
octante son de 0 a 2. A1 evaluar la integral triple por medio de una integral 
iterada se obtiene 
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n \4-jr 2 /2 r x 2 +4y 2 

I dzdy dx 

0 Jo 

n V4-jr 2 / 2 

(jc 2 + 4 y 2 )dydx 

0 

Esta es la misma integral iterada doble que se obtuvo en el ejemplo 5 de la 
section 13.2, por lo que el resto de la solucion es la misma. ^ 



x 

FIGURA 5 


v 


► EJEMPLO 3 Calcule el volumen del solido limitado por el ci- 
lindro x 2 + y 2 = 25, el piano x + y + z = 8yel piano xy. 

Solucion El solido se muestra en la figura 5. Los lfmites de z para la in- 
tegral iterada son de 0 a 8 - x - y (el valor de z en el piano). Los lfmites de 
y se obtienen de la frontera de la regidn en el piano xy, la cual es la circunfe- 
rencia x 2 + y 2 = 25. Por tanto, los lfmites para y son de -V25 - x 2 a 
V 25 - jc 2 . Los lfmites para x son de -5 a 5. Si V unidades cubicas es el 
volumen requerido, entonces 

V = lim Y A t V 
!UH-o tA 


dV 


-fX 

■n 


25- at 2 r *~ x ~y 


25- x 2 

X2.5XXX 


C 

Jn 


dz dydx 


(8 - jc - y)dy dx 


V25-jr 2 


x)y - \y 2 


< 


ly25- x 2 
J-y25-x : 


dx 


(8 - jc) V 25 - jc 2 dx 


j: 


^25 - x 2 dx + V25 - x 2 (-2x) dx 


= \6(lxj25 


x 1 + y sen -1 i jc) + | (25 


x 2 )3/2 


= 200 it 

Conclusi6n: El volumen es 200;r unidades cubicas. 


r EJEMPLO 4 Calcule la masa del solido ubicado por arriba del 
piano xy y limitado por el cono 9jc 2 + z 2 = y 2 y el piano y - 9 si la medida 
de la densidad volumfnica en cualquier punto (jc, y, z ) del solido es proporcional 
a la medida de la distancia del punto al piano xy . La densidad volumfnica se 
mide en kilogramos por metro cubico. 

Solucion La figura 6 muestra el solido. Sean M kilogramos la masa 
del solido. La densidad volumfnica en cualquier punto (jc, y, z) del solido es kz 
kilogramos por metro cubico, donde k es una constante. Si (u if v it w,*) es cual- 
quier punto del f-esimo paralelepfpedo rectangular de la particidn, entonces 
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M = Ijm 5>, A,V 



Conclusion: La masa es kilogramos. A 


EJERCICIOS 13.5 


En los ejercicios 1 a 8, evalue la integral iterada. 
.1 r \-X - \+y2 


.r dz dy dx 
xy dzdydx 


■in 
^ m 
'• m 

, /7' v 7 

*'0 *'0 * / o 

m jzf'i 

y\n 

) 

jyy 

•'I 4 

r */ 2 r */ 2 r 

J 0 J z J 0 
J o J o •'o ^ 


(x + y t z) dzdydx 

• 2 /• A'7 1. 2-v 

4. | I I zdxdzdy 

.0 » le - a /3 

5. ( | I y In z tan .r dx dz dy 

f 2 -v 2 * In * 

6. J I | ye z dzdxdy 


cos — dy dx dz 


En los ejercicios 9 a 18, evalue la integral triple. 


’ 111 


11. f z dV si S es la region acotada por el tetraedro cuyos 
vertice 

-I 

4 / 


vertices son (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 0) y (1, 0, 1). 
yz dV si S es la region del ejercicio 1 1. 


xy dV si S es el paralelepfpedo rectangular del primer 


octante limitado por los pianos coordenados y los pianos 
x = 2, y = 3yz = 4. 


» f. 

s 

x + 2 

«■ I' 


x dV si S es el tetraedro de limitado por los pianos 
x + 2y + 3z = 6, x = 0, y - 0 y z = 0. 

dV si S es la region limitada por las superficies z = 
jt 2 + y 2 y z = 27 - 2x i - 2y 2 . 

16. SIS y 2 dV si 5 es la region acotada por los cilindros 

s 

x 2 + y — 1 y z 2 + y = 1 y el piano y = 0. 

3z) dV si S es la region limitada por el cilindro 


17. /// + 


9. Ill y dV si S es la region limitada por el tetraedro formado 
s 

por el piano \2x + 20 y + 15z = 60 y los pianos coordenados. 
10. SIS (x 1 + z 2 ) dV si S es la region del ejercicio 9. 


s 

x 2 + z 2 = 9 y los pianos x + y = 3, z = 0yy = 0, 
y ubicada arriba del piano xy 


„ f 


xyz dV si S es la region acotada por los cilindros 


x 1 + v 2 = 4 y x L + z 2 - 4. 


.2 , _2 
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19. Calcule el volumen del sdlido del primer octante limitado 
inferiormente por el piano xy, superiomente por el pla- 
tfoz = y. y lateralmente por el cilindro y 2 = x y el piano 
0 * = 1 . 


22. Calcule el volumen del solido acotado por el cono eliptico 
Ax 2 + 9 y 2 - 36 z 2 = Oy el piano z = 1. 


z = \ 






A >13. 


Determine el volumen del solido ubicado sobre el parabo- 
toide eliptico 3jt 2 + y 2 = z y debajo del cilindro x 2 + 
2 = 4. 


24. Obtenga el volumen del sdlido limitado por la esfera 


x= 1 


x 2 + y 2 + z 2 = a 2 . 


20. Determine el volumen del solido del primer octante acotado 
por el cilindro Jt 2 + z 2 - 16, el pianos + y = 2ylostres 
pianos coordenados. 


25. Calcule el volumen del solido acotado por el elipsoide 


+ + ^ = 1 
a 2 b 1 c 2 



F 





i j- 


j^21. Obtenga el volumen del solido del primer octante limitado 
por los cilindros Jt 2 + y 2 = 4 y jt 2 + 2z = 4 y los 
tres pianos coordenados. 


Obtenga el volumen del s61ido limitado por los cilindros 
z = 5x 2 y z = 3 - x 2 , el piano y + 2 = 4 y el piano x z. 

27. Determine la masa del sdlido homog£neo acotado por el 
cilindro z = 4 - Jt 2 , el piano y = 5 y los pianos coordena- 
dos si la densidad volummica en cualquier punto del solido 
es k kilogramos por metro cubico. 

28. Calcule la masa del sdlido limitado por el tetraedro formado 
por los pianos IOOjc + 25y + 16z = 400 y los pianos 
coordenados si la densidad volummica varia como la distan- 
cia medida desde el piano yz. La densidad volummica se 
mide en kilogramos por metro cubico. 

^ 29. Obtenga la masa del sdlido acotado por los cilindros x = z 2 

y y - x 2 , y los pianos x = l.y = Oyz = 0. La densidad 
volummica varia conforme el producto de las distancias 
medidas desde los tres pianos coordenados, y se mide en 
kilogramos por metro cubico. 


30. Determine la masa del solido limitado por la superficie 
Z = 4 - 4x 2 - y 2 y el piano xy. La densidad volummica 







+ y 


en cualquier punto del sdlido es 3z | Jt | kilogramos por metro 
^cubico. 

Calcule la masa del solido limitado por la superficie z = Jty . 
y los pianos Jt = 1, y = 1 y z = 0. La densidad volu- 
mmica en cualquier punto del solido es 3 «Jx 2 + y 2 kilo- 
gramos por metro cdbico. 

32. Un sdlido tiene la forma de un cilindro circular recto cuyo 
radio de la base mide r metros y cuya altura mide h metros. 
Calcule la masa del sdlido si la densidad volumfnica varia 
como la distancia a una de las bases. La densidad volummi- 
ca se mide en kilogramos por metro cubico. 


2 
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13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CILINDRICAS 
Y ESFERICAS 


Si una region S de F 3 tiene un eje de simetria, las integrates triples en S son m£s 
fiiciles de evaluar si se emplean coordenadas cilmdricas. Si la regidn es sime- 
trica con respecto a un punto, entonces conviene elegir el punto como origen y 
emplear coordenadas estericas. En esta seccion se discutirdn las integrates tri- 
ples en estos sistemas coordenados y se aplicardn a problemas fisicos. 

A fin de definir la integral triple en coordenadas cilmdricas se construye 
una particion de la region S dibujando pianos que contengan al eje z, pianos 
perpendiculares al eje z y cilindros circulares rectos que tengan al eje z como 
eje. La figura 1 muestra una subregidn tipica. Los elementos de la particion 
construida se encuentran completamente en S. A esta particion se le denomina 
particion cilindrica. La medida de la longitud de la “diagonal” mas grande de 
todas las subregiones es la norma de la particion. Sea n el numero de subre- 
giones de la particion y sean A t V unidades cubicas el volumen de la i-esima 
subregidn. El £rea de la base de la i-esima subregion es r, A t r A ,-0 unida- 
des cuadradas, donde r { ~ ±(r, + r M ) como se mostr6 en la seccion 1 3.4. 
En consecuencia, si A t z unidades es la altura de la i-6 sima subregi6n, entonces 

A,y = Tj A, r Aft A,-z 

Sea / una funcidn de r, 0 y z, y suponga que /es continua en S . Elija un punto 
( r h 6 h Zj) en la i-6 sima subregidn tal que 0;_] < 0, < 0,, y z,_i < z ) ^ Z' v 
Forme la suma 

X /( ? /> A > v ~ X /(o> 5i. zd n A , r a ,0 a $ (i) 

«= 1 - = 1 

Si la norma de A tiende a cero, se puede demostrar, con ciertas condiciones 
sobre S, que el limite de esta suma existe. Este limite se denomina integral 
triple en coordenadas cilmdricas de la funcion/en 5, y se escribe 


z 



FIGURA 1 


lta o ±m Ob Zi) A ,V = JJJ /(/•, 0 , Z) dv 
s 

lim^ JjCri, <J„ zdn A,r Afi A,z = JJJ f(r, 6,z)rdrd0dz 


Observe que en coordenadas cilindricas, dV - r dr d6 dz . De modo que 
puede evaluarse una integral triple por medio de una integral iterada. Por 
ejemplo, suponga que la region S de F 3 esta limitada por los pianos 
0 = a y 0 = /3, con a < p, por los cilindros r = Aj(0) y r = ^(6), 
donde A| y ^ son lisas en [<*» ft] y Aj(0) < A 2 (0) para a < 0 < p, y por las 
superficies z = F^r, 0) y z — F 2 (r, 0), donde F \ y F 2 son dos funciones 
de dos variables y que son lisas en alguna region R del piano polar limitada x 
por las curvas r = Aj(0), r = ^(0), 0 = a y 0 = p. Tambten suponga 
que Fj(r, 0) < F 2 (r, 0) para todo punto (r, 0) de R . Entonces la integral 
triple puede evaluarse como una integral iterada por medio de la formula 

rp /-A 2 (0) f>F 2 (r,e) 

/(r, 0, z)r dr d6 dz = | J I /(r, 0, z)r dz dr dO 

a Jkft) J Fi(r,8) 



S 
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FIGURA 2 


Existen otras cinco integrates iteradas que pueden emplearse para evaluar la 
integral triple ya que se tienen seis permutaciones posibles de las tres variables 
r, 0 y z. 

Las integrates triples y las coordenadas cilindricas son utiles especialmen- 
te cuando se calcula el momento de inercia de un solido con respecto al eje z 
debido a que la distancia desde el eje z a un punto del solido esta determinada 
por la coordenada r. 


► EJEMPLO I Un solido homogeneo tiene la forma de un cilindro 

circular recto cuyo radio de la base mide 2 m y cuya altura es de 4 m. Calcule el 
momento de inercia del sdlido con respecto a su eje. 


Solution Elija los pianos coordenados de modo que el piano xy coinci- 
da con la base del solido y el eje z sea el eje del solido. La figura 2 muestra la 
porcion del sdlido en el primer octante junto con la i-esima subregion de 
una particidn cilmdrica. Al emplear coordenadas cilindricas y tomar el punto 
(r h 0 h Zj) de la /-esima subregion con * kilogramos por metro cubico como la 
densidad volummica en cualquier punto, y si l z kilogramos- metro cuadrado es 
el momento de inercia del solido con respecto al eje z, entonces 


L = 11m V / 

* 1U11-.0 U 


'■ k AjV 



kr 2 dV 


S 

Se tiene seis ordenes posibles de integracidn. En la figura 2 se muestra el orden 
dz dr dO. Al emplear este orden se obtiene 


hr 2 r dz dr dO 


■I 

s rm [2 
= 4k j 

J a J 0 J 0 


r 3 dz dr dO 


En la primera integracidn se suman los bloques desde z = 0 hasta z = 4; 
por lo que los bloques se transforman en una columna mostrada en la figura. 
En la segunda integracion se suman las columnas desde r = 0 hasta r = 2; 
de modo que las columnas se transforman en una rebanada del cilindro en 
forma de cuna, tambien mostrada en la figura. En la tercera integracion se 
gira la cuna desde 0=0 hasta 0 = '-tv, esto hace que la cuna se desplace por 
toda la region tridimensional del primer octante. Despues se multiplica por 
4 para obtener el volumen completo. Al realizar la integracion se obtiene 

-ff/2 j* 2 

r 3 dr dO 


h = 


16* 


= 64* 


) 

r 


= 32*tt 


Conclusi6n: El momento de inercia es 32 krt kg-m 2 . 


◄ 


► EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 1 tomando el orden de inte- 
gracion indicado: (a) dr dz d0\ (b) d6 dr dz . 
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FIGURA 3 


Solucion 

(a) En la figura 3 se ilustra el orden dr dz dd. En ella se muestran los bloques 
sumados desde r = 0 hasta r - 2 para obtener un sector en forma de 
cuna. Despues se suman desde z = 0 hasta z — 4, lo que produce una re- 
banada en forma de cuna tambien mostrada en la figura. Luego, se gira la 
cuna desde 0 = 0 hasta 0 = i;ra fin decubrir el primer octante. Entonces 

r r 4 r 2 

/ z = 4Xc I I I r 3 dr dz dd 

Jo Jo Jo 

= 32 kn 

(b) La figura 4 muestra el orden dd dr dz. En ella se presentan los bloques 
sumados desde 0 = 0 hasta 0 = j/rpara obtener un anillo dentro del 
cilindro. Despu6s se suman estos anillos desde r = 0 hasta r = 2, lo 
que produce una rebanada horizontal del cilindro. Luego se suman las 
rebanadas horizontales desde z = 0 hasta z - 4. Por tanto, 

m ull 

r 3 dddrdz 

= 32A:7T ◄ 


.! 






9-0 


\ m 


fM 

fife 


ol_ 

■/..r 



r-2 


y 


^2 


FIGURA 4 



r EJEMPL0 3 Calcule la masa de una semiesfera solida de radio a 
metros si la densidad volurmnica en cualquier punto del sdlido es proporcional 
a la distancia del punto al eje x, y se mide en kilogramos por metro cubico. 


Solucion Si se eligen los pianos coordenados de modo que el origen 
sea el centro de la esfera y^l eje z sea el eje del solido, entonces una 
ecuacidn de la superficie semiesferica ubicada por arriba del piano xy es 
Z = *ja 2 - x 2 - y 2 . La figura 5 muestra esta superficie y el solido junto 
con la i-esima subregion de una partition cilindrica. Una ecuacion de la 
semiesfera en coordenadas cilfndricas es z = ^a 2 - r 2 . Si (r,-, 0,, z f ) es 
un punto de la /-esima subregion, entonces la densidad volummica en este 
punto es kTj kilogramos por metro cubico, donde k es una constante; y si M 
kilogramos es la masa del solido, entonces 


M = lim Y k?i AjV 

II A II .A 1 1 


kr dV 


-III 


2 K f>a f V a 2 - r 2 


r 2 dz dr dd 


n d 

r 2 4~a 


2 - r 2 drdd 


0 •'o 

2k, 


-*fh 

J 0 L 

= f 

h 

= \ka A n 2 


r(a 2 - r 2 ) 3 ^ 2 + ^a 2 r^a 2 - r 2 + 


sen 


dd 


2k 


dd 


FIGURA 5 


Conclusidn: La masa de la semiesfera solida es ^ka 4 n 2 kilogramos. ^ 
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► EJEMPLO 4 


Determine el centro de masa del solido del ejemplo 3. 


Solucion Sea (x, y, z) una representacidn en coordenadas cartesianas 
del centro de masa. Debido a la simetrfa, x = 0 y y = 0, por lo que se nece- 
sita calcular z. Si M xy kg-m es el momento de masa del solido con respecto 
al piano x y, entonces 



= j^ka 5 n 


z 



z 



Como Mz = M xyy se obtiene z = M xy jM \ de modo que 

,.A^i 


j ka A n 2 
16 

a 

15 n 


Conclusion: El centro de masa se encuentra sobre el eje del solido a una 
distancia de 16«/157T metros sobre el piano de la base. ^ 


Ahora se procedera a definir la integral triple en coordenadas esfericas. 
Una particion esferica de la region tridimensional S se forma al trazar pianos 
que contengan al eje z, esferas con centro en el origen, y conos circulares que 
tengan su vertice en el origen y el eje z como su eje. La figura 6 muestra una 
subregion tipica de la partici6n. Si A f V unidades cubicas es el volumen de la A 
f-esima subregion, y (p ( , Q h 4> t ) es un punto en eila, puede obtenerse una 
aproximacion de al considerar la region como si fuese un paralelepfpe- 
do rectangular y tomandoel producto de las medidas de las tres dimensiones. 
Estas medidas son p, sen A f 0, p, A,<£, y A f p. Las figuras 7 y 8 ilustran como 

se obtienen las dos primeras medidas, mientras que la figura 6 muestra la di- 
mension de la medida A,p. En consecuencia^ 

A jV - pi 2 sen <t> ( A f p A,0A, <f> 

La integral triple en coordenadas esfericas de una funcion/en 5 est£ defi- 
nida por 

|| lim o ifr Pl . e„ 4,) AjV = JJJ /(p, 0 . <f>) dV 

S 

n „ 

<=> Jjp X /(Pp &b <f>i)Pi 2 sen4>i^iP^0Ai<f> 

I1a||-»o 

= JJJ ^ )p2 sen 4 dp d6d<f> 

s 


FIGURA 8 


13,6 INTEGRALS TRIPLES EN COORDENADAS CIUNDRICAS Y ESF ERICAS 1 071 


La integral triple puede evaluarse mediante una integral iterada. Observe que 
en coordenadas esfericas, dV = p 2 sen <f) dp d6d<f>. 

Las coordenadas esfericas son especialmente utiles en algunos problemas 
que involucran esferas, como en el ejemplo siguiente. 


^ EJEMPLO 5 Calcule la masade la semiesfera solida del ejemplo 
3 si la densidad volummica en cualquier punto del solido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la base. 

Solution Si (pi, 0j, 4>i) es un punto de la i-esima subregion de una par- 
tition esf erica, entonces la densidad volummica en este punto es kp; kilogra- 
mos por metro cubico, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
del solido, entonces 

M = „ Hi 1 ” X k P‘ 

(|a||— >o ,--i 


kpdV 

nj 2 /» 7t [2 


= 111 

S 

m e 
) 

n i 
) 

rJ r/2 

= \a A kn i 
•'0 

= ^tf 4 £;r|^COS <£ j 
= x -a A kn 


p 3 sen <f> dp dO d<f> 


sen <f> d6d<f> 


sen <f> d<f> 
nil 
0 


Conclusion: La masa de la semiesfera solida es ^efikn kilogramos. 


Resulta interesante comparar la solution del ejemplo 5, en la cual se uti- 
lizan coordenadas esfericas, con la que se obtuvo cuando se emplearon coor- 
denadas cartesianas. En el ultimo metodo se genero una partition de S cuando 
se dividio en cajas rectangulares al trazar pianos paralelos a los pianos coor- 
denados. Si (u h v,-, w,) es cualquier punto de la /-esima subregion, y como 
p = ^ Jx 2 + y 2 + z 2 , entonces 


M = lim Y k V «,- 2 + v, 2 + w ; 2 A,V 
IIaII— > 0 f, i 


= 111 


k^x 2 + y 2 + z 2 dV 


a * \a 2 -z 1 r 


) J C 


,jx 2 + y 2 + z 2 dxdydz 


El calculo implicado en la evaluation de esta integral es obviamente mucho 
mas complicado que cuando se emplearon coordenadas esfericas. 
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Z 



FIGURA 9 


► EJEMPLO 6 Un solido bomogdneo esta limitado superior- 
mente por la superficie p = a e inferiormente por el cono <f> = a, donde 
0 < a < ~K. Calcule el momento de inercia del solido con respecto al eje z. 
La densidad volummica en cualquier pun to del solido es k kilogramos por 
metro cubico. 


Solution En la figura 9 se muestra el solido. Considere una particion 
esferica y sea (p,*, 0,*, <£,•) un punto de la /-esima subregion. La medida de la 
distancia del punto (p/, 6 /, <f>i) al eje z es p/ sen </>,-. En consecuencia, si 
I z kilogramos- metro cuadrado es el momento de inercia del solido con respec- 
to al eje z , entonces 


h = M 'fP* X (A sen 4>i) 2 kAiV 
IIa||-*o /=1 


-I 


kp 2 sen 2 <f> dV 


m a 

1 

a 
■r 


0 •'0 J o 

a r In 


= ~ka 5 


= 


(p 2 sen 2 <f>)p 2 sen <f> dp ddd<f> 
sen 3 <f> dOdp 
sen 3 4> d<f> 


= ~ ka 5 K^-cos <p + ^cos 3 <^)j 
= ^ka 5 /r(cos 3 a - 3 cos a + 2) 


Conclusion: El momento de inercia del solido con respecto al eje z es 
lka s K(c os 3 a - 3 cos a + 2) kg-m 2 . ^ 


EJERCICIOS 13.6 


En los ejercicios 1 a 6, evaltie la integral iterada . 


1. 


2 . 



9 

r sec 3 Odz drdO 


r sen 9 

r 2 cos 6 dz dr dS 


5. 



sen 4> dO dp d<f> 


6 . 



9 

p 3 sen 2 0sen <f> dpddd<f> 


7. Calcule el volumen del sdlido acotado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 empleando (a) coordenadas cilindricas, 
y (b) coordenadas esfericas. 


3. 



re z dz dr dS 


4. 



sen 4> dp d4> d6 


8 . 


Si S es el sdlido del primer octante limitado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 16 y los pianos coordenados, evalue la 


integral triple 


xyz dV mediante tres mdtodos: (a) utili- 


s 

zando coordenadas esfericas; (b) empleando coordenadas 
rectangulares; (c) usando coordenadas cilfndricas. 
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En los ejercicios 9 a 16, utilice coordenadas cilindricas. 

9 . Calcule el volumen del sdlido del primer octante acotado por 
el cilindro x 2 + y 2 = 1 y el piano z = x. 


18. Utilice coordenadas esfdricas para calcular el centro de masa 
del sdlido limitado por la semiesfera del ejemplo 5. La 
densidad voluminica es la misma que en ese ejemplo. 



10. Determine el volumen del sdlido limitado por el paraboloide 
x 2 + y 2 + z = 1 y el piano xy. 

z 


20. Obtenga el volumen del solido que se encuentra dentro de la 


En los ejercicios 19 a 22, emplee coordenadas esf ericas. 


19. Determine el volumen del solido ubicado dentro de la esfe 


ra x 1 + y 1 + z 2 = 4z y que se encuentra arriba del cono 



11. Obtenga el volumen del sdlido acotado por el paraboloide 
yjC* 2 + y 2 + z = 12 y el piano z - 8. 

^12. Calcule el volumen del sdlido limitado por el cilindro 
KjS&^^x 2 + y 2 = 2y, el paraboloide x 2 -i - y 2 = 2z y el piano xy. 
' 13. Determine la masa del sdlido acotado por una esfera de radio 

a metros si la densidad voluminica varia de acuerdo al 
cuadrado de la distancia desde el centro. La densidad 
voluminica se mide en kilogramos por metro cubico. 


14. 


Obtenga la masa del sdlido del primer octante ubicado dentro 
del cilindro x 2 + y 2 = 4x y que se encuentra debajo de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 - 16. La densidad voluminica varia 
de acuerdo a la distancia desde el piano xy, y se mide en 
kilogramos por metro cubico. 


15. Calcule el momento de inerciacon respecto al eje z del sdlido 
homogdneo limitado por el cilindro r = 5, el cono z = r 
y el piano xy. La densidad voluminica en cualquier punto es 
k slugs por pie cubico. 


En los ejercicios 23 a 28, utilice el sistema coordenado que crea 
mas convenient e para el problema. 


esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2z y por arriba del paraboloide 


X 2 + y 2 = z. 



21. Determine el momento de inercia con respecto al eje z del 
sdlido homogeneo ubicado dentro del cilindro x 2 + y 2 - 
2x = 0, debajo del cono x 2 + y 2 = z 2 y por arriba del 
piano xy. La densidad voluminica en cualquier punto del sd- 
lido es k kilogramos por metro cubico. 

22. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sdlido 
homogeneo limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. La 
densidad voluminica en cualquier punto del sdlido es k slugs 
por pie cubico. 


16 . 


17 . 


Determine el momento de inercia del sdlido limitado por un 
cilindro circular recto de altura h metros y radio a metros, 
con respecto al eje del cilindro. La densidad voluminica va- 
ria de acuerdo la distancia al eje del cilindro, y se mide en 
kilogramos por metro cdbico. 

Obtenga la masa del sdlido del ejercicio 1 3 mediante el uso 
de coordenadas esfericas. 


w 


23. Obtenga la masa de la semiesfera sdlida de radio 2 m si la 
densidad voluminica varia de acuerdo a la distancia desde el 
entro de la base y se mide en kilogramos por metro, 
etermine la masa del sdlido homogdneo que se encuentra 
dentro del paraboloide 3x 2 + 3y 2 = z y fuera del cono 
si la densidad voluminica constante es k 
kilogramos por metro cubico. 


cer 
24. lj>e 
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25. Calcule el momento de inertia con respecto a un di&metro 
del sdlido ubicado entre dos esferas de radios a pies y la 
pies . La densidad volumfnica varfa inversamente al cuadrado 
de la distancia desde el centro, y se mide en slugs por pie 
cubico. 

26. Obtenga la masa del sdlido del ejercicio 25. La densidad 
volumfnica es la misma de ese ejercicio. 

27. Determine el centro de masa del sdlido ubicado dentro del pa- 
raboloide x 2 + y 2 = z y fuera del cono x 2 + y 2 = z 2 La 
densidad volumfnica constante es k kilogramos por metro 
cubico. 

28. Calcule el momento de inertia con respecto al eje z del solido 
homog6neo del ejercicio 27. 


En los ejercicios 29 a 32, evalue la integral iterada empleando 
coordenadas cilindricas o coordenadas esfericas. 

4 * 3 - V 9~x 2 


* IJ/ 

*' 0 ■' 0 J o 


^]x 2 + y 2 dydxdz 


1 r Vl-x 2 r -i\~x 1 -y 1 


»n i 

J o J o J o 


4* 1 + r 


: dzdydx 


n v* -r r 

I z 2 dz dx dy 

- J ^x 2 +y 2 

*rn 

J o J 0 J o 


y 4-x 2 -yr 


x 2 + y 2 + z 2 


dz dy dx 


REVISION DEL CAPITULO 13 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 13 


1. Defina las coordenadas cilindricas de un punto del espacio 
tridimensional. 

2. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
tesianas en terminos de las coordenadas cilindricas. Escriba 
las ecuaciones que expresan las coordenadas cilindricas en 
t6rminos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre como se obtienen estas ecuaciones. 

3. Si la representacidn en coordenadas cilindricas de un punto 
es (r, 9 ; z ), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) r = c; (b) 6 = c; (c) z ~ c. 

4. Defina las coordenadas esfericas de un punto del espacio 
tridimensional. 

5. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
tesianas en terminos de las coordenadas esfericas. Escriba las 
ecuaciones que expresan las coordenadas esfericas en t6rmi- 
nos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre como se obtienen estas ecuaciones. 

6. Si la representation en coordenadas esfericas de un punto es 
(p, 9, <f > ), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) p - c; (b) 9 = c ; (c) <f> = c. 

7. Defina el limite de una suma de Riemann de una funcion de 
dos variables. 

8. Defina la integral doble de una funcidn de dos variables en 
una region rectangular cerrada del piano. 

9. i,C6mo puede extenderse la definicidn de la sugerencia 8 a la 
de integral doble de una funcidn sobre una regidn del piano 
mis general? 

10. De una interpretation geometrica de la integral doble. 

11. Invente unejemplo queilustre c6mo secalculael volumen de 
un sOlido mediante una integral doble. 

12. ^C6mo se utilizan las integrales iteradas para evaluar una 
integral doble? Invente un ejemplo. 


13. Invente un ejemplo que muestre c6mo se determina el area 
de una region plana por medio de una integral doble. 

14. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se calculan la masa y 
el centro de masa de una lamina mediante una integral doble. 

15. Invente un ejemplo que muestre c6mo puede calcularse el 
momento de inercia con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

16. Invente un ejemplo que ilustre como se obtiene el momento 
polar de inercia mediante una integral doble. 

17. Invente un ejemplo que muestre c6mo se determina el radio 
de giro de una lamina con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

18. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se calcula el area de una 
superficie mediante una integral doble. 

19. Escriba la formula, que involucra una integral simple, para 
calcular el area de una superficie de revolution. Invente un 
ejemplo que muestre la aplicacidn de esta fdrmula. 

20. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se utiliza una integral 
doble en coordenadas polares para calcular el volumen de un 
solido. 

21. Invente un ejemplo que muestre como se pueden emplear las 
integrales dobles en coordenadas polares para calcular la 
masa y el centro de masa de una lamina. 

22. Invente un ejemplo que ilustre como se puede calcular el 
area de una regidn del piano polar mediante integracidn 
doble. 

23. i C6mo puede cambiarse una integral doble en coordenadas 
rectangulares a una integral doble en coordenadas polares? 
Invente un ejemplo que muestre un caso en el que un cambio 
de coordenadas sea conveniente. 

24. Defina la integral triple de una funcidn de tres variables en 
un paraleleplpedo rectangula ^ 
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25. i,Como se utilizan las integrates iteradas para calcular inte- 
grates triples? lnvente un ejemplo. 

26. lnvente un ejemplo que ilustre cbmo se puede calcular el 
volumen de un sblido por medio de integracibn triple. 

27. Defina una integral triple en coordenadas cilindricas y una 
integral triple en coordenadas esf ericas. 


28. ^Cuando es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas cilindricas en lugar de una integral triple en coordena- 
das rectangulares? lnvente un ejemplo. 

29. ^Cuando es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas esfericas en lugar de una integral triple en coordena- 
das rectangulares? lnvente un ejemplo. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 13 


1. Determine un conjunto de coordenadas cilindricas para el 
punto que tiene coordenadas cartesianas (3, k, ~ti). 

2. Obtenga un conjunto de coordenadas esfericas para el punto 
que tiene coordenadas cartesianas (-3, V 3,2). 

3. Determine una ecuacibn en coordenadas cilindricas de la 
grafica de la ecuacibn: (a) (x + y) 2 + 1 - z\ (b) 25.x 2 + 
Ay 2 = 100. 

4. Obtenga una ecuacion en coordenadas esfericas de la grafi- 
ca de la ecuacion: (a) jc 2 + y 2 + 4z 2 = 4; (b) 4.x 2 - 
Ay 1 + 9z 2 = 36. 


En los ejercicios 5 a 12, evalue la integral iterada. 

.1 f -ix 


UJ 

J 0 J x 

, I 1 f* 

J -2 /.Cdl 


x 2 y dy dx 


xy dx dy 


nj2 j* 2 sen 6 


n 

J o J o 

n 3(i +cos o) 

r 

) 


rcos 2 6 dr dd 
n » 3(1+ cos 0) 


sen ddrdO 


■ nr- 
-m 


e y e l dx dy dz 


.2 r x r 4ly 


-fr 2 - — ydz dy dx 

o r + * 


m 2 
) 

- r n 

J o J o J o 


p 3 sen 4> cos <f> dp d$ d6 


a - Jt/2 p~fa2-z 2 


Z re~ f2 dr d$d Z 


En los ejercicios 13 a 16, evalue la integral multiple . 

I es la regibn del primer cuadrante limitada por 


13. JJ xy dA\ R 

R 

la circunfi 

14. || (x + 


la circunferencia x 2 + y 2 = 1 y los ejes coordenados. 


y) dA\ R es la region delimitada por la curva 


y = cos x y el eje x desde x = - An hasta x ~ ~k. 


15. 


7,2 ^ $ CS ^ re ^^ n P or ^ os x 2 + 

z ~ 1 y y 2 + z — lyel piano xy. 


-ill 


y cos (x + z) dV\ S es la region acotada por el cilin- 


drojc = y 2 y los pianos x + z = jX,y = 0 y z = 0. 
17. Evalue mediante coordenadas polares la integral doble 


II 


I 

+ y 2 


dA 


donde R es la region del primer cuadrante limitada por 
las dos circunferencias x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 - A. 

18. Evalue mediante coordenadas polares la integral iterada 



ln(.x 2 + y 2 )dxdy 


En los ejercicios 19 y 20, evalue la integral iterada invirtiendo el 
orden de integracidn. 


19. 


f f 2 

sen y 2 dy dx 


20 . 



dxdy 


En los ejercicios 21 y 22, utilice integ rales doble s para clacular 
el area de la region limitada por las curvas del piano xy. Dibuje 
la region. 

21. y = x 2 y y = x 4 22. y - V* y y = .x 3 


En los ejercicios 23 y 24, evalue la integral iterada cambiando a 
coordenadas cilindricas o esfericas. 


4'rf 

J o J o J o 

-rn 

J o J o J o 


■\J x 2 + y 2 dz dy dx 

2 * v 4 - jc 2 r >/4 -x 2 -y 2 


Z^jA - x 2 - y 2 dzdydx 


25. Utilice integracion doble para determinar el area de la region 
del primer cuadrante limitada por las parabolas x 2 = Ay y 
x 2 = 8 - Ay. lntegre primero con respecto a x. 


26. Emplee integracibn doble para calcular el area de la region 
del piano xy acotada por las parabolas y = 9 - x 2 y 
y - x 2 + 1. lntegre primero con respecto a x. 
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27. Use integraci6n doble a fin de obtener eJ area de la region 
del ejercicio 25 integrando primero con respecto a y. 

28. U tilice integracion doble para determinar el area de la region 
del ejercicio 26 integrando primero con respecto a y. 




29. Emplee integracidn doble con el proposito de calcular el 

volumen del sdlido limitado por los pianos x — y, y = 0, 44, 

Z = 0 , jc = 1 y z — 1- lntegre primero con respecto ax 

30. Use integracidn doble para obtener el volumen del sdlido 

ubicado por arriba del piano jcy y limitado por el cilindro 
x 2 + y 2 = 16 y el piano z = 2y. lntegre primero con 
respecto a x. 45. 



31. Utilice integracion doble a fin de determinar el volumen del 
ejercicio 29 integrando primero con respecto a y. 


ferencia x 2 + y 2 = a 2 si la densidad superficial en cual- 
quier punto es k ^Jx 2 + y 2 kilogramos por metro cuadrado. 

Utilice coordenadas cilindricas a fin de determinar el vo- 
lumen del solido limitado por el paraboloide x 2 + 
y 2 - 4z, el cilindro x 2 + y 2 = 4ay y el piano z = 0. 

Use coordenadas esfdricas con el objeto de calcular la masa 
de la esfera solida de radio a metros si la densidad volu- 
minica en cualquier punto del sdlido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la esfera. La densidad 
volummica se mide en kilogramos por metro cubico. 

Emplee integracion triple para obtener el volumen del solido 
acotado por el piano z - 1 y el segmento mas pequeno de la 
esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 4 cortado por este piano. 




,<y$i 


32. .Emplee integracidn doble para calcular el volumen del soli- 
do del ejercicio 30 integrando primero con respecto a y. 

33. Obtenga el volumen del solido ubicado por arriba del 

piano jcyy limitado por las superficies x 2 = 4 y,y 2 = 4jcy 
2 

x z = z - y. 

34. Determine la masa de la lamina que tiene la forma de la 
regidn acotada por la parabola y = jc 2 y la recta 

/x - y + 2 = 0, si la densidad superficial en cualquier 


punto es x 2 y 2 kilogramos por metro cuadrado, 


& 


Calcule el area de la superficie del cilindro x 1 + y 2 


= 9 


ubicada en el primer octante y que se encuentra entre los 
pianos x = z y 3jc = z. 

36. Obtenga el area de la parte de la superficie del cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 que estd dentro del cilindro y 2 + z 2 = a 2 . 


46. Utilice integracion triple a fin de determinar el volumen del 
solido del primer octante limitado por el piano y + z - 8, 
el cilindro y = lx 2 , el piano xy y el piano yz . 

47. Calcule el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lamina que tiene la forma de la regidn acotada por la cur- 
va y = e x , la recta jc = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es jcy kilogramos por 
metro cuadrado. 

48. Obtenga el momento de inercia de la lamina del ejercicio 47 . 

49. Determine el momento de inercia con respecto al eje ~7t de 
la lamina homogenea que tiene la forma de la regidn acotada 
por la curva r 2 - 4 cos 26 si la densidad superficial en 
cualquier punto es de k kilogramos por metro cuadrado. 

50. Calcule la masa de la lamina del ejercicio 49. 


37. Utilice integracidn doble con el objeto de determinar el area 
de la region ubicada dentro de la circunferencia r = 1 y a 
la derecha de la parabola r(l + cos 0) = 1 . 

38. Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de la region 
exterior al caracol r - 3 - cos 6 y que esta en el interior 
de la circunferencia r = 5 cos 6 si la densidad superficial en 
cualquier punto es 2 | sen 6 1 kilogramos por metro cuadrado. 

39. Obtenga el centro de masa de la l&mina rectangular limitada 
por las rectas jc-3yy = 2ylos ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es jcy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

40. Determine el centro de masa de la lamina que tiene la forma 
de la regidn acotada por las parabolas x 2 = 4 + 4y y 
x 2 = 4 - 8y si la densidad superficial en cualquier 
punto es kx 2 kilogramos por metro cuadrado. 

41. Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de la regidn 
limitada por el eje polar y la curva r = cos 26, donde 

0 < 6 < i;r. La densidad superficial en cualquier pun-^ 
to es r6 kilogramos por metro cuadrado. 

42. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje jc de la 
lamina que tiene la forma de la region acotada por la circun- 


51. Obtenga el momento polar de inercia y el radio de giro 
correspondiente de la lamina del ejercicio 49. 

52. Determine el momento de inercia con respecto al eje y de la la- 
mina que tiene la forma de la regidn limitada por la parabola 
y = jc - jc 2 y la recta jc + y = 0. si la densidad superficial 
en cualquier punto es ( jc + y) kilogramos por metro cuadrado . 

53. Calcule la masa del sdlido acotado por las esferasjc 2 + y 2 + 
7 } — 4 yjc 2 + y 2 + z 2 = 9 si la densidad volummica 
en cualquier punto es k x 2 + y 2 + z 2 kilogramos por 
metro cubico. 

54. Obtenga el momento de inercia con respecto al eje z del 
solido del ejercicio 53. 

55. El solido homogeneo limitado por el conoz 2 = 4x 2 + 4 y 2 
y ubicado entre los pianos z = 0 y z = 4 tiene una den- 
sidad volummica de k kilogramos por metro cubico en 
cualquier punto. Determine el momento de inercia con 
Respecto al eje z para este sdlido. 

56. Calcule el centro de masa del sdlido acotado por la esfera 
x 2 -h y 2 + z 2 - 6 z = 0 y que se encuentra por arriba del 
cono jc 2 + y 2 = z 2 , si la densidad volummica en cualquier 
punto del sdlido es kz kilogramos por metro cubico. 
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14.1 CAMPOS VECTdfclALES 

A fin de preparar el terreno para el estudio de campos vectoriales, se 
,. (i , mpstrara como se determina si una funcion vectorial particular es el gra- 

dients de alguna funcion real / y si lo es, de que forma determinar tal 
funcion. Primero considere el problema de como obtener / si se conoce su 


gradiente. Es-to es, se tiene 

Vf(x, y) = f x (x, v)i + f y (x, y)j (1) 

y se desea determinar /(jc, y). 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Supongaque 

V/(JC,y) = (y 2 + 2x + 4)i + ( 2xy + 4y - 5)j (2) 

Como la ecuacidn (1) debe satisfacerse, entonces se infiere que 

fx(x, y) = y 2 + 2 x + 4 (3) 

f y ix,y) = 2xy + 4y - 5 ( 4 ) 

AJ integrar ambos miembros de (3) con respecto a jc se tiene 

fix, y) = y 2 x + x 2 + 4x + g(y ) (5) 

Observe que la “constante” de integracion es una funcion de y e indepen- 
diente de jc debido a que se integro con respecto a jc. Si ahora se derivan 
parcialmente los dos miembros de (5) con respecto a y, se obtiene 

fy(x, y) = 2xy + g'O 7 ) (6) 


Las ecuaciones (4) y (6) son dos expresiones para/^jc, y). En consecuencia, 
2jcy + 4y - 5 = 2xy + g'(y) 

Por tanto, 

g'iy) = 4y - 5 y g(y) = 2 y 2 -5 y + K 

A1 sustituir este valor de g(y) en (5) resulta 

/(jc, y) = y 2 jc + jc 2 + 4jc + 2y 2 - 5y + K 

donde K es una constante arbitraria. 4 

Cada vector de la forma M(jc, y)i + N(x , y)j no necesariamente es un 
gradiente, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 

0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se demostrara que no existe 

una funci6n / tal que 

V/C*,y) = 3yi - 2xj (7) 

Suponga que existe tal funcion. Entonces se deduce que 

f x (x,y) = 3y ' (8) 

y 


fy(.x,y) = -2x 


(9) 
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Si se integran los miembros de (8) con respecto a x se tiene 

C . V ‘ 

f(x,y) = 3*y + «(y) 

A1 derivar parcialmente los dos miembros de esta ecuacidn con respecto a y 
se obtiene 

f y (x,y) = 2x + g'(y) 

Si se igualan los miembros derechos de esta ecuacidn y de (9) resulta 


3* + g\y) * -2x 
g\y) = -5* 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacidn con respecto a x se obtiene 
0 = -5 

lo cual, por supuesto, no es verdad. Asf, la suposicidn de que 3yi - 2 jcJ es 
un gradiente conduce a una contradiccidn. ^ 

A continuacidn se estudiard una condicidn que debe satisfacer un vector 
para que sea un gradiente. 

Suponga que M y y N x son continuas en un disco abierto B de R 2 . Si 


M(x, y)i + N{x, y)j (10) 

es un gradiente en B, entonces existe una funcidn / tal que 

f x (x,y) = M(x,y) ( 11 ) 

f y (x,y) = M x,y) (12) 

para todo (jr, y) de B. Como M y (x f y) existe en B, entonces, de ( 11), 

M y (x, y) = f xy (x, y) ( 13 ) 

Ademds, como y) existe en B , entonces, de (12), 

H x (x,y) = f yx (x,y) ( 14 ) 


Debido a que M y y N x son continuas en /?, sus equivalentes f xy y f yx tambidn 
son continuas en B . Asf, por el teorema 1 2.3.3, f xy (x, y) = f yx {x , y) en todos 
los puntos de B. Por tanto, los miembros izquierdos de (13) y (14) son igua- 
les en todos los puntos de B. De este modo se ha demostrado que si M y y n x 
son continuas en un disco abierto B de R 2 , entonces una condicidn nece- 
saria para que el vector (10) sea un gradiente en B es que 


My(x,y) = (15) 

Esta ecuacidn tambidn es una condicidn suficiente para que el vector (10) 
sea un gradiente en B. Si (15) se cumple, entonces se puede mostrar cdmo 
obtener una funcidn / tal que el vector (10) sea un gradiente. Sin embargo, 
la demostracidn de que dicha funcidn existe, siempre que (15) se cumpla, 
pertenece a un curso de Cdlculo avanzado. El m£todo para determinar / es 
una generalizacidn de lo que se hizo en el ejemplo ilustrativo 1. De esta 
forma, se tiene el teorema siguiente. 
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14.1.1 Teorema 


Suponga que M y N son ftmciones de las variables x y y definidas en 
un disco abierto B((xq, yq); r) de R 2 y y que M y y N x son continuas en B. 
Entonces el vector 

M(jc, y)i + N(x, >’)j 

es un gradiente en B si y $61o si 

M y (x* y) = N x (x*y% 

en todos los puntos de B. 


0 EJEMPLO ILU STRATI VO 3 

(a) Se aplicara el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de (2) del 
ejemplo ilu strati vo 1 . Sean 

M(x,y) = y 2 + 2x + 4 N(x , y) = 2jty + 4y - 5 

M y (x,y) = 2 y N x (x y y) = 2 y 

De modo que M y (x, y) - N x ( x y y ), y por tanto, el vector es un gradiente. 

(b) Si se aplica el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de la ecua- 
cion (7) del ejemplo ilustrativo 2, con M(x, y) = 3y y N( jc, y) = -2jc, 
entonces se tiene 

M y ( x, y) = 3 N x (x, y) = -2 

En consecuencia, M y (x y y ) * N x (; c, y); de modo que el vector no es un 
gradiente. ^ 


► EJEMPLO 1 Determine si el vector 
(e~y - 2jc)i - (xe~y + seny)j 

i 

es un gradiente V/( jc, y), y si lo es, entonces obtenga /( jc, y). 

Sol UC ion Se aplicara el teorema 14.1.1. Sean 

M(jc, y) = e~y - 2x /V(x, y) - -xe~y - seny 
M y (x y y) = -e~y N x (x , y) = ~e~y 

Por tanto M y (jc, y) = A^(jc, y); de modo que el vector dado es un gradiente 
V/(jc, y). Ademas, 

fx(*> y) = e~y - 2x (16) 

f y (x, y) = -xe~y - sen y (17) 

Al integrar ambos miembros de ( 1 6) con respecto a jc se tiene 

f(x, y) = xe~y - x 2 + g(y ) (18) 

donde g(y) es independiente de x. Si ahora se derivan parcialmente los dos 
miembros de ( 1 8) con respecto a y se obtiene 

f y (x, y) = -xe-y +g\y) 
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Despues de igualar los miembros derechos de esta ecuacion y de (17) resulta 

-xe~y + g'(y) = t xe~y - seny 
g'(y) = -sen y 
g (y) = cos y + K 

Si se sustituye esta expresidn para g(y) en (18) se tiene 

/(jt, y) = xe~ y - x 2 + cos y + K ^ 

El teorema siguiente es una extension del teorema 14.1.1 para funciones 
de tres variables. 


14,1.2 Teorema 


Sean M % N y R funciones de tres variables x,yyz defmidas en la bola 
abierta yo Zq); r) de /? 3 f y suponga que M yy M Z1 N xy N z , R x y R y 
son continuas en B. Entonces el vector Af(jt, y, z)i + N((x,y y z ) j + 

R( x, y T z)k es un gradiente eo B si y solo si M y (x y y t z) - N x (x, y, z), 
M z (x,y,z) - R x (x,y, z)yN z (x y y i Z ) = R y (x, y,z). 

La demostracidn de la parte “solo si” es semejante a la demostracidn 
de la parte “solo si” del teorema 14.1.1 y se deja como ejercicio (consulte 
el ejercicio 49). La demostracidn de la parte “si” se omite debido a que esta 
mas alld del alcance de este libro. 


► EJEMPLO 2 Determine si el vector siguiente es un gradiente 
V/(jc, y, z), y si lo es, entonces obtenga /( jc, y, z): 

(e*senz + 2yz)i + (2jcz + 2y)j + (e*cosz + 2jcy + 3z 2 )k 


Solucion Se aplicara el teorema 1 4. 1 .2. Sean 

Af(jc, y, z) - £*senz + 2yz N(x, y, z) = 2 jcz + 2y R(x y y, z) = e x cos z + 2xy + 3 z 2 
M y (x, y, z) = 2z N x (x, y, z) = 2z R x (x , y, z) = e x cos z + 2y 

M z (x,y,z) ~ e x cosz + 2y N z (x,y, z) = 2jc R y (x y y, z) = 2x 

Por tanto, 

M v (x,y, z) = N x (x,y,z) M z (x, y, z) = R x (x,y,z) N z (x, y, z) = R y (x, y, z) 


Asi, el vector dado es un gradiente V/(jc, y, z). Ademas, 

f x (x 7 y, z) = £*sen z + 2yz ' (19) 

f y (x, y, z) = 2xz + 2y (20) 

f z (x y y, z) = excosz + 2jcy + 3z 2 (21) 

A1 integrar ambos miembros de (19) con respecto a x se tiene 

f(x y y,z) - e x senz + 2*yz + g(y, z) (22) 


donde g(y, z) es independiente de x. Si se derivan parcialmente los dos 
miembros de (22) con respecto a y se obdene 


f y (x, y, z) = 2*z + gy(y,z ) 
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Despu£s de igualar los miembros derechos de esta ecuacidn y de (20) resulta 

2xz + g y (y,z) = 2xz + 2 y 
8/y* z) = 2y 

Ahora, al integrar ambos miembros de esta ecuacidn con respecto a y se 
obtiene 

g(;y,z) - y 2 + h(z) ( 23 ) 

donde h es independiente de x y y. Al sustituir de (23) en (22) se tiene 

f(x,y, z) - e x senz + 2xyz + y 2 + h(z) ( 24 ) 

Si se derivan parcialmente los dos miembros de (24) con respecto a z resulta 

f z (x, y t i) = e x cosz + 2jty + h\z) 

Despuds de igualar los miembros derechos de esta ecuacidn y de (21) se 
obtiene 

e*cosz + 2*y + h\z) = e*cos z + 2 xy + 3z 2 
h\z) = 3z 2 
h(z) = z 3 + K 

Al sustituir z 3 + K por h(z) en (24) se tiene 

f(x,y, z) = e^senz + 2xyz + y 2 + z 3 + K 4 

Un campo vectorial asocia un vector con un punto del espacio. Por 
ejemplo, si F es una funcidn vectorial, definida en alguna bola abierta B de 
/? 3 , tal que 

F(jc, y, z) = M(jc, y, z)i + N(x, y, z)J + /?(*, y, z)k (25) 

entonces F asocia a cada punto ( x , y, z) de B un vector, y F recibe el nombre 
de campo vectorial. Este campo vectorial tiene como dominio un sub- 
conjunto de R 3 y como contradominio un subconjunto de V 3 . Si el dominio 
de un campo vectorial es un conjunto de puntos de un piano y su contrado- 
minio es un conjunto de vectores de V 2 , entonces el campo vectorial tiene 
una ecuacidn de la forma 

F(x, y) = Af(x, y)i + Nfry) j 

Si en tugar de un vector se asocia un escalar con un punto del espacio, 
entonces se tiene un campo escalar; de modo que un campo escalar es una 
fiincidn real. Un ejemplo de un campo escalar se obtiene al expresar la tern- 
peratura en un punto como una funcidn de las coordenadas del punto. 

Como un ejemplo de campo vectorial, considere el flujo de un fluido, 
tal como el agua a trav6s de un tubo o la sangre en una arteria. Suponga que 
el fluido consiste de un numero infinito de partfculas y que la velocidad de 
una de 6stas depende s61o de su posicidn; de modo que la velocidad es 
independiente del tiempo, y debido a este hecho, el flujo del fluido se designa 
como un flujo de estado estable. En un punto (jc, y, z) la velocidad del fluido 
estd dada por F(jc, y, z), definida mediante una ecuacidn de la forma (25). Asf, 
F es un campo vactorial denominado campo de velocidad dei fluido. Los 
campos de velocidad pueden describir otros movimientos, tales como el 
viento o el giro de una rueda. Todos los campos vectoriales que se piesentan 
en este libro seitfn independientes del tiempo; por lo que se Uaman campos 
vectoriales de estado estable. 
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No es posible mostrar en una figura las representaciones de todos los 
vectores de un campo vectorial particular. Sin embargo, al dibujar las repre- 
sentaciones de algunos vectores se puede obtener una representation visual 
del campo vectorial, como se muestra en el ejemplo siguiente. 

. • ' :• il'l. •. :■&& 


Tablal 


(x,y) 

FU, y ) 

(U 1) 

-i + j 

(L”D 

i + i 

(-1, 1) 

-i - J 

H,-D 

i - J 

(1,2) 

-2i + j 

(1,-2) 

21 + j 

(-1,2) 

-21 - j 

(-1,-2) 

21 - J 

(2, 1) 

-i + 2j 

(2,-1) 

1 + 2j 

(-2, 1) 

-i - 2j 

(-2,-1) 

1 - 2j 

(2, 2) 

-2i + 2J 

(2,-2) 

2i + 2j 

(-2, 2) 

-2i - 2j 

(-2,-2) 

21 - 2j 



► EJEMPLO 3 (a) Muestre en una figura las representaciones, 

que tienen su punto initial en (jt; y), de los vectores del campo vectorial 

F(x,y) = -yi + x} 

donde x = ±1 o x = ± 2 , y y = ±1 o y = ± 2 . (b) Demuestre que 
cada representaci6n es tangente a la circunferencia que tiene su centro en 
el origen y que tiene un longitud igual al radio de la circunferencia. 

Solucion 

(a) La tabla 1 presenta los vectores F(x, y) asociados con los dieciseis 
puntos (*, y). Las representaciones de estos vectores se muestra en la 
figura 1. 

(b) Sea 


R(*, y) = xi + yj 

el vector de position cuyo punto terminal est£ en (j:, y). Entonces 

R(x,y) * F(x,y) = (xi + yi) • (-yi + x j) 

= -xy + xy 
= 0 

Por tan to, R y F son ortogonales. De esta manera, la representacirin de 
F cuyo punto inicial esta en ( x , y) es tangente a la circunferencia que 
tiene su centro en el origen y radio || R(x, y) || . Como 

|| F(x, y) || = V(->) 2 + * 2 

= II R (*’ y) II 

entonces la longitud de cada representation es igual al radio de la cir- 
cunferencia. ^ 

El campo vectorial del ejemplo 3 es similar al campo de vefocidad 
determinado por una rueda que gira en el origen. 

Un ejemplo de un campo vectorial en V3 surge de la ley de atraccion 
gravitational de Newton. Esta ley establece que la medida de la atrac- 
cion gravitational entre dos particulas de M unidades y m unidades de ma- 
sa, respectivamente, es 


GMm 

d 2 

donde d unidades es la distancia entre las particulas y G es la constante 
gravitational. De modo que si una particula de masa M unidades esta en el 
origen y otra particula de masai 1 unidad (m = 1) se encuentra en el punto 
P(x , y, z), y si F(jc, y, z ) es la fuerza gravitacional ejercida por la particula 
ubicada en el origen sobre la particula que esta en P y entonces 

GM( 1) 

I|R(^, z)ll 2 


||F(^>,z)|| = 
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t / 



FIGURA2 


donde R(x, y, z) = x\ + yj + zk. Para obtener el vector fuerza F(jt, y, z), 
tambien se necesita la direccion de F. Como esta direction es hacia el 
origen, entonces es la misma que la direccion del vector unitario - R. 

ii*n 

Con esta direccion y la intensidad (o modulo) indicadas anteriormente se 
tiene 


F(x, y, z) 


GM ! R(*,y,z) ) 

||R(jc, y, z)|| 2 l ||R(x, y, z)|| / 


Debido a que || R(.r, y, til = ^777 z 2 , se obtiene 

F(x, y, z) = — -r + >’J + zk ) (26) 

(x 2 + y 2 + z 2 r ' 2 

El campo vectorial definido por (26) se denomina campo de fuerza. La fi- 
gura 2 muestra representaciones de algunos vectores de este campo de fuerza, 
donde el objeto del origen es un esfera (por ejemplo, la Tierra) y || R || es 
mayor que el radio de la esfera. Cada representacion apunta hacia el origen. 
Las representaciones de los vectores en puntos cercanos al origen son mas 
largas que las representaciones de vectores en puntos mas alejados, y las 
longitudes son iguales en puntos que estan a la misma distancia del origen. Con 
estas propiedades, el campo de fuerza definido por (26) se denomina campo 
de fuerza central. 

El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial. Si $ es un 
campo escalar y F es el campo vectorial definido por F = V<£, entonces a F 
se le llama campo vectorial gradiente y <£ recibe el nombre de funcion 
potential para F. Un campo vectorial gradiente tambien se denomina campo 
vectorial conservador (o conservativo). El termino conservador se 
aclarard despu£s de que lea la seccidn 14.3. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el campo vectorial 

definido por 

F(;t, y) = ( y 2 + 2x + 4)i + (2 xy + 4y - 5)j 

\ 

Del ejemplo ilustrativo 1, si 

<£(*, y) = y 2 x + x 2 + 4x + 2y 2 - 5y + K 
entonces 

F(jc, y) = V 4>(x, y) 

De modo que F es un campo vectorial conservador y <£ es una funcidn po- 
tencial para F. 4 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra que el campo de fuerza 
gravitacional definido por (26) es conservador. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

ci6n 12.6 se demostro que si 


V(x,y, z) 


1 

■)Jx 2r + y 2 + z 2 


En el ejemplo 6 de la sec- 
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— — jrijci + yj + zk) 

(* 2 + y 2 + z 2 y /2 


De esta forma, si 


4>(x,y,z) = 


^ x 2 + y 2 + z 2 


V (x, y, z) = 


( x 2 + y 2 + z 2 r 


;(xi + yj + zk) 


A1 comparar esta ecuacion con (26), se observa que 
F(x,y, z) = V<£(*,y, z) 

Por tanto, F es conservador y <f> es una funcion potencial para F. ^ 

En los dos ejemplos ilustrativos anteriores fue facil demostrar que el 
campo vectorial es conservador debido a que se conocia una funcion <£ para 
la cual F es su gradiente. Para decidir si un campo vectorial dado es con- 
servador, y en caso de serlo, determinar una funcion potencial, se aplican los 
teoremas 14.1.1 y 14.1.2 como en los ejemplo l y 2. 

Existen dos campos que involucran derivadas y que se asocian con un 
campo vectorial F. Uno es el campo llamado rotational de F, el cual es 
un campo vectorial, y el otro es el campo denominado divergencia de F, el 
cual es un campo escalar. Antes de dar sus definiciones, se mostrara la forma 
en que se utiliza el simbolo V como un operador. 

Si/ es una funcion escalar de tres variables jc, y y z, el gradiente de/ es 

V/tr, y, z) = f x (x, y,z ) i + f y (x, y, z) j + f z (x, y, z)k (27) 

Ahora se utilizara el operador V en tres dimensiones para denotar 

i± + ti. + k A 

dx ^ dy dz 

Por tanto, la operacion de V sobre la funcion escalar / significa 

Vf = — i + — j + — k 

VJ dx 1 + dy 1 
lo cual concuerda con (27). 


14.1.3 Definicion de rotacional de un campo vectorial 


Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta B de /? 3 tal que 
F(x, y, z) = M(x,y f z}\ + N(x, y, z)j. + R(x, y, z)k 
Entonces el rotacional de F, denotado por rot F, esta definido por 


rot F (x. 


' (dR dN\ ( 
y ’ Z) = (d-y-Tz) l+ ( 


dM dR 


TrfxJi + [Tx-^) k 


dN dM 


si estas derivadas parciales existen. 
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Un truco nemotecnico para calcular rotF consiste en desarrollar la 
notacion del producto cruz de dos vectores al “producto cruz” del operador V 
y el campo vectorial F y escribir 

rotF = V x F 

i j k 

A A A 

dx dy dz 

M N R 

Como se indico cuando se utilizo por primera vez la notacion de determi- 
nantes para el producto cruz de dos vectores, los elementos del determinan- 
te no fueron todos numeros reales como es costumbre. En el “determinante” 
anterior el primer renglon contiene vectores, el segundo consiste de operado- 
res de derivadas parciales, y el tercer renglon esta constituido por funciones 
escalares. 


► EJEMPLO 4 

do por 


Calcule rot F si F es el campo vectorial defini- 


F(jc, y, z) = e 2x \ + 3x 2 yzj + (2y 2 z + x)k 


Solution 


rot F(x, >>, z) 


i j k 

d_ d_ d_ 

dx dy dz 

e 2x 3 x 2 yz 2 y 2 z + x 

= (Ayz - 3x 2 y)i + (0 - l)j + (6ryz - 0)k 


= (4 yz - 3jc 2 ^)i - j + 6jt>>zk 


◄ 


14.1.4 Definicion de divergencia de un campo 
vectorial 


Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta de R 3 tal que 4 

F(x, y, z) = M(x,y, z)i + N(x, y, z;j + R(x, y, z)k 

l 

Entonces la divergencia de F, denotada por div F, estS definida como 


, dM dN dR 
div F(x, y, z) = ^7 + Ty + Tz 


si estas derivadas parciales existen. 


Se extendera la notacion del producto punto de dos vectores al “pro- 
ducto punto” del operador V y el campo vectorial F para calcular la diver- 
gencia de F, y se escribira 

div F = V • F 

= ( i £ + 4 + k £)’ <M, + " j + * k) 

dM dN dR 
dx dy dz 
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► EJEMPLO 5 Calcule div F si F es e] campo vectorial deL 
ejemplo 4. 

Solucion 

div F(jc, v. z) = V • F(jc, _v, z) 

= Tx {e2x) + Ty^ x2yz) + T z {2y2z + x) 

- 2e 2x + 3jc 2 z + 2y 2 4 

En las secciones 14.4-14.6 se explicara el significado fisico de rot F y 
div F al estudiar el movimiento de un fluido. En esta seccidn solo interesa 
aprender a calcularlos y demostrar algunas de sus propiedades. Dos de di- 
chas propiedades se dan el los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se 
le pediran en los ejercicios 47 y 48. 


14,1.5 Teorema 


Suponga que F es un campo vectorial sobre una bola abierta B de /? 3 
talque 

F(x, y, z ) = A/(.r, y t z) 1 + N{x t y, z)j + R(x> y, z)k 

Si las segandas derivadas parciales de M, N y R son conrinuas en B y 

entonccs 

div (rot F) = 0 


14.1.6 Teorema 


Si / es un campo escalar sobre una bola abierta B de R 3 y las segun- 
das derivadas parciales de/ son continuas en B t entonces 

rotfV/) = 0 


La ecuacion del teorema 14.1.6 establece que el rotacional del gra- 
diente de / es igual a] vector cero. Considere ahora la divergencia del 
gradiente de / esto es, V • (V/), lo cual puede escribirse como V • V/ o 
V 2 /. Por definicidn. 


V 2 /(x, y, z) 


d . d 
Idx + 


+ 



+ 




) 


V 2 f(x,y,z) = 




ill 

dz 2 


La expresion del miembro derecho de esta ecuaci6n se denomina el lapla- 
ciano de /. La ecuacidn siguiente, obtenida al igualar a cero el laplaciano, 
recibe el nombre de ecuacidn de Laplace, en honor al matematico y astro- 
nomo frances Pierre Simon, marques de Laplace (1749-1827): 


Hi 

dx 2 


+ 


ill 

dy 2 



A toda funcion escalar que satisfaga la ecuacion de Laplace se le llama 
armonica. Este tipo de funciones tienen aplicaciones importantes en fisi- 
ca en el estudio de la transferencia del calor, radiacion electromagnStica y 
acustica, entre otras. 
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Si F es un campo vectorial sobre algun disco abierto B de R 2 tal que 
F(jc, y) = M( x, y ) i + N(x, y)j, entonces el rotacional de F y la divergencia 
de F en dos dimensiones estan definidas por 


rot F(jc, y) 


~ \dx By ) ¥ 


.. 1CY ; dk A dN 
dtvF(x,y) = J 2 + Ty 


si estas derivadas parciales existen. El laplaciano en dos dimensiones esta 
definido como 


- 0*0 


► EJEMPLO 6 Si F(jc, y) = 3jt 2 yi - 2jty 3 j, calcule: 

(a) rot F(*, y), y (b) div Fix, y). 

Solucion Si A/(jc, y) = 3jc 2 y y N(x, y) = - 2 jcy 3 , entonces 
(a) rot F(jc, y) = (b) div F(x, y) = M + g 

= (-2y 3 - 3x 2 )k = 6*y - 6xy 2 ◄ 


EJERCICIOS 14.1 


En los ejercicios 1 a 6, muestre en una figura las represen- 
taciones de los vectores del campo vectorial que tienen su 
punto inicial en (x, y), donde x - ±1 o x ~ ±2, y y = ±1 o 
y = ±2. 

1. F(jc, y) = X i - yj 2. F(jc, y) = “Jci + y j 

3. F(jc, y) = 4yi + 3jcj 4. F(jc,y) = -3yi + 4xj 

5. Fa. y) = - ■ = — = (xi + yj) 

V-r 2 + y 2 

6. F(jc,y) = yi + 2j 

los ejercicios 7 a 14, determine un campo vectorial con- 
servador que tenga la funcion potencial dada. 

7. f(x, y) = 3x 2 + 2y 3 

8. f(x,y) = 2x 4 - 5x 2 y 2 + 4v 4 

9. /(x, y) = tan”'x 2 y 

10. fix, y) = ye* - jce- v 

11. fix, y, z) = 2jc 3 - 3jc 2 y + jcy 2 - 4y 3 

12. f(x, y, z) = ^/* 2 + y 2 + z 2 

13. /(jc, y, z) = x 2 ye~ 4z 

14. f(x , y, z) = z sen(;c 2 - y) 

los ejercicios 15 a 20, determine si el campo vectorial es 
conservador. 

{ 15. F(jc,y) = (3 jt 2 - 2y 2 )i + (3 ~ 4jcy)j 

16. F ix,y) = ieV + 6e 2x )i + ie x e y - 2e*)j 


17. F(jc, y) = ycos(;c + y)i - jcsen(jc + y)j 

18. F Uy (Z ) = (3 jc 2 + 2yz)i + (2 jcz + 6yz)j 

+ (2jcy + 3y 2 - 2z)k 

19. F(jc, y, z) - (2ye 2 * + e z )i + i3ze 3y + e 2x )j 

+ ixe z + e 3y )k 

20. F(jc, y, z) - ysec 2 jci + (tanjc - zsec 2 y)j 

+ x sec z tan zk 

En los ejercicios 21 a 32, demuestre que el campo vectorial es 
conservador y obtenga una funcion potencial. 

21. Fix, y) = yi + *j 

22. F(jc,y) = Jci + yj 

23. F(jc, y) = e x sen yi + e x cos yj 

24. F(jc, y) = (sen y senh jc + cos y cosh jc) i 

+ (cos y cosh jc - sen y senh jc)j 

25. F(jc, y) = (2jcy 2 - y 3 )i + (2jc 2 y - 3xy 2 + 2)j 

26. F(jc, y) = (3 jc 2 + 2y - yV)i + (2 jc - 2ye*)j 

27. F(jc, y,z) = (jc 2 - y)i - (x - 3z)j + iz + 3y)k 

28. F(jc, y, z) = yzi + Jczj + Jtyk 

29. F(jc, y,z) = ize x + e^)i + (jce v - e z )j + i~ye z + e x )k 

30. F(jc, y, z) = (tany + 2jcysecz)i 

+ (jc sec 2 y + jc 2 sec z)j + sec z(jc 2 y tan z - sec z)k 

31. F(jc, y. z) = (2jccos y - 3)i - (jc 2 sen y + z 2 )j 

- * - (2yz - 2)k 

32. F(jc, y, z) = (2y 3 - 8jcz 2 )i + (6jcy 2 + l)j 

- (8x 2 z + 3z 2 )k 
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En los ejercicios 33 a 42, calcule rot F y div F para el campo 
vectorial F indicado . 

33. F(*, y) - 2xi + 3yj 

34. F(*, y) = cosjci - senyj 

35. F(jc, y) = £ x cosyi + e* senyj 

36. F(x, y) = + 

37. F(jc, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k 

38. F(x, y, z) = xz 2 i + y 2 j + x 2 zk 

39. F(x, y, z) = cosyi + coszj + cosxk 

40. Fft, y, z) = (y 2 + z 2 )i + coszj - jc^coszk 

41. F(x, y,z) = ^ x 2 + y 2 + li + sjx 2 + y 1 +lj + z 2 k 


42. FU,y,z) - 


(x z +y z ) 


,2x3/2 


( X 2 + y 2 ) 


2x3/2 


j + k 


En los ejercicios 43 a 46, demuestre que la funcion escalar es 

armdnica probando que su Laplaciano es cero. 

43. /(*, y) = e^sen* + £*cosy 

44. f(x , >0 - ln( ^jx 2 + y 2 ) 

45. f(x,y, z) = 2x 2 + 3 y 2 - 5z 2 

46. f(x, y, z) = (x 2 + y 2 + z 2 )' l/2 

47. Demuestre el teorema 1 4. 1 .5. 

48. Demuestre el teorema 14.1.6. 

49. Demuestre la parte “solo si” del teorema 1 4. 1 .2. 

50. Explique por que la defmicion del rotacional de un cam- 
po vectorial aplicada al teorema 14.1.2 indica que el 
campo vectorial F(x, y , z) es un gradiente si y solo si 
rotF =s 0. 


14.2 INTEGRALES DE UNEA 

En el capftulo 4 se utiliz6 el concepto geom^trico de area para motivar la 
defmicion de la integral deftnida. Para motivar la defmicion de integral de 
un campo vectorial, se empleard el concepto ffsico de trabajo. 

En la section 10.3 se dijo que si una fuerza constante de medida vecto- 
rial F mueve una particula a lo largo de una recta de un punto A a un punto B , 
y si W es la medida del trabajo realizado, entonces 

W = F • V(A5) (1) 

Suponga ahora que el vector de fuerza no es constante, y en lugar de que el 
movimiento sea a lo largo de una recta, es a lo largo de una curva. Considere 
que la fuerza ejercida sobre la particula ubicada en el punto (jc, y), de algun 
disco B de R 2 , esta dada por el campo vectorial 

F (x,y) = M{x, y)i + M*,y) j 

donde M y N son continuas en B. Sea C la curva, contenida en B\ que tiene 
la ecuacion vectorial 

R(0 = fit) i + git)} a < t < b 

Se requiere que las funciones/y g sean tales que f'yg' resulten continuas 
en [a, b] y que en cualquier punto de [a, b ] al menos una de ellas sea dife- 
rente de cero; esto es, de acuerdo con la definicidn 9.1.1, la curva C es suave 
en [ a , b]. Se desea definir el trabajo realizado por la fuerza variable de me- 
dida vectorial F al desplazar la particula a lo largo de C del punto (/(a), g(a)) 
al punto (/(/?), g(b)). En cualquier punto (/(/), g(t)) de C el vector fuerza es 

F UOXgit)) = M( f(t\ g(t)) \ + Nifit\git))i (2) 

Considere que A es una partition del intervalo [ a , b ] tal que 


a = t 0 < f, < t 2 < .. . < t n -i < t n = b 
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y 



Se a Pj el punto (x it y^) = (/(/,■), g(t()) de C. Refterase a la figura l. El vector 
VtfV-l-Pi) es igual a R(^) - R (t h j); por tanto, 

v</w>> = mi + gdi ) j - [/*(//_,)« + ' 

YiP^Pi) = [/(/,) - /(0-i)]i + lg(ti) - (3) 

Puesto que /' y g' son continuas en [a , b], se infiere del teorema del valor 
medio que existen numeros q y d x en el intervalo abierto t{) tales flbe 


m - /(/,-i) = fXq)(t, - ti _j) 

gUi) - = MX*/ - ti-l) 


Al tomar A,/ = // - y sustituir de las dos ecuaciones anteriores en (3) 
se obtiene 


VtfViPi) = t/'(^)i + *Wi)J]A// 

Para cada / considere el vector 


( 4 ) 


F,* = M(/(c l ),^(c l ))i + N(M),g(d')) j (5) 

Cada uno de los vectores F,- (i = 1,2,..., n) es una aproximacidn al vec- 
tor fuerza F(/(/), g(t )), dado por (2), a lo largo del arco de C desde P^\ a 
P { . Observe que aunque c x y dj son, en general, numeros diferentes del 
intervalo abierto /,), los valores de los vectores F (/(/), g(0) se en- 
cuentran cerca de F,. Ademds, el arco de C desde P,_t a P x se aproxima 
mediante el segmento rectilineo Pi-\Pj. Asi, al aplicar la fdrmula (1) se ob- 
tiene el trabajo realizado por el vector F(/(r), g(t)) al desplazar la partfcula a 
lo largo del arco de C desde i a P { . Si se denota esta aproximacidn por 
A t W y de la fdrmula (1) y las ecuaciones (4) y (5) se tiene 


A,W = mficilgiq )) i + MM), g(di))j] • [fXq)l + gXdi)j]Ait 

~ a f w = mmxgic^fxci)] + [mmxm))5U)]a { / 

Una aproximacidn de la medida del trabajo realizado por F(/(/), g(t)) a lo 

n 

largo de Ces X A,* W o bien, equivalentemente, 

i=i 

X M))M)] A,/ + X f^(M)> M)) M)1 A// 

i=l i=l 


Cada una de estas sumas es una suma de Riemann. La primera es una suma 
de Riemann para la funcion que tiene valores A/(/(f), g(t))f(t) 9 y la segunda 
es una suma de Riemann para la funcion que tiene valores g(t))gXt). 

Si n se incrementa sin limite y cada A x t se aproxima a cero, entonces estas 
sumas tienden a la integral definida: 


r 




Por tanto, se tiene la definition siguiente, donde se emplea la notacidn 
F(R(0) en lugar de F(/(f), g(t)). 
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14.2.1 Definition del trabajo realizado por un campo 
de fuerza sobre una particuia que se desplazj 
a lo largo de una curva de R 2 


Sea C una curva suave con tenida en un disco abierto B de /? 2 para la 
cual una ecuacidn vectorial de C es R(f) =■/(*) i 4- g(t)y Ademls, 
considere un campo de fueiza definido por F(x,y ) = Af(vr, y)i + 
N(x, y)j» donde M y ^ son continuas en B. Si W es la medida del tra- 
bajo realizado por una fuerza de medida vectorial F al desplazar una 
particuia a lo largo de C desde (/(«), g(a)) hasta (/(/>), g(b )), entonces 
rb 


W 


-r 


imm, g(t))f\t) + mm g(t))g'(t)] d, 


( 6 ) 


o, equivalentemente, utilizando notacidn vectorial, 

•b 

mm gm m) • <m *w> * 


w 


w 


■r 

■r 


F(R(0) ' R'(0 df 


(7) 





F1GURA 2 


EJEMPLO I Suponga que una particuia se mueve a lo largo 
de la parabola y = jr 2 desde el punto A(-l , 1 ) hasta el punto B(2, 4). Calcule 
el trabajo total efectuado si el movimiento es ocasionado por el campo de 
fuerza 

F(jt,y) = (jc 2 + y 2 )i + 3jt 2 yj 

Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solucion La figura 2 muestra el arco de la parabola de A a B. La pa- 
rabola tiene las ecuaciones param&ricas 

x = t y y = t 2 -1 < t < 2 
De esta forma, la ecuacion vectorial de la parabola es 
R(0 = ti + f 2 j y R'(0 = i + 2rj 
Como F(jc, v) = (x 2 + v 2 . 3x 2 y>, entonces 

F(R(t)) = F(t, t 2 ) 

= {t 2 + t 4 , 3t 4 > 


Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de (7), se tiene 

r*2 


-c 

-L 

-L 


F(R(0) • R'(f) dt 


(i t 2 + t 4 , 3f 4 ) ’ <1, 2t)dt 


(f 2 + t 4 + 6 t 5 )dt 


1 3 ,5 12 

~ 3 + 5 + ' 

= l + H + 64- (-1-1 + 1) 

363 

5 


(8) 
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Conclusion: El trabajo efectuado es 72.6 joules. ^ 

Las integrales de las ecuaciones (6) y (7) se denominan integrates de 
linea. Para la integral de linea de la ecuacion (6), una notacion comun que 
involucra la forma diferencial M(x, y)dx + N(x , y)dy es 

j M{x , y) dx + N(x , y) dy 

Esta notaci6n es sugerida por el siguiente hecho: como las ecuaciones para- 
metricas de C son x = f(t)yy = #(/), entonces dx - f\t)dtydy — g\t)dt. 
Una notacion vectorial para la integral de la ecuacion (7) es 

i r - d * 

La notacion anterior proviene de considerar la ecuacion vectorial de C, la 
cual es R(/) = f{t) i + ^(/) j, y tomar dR = R'(t)dt. Entonces 

F(R(/)) * dR = F(R(f)) * R'W dt 

En consecuencia, se tiene la definicion formal siguiente. 


14.2.2 Definicion de integral de linea 
sobre una curva de R 2 


Sea C una curva suave contenida en un disco abierto B de R 2 y que 
tiene la ecuacidn vectorial 

R(0 = fit) i + gUYy a <. t b 

Sea. F un campo vectorial sobre B definido por 

F fry) * + N(x,y ) j 

donde My N son con tineas en B. Si se emplea la notaci6n de la forma 
diferencial, la integral de linea de M{x y y)dx + N(x, y)dy sobre C 
estd defmida por 


J C 


M(jc, y) dx + N(x, y) dy 


f 


mm mm + §0))g r m dt 


o, equivalentemente, usando la notacidn vectorial, la integral de linea 
de F sobre C esti defmida por 
rb 

F(R(/» • R'(0 dt 




Se empleara la notacion de la forma diferencial asi como la notacion 
vectorial para las integrales de linea. 


. EJEMPLO I LU STRATI VO 1 En el ejemplo 1, la integral 

de la ecuacion (8) que define W es una integral de linea. Con la notacidn 
vectorial, esta integral de linea puede expresarse como 
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donde F(;c, y) = (x 2 + y 2 )i + 3jc 2 yj y R (t) = t i + t 2 j. Con la notacion 
de la forma diferencial, esta integral de linea puede escribirse como 

f (JC 2 + y 2 )dx + 3x 2 ydy (9) 


Si una ecuacidn de C es de la forma y = F(x)> entonces puede emplearse 
x como un parametro en lugar de t. De manera semejante, si una ecuacion 
de C es de la forma x = G(y), entonces y puede utilizarse como parametro 
en lugar de t. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 1 y en el 

ejemplo ilustrativo 1, la ecuacidn de C es y = x 2 y la cual es de la forma 
y = F(x). Por tanto, x puede emplearse como parametro en lugar de t. Asi, en 
la integral (9) del ejemplo ilustrativo 1 se puede sustituir y por x 2 y dy por 
2xdx y obteniendose 


(. * 2 + x A )dx + 3x 2 x 2 (2xdx) 


( x 2 + x 4 + 6x 5 ) dx 


esta integral es la misma que la tercera la cual aparece en la solucidn del 
ejemplo 1, excepto que se tiene la variable jc en lugar de t. A 

Si la curva C de la definicion de la integral de linea es el intervalo ce- 
rrado [a, fc] del eje x, entonces y = 0 y dy = 0. De modo que 


M(x, y) dx + N(x y y)dy = M(x, 0) dx 


Por tanto, en tal caso, la integral de linea se reduce a una integral definida. 

Se puede extender el concepto de integral de linea para incluir a las 
curvas que son suaves a trozos. Recuerde de la seccidn 9.1 que si un inter- 
valo / puede dividirse en un numero finito de subintervalos en los que la 
curva C es suave, entonces se dice que C es suave a trozos en I. 


14.2.3 Definicion de integral de linea 

sobre una curva suave a trozos de ft 2 


Suponga que la curva Cconsiste de Los arcos suaves C ]t C 2 * . . . , C n 
contenidos en un disco abierto B de R 2 y y considers R(f) y y) co- 
mo en la definicidn 14.2.2. Entonces la integral de linea de 
Af(x t y)dx + N(x, y)dy sobre C est£ definida por 

j M(x,y)dx + N(x,y)dy = ^ j" Mix, y) dx + N(x, y) dyj 

o, equivalentemente, empieando La notacidn vectorial, la integral de 
linea de F sobre C se define como 


F(R(0) ■ R'(fldf 
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FIGURA 3 


► EJEMPLO 2 E value la integral de lfnea 

4xy dx + (2x 2 - 3x y)dy 


i 


si la curva C consiste del segmento de recta de (-3, -2) a (1, 0) y el arco del 
primer cuacfrante de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 de (1, 0) a (0, 1), reco- 
rrida en ef sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

Solution La figura 3 muestra la curva C compuesta por los arcos C\ y 
C 2 . El arco CJ es el segmento de recta. Una ecuacidn de la recta que pasa 
por los puntos (-3, -2) y (1, 0) es x - 2y = l. Por tanto, Q puede repre- 
sentarse parametricamente por 

jc = 1 + 2/ y = / -2 < / < 0 

El arco C 2 , el cual es el arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1, puede representarse parametricamente por 

x = cos t y = sen / 0 < t < ~ n 

Si se aplica la definicion 14.2.2 a cada uno de los arcos C\ y C 2 se tiene 


L 


4jc y dx + (2x 2 - 3xy)dy 
0 


■I 
= 1 
= 1 


4(1 + 2t)t(2dt) + [2(1 + 2 1) 2 - 3(1 + 2 t)t]dt 
(8/ + 16 1 2 + 2 + 8/ + it 2 - 3r - 6 t 2 )dt 
(18 1 2 + 13/ + 2 )dt 


1 


= 6r 3 + Hr 2 + 2 1 ]% 

= - (-48 + 26 - 4) 
= 26 


4 xy dx + (2x 2 - 3jcy) dy 


■f 
■I 
-I 
■1 

1^/- 

= 2 sen t - 2 sen 3 / + cos 3 / 

Jo 


4 cos / sen /(-sen t dt) + (2 cos 2 / - 3 cos / sen /)(cos / d/) 

(- 4 cos / sen 2 / + 2 cos 3 / - 3 cos 2 / sen /) d/ 

[-4 cos /sen 2 / + 2 cos /(l - sen 2 /) - 3 cos 2 / sen /] /// 

(2 cos / - 6 cos / sen 2 / - 3 cos 2 / sen /) dt 
1*/2 


= 2-2 
= -1 


1 
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Por tanto, de la definicion 14.2.3, 


4xydx + (2x 2 - 3 xy) dy = 26 + (-1) 


La definicidn de integral de lfnea en tres dimensiones requiere que la 
curva sea suave: una curva de R 3 que tiene la ecuacion vectorial 

R(/) = /W i + g(0j + hit) k a £ t < b 

es suave si/', g* y h f son continuas en [ a , b] y en cualquier punto de [a, 6] 
no son simultdneamente cero. 


14.2.4 Definicion de integral de iinea sobre una curva de fl 3 


Sea C una curva suave cor. tenida en una bola abierta B de H 3 que tiene 
la ecuacidn vectorial 

; R(0 ~fW + m J + a^t <>b 

Sea F un campo vectorial sobre R defini do por 

F(*, V, Z) = M(x,y,z) I 4- N(x,y 9 z)l + W*, y, z)k 

donde A/, y R son funciones continuas en B. Si se emplea la notacidn 
de la forma diferencial, la Integral de lfnea de Mix, y r z)dx + 
N(jc, y\ z)dy + R{x* y, z)dz sobre C estd definida por 


I M(x ; y. 


z) y, z) rfy + /?(*, y, r) 


o, equivalentemente, emplea ndo la notation vectorial, la Integral de 
lfnea de F sobre C se define como 


F-dR = F(R(rt)'RMd/ 


► CJCMPLO 3 


Evalue la integral de lfnea 


3 xdx + Ixydy + z dz 


si la curva C es la hdlice circular definida por las ecuaciones paramdtricas 
x - co s / y = sen t z = / 0 £ / ^ In 

Solucion De la notacidn de la forma diferencial para una integral de 
lfnea de la defmicidn 14.2.4, se tiene 


3j xdx + Ixydy + zdz 


3 cos /(-sen / dt) + 2(cos /)(sen /)(cos tdt) + tdt 
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J r 2 7T 

(-3 sen ? cos ? + 2 cos 2 ? sen ? + ?) dt 
o 

= - § sen 2 / - | cos 3 / + j/ 2 ]^ 

= - \ (0) - | (1) + i (4/r 2 ) + | (0) + | (1) + 1 (0) 

2/r 2 ◄ 

El trabajo realizado por un campo de fuerza al desplazar una partfcula 
a lo largo de una curva de R 3 se puede definir de manera semejante como se 
hizo en la definicion 14.2.1 para una curva de R 2 . En el ejemplo siguiente 
se aplica dicha definicion. 



FIGURA 4 


► EJEMPLO 4 Una particula recorre la ctibica alabeada 

R (?) = ri + ? 2 j + r 3 k 0 < t < 1 

Calcule el trabajo total efectuado si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuerza 

F(x,y,z) = e x \ + xe z i + * sen ;ry 2 k 

Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solution La figura 4 muestra la cubica alabeada a partir de ? = 0 
hasta? = l.ComoR(?) = ?i + ? 2 j + ? 3 k, entonces 

R'(?) = i + 2?j + 3? 2 k 

Debido a que F(jc, y, z) = (e x , xe z ,x sen ;ry 2 ), entonces 

F(R(/)) = F(/, / 2 , / 3 ) 

= (e‘, te' 3 , /sen tt/ 4 ) 

Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de la notacidn vectorial para la 
integral de linea de la definicidn 14.2.4, se tiene 


= 1 . 

-r 

=r 

■i 


F * JR 


F(R(?)) • R'(0 dt 


Jo 

= e t + ^ e x 3 


te /3 , t sen nt 4 ) • (l, 2?, 3 ? 2 ) dt 

( e l + 2t 2 e* 3 + 3? 3 sen nt 4 ) dt 

- -j- cos nt 4 1 
4 n Jo 


= e + \ e - cos n - \ cos 0 

3 4 n 3 4 n 
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- 5 " 

- 3.34 


2 n 


5 

3 


Conclusion: El trabajo realizado es 3.34 joules. 


◄ 


EJERCICIOS 14.2 


En los ejercicios J a 22, evalue la integral de Imea sobre la 
curva C. 

1. j c F • dR\ F(;t, y) = yi + jcj; 

C: R(/) = ti + t 2 }, 0 SlSl. 

2. \ c F • dR; F(Jt, y) = 2xyi - 3jrj; 

C: R(/) = 3/ J i - /j, 0 < / £ 1. 

3. J c F-dR;FU, y) = 2xyi + (x - 2y)j; 

C: R(/) = sen /i - 2 cos t},0 < t < n. 

4. j c F • JR; F(jc,y) = - y 2 j; C: R(0 = / 2 i + / 3 j, 

del punto (1, 1) al punto (4, -8). 

5. J C F* JR;F(jc, y) = (jc - y)i + (y + jc)j; C: lacircunfe- 
rencia x 2 + y 2 = 4 a partir del punto (2, 0) en e] sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj. 

6. j c F* JR;F(x,y) = (jc - 2y)i + xyj; 

C : R(/) = 3 cos ti + 2 sen /j, 0 < / < x -n. 

7. J F ■ JR; F(jc, y) - y sen jci - cos Jtj; C: el segmento de 
recta de ( |tt, 0) a (tf, 1). 

8. } c F* JR; F(jc,y) = 9jc 2 yi + (5jc 2 - y)j; C; la curva 
y = jc 3 + 1 de (1,2) a (3, 28). 

9. f c (jc 2 + jcy) dx + ( y 2 - jcy) dy ; C: la recta y = x del 
origen al punto (2, 2). 

10. La integral de Ifnea del ejercicio 9; C: la parabola 
x 2 - 2y desde el origen hasta el punto (2, 2). 

11. La integral de Ifnea del ejercicio 9; C: el eje x desde el ori- 
gen hasta el punto (2, 0) y despu^s la recta jc = 2 de (2, 0) 
a (2, 2). 

12. j c yx 2 dx + (jc + y) Jy; C : la recta y = -jc desde el ori- 
gen hasta el punto ( 1 , -1 ). 

13. La integral de Ifnea del ejercicio 12; C: la curva y - -jc 3 
desde el origen hasta el punto (1,-1). 

14. La integral de Ifnea del ejercicio 1 2; C: el eje y del origen 
al punto (0,-1) y despu^s la recta y = - 1 desde (0,-1) 
hasta (1,-1). 

15. j c 3jc y dx + (4jc 2 - 3y) dy ; C: la recta y = 2jc + 3 de 

(0, 3) a (3, 9) y despues la parabola y = jc 2 de (3, 9) a 
(5, 25). 

16. j c (jcy - z) dx + e x dy + y dz\ C: el segmento de recta 
de (1, 0, 0) a (3, 4, 8). 

17. [ c (jc + y) dx + (y + z) Jy + (jc + z) dz\ C : el seg- 
mento de recta desde el origen hasta el punto (1,2, 4). 

18. La integral de Ifnea del ejercicio 1 6; 

C: R(r) = {t + l)i + r 2 j + r 3 k,0 <; t <. 2. 


19. j c F * JR; F(x, y, z) = z\ + jc j + yk; C: la helice 
circular R(/) = ocos/i + a sen /j + rk, 0 < t < 2 n. 

20. | c F • JR; F(jc, y, z) = 2xy\ + (6y 2 - Jcz)j + lOzk; 
C;R(r) = ti + t 2 J + r 3 k, 0 < / < 1. 

21. La integral de Ifnea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (0, 0, 1); despues el 
segmento de (0, 0, 1) a (0, 1, 1); luego el segmento de 
(0, 1, 1) a (1, 1, 1). 

22. La integral de Ifnea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto ( 1 , 1 , 1 ). 

En los ejercicios 23 a 36, calcule el trabajo total realimdo al 
mover una particula a lo largo del arco C si el movimiento lo 
ocasiona el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide 
en metros y la fuerza en newtons. 

23. F(jc, y) = 2jcyi + (jc 2 + y 2 )j; C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto ( 1 , 1 ). 

24. El campo de fuerza del ejercicio 23; C: el arco de la pa- 
rabola y 2 = jc desde el origen hasta el punto (1, 1). 

25. F(jc, y) = (y - jc)i + x 2 yj; C: el segmento de recta del 
punto (l, 1) al punto (2, 4). 

26. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el arco de la pa- 
rabola y = jc 2 desde el punto (1,1) hasta el punto (2, 4). 

27. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el segmento de rec- 
ta de (1, 1 ) a (2, 2) y despu^s el segmento de (2, 2) a (2, 4) 

28. F(jc, y) = -jc 2 yi + 2yj; C; el segmento de recta de 
( a , 0) a (0, a). 

29. El campo de fuerza del ejercicio 28; 

C: R(r) = a cos ti + a sen /j, 0 < t < a > 0. 

30. El campo de fuerza del ejercicio 28; C: el segmento de rec- 
ta de ( a , 0) a (a, a) y despu£s el segmento de (a, a) a (0, a). 

31. F(jc,y, z) = (y + z) i + (x + z)j + (jc + y)k; C: el 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1, 1 ). 

32. F(jc, y, z) = z 2 \ + y 2 j + Jczk; C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (4, 0, 3). 

33. F(jc, y, z) - e x i + e y \ + e z k ; 

C: R(f) = ti + f 2 j + t 3 k, 0 < t < 2. 

34. F(jc, y, z) = (xyz + *)i + (x 2 z + y)j + (* 2 y + z)k; 
C: el arco del ejercicio 33. 

35. El campo de fuerza del ejercicio 34; C: el segmento de 
recta desde «1 origen hasta el punto (l, 0,0); despu£s el 
segmento de (1,0,0) a (1, 1,0); luego el segemento de 
(l, l,0)a(l, 1,1). 

36. F(jc, y, z) = jci + yj + ( yz - *)k; 

C: R(r) = 2/i + t 2 j + 4/ 3 k,0 < t < 1. 
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14.3 INTEGRALES DE LINE A INDEPENDIENTES 
DE LA TRAYECTORIA 


En la seccidn 14.2 se dijo que el valor de una integral de Ifnea estd deter- 
minado por el integrando y una curva C entre dos puntos P\ y Pi, Sin em- 
bargo, en ciertas condiciones el valor de una integral de Ifnea depende s61o 
del integrando y de los puntos P\ y Piy no de la trayectoria de P\ a Pi, De 
dicha integral se dice que es independlente de la trayectoria. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 


Suponga que un campo de 


F(*,y) » ( y 2 + 2x + 4)1 + (2jc y + 4y - 5)j 

mueve una partfcula desde el origen hasta el punto (1 , 1). Se demostrard que 
el trabajo total realizado es el mismo si la trayectoria es a lo largo (a) del 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1); (b) del arco de la 
pardbola y = x 2 desde el origen hasta el punto (1,1); y (c) del arco de 
la curva x = y 3 desde el origen hasta el punto (1,1). 

Si W es la medida del trabajo efectuado, entonces 

W = J (y 2 + 2jc + 4)dx + (2xy + 4y - 5 )dy (1) 

(a) Consulte la figura l. Una ecuacidn de C es y - x, Se emplea jc como 
pardmetro y se considera y = x y dy = dx en (1). Entonces 

W = f (x 2 + 2x + 4 )dx + {lx 2 + Ax - 5 )dx 


(3jc 2 + 6jc - 1 )dx 


i* 2 - 4 


(b) Refidrase a la figura 2. Una ecuacidn de C es y = x 2 , Otra vez, tbmando 
jc como pardmetro y considerando y = x 2 ydy = 2x dx en (1), se tiene 

IV = f (X 4 + 2x + 4 )dx + (2x 3 + Ax 2 - 5)2 xdx 


= (5jc 4 + 8jc 3 -8^ + 4) dx 

Jo 

= jc 5 + 2jc 4 - 4jc 2 + 4jc] q 


(c) Vea la figura 3. Una ecuaci6n de C es jc = y 3 . Si se toma y como pa- 
rametro y se considera jc = y 3 y dx - 3y 2 dy en (l), se obtiene 


(y 2 + 2y 3 + 4)3y 2 dy + (2y 4 + 4y - 5)dy 


FIGURA 3 
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c, 


* f ( ^ 5 i? R&W & 2 

J ° A- fit 

= y 6 + y 5 + 4y*‘+^y 2 

= 3 


+• 51 dy 



STiii C.W 

7 ‘r 1 Oi 


◄ 


En el ejemplo ilustratiVo se ha visto que el valor de la integral de linea es 
el mismo sobre las tres trdyectorias diferentes de (0, 0) a (1, 1). En realidad, el 
‘ j ? "■ Valor de la integral de lfrtea es el mismo sobre cualquier curva suave a trozos 
desde el origen hasta el punto ( 1 , 1 ); por tanto, esta integral de linea es indepen- 
diente de la trayectoria. Este hecho se demuestra en el ejemplo ilustrativo 2. 

A continuacidn se establecera y demostrara un teorema que no solo 
proporciona condiciones para las cuales el valor de la integral de lmea es 
independiente de la trayectoria, sino que tambien provee una formula para 
calcular el valor. 


14.3.1 Teorema 


Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco abierto B 
de R 1 desde el punto(jcj, y x ) hasta el punto (jc 2 * yj). Si F es un campo 
vectorial conservador continue sobre B y qr es una funcidn potential 
para F, entonces la integral de lfnea 


I 




es independiente de la trayectoria C, y 


1 


F-dR = <f>{x 2 ,y 2 ) - ^(Jt|,y|) 


Demostracion Se presenta la demostraci6n en el caso de que^^es 
suave. Si C es suave a trozos, entonces considere cada parte por separadopl 
demostracidn siguiente se aplica a cada parte suave. 

Considere como ecuaciones parametricas de C las siguientes: 


x = fit) y ~ g{t) t x < t < t 2 


De esta forma, una ecuacion vectorial de C es 

R(0 = fit) i + git) j t x < t < t 2 

Adem£s, se tiene que el punto (Jtj,yj) es (/(/]), git 1 )) y el punto (* 2 * y2> 

es if ^ 2 ), git2))- Puesto que <f> es una funcidn potencial para F, entonces 

V<£(x, y) = F(jc, y), donde F(;t, y) = A/(x,y)i + N{x, y) j. En consecuencia, 


J /-"-JL 

■r 

■r 


V<f> • d R 


V<^(R(0) • R'(0 dt 
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(M(/(r), g(t)), /V(/(f), g(t))) • </'(*), g'U)) dt 

g(t))f(t) dt + g(t))g’(t) dt] 


Observe que como M(x, y) dx + N{x,y)dy = d<t>(x, v). entonces 


( 2 ) 


M( fUU(i))fV) dt + N(f(t),g(t))gXt)dt = d4>( f(t), g(i)) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (2) y despues se aplica el segundo teore- 
ma fundamental del Calculo se obtiene 

J F • dR = | ' d<M/(t), g(D) 

= <t>(m ?('))] 2 

= g(t 2 )) -</.(/(/,), g(/i)) 

= 4>(x 2 ,y2) - |,yi) 

lo cual es lo que se deseaba demostrar. ■ 


Debido a la semejanza del teorema 14.3.1 con el segundo teorema 
fundamental del Calculo, en ocasiones se le denomina teorema funda- 
mental para las integrales de linea. Puesto que un campo vectorial conser- 
vador tiene un numero infinito de funciones potenciales que se diferencian 
por una constante arbitraria K , se omitira dicha constante para la funcion po- 
tential 0 cuando se aplique el teorema 14.3.1. Por supuesto, lo que en rea- 
lidad se esta haciendo es elegir la funcion potencial para la cual K = 0. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicara el teorema 14.3.1 
para evaluar la integral de linea del ejemplo ilustrativo 1: 

J (y 2 + 2x + 4) dx + (2 xy + 4y - 5) dy 

Con la notation vectorial, esta integral de linea se expresa como 

l T - m 

donde 

F(x, y) = (y 2 + 2x + 4)i + (2;cy + 4y - 5)j 

En el ejemplo ilustrativo 4 de la section 14.1 se demostro que F es un cam- 
po vectorial conservador que tiene la funcion potencial 

<f>(x , y) “ y 2 x + x 2 + 4x + 2 y 2 - 5 y 

Por tanto, del teorema 14.3,1, la integral de lmea es independiente de la tra- 
yectoria, y C puede ser cualquier curva suave a trozos desde (0, 0) hasta (1 , 1). 
Ademas, del teorema 14.3.1, 
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* 

Jc 


( y 2 + 2x + 4 )dx + ( 2xy + 4y - 5) dy = <£( 1, 1) 


= 3-0 
= 3 


<£( 0 , 0 ) - 


Este resultado concuerda con el del ejemplo ilustrativo 1 . 


◄ 


► EJEMPLO I Utilice el resultado del ejemplo 1 de la section 
14.1 para evaluar la integral de linea 


F * dR 
' C 


si F(x, y) = ( e' y - 2x)\ - ( xe y + sen y) j y C es el arco en el primer 
cuadrante de la circunferencia 


R(f) = ;rcos ti + ;rsen rj 0 < t < ~ n 

Solucion Del ejemplo 1 de la secci6n 14.1, se sabe que 

V(jce -y - x 2 + cosy) = (e~ y - 2x)\ - ( xe~ y + seny)j 

Por tanto, F es un campo conservador, de modo que puede aplicarse el teo- 
rema 14.3.1 con <£(jc, y) = xe~ y - x 2 + cos y. El punto para el cuaU = Oes 
( n , 0) y el punto correspondiente a t = ^es (0, n). 

J F • dR = <f)( 0, n) - 4>(n, 0) 

= cos k - (n - n 2 + 1) 

= n 2 - k - 2 4 

Si el valor de una integral de linea es independiente de la trayectoria, 
entonces no es necesario determinar la funcion potencial para calcular el 
valor. El procedimiento para esto se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 2 


Considere el campo vectorial 


F(jc,y) = 



Si C es cualquier curva suave a trozos desde el punto /4(5, -1) al punto 
5(9, -3), demuestre que el valor de la integral de linea J C F • dR es indepen- 
diente de la trayectoria y evaluela. 



x + 2y = 3 

FIGURA 4 


Solucion Sean 

Mix, y) = t N{x, y) = -jy 

M y (x,y) = -p- N/x, y) = -p 

Puesto que M y (x , y) = N x (x, y), entonces F es conservador. Por tanto, la 
integral de linea es independiente de la trayectoria. 

Se toma como trayectoria el segmento de recta de A a 5, mostrado en la 
figura 4. Una ecuacion de la recta que pasa por A y B es jc + 2y = 3. Al 
considerary = -t y x = 3 + 2/, una ecuacion vectorial de esta recta es 
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A = B 

FIGURA 5 




R(0 = (3 + 2t)i - t j 1 < / < 3 

Ahora se calculara el valor de la integral de linea aplicando la definicion 14.2.2. 

F(R(0)'*' ft TO dt 


JL r -"-JL 

■f 


F(3 + It, -t) • (2, -1) dt 


3 + 2t 


■fH 

-f(-W)* 

-fi, 

J 1 ' 2 

= -£ 


1 (2,-1) dr 


= 2 


Recuerde de la definicion 9.1.2 que si en una curva C definida por las ecua- 
ciones parametricas x - /(f) y y = g(f), o la ecuacion vectorial equivalente 

R(0 = f(t ) i + g(f)j a <, t < b 


el punto inicial A(/(a), g(fl)) y el punto B(f(b), g(b )) coinciden, entonces se 
dice que la curva C es cerrada. La figura 5 muestra una curva suave y cerrada. 

El teorema siguiente se refiere a la integral de linea de un campo vecto- 
rial conservador sobre una curva cerrada y suave a trozos, y se deduce 
inmediatamente del teroema 14.3.1 


14.3.2 Teorema 


Si Ces una curva cenrada y suave a trozos contenida en algun disco abierto 
B de R 2 y F es una campo vectorial conservador continuo en B, entonces 



Demostracion Se aplicara el teorema 14.3,1, y como C es cerrada, 
entonces el punto (x^ y } ) coincide con el punto (* 2 , ^ 2 )- P° r tanto, 

J F • dR = 4>(x 2 ,y 2 ) - 4>(*\,y\) 

= 0 . 


► EJEMPLO 3 


Una particula se mueve sobre la circunferencia 


R(f) = 2cosfi + 2senfj 0 < t < 2n 


Calcule el trabajo total realizado si el movimiento lo ocasiona el campo de 
fuerza 
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F(«,») - (/I’ 2 )« * 

e 2 ? ln(* 2 + 2)j 

Solucion Sean 


xe^y 

M(x,y) = x 2 + 2 

N(x, y) = e Ly In (jc 2 + 2) 

„ , , 2 xe 2 > 

M y {x ’ y) ~ x* + 2 

, s 2xe 2y 

N * (X ' y) ~ x 2 + 2 

Como M y (x , y) = N x (x, y), entonces F es conservador. Ademds, la circun- 
ferencia es una curva cerrada y suave. Por tanto, si W es el trabajo realizado, 
del teorema 14.3.2 se tiene 

W = J F • dR 


*' c 
= 0 

◄ 

Ahora se extendera el estudio a las funciones de tres variables. El 
enunciado del teorema siguiente y su demostracidn son andlogos a los del 
teorema 14.3.1. Se le pedird que efectue la demostracidn en el ejercicio 32. 


14.3.3 Teorema 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 2 de la sec- 

ci6n 14. 1 se demostrd que el campo vectorial definido por 

F(jc,y, z) = (e^senz + 2yz)i + (2jc z + 2y)j + (e^cosz + 2xy + 3z 2 )k 

es un gradiente V/(jc, y, z), y 

/(jc, y,z) = e^senz + 2xyz + y 2 + z 3 

Asi, F es un campo vectorial conservador. Por tanto, si C es cualquier curva 
suave a trozos desde (0, 0, 0) hasta (1,-2, n), entonces se infiere, por el teo- 
rema 14.3.3, que la integral de lmea 

I F - dR 

Jc 

es independiente de la trayectoria y su valor es 
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i 

/( 1, -2, n) - /( 0, 0, 0) = (e sen it - An + 4 + /r 3 ) - 0 

= /r 3 - 4;r + 4 ◄ 

En el pr6ximo ejemplo, se evaluara una integral de linea independien- 
te de la trayectoria cuando el integrando se ha expresado con la notacidn de 
la forma diferencial y se emplearan ecuaciones param&ricas de la curva C 
en lugar de una ecuacion vectorial. 


► EJEMPLO 4 


Demuestre que la integral de linea 


(Ax + 2y - z)dx + (2x -2 y + z)dy + (-x + y + 2 z)dz 
c 


es independiente de la trayectoria, y evalue la integral si C es una curva 
suave a trozos de (4, -2, 1) a (-1, 2, 0). 


Solution 

M(x, y, z) = 4x + 2y - z 
M y (x> y, z) - 2 
M z (x,y,z) = -1 

Como 


Sean 

N(x, y, z) - 2x - 2y + z 
N x (x,y,z) = 2 
N z (x,y,z) = 1 


R(x,y , z) = - x + y + 2z 

R x (^y^) = “ 1 

R y (x,y,z) = 1 


M y (x, y, z) = N x (x, y, z) M z (x, y, z) = R x (x, y, z) N z (x, y, z) = R y (x, y, z) 

el campo vectorial (4 jc + 2y - z)i + (2x - 2y + z)j + (-jc +y + 2z)k 
es conservador. Por tanto, del teorema 14.3.3, la integral de linea es inde- 
pendiente de la trayectoria. Se considerara la trayectoria como el segmento 
de recta de (4, -2, l) a (-1, 2, 0). Un conjunto de numeros directores de la 
recta que pasa por esos dos puntos es [5, -4, l]. Por tanto, las ecuaciones 
de la recta son 


x + 1 _ y - 2 _ z 
5 ~ -4 “ 1 

En consecuencia, las ecuaciones parametricas del segmento de recta son 


x - -5 1 -1 y = 4/ + 2 z = ~t -1 S/S 0 


Asi, 


1 


(Ax + 2y ~ z) dx + (2x - 2y + z) dy + (-x + y + 2z) dz 


1) + 2(4 1 + 2) - (—/)](— 5 dt) 


+ J [ 2 (— 5 1 - 1 ) - 

r 


2(4/ + 2) + (~t)](Adt) 

+ | [-(-5/ - 1) + (4/ + 2) + 2 (-/)](-*) 

1 


-28 r - 21)dt 


1° 

= -14 2 - 27fJ_ 


= -13 
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La integral de linea del ejemplo 4 tambi6n puede calcularse si se 
determina la funcion potencial del campo vectorial conservative 
(4x + 2 y - z) i + (2x -2 y + z)j + (— jc + y + 2z)k. Se le pedira que 
haga esto en el ejercicio 3 1 . 


r EJEMPLO 5 Suponga que F es el campo de fuerza gravitacio- 
nal ejercido por una particula de masa M unidades ubicado en el origen sobre 
una particula de masa 1 unidad localizada en el punto P(x, y, z ). Entonces, de 
la section 14.1, 


F(jc, y, z) 


-GM 

( x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 


(xi + yi + zk) 


Calcule el trabajo realizado por la fuerza F que mueve una particula de 
masa 1 unidad a lo largo de una curva suave C desde el punto (0, 3, 4) hasta 
el punto (2, 2, 1). 


Solucion En el ejemplo ilustrativo 5 de la seccidn 14.1 se demostrd 
que F es un campo vectorial conservador y que una funcion potencial para F 
esta determinada por 


<f>(x, y, z) = 


GM 


GM 


■yjx 2 + y 2 + z 2 

Si W es la medida del trabajo realizado al mover la particula de masa 1 uni- 
dad a lo largo de C, entonces 


W 


Jc 


F * dR 


Por el teorema 14.3.3, la integral de linea es independiente de la trayectoria, y 


W = <£(2,2, 1) - <£(0,3,4) 

GM GM 

V2 2 + 2 2 + l 2 VO 2 "+"32 + 4 2 

GM GM 
~ 3 5 

= hGM ◄ 

Ahora se mostrar& c6mo los resultados de esta seccidn conducen a una 
importante conclusidn en fisica. Si el movimiento de una particula es causado 
por un campo vectorial conservador F, entonces la energia potencial de la 
particula en el punto (jc, y, z) esta definida por un campo escalar E tal que 

F(.r, y, z) = -VE(x,y, z) 


Esto es, -E es una funcidn potencial de F. Se utilizar£ la notacidn E(P) 
para denotar la energia potencial de la particula en el punto P. Si W es la me- 
dida del trabajo realizado por F al desplazar una partfcula a lo largo de una 
curva suave a trozos C desde un punto A hasta un punto B , entonces, por el 
teorema 14.3.3, 


W 


* 

F 

Jc 


W = - E(x , 


d R 

,y,z)\ 
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W = - £<A)] 

IV = £(A) - E(B) (3) 


Por tanto, W es la diferencia de las energfas potenciales de la particula en A y B. 

Ahora suponga que la particula esta ubicada en un punto 4 en el tiempo t\, 
y en el punto B en el tiempo r 2 , y que la curva C tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = fit ) i + g(0j + h(t)k t ] < t < t 2 

Entonces los vectores velocidad y aceleracion en el tiempo t son V(r) y A(r) 
definidos por 

vw = RW y A(r) = \\t) 


La rapidez de la particula en el tiempo t se denota por v(f), donde 
v(/) = || V« || . Entonces, otra formula para calcular W esta dada por 


W 


W 


W 


■L 

< 

■f 


F • rfR 


F(R(/)) • R'(0 dt 


F(R(0) • VW dt 


( 4 ) 


La segunda ley de Newton acerca del movimiento establece que si la fuerza 
F actua sobre una particula de masa m unidades, entonces 


F(RW) = «AW 
<=> F(R(t)) = mV'(f) 

A1 sustituir de esta ecuaci6n en (4) se tiene 


W 


•r 


m[V'( t) • V(/)] dt 


Como D f [V(f) • V(/)] = 2V'(r) • V(r) y V(/) • V(/) = [v(0] 2 , se tiene 


W 

W 

W 

W 


\m [ D t [\(t) - V(/)J dt 

Jt x 

jm | D { [v(t)] 2 dt 

J h 

\m[v(t)] 2 ] 2 

\m[v{t 2 )} 2 - ^m[v(r,)] 2 


( 5 ) 


En ffsica, la energfa cinetica de una particula se define como ~mv 2 . 
Por tanto, la ecuacidn (5) afirma que el trabajo efectuado al desplazar una 
particula a lo largo de C desde un punto A hasta un punto B es la variacidn 
en la energfa cinetica de una particula. Si se emplea la notacion K(P) para 
denotar la energfa cinetica de una particula ubicada en el punto P y entonces 
(5) puede expresarse como 

W = K(B ) - K(A) 


Al igualar los valores de W de (3) y de esta ecuacidn se obtiene 
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E(A) - E(B ) = K(B ) - K(A) 

E(A) + K(A) = E(B) + K(B ) 

La ecuacion anterior establece que la suma de las energias potencial y 
cinetica son iguales en el punto inicial A y en el punto final B. Como A y B 
pueden ser puntos cualesquiera de C, la suma de las dos energias es cons- 
tante a lo largo de C; esto es, la energia total de la partfcula permanece sin 
alteracirin durante el movimiento. Este hecho es un concepto muy impor- 
tante en fisica denominado ley de conservation de la energia. Por esta 
razrin, se utilizo el termino conservador para un campo de fuerza que es 
un gradiente. 


EJERCICIOS 14.3 


En los ejercicios l a 12, utilice el resultado del ejercicio de la 
seccion 14. 1 indicado para demostrar que el valor de la integral 
de linea es independiente de la trayectoria. Despues evalue la 
integral de linea aplicando el teorema 14.3.1 o el teorema 14.3.3 
y empleando la funcion potencial obtenida en el ejercicio indi- 
cado. En cada ejercicio C es cualquier curva suave a trozos 
desde el punto A hasta el punto B. 

1. \ c ydx + x dy; A es (1, 4) y B es (3, 2); ejercicio 2 1 . 

2. j x dx + y dy; A es (-5, 2) y B es (1, 3); ejercicio 22. 

3. J c e x sen y dx + e x cos y dy; A es (0, 0) y B es (2, ~ n); 
ejercicio 23. 

4. j c (sen y senh x + cos y cosh jc) dx + 

(cos y cosh x - sen 2y senh jc) dy; 
A es ( 1, 0) y B es (2, n); ejercicio 24. 

5. j c (2xy 2 - y 3 ) dx + (2jc 2 y - 3;ty 2 + 2) dy; A es (-3, 
-1) y B es (1, 2); ejercicio 25. 

6. / c (3jc 2 + 2y - y 2 e x ) dx + (2jc - 2ye x ) dy; A es (0, 2) 
y B es (1, -3); ejercicio 26. 

7. j c (x 2 - y)dx - (jt - 3 z)dy + (z + 3y) dz; A es (-3, 1, 
2) y B es (3, 0, 4); ejercicio 27. 

8. j c yz dx + x zdy + xy dz ; A es (0, -2, 5) y B es (4, 1, 
-3); ejercicio 28. 

9. \ c (ze x + e y )dx + ( xe y - e z ) dy + ( - ye z + e x ) dz; 
A es (1, 0, 2) y B es (0, 2, 1 ); ejercicio 29. 

10. j c (tan y + 2jry sec z) dx + (jt sec 2 y + x 2 sec z) dy + 

sec z(x 2 y tan z - sec z) dz ; 
A es (2, 0) y B es (3, | 7i); ejercicio 30. 

11. | c (2jccosy -3 )dx - (jc 2 seny + z 2 )dy - (2 yz - 2 )dz; 
A es (-1 , 0, 3) y B es ( 1 , n, 0); ejercicio 3 1 . 

12. J c (2y 3 - 8;cz 2 )f/.r + (6*y 2 + 1 )dy - (8jc 2 z + 3 z 2 )dz\ 
A es (2, 0, 0) y B es (3, 2, 1); ejercicio 32. 

En los ejercicios 13 a 20, demuestre que el valor de la integral 
de linea f c F * dR para el campo vectorial F y la curva C indi- 
cados es independiente de la trayectoria, y evalue la integral 
de linea. 


13. F(jc, y) = 2(jc - y)i + 2(3y - jc) j; C es el arco ubicado 
en el primer cuadrante de la circunferencia jc 2 + y 2 = 9 
desde el punto sobre el eje jc hasta el punto sobre el eje y. 

14. F(jc, y) = (3jc 2 + 6jcy - 2y 2 )i + (3jc 2 - 4jcy + 3y 2 )j; 
C es el arco ubicado en el primer cuadrante de la elipse 
4jc 2 + 9y 2 = 36 limitado por los puntos donde intersecta 
a los ejes coordenados. 

15. F(jc, y) = (4e 2x - 3e x e>')i + (2e 2y - 3 e x e>)k C es el 
arco de la parabola y 2 = 4jc desde su vertice hasta el ex- 
tremo del lado recto del primer cuadrante. 


16. F(jc, y) = e x cos yl - e x sen yj; C es el segmento de la 
recta 3 jc + 4y = 12 desde el punto sobre el eje jc hasta el 
punto sobre el eje y. 


17. F(jc, y, z) = 2jci + 3y 2 j + k; C es la traza del elipsoide 
4jc 2 + 4y 2 + z 2 — 9 en el piano jcz desde la parte posi- 
tiva del eje jc hasta la parte positiva del eje z. 


18 . F(jc, y, z) = (2jcy + z 2 )i + (jc 2 - 2yz)j + (2 jcz - y 2 )k; 
C es la traza de la esfera jc 2 + y 2 + z 2 = lenel piano yz 
desde la parte positiva del eje y hasta la parte positiva del 
eje z. 

19 . F(jc, y, z) = 2ye 2x \ + e 2x j + 3z 2 k; Ces cualquier curva 
suave a trozos desde el punto (In 2, 1, 1) hasta el punto 
(In 2, 2, 2). 


20 . 

C es cualquier curva suave a trozos desde el punto (1, 2, -1 ) 
hasta el punto (2, 4, -2). 


En los ejercicios 21 a 30, demuestre que el valor de la inte- 
gral de linea es independiente de la trayectoria, y calcule su 
valor de cualquier manera conveniente. En cada ejercicio , C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 

21. j c (2y “ jc) dx + (y 2 + 2jc) dy;A es (0, -1) y B es (1, 2). 

22. J c (lnjc + 2y) dx + (e y + 2x)dy,Aes(X l)y fles(l, 3). 

23. J c tanyc/jc + jc sec 2 y dy\A es (-2, 0) y B es (4, -zi). 
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24. J sen ydx + (sen y + x cos y) dy\ A es (-2, 0) y B es (2, jTT). 

2S - / c (^^ + c^^ Aes(0 ' 2)yfles(I ’ 0) - 

f * 

J c x 2 + y 2 + Z 2 


26. 




jc z + y z + z- 4 


jdz‘,Ae s 


(1,0, 0) y 5 es (1, 2, 3). 

27. J c (y + z)<Lc + (jc + z)dy + (jc + y) dz\ A es (0, 0, 0) y 
B es (I, 1, 1). 

28. [ c (yz + x) dx + (jcz + y) dy + (jcy + z) dz; A es (0, 0, 
0) y B es (1, 1, 1). 

29. J" ( e x sen y + yz) dx + (e* cos y + z sen y + jcz) dy + 

(jcy - cos y) dz; A es (2, 0, 1) y B es (0, % 3). 

30. [ c (2jc In yz - 5 ye x )dx - (5^ - x 2 y‘ l )dy + 

(jc 2 z -} + 2z) dz\ A es (2, 1, l) y B es (3, 1, e). 

31. Evalue la integral del ejemplo 4 determinando una fun- 
cion potencial para el campo vectorial conservador 

(4x +2 y - z)l + (2x -2 y + z)j + (-jc + y + 2z)k 
y aplicando el teorema 14.3.3. 

32. Demuestre el teorema 14.3.3. 

En los ejercicios 33 a 36, calcule el trabajo realizado al mover 
una particula a lo largo de C si el movimiento es causado por el 


campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. Sugerencia: primero demuestre que F es 
conservador. 


33. F(jc, y) = 3(jc + y) 2 i + 3(jc + y) 2 j; C: el arco de la para- 
bola y = jc 2 desde su vertice hasta el punto (2, 4). 

34. F(jc, y) = (2;ty - 5y + 2y 2 )i + (jc 2 - 5jc + 4jcy)j; C: 
un cuarto de la circunferencia R(t) = 2cosri + 2senrj, 
0 < t < ~K. 

35. F(jc, y, z) = 2y 2 z 3 i + 4jcyz 3 j + 6jcy 2 z 2 k; C: el arco de 
R (f) = ti + r 2 j + r 3 k desde t = 1 hasta t = 2. 

36. F(jc, y, z) = 4y 2 zi + 8jcyzj + 4(3z 3 + jcy 2 )k; C: el arco 
de R (t) = 3 cos ri + 3 sen rj + rk desde t = 0 hasta 

,= i, 

37. Si F es el campo de fuerza, con regimen de cuadrado in- 
verso, definido por 


F(jc, y,z) 


k{ xi + yj + zk) 
(jc 2 + y 2 + z 2 ) 3 ^ 2 


donde k es una constante positiva, calcule el trabajo reali- 
zado por F al desplazar una particula a lo largo del segmen- 
to de recta desde el punto (3, 0, 0) hasta el punto (3, 0, 4). 
Evalue la integral de lfnea mediante dos m^todos: (a) utili- 
ce una funcidn potencial para F; (b) no emplee una funcidn 
potencial para F. 


14.4 TEOREMA DE GREEN 



El teorema de Green, asf llamado en honor del matematico y ffsico ingibs 
George Green (1793-1841) quien lo presents en un trabajo sobre aplicacio- 
nes de las matemdticas a la electricidad y el magnetismo, expresa una doble 
integral sobre una regibn plana R en terminos de una integral de lfnea sobre 
la curva frontera de R. 

Antes p ro segu ^ revise la^ definiciones 9.1.1- 9.1.3 concemientes 
a curvas^K^m respectivamente. El enunciado del 

teorema de Green se refiere a una integral de lfnea sobre una curva ce- 
rrada, simple y suave a trozos que constituye la frontera de una regibn plana, 
y el sentido en que se recorre C es el contrario al giro de las manecillas del 
reloj. La figura 1 muestra una region R junto con la curva C la cual es su 
frontera. La integral de lfnea sobre C, recorrida en el sentido contrario al 

giro de las manecillas del reloj, se denota por > 


14,4,1 Teorema de Green 


Sean My N funciones de las dos variables x y y tales que su$ primeras 
derivadas parciales son cominuas en un disco abierto B de R 2 . Si C es 
una curva cerrada, simple y suave a trozos contenida completameme 
en B, y si R es la regibn limitada por C, entonces 



M(x f y)dx + N(x, y)dy = 



La demostracibn del teorema de Green para todas las regiones limi- 
tadas por curvas que son suaves a trozos, simples y cerradas pertenece a un 
curso de Cdlculo avanzado. Sin embargo, se demostrara el teorema para 
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un tipo particular de regiones, aquellas para las cuales cada recta horizontal y 
cada recta vertical intersectan a su curva frontera a lo mds en dos puntos. 
Enseguida se presenta la demostracidn 

Demostracion Sea R una regidn del piano xy que puede definirse por 

R = {(x,y) \a < x < b, f { (x) < y < f 2 (x)} (1) 

o 

R = {(x,y) \ c ^ y < d,g { (y) < x < g 2 (y)} ( 2 ) 

donde las funciones f x , / 2 , y g 2 son suaves. La figura 2 muestra dicha 
region R , la cual se considera definida por (1) en la figura 3, y por (2) en la 
figura 4. La demostracidn consiste en probar que 


M(x,y)dx =«jj* 

c R 

^ N(x,y)dy = JJ 


dM AX 
-5— dA 
dy 

( 3 ) 

S" 

( 4 ) 


A fin de demostrar (3) se considera a R como una region 1 
RefiSrase a la figura 3. Sea C| la grdfica de y = /|( x) desde x = a hasta 
x = b\ esto es, Cj es la parte inferior de la curva frontera C recorrida de 
izquierda a derecha. Sea C 2 la grafica de y = f 2 (x) desde x = b hasta 
jc = a; es decir, C 2 es la parte superior de la curva frontera C recorrida de 
derecha a izquierda. Considere la integral de lrnea <j) M(x , y) dx. 


'(j) M(x , y)dx = I M(x, y) dx + I j 

Jc Jc, Jc 2 


M(x , y) dx 


f 


M(x,Mx))dx + M(xJ 2 (x))dx 


-f 

J<2 

= f M(x, f\(x))dx - J" 
Ja Ja 

a 


M(xJ 2 (x))dx 


Ahora se tratard la integral doble 
W). Entonces 


[M(x, /| (x))dx - M(x,f 2 (x))\ dx 

dM 


( 5 ) 


S 


3y 


dA , donde R est£ i 


dy 


■w 

■f 

■r 


/ 2 U) 


a «VjU) 


dAf 


dy dx 


0 


dy I dx 




[A/(x,/ 2 W) - M(x,Mx))]dx- 


( 6 ) 


FIGURA 4 


A1 comparar (5) y (6) se deduce que se cumple (3). 
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FIGURA 5 


Para demostrar (4), se considera que R es ana region definida por (2), 
como en la figura 4. Los detalles de la demostracidn se dejan como ejerci- 
cio (vea el ejercicio 43). 

Si se suman los miembros correspondientes de las ecuaciones (3) y (4) 
se obtiene el teorema de Green para esta regidn R. m 

■ EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicara el teorema de 

Green para evaluar la integral ^y 2 dx + 4xy dy, donde C es la curva ce- 

rrada que consiste del arco de parabola y = x 2 desde el origen hasta el 
pun to (2, 4) y el segmento de recta desde el pun to (2, 4) hasta el origen. La 
region R con la frontera C se muestra en la figura 5. Del teorema de Green, 


'(D y 2 dx +*4xy dy = 

J c JJ L 


j_ (Axy) -j_ {y2) 


dA 


-j'f. 

2 


(4y - 2 y)dydx 




= f (4jc 2 - x 4 ) dx 

Jo 


= V 


64 

15 


l * 5 ] 2 

5 Jo 


A fin de mostrar la ventaja de emplear el teorema de Green, se evaluard 
la misma integral de Hnea mediante el metodo de la seceion 14.2. Si C\ es el 
arco de la parabola y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4) y C 2 es el segmento de 
recta desde (2, 4) hasta (0, 0), entonces 


i 


y 2 dx + 4x ydy= | y 2 dx + 4xy dy + y 2 dx + 4xy dy 

Jco 


Las ecuaciones parametricas para C\ son 
x = t y = t 2 0 < t < 2 
Por tanto. 


1, 


y 2 dx + 4jcy^y = (t 2 ) 2 dt + 4{t)(t 2 ){2t dt) 


■1 

f 


= 9 t 4 dt 

Jo 

= 

* JO 

_ 288 
5 

El arco C 2 puede representarse parametricamente por 
x - t y = 2t de r = 2 a / = 0 
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y 2 dx + 4 xy dy - {It) 2 dt + 4(f)(2f)(2 dt) 


y 2 dx + 4 xy dy - 

Jc 2 h 

-r 


20 t 2 dt 


= 


20/3 


3 J2 
160 
3 


En consecuencia, 


i 


y 2 dx + 4 xydy = f -f 

' = — 

15 

lo cual concuerda con el resultado obtenido al utilizar el teorema de Green. ^ 


► EJEMPLO 1 Utilice el teorema de Green para calcular el tra- 
bajo total realizado al mover un objeto en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj una vez sobre la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 si el mo- 
vimiento es causado por el campo de fuerza F(*, y) = (sen x - y)i + 
( e y - * 2 )j. Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solucion Si W joules es el trabajo realizado, entonces 


W 


■i 


(sen* - y) dx + (e y - x 2 ) dy 


donde C es la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . Del teorema de Green, 


-ft 

R 

-f 


( e y - x 2 ) - (sen x - y) dA 


dx 

(~2x + 1 )dA 


dy 


Se empleardn coordenadas polares para evaluar la integral doble. Con 
* = r cos 6 y dA = r dr dO se tiene 
r2iz ra 

-2r cos 6 + 1 )rdrd6 


W 


n a 

(-2 

) 


-2 K ra 

Jo Jo 


(-2 r 2 cos 0 + r) dr dO 


2k 


- | r 3 COS 0 + y 


dd 


- 2K . t 

= ^ a 3 cos 0 + yj dO 


- - ^ a 3 sen 0 + y 0 


Conclusion: El trabajo realizadb es na 2 joules. 
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El teorema siguiente, el cual es una consecuencia del teorema de 
Green, proporciona un metodo util para calcular el drea de una region limi- 
tada por una curva cerrada, simple y suave a trozos. 


14.4.2 Teorema 


Si R es una regidn que tiene como su frontera una curva C cerrada, sim- 
ple y suave a trozos, y A unidades cuadradas es el drea de R , entonces 


Jc 


xdy - y dx 


Demostracion En el enunciado del teorema de Green, considere 
M{x, y) = ~^y y N(x,y) = Entonces 

f' c ~v dx * v d '’ -Jf [J;(j ') - 


R 

=11 


dA 


Como IJ dA es la medida del area de R , entonces 


l 4 


xdy - y dx = A 


► EJEMPL0 2 Utilice el teorema 14.4.2 para calcular el drea de 
la region acotada por la elipse 



Solution Las ecuaciones paramdtricas para la elipse son 

x = a cos / y = b sen t 0 < / < In 

Entonces dx = -a sen t dt y dy = b cos t dt. Si C es la elipse y A unidades 
cuadradas es el area de la region limitada por C, entonces, por el teorema 14.4.2, 


4= xdy - y dx 

*2n 

[(<3 cos t)(b cos tdt) - (b sen t)(- a sen t dt)] 


-if 

1 f 2K 

~ 2 a 
Jo 

= ±abj 
Jo 


- nab 


b( cos 2 t + sen 2 t) dt 


in 


dt 


Conclusion: El drea es nab unidades cuadradas. 
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N 



FIGURA 6 


► EJEMPLO 3 


Utilice el teorema de Green para evaluar la integral 


l 


(. x 4 - 3 y) dx + (2 y 3 + 4x) dy 


si C es la elipse -g- + = 1. 

Solucion Del teorema de Green, 


i 


(x 4 - 3 y)dx + (2y 3 + 4 x) dy 


R 

= JJ (4 + 3) dA 


dA 


-'1 




La doble integral JJ es la medida del area de la region acotada por la 

R 

elipse. Del ejemplo 2 con a - 3 y b = 2, el &rea de region limitada por 
la elipse es 6^unidades cuadradas. Por tanto. 


i 


(x 4 - 3 y)dx + ( 2y 3 + 4 x) dy = 42n 


Existen dos formas vectoriales del teorema de Green, las cuales se 
obtendran a continuacidn. Sea C una curva cerrada, simple y suave a trozos 
del piano xy. Suponga que una ecuacidn vectorial de C es 


R(s) = x\ + yj 


con x = f(s) y y - g(s ), donde ^ unidades es la longitud de arco medida en 
el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj a partir de un punto 

particular P Q de C hasta un punto P de C. Entonces si T(j) es el vector 

tangente unitario de C en P , T(j) - D s R(s). Asi, 

T(s) = (7) 

ds ds 

El vector normal N(j) definido por 

N(s) = (8) 

ds ds 

es un vector normal unitario de C en P. Este vector normal unitario se ha 
elegido en lugar de su valor negativo debido a que cuando el sentido en que 
se recorre C es contrario al giro de las manecillas del reloj, N(s) apuntara 
hacia afuera de la regidn R limitada por C. A este vector se le denomina 
vector normal saliente unitario. Vea la figura 6. Sea 

F(*,y) = M(x y y) i + N(x, y) j 

donde My N satisfacen la hipdtesis del teorema de Green. Como 

F(x, y) • N(s) ds - [Af(x,y)i + A(x,y)j]-^i - ^ij ds 
= M(x , y) dy - N(x, y) dx 
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entonces 


F(jt, y) • N(s) ds 


-N(x, y) dx + M(x , y ) dy 


J c J c 

A1 aplicar el teorema de Green a la integral de linea del miembro derecho de 
esta ecuacion se obtiene 



R 


Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en 
el teorema siguiente, llamado teorema de la divergencia de Gauss en honor 
al matematico y cientifico aleman Karl Gauss (1777-1855). 


14,4,3 Teorema de la divergencia de Gauss 
en el piano 


Considers las fund ones M y N, la curva C y la region R como se deft- 
nieron en el teorema de Green. Si F(x, y ) = M(x, y>i + N(x f y)j y Nc s) 
es el vector normal saliente uniiario de C en P , donde j unidades es la 
longitud de arco medida en el sentido contraria al giro de las maned- 
lias del reloj desde un pnnto particular Pq de G hasta P> entonces 


F-N ds 



div FdA 


W CJEMPLO 4 Verifique el teorema de la divergencia de Gauss 
en el piano si 

F (x,y) = 2yi + 5^j 

y R es la region limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 1 . 

Solucion La frontera de R es la circunferencia unitaria que puede re- 
presentarse parametricamente por las ecuaciones 

x = cos s y = sen s 0 < s < 2 n 

donde s es la longitud de arco desde el punto donde s = 0 hasta el punto P 
de C. Entoijces una ecuacion vectorial de C es 

R(,y) = cos si + sensj 0 < s < 2n 

De (8), el vector normal saliente unitario es 

N (5) = cos si -l- sen sj 

En un punto ^(cos s y sen s) de C , F tiene el valor 2 sen si + 5 cos ^j. Por 
tanto. 
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F • N ds = J 

-i 


(2 sen .si + 5 cos s j) • (cos si + sen .sj) ds 


(2 sen s cos s + 5 sen s cos s) ds 


= 7 J 

JO 

7 2 T 

= sen 2 5 
4 Jo 


sen 5 cos s ds 
\2k 


= 0 


Como M = 2y, = 0, y puesto que jV = 5x, = 0. Asi, 

/J J? 

= 0 


De esta manera se ha verificado el teorema de la divergencia de Gauss en el 
piano para F y R. A 



FIGURA 7 


Observe en el ejemplo 4 que // div F dA es mas facil de calcular que 
F • N ds, R 


Si F es un campo vectorial y div F = 0, entonces se dice que F esta 
libre de divergencia. El campo vectorial del ejemplo 4 esta libre de diver- 
gencia. En el estudio de hidrodinamica (moviento de los fluidos), si el cam- 
po de velocidad de un fluido esta libre de divergencia, entonces el fuido se 
denomina incompresible. En la teoria de la electricidad y el magnetismo, 
un campo vectorial que esta libre de divergencia se dice que es solenoidal. 

A continuation se utilizara el teorema de la divergencia de Gauss en el 
piano para dar una interpretation ffsica de la divergencia de un campo vecto- 
rial. Considere las funciones Af y N, la region R y la curva C como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Suponga que F es el campo de velocidad de 
un fluido bidimensional (es decir, con profundidad constante) y que F esta 
definido por F(x, y) = M(x , y)i + NO t, y)j. Ademds suponga que el fluido 
fluye a traves de la region R que tiene la curva C como su frontera, para la 
cual el sentido en que se recorre C es contrario al giro de las manecillas del 
reloj. Se asumira que el fluido tiene una densidad constante en R, y por con- 
venience, la densidad es de valor unitario. El flujo del campo vectorial F a 
traves de C es la tasa a la que el fluido atraviesa C en direccion perpendicular 
a C. Se mostrara como este flujo puede expresarse como una integral de lmea. 

Sea 5 la longitud de arco de la curva C medida desde un punto particular 
Pq hasta un punto P. Divida la curva C en n arcos y sea la longitud del 
/-esimo arco que contiene al punto Pj(Xf 9 y,), donde j,- es la longitud del arco 
de C desde Pq hasta P im Como F es continuo, entonces una aproximaci6n de 
la velocidad del fluido en cada punto del r'-6simo arco es F(jc,-, y,). La can- 
tidad de fluido que cruza el arco por unidad de tiempo est£ dada aproxi- 
madamente por el drea de un paralelogramo que tiene un par de lados 
opuestos de longitud A jS y una altura de longitud F(jq-, y t ) • N(^) unidades, 
donde N(^-) es el vector normal saliente unitario de C en y;). Vea la fi- 
gura 7. El area del parelelogramo es F(X] y y,) • N(^) A unidades cuadradas. 
La cantidad total de fluido que atraviesa C por unidad de tiempo estd dada 
aproximadamente por 
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^F(Xi,yi) • N(j,) AjS 


A1 tomar el Ifmite de esta suma conforme n se incrementa sin lfmite y como 
cada AjS tiende a cero, se obtiene la integral de linea 


F(x, y) • NO?) ds 


la cual se denomina flujo de F a travds de C. 

Ahora bien, sea P(x, y) un punto particular de R. Considere una cir- 
cunferencia que tiene centro en P y radio pequeno 8 , y denotela por Cg. Sea 
Rg la region limitada por Cg. Entonces 


flujo de F a traves de Cg = F(jc, y) • N ds 
c s 


A1 aplicar el teoremaJ 4.4.3 se tiene 


flujo de F a traves de Cg 


-II 

*5 


div F dA 


Si M x y N y son continuas en Rg, entonces div F es continua en esa regidn, 
y para una <5pequena, div F en Rges aproximadamente F(3c,y). Asf, 


flujo de F a traves de Cg ~ div F(jc, y) dA 


K 

II 


Como div F(jc, y) es constante y dA es la medida del drea de una circun- 


ferencia de radio 8, entonces se tiene 

flujo de F a traves de Cg ~ div F(X, y) (n8 2 ) 


( 9 ) 


Recuerde que el flujo de F a traves de Cg es la cantidad total de fluido que 
atraviesa Cg por unidad de tiempo. Por tanto, de (9), div FQc, y) puede 
interpretarse como la medida aproximada de la tasa de flujo del fluido por 
unidad de drea que sale del punto y). Si div F(jc, y) > 0, se dice que el 
fluido tiene una fuente en (x,y). Si div F(x,y) < 0, entonces el fluido tiene 
una antifuente o sumidero en (3c» 50* Si F esta libre de divergencia en todos 
los puntos de una region, entonces no existen fuentes ni antifuentes en la 
region. Como se menciono anteriormente, el fluido es incompresible. 

La palabra flujo normalmente significa escurrimiento o fluencia; sin 
embargo, el termino flujo se aplica a campos vectoriales en general, no solo 
a aquellos asociados con la velocidad de un fluido. De esta manera, si F es 
un campo vectorial, entonces 

flujo de F a travds de C = ^ F * F# ds (10) 


W EJEMPLO 5 El campo de velocidad de un fluido esta defini- 
do por 

V(x,y) = (5jc - y)i + {x 2 - 3y)j - 

Calcule la intensidad (tasa) de fluencia del fluido cuando sale de una region 
limitada por una curva C cerrada, simple y suave cuya area es de 150 cm 2 . 
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Solucion La intensidad de fluencia del fluido estd dada por el flujo de F 
a traves de C. De (10) y del teorema de la divergencia de Gauss en el piano 
se tiene 


flujo = F • N ds 
div F dA 


-Jf di ' 

R 

-jfJ [h** - » * iy"' - 'y'Y 

R 

=\\ 

R 

-4 


(5jc - y) + 
(5 - 3) dA 


dA 


Como el area de R es de 150 cm 2 , entonces JJ dA = 150. Asi, 


flujo = 300 


Conclusion: La intensidad de fluencia (o flujo) del fluido que sale de la 
region es 300 cm 2 por unidad de tiempo. A 


A fin de obtener la segunda forma vectorial del teorema de Green se 
considerard el producto punto de F(x, y ) y el vector tangente unitario T (s) 
definido por la ecuacion (7). De este modo, 

F(x, y) • T (s)ds = [M(x,y)i + N(x,y)j] • i + ^ j) ds 
= M(x,y)dx + N(x,y)dy 


De donde 


F(jc, y) • T (s)ds = '(D M{ x, y) dx + N(x , y) dy 


( 11 ) 


El rotacional de F en dos dimensiones se defini6 en la secci6n 14. 1 como 


_ (dN _ dM ) 
” \dx dy ) 


rot F(;t, y) 

Por tan to, 

.i?/ x ^ (3N dM \ . . 

rot F(*, y) • k = 

rot F(x, y) • k = 

En consecuencia, de esta ecuacidn y (11), la ecuacion del teorema de Green 
puede escribirse como 


i ) ¥(x, y) • T(i) ds = JJ rot F(x, y)-kdA 
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Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en el 
teorema siguiente denominado teorema de Stokes , en honor al matematicO 
y ffsico irlandes George Stokes (1819-1903). 


14.4.4 Teorema de Stokes en el piano 


Considere las funciones M y la curva C y la regidn R como se defi- 
nieron en d teorema de Green. Si Ffo y) - Af(jr, y)i + N(x, y)j y T(j) 
es el vector tangeme unitario de C en P, donde s unidades es la longi- 
tud de arco medida desde un punto particular Pq de Chasta P, entonces 

F - Tds = 

R 



5 


rot F * k dA 


W EJEMPLO 6 Verifique el teorema de Stokes en el piano para 
F y la region R del ejemplo 4. 

Solution Como en el ejemplo 4, el campo vectorial F esta definido por 
F (x,y) = 2yi + 5xj 
y una ecuacion vectorial de C es 

R(s) = cos si + sensj 0 < s < In 
Como T(j) = D s HL(s), 

T(5) = -sen si + cos s j 

En un punto P ( cos 5, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 cos 5j. 
Por tanto, 


FT ds = f 

-i 


(2sen^i + 5 cos 5j) • (-sen 5i + cos5j)d5 


(-2 sen 2 5 + 5 cos 2 s) ds 


rlK r 2 k 

= -2 J 1 ~ ^ os — ds + 5 J — 


COS 25 


ds 


— -5 + 2 sen 25 + |5 + | sen 25]j 

= I s + 1 sen 2s V 

= 3k 


ComoN = 5x, ^ = 5,ycomoAf = 2y, = 2. Asi 


|J,o.Fk 


dA 


=\\ 


(5 - 2) dA 
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-JT 


F • T ds > 0 


FIGURA 8 


F • T ds < 0 


FIGURA 9 


De esta manera se ha verificado el teorema de Stokes para este campo vec- 
torial F y esta region R. ^ 

Si F es el campo de velocidad de un fluido, entonces el producto punto 
F * T es la componente tangencial de F y la integral de linea ^ F • T ds 

se denomina circulation de F sobre o alrededor de C . De manera in- 
tuitiva, se puede pensar que la circulacion es la suma de las componentes 
tangenciales de F alrededor de C. Si el desplazamiento alrededor de C se 
efectua en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj y 

d) F • T ds > 0, entonces el fluido circula en ese sentido; refi6rase a la fi- 
Jc f 

gura 8. Si 4) F * T ds < 0, la circulacion del fluido se efecttia en el mis- 

mo sentido que el giro de las manecillas del reloj; consulte'la figura 9. 

Sea P(x, y) un punto particular de la region R y sea C§ la circunferen- 
cia de centro P y radio pequeno 8. Si R$ es la region limitada por Q, entonces 

*j> F-Tds = jj rot F • k dA 

Cs H 

Si M y y N x son condnuas en R$, entonces rot F • k es continua en esa regidn 
y para un valor pequeno de 8 , rot F • k en R$ es aproximadamente igual a 
rot FOT, y) • k. Por tanto, 

^ F • T ds rotF(x,y) • k ff dA 


T ds ~ rotFU, y) • k {nS 1 ) 


De esta forma se interpreta rot F(x, y) • k como la medida aproximada de la 
intensidad (o tasa) de circulacion por unidad de area en el sentido contrario 
al giro de las manecillas del reloj en el punto P. Cuando F y T son vecto- 
res ortogonales, F • T = 0 por lo que rot F = 0. En tal caso se dice que F es 
irrotacional. Este termino se emplea aun si F no es el campo de*velocidad 
de un fluido. 


EJERCICIOS 14.4 


En los ejercicios 1 a 8, evalue la integral de linea mediante el 
teorema de Green. De spues verifique el resultado por medio 
del metodo de la seccion 14.2. 

1. 4y dx + 3x dy, donde C es el cuadrado cuyos vertices 
son (0, 0),(1,0), (1, 1) y (0, 1). 

2. y 2 dx + x 2 dy, donde C es el cuadrado del ejercicio 1. 

3. <j) 2 xy dx - x 2 y dy, donde C es el triangulo cuyos Veni- 
ce's son (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 

4. La integral de tinea del ejercicio 3, donde C es el triangulo 
cuyos vertices son (0, 0). (1, 0) y (1, 1). 


5. ^ x 2 y dx - y 2 x dy, donde C es la circunferencia x 2 + 


6. ^ (x 2 - y 2 ) dx + 2xy dy, donde C es la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1. 

7. La integral de linea del ejercicio 5, donde C es la curva 
cerrada que consiste del arco de 4y = jc 3 de (0, 0) a (2, 2) 
y el segmento de recta de (2, 2) a (0, 0). 

8. La integral de linea del ejercicio 6, donde C es la curva 
cerrada del ejercicio 7. 
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En los ejercicios 9 a 20, utilice el teorema de Green para eva- 
luar la integral de Unea. 

9. 4 (jc + y ) dx + xy dy , donde C es la curva cerrada deter- 

J c , 

minada por el eje jc, la recta x = 2 y la curva Ay = x*. 

10. 4 y 2 dx + x 2 dy, donde C es la curva cerrada determina- 
te 

da.por $1 eje x, la recta x - 1 y la curva y = jc . 

11. 4 (-jc 2 + jc) dy, donde C es la curva cerrada determi- 
ne 

nada por la recta jc -2 y = 0 y la parabola jc = 2y. 

12. 4 (jc 2 + y) dx, donde C es la curva cerrada determinada 

J c - 

por el eje jc y la parabola y = 4 - x. 

13. cos y dx + cos jc dy, donde C es el rect&ngulo cuyos 
vertices son (0, 0), ( ~ n, 0), ( | n, ~ n) y (0, ^ n). 

14. 4 e x+y dx + e XJfy dy, donde C es la circunferencia jc 2 + 
y 2 = 4. 

15. ^ (sen 4 jc + e 2x ) dx + (cos 3 y - e y ) dy, donde C es la 
curva jc 4 + y 4 = 16. 

16. 4 x sen y dx - y cos jc dy, donde C es el rectingulo cuyos 
vertices son (0, 0), ( ~ n, 0), ( | n, ]-n) y (0, ~ n). 

2 2 2 

17. ^ y + ^ dx - tan' 1 jc dy, donde C es la elipse 4jc 2 + 
25y 2 = 100. 

18. 4 e y cos x dx + e y sen jc dy, donde C es la curva jc 6 + 

J £ 

y 4 = 10. 

19. ^ (e x - x 2 y)dx + 3x 2 y dy, donde Ces la curva cerrada 
determinada por y - x 2 y x = y 2 . 

20. 4 tan y dx — jc tan 2 y dy, donde C es la elipse jc 2 + 

J C- 

4y 2 = 1. 

En los ejercicios 21 a 26, emplee el teorema 14.4.2 para 
calcular el area de la region. 

21. La regi6n limitada por el cuadrilatero cuyos vertices son 
(0, 0). (4, 0), (3, 2) y (1,1). 

22. La regi6n cuya frontera es la circunferencia jc 2 + y 2 = a 2 . 

23. La regi6n limitada por las grdficas de y = x 2 y y - -Jx , 

24. La region acotada por la pardbola y - 2jc 2 y la recta 
y = 8jc. 

25. La regi6n limitada por la hipocicloide cuyas ecuaciones 
parametricas son 

jc = a cos 3 1 y - a sen 3 1 

donde a > 0 y 0 < t < 2n. 

26. La region acotada inferiormente por el eje jc y superior- 
mente por un arco de la cicloide que tiene ecuaciones 
parametricas 

x — t — sen / y = i - cos / 0 < t < 2k 

En los ejercicios 27 a 30, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss en el piano y el teorema de Stokes en el piano para 
FyR. 

27. F(jc, y) = 3jci + 2yj y R es la regidn acotada por la 
circunferencia jc 2 + y 2 = 1. 

28. F(jc, y) = 3yi - 2jcj y R es la regidn limitada por 
* 2 ' 3 + y 2 / 3 = 1. 


29. F(jc, y) = jc 2 i + y 2 j y R es la regidn acotada por la elipse 
4jc 2 + 25y 2 = 300. 

30. F(jc, y) = y 2 i + jc 2 j y R es la regidn limitada por la 
circunferencia jc 2 + y 2 = 4. 

En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover una vez un objeto 
en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alre- 
dedor de la curva C si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuerza F(jc, y). Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. 

31. Ces la elipse x 2 + 4 y 2 = 16; 

F(jc,y) = (3 jc + y)i + (4jc - 5y)j. 

32. C es la circunferencia jc 2 + y 2 = 25; 

F(jc,y) = ( e x + y 2 )i + (jc 2 y + cosy)j. 

33. C es el tridngulo cuyos vertices son (0, 0), (2, 0) y (0, 2); 
F(jt,y) = (e* 2 + y 2 )i + (e> 2 + x 2 )}. 

34. C consiste de la mitad superior de la elipse 

9jc 2 + 4y 2 = 36 y el intervalo [-2, 2] sobre el eje jc; 
F(x,y) = (xy + y 2 )i + xyj. 

En los ejercicios 35 a 38, determine la intensidad ( o tasa ) de 
fluencia ( o flujo) del fluido que sale de la regidn R limitada por 
la curva C si F es el campo de velocidad del fluido. Suponga 
que la velocidad se mide en centimetros por segundo y el area 
de R en centimetros cuadrados, 

35. F(jc, y) = (y 2 + 6 jc) I + (2y - jc 2 ) j ; C es la elipse 
jc 2 + 4y 2 = 4. 

36. F(jc.y) = (5 jc - y 2 )i + (3jc - 2y)j; C es el triangulo 
rect£ngulo cuyos vertices son (1, 2), (4, 2) y (4, 6). 

37. F(jc,y) = jc 3 i + y 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia jc 2 + y 2 = L 

38. F(jc, y) = jcy 2 i + yjc 2 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia jc 2 + y 2 = 9. 

En los ejercicios 39 a 42, F es el campo de velocidad de un 
fluido alrededor de la curva cerrada C, donde el movimiento 
alrededor de C se efectua en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj. Emplee el teorema de Stokes en el piano 
para calcular F • T ds y del resultado determine, cual de 
los siguientes enunciados es correcto; (i) la circulacion del 
fluido es en el sentido contrario al giro de las manecillas del re- 
loj; (ii) la circulacion del fluido es en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj; ( iii ) F es irrotacional 

39. F(jc, y) = 4yi + 6jcj; C es el tridngulo cuyos vertices 
son (0, 0), (3, 0) y (3, 5). 

40. F(jc, y) = 8yi + 3jcj; Ces la elipse 4jc 2 + 9y 2 = L 

41. F(x, y) = sen 2 jci + cos 2 yj; C es la curva determinada 
por la elipse 9 jc 2 + y 2 = 9. 

42. F(jc, y) = y 3 i + jc 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia jc 2 +y 2 = 25. 

43. Demuestre que j> N( jc, y) dy = 1 1 dA si R es la re- 
gion definida por r 

R = I0r,y) |c ^ y < d, g x (y) < x < g 2 (y)} 
donde g { y g 2 son suaves. 
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14.5 INTEGRALES DE SUPERFICIE 

El concepto de integral de superficie es una extensidn del concepto de in- 
tegral de lmea en tres dimensiones. Se inicia el estudio de las integrales de 
superficie al considerar una region cerrada en el piano xy . Denote esta re- 
gion por D , en lugar de R y a fin de evitar confusiones con la funcion definida 
por R(x y y t z) empleada posteriormente en la discusion. Suponga que S es 
una superficie que se encuentra sobre D y que dene la ecuacion z ~ f{x, y), 
donde/ y sus primeras derivadas parciales son continuas en D . Entonces, si 
aes la medida del area de la superficie S, por el teorema 13.3.4 se tiene 

a = JJ y) + //(•*• y) + Idxdy (1) 

D 

Se puede generalizar la integral de (1) si se considera una funcion G de las 
tres variables x, y y z, donde G es continua sobre S. Se procede de manera 
semejante a la discusion de la seccion 13.3 que precede al teorema 13.3.4. 
Sea A una particion de la region D en subregiones rectangulares, donde el 
i-esimo rectangulo tiene las dimensiones de medidas A t x y A,y, y un area de 
medida A, A. Sea vj cualquier punto del i-esimo rectangulo, y considere 
el piano tangente a la superficie en el punto Q(u if v iy f(u iy v,-)) de S. Pro- 
yecte verticalmente hacia arriba el z-esimo rectangulo en el piano tangente, 
y sea A/da medida del area de esta proyeccion. Vea la figura 1 . El numero 
AjC es una aproximacion de la medida del area correspondiente a la por- 
cion de la superficie ubicada sobre el z-esimo rectangulo. En la seccion 13.3 
se demostro que 

A,cr = J77~( u i> v ,) + f y 2 (Ui, v,-> + 1 A, A (2) 

Si se forma la suma 

n 

FIGURA 1 XG(«, v h f(u h v t )) A,- a 

1=1 

y se toma el limite de esta conforme la norma de la particion tiende a 
cero, se tiene 

n 

lim y_G(u„ ViJ(u b v,))A,cr (3) 

li a||— * o frj 

Este limite se denomina integral de superficie de G sobre S y se denota 
mediante 
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Si G(x , y, z) = t , entonces (4) se transforma en 

ff dcr = ff ^ + 4 2 + 1 ^ 

S D 

A1 comparar esta ecuacion con (1), se observa que para esta G la integral de 
superficie de G sobre S proporciona la medida del area de la superficie S. 

Para la integral de superficie de (4), z = f(x , y) es una ecuacion de la 
superficie S que se proyecta sobre la region D del piano xy. Si una ecuacion 
de la superficie S es de la forma y = g(x, z) y S se proyecta sobre la re- 
gion D del piano x z, y si g y sus primeras derivadas parciales son conti- 
nuas en D, entonces 


m r 
J j 


G(x,y, z) da 



G(x , g(.r, z), z) yjg x 2 (x, z) + g z 2 (x, z) + 1 dA 


(5) 


Ademas, si una ecuacion de la superficie S es de la forma x ~ h(y, z) y 
S se proyecta sobre la region D del piano yz, y si h y sus primeras deri- 
vadas parciales son continuas en D, entonces 


f f 
J- 


G(x, y, z) d<x 



GWy, z), y, z) ^jh y 2 (y, Z) + z) + I dA 


( 6 ) 


( 1 , 0 , 0 ) 


t - 2 



EJEMPLO 1 

x 2 z 2 da 


Evalue la integral de superficie 


11 


donde S es la porcion del cono x 2 + y 2 = z 2 ubicada entre los pianos 
z — 1 y z = 2. 

Solution La figura 2 muestra la superficie S y la proyeccion de S sobre 
la region D del piano xy. La region D estd limitada por las dos circunfe- 
rencias de radios 1 y 2, y cuyos centros estan en el origen. A1 despejar z de 


(0, 2, 0) i a ecuacion de 5, donde z 
" y 


0, se obtiene z = ^fx 2 


.f(x,y) = , v x 2 + y 2 f x (x,y) = , - 

yx 1 + y 2 

De (4), con G(x,y , z) = x 2 z- se obtiene 


+ >' 2 . Por tanto, 

JC 


fy(x,y) = 




JJ 


X 2 Z 2 da 


// 

D 

II 


*V + >- 2 ) 

]jx 2 + y 2 

x 2 (x 2 + y 2 ) -j2dA 


x 1 + y 2 


+ 1 dA 


D 

Se evalua la integral doble empleando coordenadas polares. Con x = r cos 0 , 
x 2 + y 2 = r 2 y dA = rdrdO se tiene 
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11 


rr 
n 

jtm 

f 1 

[• - 


x 2 z 2 do = 42 

= 42 


(r 2 cos 2 O^ir dr dO) 


lit r 2 


= 42 


cos 2 Or 5 dr dO 


4\de 


2142 

2 

2142 

4 

21 n 
42 


+ cos 26 

2 

sen 20~\ 27C 


dO 


Si la medida de la densidad superficial en el punto (jc, y , z ) de la super- 
ficie 5 es p(x , y , z), y si M es la medida de la masa de S, entonces 


M 


- JJ y\ z) do 


(7) 


z 



FIGURA 3 


W EJEMPLO 2 Calcule la masa de la porcion del piano jc + y + 
Z = 1 que se encuentra en el primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (jc, y, z) de la superficie es kx 2 kilogramos por metro cua- 
drado, donde k es una constante. 


Solucion La figura 3 muestra 5, la cual es la superficie del piano dado en 
el primer octante, la region D , que es la proyeccion de S en el piano jcy. Si se 
despeja z en la ecuacion del piano se obtiene z = 1 - jc - y. De esta manera, 


f(x,y) = 1 - jc - y f x (x,y) = -1 //jc,y) = -1 

De (7), con p(jc, y, z) = kx 2 , si M kilogramos es la masa de la superficie, 
entonces 


M 


kx 2 do 


-S 

s 

= JJ kx 1 ^Jf x 2 (x, 

D 

= JJ kx 2 ^ 

' n 


y) + //(jc, y) + 1 dA 


l) 2 + (-1) 2 + 1 dA 


= V3 k 
= V3 k 


x 2 dy dx 

I r -d - -* 


I 

■f 


dx 


— 4?>k I (jc 2 - jc 3 ) dx 
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- ^ 3* 

Conclusion: La masa es V3 k kilogramos. ^ 

Ahora se presentara una aplicacion de las integrales de superficie para 
determinar el flujo de un fluido. Sea F el campo de velocidad de un fluido 
definido por 

F (x,y,z) = M(x,y,z)i + N(x,y,z) j + /?(*, y, z)k 


z 

t 



FIGURA4 


Ademas, suponga que el fluido fluye a traves de la superficie 5 cuya ecua- 
cidn es z — fix, y), la cual se encuentra sobre la region D del piano xy. 
Tambien suponga que/y sus primeras derivadas parciales son continuas en 
D. En cada punto de S existen dos vectores normales unitarios a 5. El vector 
normal unitario que tiene la componente k positiva se denomina vector nor- 
mal superior unitario y el que tiene la componente k negativa recibe el 
nombre de vector normal inferior unitario. 

Como en la discusion anterior a la ecuacion (2), tome una partici6n de 
la region D que consiste de n subregiones rectangulares. Elija un punto 
(u h en el i-6simo rectangulo. Proyecte verticalmente hacia arriba el 
f-esimo rectdngulo sobre el piano tangente a la superficie 5 en el punto 
Q(uj , Vj, f(u iy v,)) y sea A, <7, dado por (2), una aproximacion de la medida 
del area de esta proyeccion. Otra vez refierase a la figura 1 . Ahora sea N, 
el vector normal superior unitario a 5 en el punto Q y sea F; el vector velo- 
cidad del fluido en Q. La cantidad del fluido que atraviesa la proyeccion 
por unidad de tiempo est£ dada aproximadamente por el volumen del 
paralelepfpedo que tiene una base de drea A, <7 unidades cuadradas y una 
altura de longitud F t - • N; unidades. Refierase a la figura 4. La medida del 
volumen del paralelepipedo es F, • N,* A^cr. La cantidad total de fluido 
que atraviesa S por unidad de tiempo esta dada aproximadamente por 


i • NA-ct 

f=l 

A1 tomar el lfmite de esta suma conforme n crece sin lfmite y cada A se 
aproxima a cero, se obtiene la integral de superficie 


Jj 


F-NJcr 


( 8 ) 


5 

la cual se denomina flujo de F a traves de 5. 

Con el fin de evaluar la integral de superficie (8), se escribe la ecuacion 
de S en la forma g(x , y, z) = 0, donde 


g(x , y,z) = z - f(x , y) 


Del teorema 12.7.2, un vector normal unitario de la superficie definida por 
gix , y,z) = 0 es 


N = 


Vg 

II II 


y)i ~ fy(x, y)j + k 

Jfx 2 (X’ y) + /y 2 ^. y) + 1 
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De modo que 


ii‘ .r!,''i |v 


Por tanto, se concluye que 




(rMf x - Nf y + R)dA 


(9) 


donde N es un vector normal superior unitario. Si N es un vector normal in- 
ferior unitario (donde la componente k es negativa), entonces se tiene 


11 r 


(Mf, + Nfy - R)dA 


( 10 ) 


Esta formula se demuestra de manera semejante a la empleada al deducir (9). 



► EJEMPLO 3 El campo de velocidad de un fluido esta dada por 
F(*,y,z) = yi - *j + 8k 

y la superficie S es la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9 ubicada sobre 
la region D del piano jcy acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4. 
Calcule el flujo de F a traves de S. 

Sollicion La figura 5 muestra la superficie S y la region D del piano 
xy. Al despejar z de la ecuacion de la esfera, con z > 0, se obtiene 
Z = ^9 - x 2 - y 2 . Por tanto. 


FIGURA 5 


fix, y) = V 9 - x 2 - y 2 fx = 


V 9 ^ 


fy = 


x 2 - y2 J y ^ 


x 2 - y 1 


f = -± 

fx z 


f = -1 

} y 


De la definicidn de flujo se tiene 
flujo de F a traves 


de 5 = F • N 

5 

3,M = 

=11 


do 


Del campo de velocidad dado, M = y, N = - xy R = 8. Por tanto, de (9), 


flujo de F a traves de S = JJ ( -Mf x - Nf y + R) dA 

D 


= 11 hH) - <-‘>H + 8 ] 

= 8 jj dA 


dA 
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Como D es la region limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4, en- 
toncesA = 4;r. A si, 

flujo de F a traves de S = 8(4 n) 

= 32tt 



FIGURA 6 


Conclusion: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) a traves de S es 
32 n unidades cubicas de volumen por unidad de tiempo. A 


Suponga que S es una superficie cerrada, como lo son los paralelepi- 
pedos rectangulares, las esferas y los elipsoides. Cuando se utiliza (8) para 
calcular el flujo de F a traves de una superficie cerrada, se elige N como 
un vector normal saliente unitar io, el cual es un vector normal cuya di- 
rection es hacia afuera del solido limitado por la superficie. En particular, 
si S es un elipsoide, como el mostrado en la figura 6, se considera que S 
consiste de una susperficie superior S j y una superficie inferior S 2 , como 
se indica en la figura. En tal caso el flujo de F a travds de S es 


V r r r r 

F-NJcr = F • Nj dc + 

JJ JJ Jj 


F-N 2 </ct 


Para la integral de superficie a traves de Nj es un vector normal su- 
perior unitario y para la integral de superficie a travds de S 2 , N 2 es un 
vector normal inferior unitario. 


z 



FIGURA 7 


> EJEMPLO 4 El campo de velocidad de un fluido esta dado por 
¥(x, y, z ) = 5zk, y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16. Calcule el flujo de F 
a travds de S si la longitud se mide en centimetros y el tiempo en horas. 

Solution La figura 7 muestra la esfera y la region D del piano xy, la 
cual es el circulo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 - 16. Como 
F(jc, y, z) — 5zk, M = 0, N = 0 y R = 5z. El flujo de F a travds de S es 


Y f f r r 

F * N do = F • Nj da + F • N 2 da 
JJ JJ Jj 


(ID 


donde es la mitad superior de la esfera y S 2 es la mitad inferior. Para S\, 
Nj es un vector normal superior unitario y una ecuacion de S\ es 
Z = ^16 - x 2 - y 2 . Asf, f(x , y) = ^/16 - x 2 - y 2 . De (9), 


// 


F • N, da = jj [-Mf x - Nf y + R ] dA 

D 

-s 

D 

= 5 JJ .16“ 


5zdA 


x 2 - y 2 dA 


= 5 



Vl6 - r 2 rdrdd 
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= 5 


Ik 


±(16 -r 2 




dG 


320 

3 

wo _ 

= 


2 K 


dG 


Para S 2 , N 2 es un vector normal inferior unitario y una ecuacidn de S 2 es 
z = - A / 1 6 - x 2 - y 2 . Por tan to, f(x, y) = -^16 - x 2 - y 2 .De (10), 

F • N 2 do = f[ [Mf x + Nfy - R] dA 


-5 zdA 


■Jf- 

D 

= 5 jy 


x 2 - y 2 dA 

De igual modo que en el calculo del flujo de F a traves de se tiene 


c /• 

J J 


F' N 2 dc = 


En consecuencia, de (1 1), 


II 


F • N do = 

= ±f°;r 


Conclusion: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) del fluido a traves 
de la esfera es — - n cm 3 /hr. A 


El concepto de flujo no se limita solo a campos de velocidad de fluidos. 
Por ejemplo, si F es un campo electrico, entonces la integral de superficie (8) 
es un flujo electrico, y si F es un campo magnetico, entonces dicha inte- 
gral es un flujo magnetico. La integral de superficie (8) tambi^n puede 
representar un flujo de calor. 


EJERCICIOS 14.5 


En los ejercicios 1 a 14, evalue la integral de superficie 
JJ G(x, y, z) do para Gy S. 
s 

1. G(x, y, z) = z\ S es la semiesfera x + y + z - 4 
que se encuentra por arriba del piano xy. 

2. G(x,y,z) - x\ S es la porci6n del piano x + y + 
z = 1 del del primer octante. 

3. G(jc, y, z) = x + 2y - z; S es la porcion del piano x + 
y + z = 2 del primer octante. 

4. G(x, y, z) = z; S es la porcion del piano 2jc + 3y + 
Z = 6 del primer octante. 

5. G(jc, y, z ) = xyz\ S se define como en el ejercicio 4. 


6. G{x, y, z) = Jt 2 ; S es la porcion del cilindro x 2 + 
y 2 = 1 ubicado entre el piano Jty y el piano z - 1 en el 
primer octante. 

7. G(jc, y, z) = x\ S es la porcion del cilindro z ~ x 2 del 
primer octante limitada por los pianos coordenados y los 
pianos x = 1 y y = 2. 

8. G(jc, y, z) = y; S es la porcion del cilindro z = 4 - y 2 
del primer octante limitada por los pianos coordenados y 
el piano x - 3. 

9. G(jc, y, z) = z 2 ; S es la porcion del cono x 2 + y 2 = z 2 
que esta entre los pianos z = 1 y z = 2. 
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10. G(x,y,z) = xyz\ S es la porcidn del cono x 2 + y 2 = z 2 
que se encuentra entre los pianos z = 1 y z = 2. 

11. G(jt, y, z) = x + y; S es la porcibn del piano 4jt + 3y + 
6z = 12 del primer octante. 

12. GU y, z) = J7 2 + y 2 + z 2 ; S es la porcibn del cono 
Jt. 2 + y 2 = z 2 ubicada entre el piano x y y el piano z = 2. 

13. G(jt, y, z) = Jtyz; 5 es la porcion del cilindro Jt 2 + 
z 2 = 4 que se encuentra entre los pianos y = 1 y y = 3. 

14. G(jt, y, z) = x 2 ; S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 — 9 
que Cst£ por arriba del piano Jty. Sugerencia: la integral 
de superficie es impropia. Vea el ejemplo 7 de la seccion 
13.4. 

En los ejercicios 15 a 20, calcule la masa de la superficie S si 

la densidad superficial en cualquier punto (x, y, z) es p(x, y, z) 

kilogramos por metro cuadrado. 

15. 5 es la parte de la esfera Jt 2 + y 2 + z 2 = 4 ubicada por 
arriba de la regibn limitada por circunferencia jc 2 + 
y 2 ~ 1; p(jt, y, z) — k-sjx 2 + y 2 + z 2 , donde k es una 
con stan te. 

16. S es la porcion del piano 3 jc + 2y + z = 6 del primer 
octante; p(jt, y, z) = y + 2z. 

17. S es la porcibn del paraboloide z = 9 - jc 2 - y 2 que se 
encuentra por arriba del piano Jty; p(jt, y, z) = 
L/yUjt 2 +4 y 2 + 1. 

18. 5 es la semiesfera jc 2 + y 2 + z 2 = 1 que esta debajo del 
piano Jty; p(jt , y, z) = x 2 + y 2 . Consulte la sugerencia 
del ejercicio 14. 


19. S es la porcion del cono x 2 + y 2 = z 2 ubicada entre los 
pianos z = 2y z - 3;p(jt,y, z) = y 2 z 2 . 

20. S es la porcion de la esfera x 2 + y 2 .+ z 2 = 16 del pri- 
mer octante; p(jc, y, z) = kz 2 , donde k es una constante. 

En los ejercicios 21 a 24 calcule el flujo de ¥ a traves de la 

superficie S donde ¥(x, y, z) proporciona el campo de velo- 

cidad de un fluido. 

21. F(jt, y, z) = x\ + yj + z k; 5 es la porcion del piano 
3jt + 2y + z = 6 del primer octante. 

22. F(jt, y, z) estd definido del mismo modo que en el ejerci- 
cio 21; S es la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
ubicada por arriba de la region del piano xy acotada por 
la circunferencia 4 jc 2 + 4y 2 = 1. 

23. F(jt, y, z) — -2yi + 2:cj + 5 k; 5 es la parte de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 16 que se encuentra sobre la regibn del 
piano Jty limitada por la circunferencia jc 2 + y 2 = 9. 

24. F(jt, y, z) = 3;ti + 3yj + 6zk; S es la porcion del pa- 
raboloide z = 4 - x 2 - y 2 ubicada por arriba del 
piano Jty. 

25. Suponga que F(jt, y, z) = jt 2 i + Jtyj + 2zk y S es el 
cubo del primer octante limitado por los pianos coorde- 
nados y los pianos jc = l,y = lyz = 1 . Calcule el flujo 
de F a travbs de S evaluando seis integrates de superficie, 
una para cada cara del cubo. 

26. Si F(jt, y, z) = 3jti + y 2 j + yzk y 5 es el cubo del ejer- 
cicio 25, calcule el flujo de F a traves de S evaluando 
seis integrates de superficie, una para cada cara del cubo. 


14.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCE DE GAUSS Y TEOREMA 
DE STOKES 


Las dos formas vectoriales del teorema de Green, el teorema de la diver- 
gence de Gauss en el piano y el teorema de Stokes en el piano, pue- 
den generalizarse a tres dimensiones. Una exposicion rigurosa de estos 
teoremas pertenece a un curso de Cdlculo avanzado. Sin embargo, en esta 
seccion se proporcionara una breve introduccion a estos teoremas. 


14.6*1 Teorema de la divergencia de Gauss 


Sean M, N y R funciones de las ties variables x t y y z> y suponga que 
tienen primeras derivadas pare i ales conti nu as en una bo l a abierta B de 
Sea 5 una superficie cerrada y suave a trozos eontenida en B t y sea 
E la regibn limitada por 5. Si 

Ffo z} = Af(x,y,z)i + N(x,y>z) j + R(x r y,z)k 

y N es un vector normal saliente unitario de S , entonces 


jj da = JJJ di 


divWdV 
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Este teorema afirma que el flujo de F a trav£s de la frontera S de una 
region E de R 3 es la integral triple de la divergencia de F sobre E. La 
demostracidn de este teorema esta mds alld del alcance de este libro. En el 
ejemplo siguiente se verifica este teorema para una F y una S particulars. 


► EJEMPLO J Utilice el teorema de la divergencia de Gauss para 
resolver el ejemplo 4 de la seccion 14.5. 


Sollicion F(;t, y, z) = 5zk y 5 es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16. Del 
teorema de la divergencia de Gauss, el flujo de F a travds de S es 


T rrr 

F * N do - div F dV 
J J JJj 


Como F(jc, y, z ) = 5zk, div F = -j*(5z); esto es, div F = 5. De este modo, 


iur^, ujv r — 

JJ F-Ndcr = 5 JJJ dV 


Debido a que el volumen de E es el volumen de una esfera de radio 4, se tiene 



s 


E-Nde = 5 [| 7T(4) 3 ' 


◄ 


z 


(0,0,1) - 



FIGURA 1 


A1 comparar la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la 
seccion 14.5, se observa como el teorema de la divergencia de Gauss sim- 
plifica el calculo de una integral de superficie. 


► EJEMPLO 2 Si F(jc, y, z) = x 2 y\ + y 2 i + xzk , y S es el 
cubo del primer octante limitado por los pianos x = 1, y = 1 y z = l,ylos 
pianos coordenados, calcule el flujo de F a traves de S. 

Solucion El cubo se muestra en la figura 1 . El flujo de F a traves de S es 



5 

A1 calcular esta integral de superficie directamente se tendrian que evaluar 
seis integrales de superficie, una por cada cara del cubo. Si se aplica el teo- 
rema de la divergencia de Gauss con 


div f = £(* 2 y) + ^(y 2 ) + £<«> 

= 2xy +2 y + x 


se tiene 


JJ F-Nrfa = JJJ div F dV 

S E 

-IT/ 


(2jcy + 2y + x)dzdydx 
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= (2xy + 2y + x) dy dx 

Jo Jo 

= [xy 2 + y 2 + xy] ] Q dx 

Jo 

■I 


x 

2 


(2x + 1) dx 

+ 4 


Conclusion: La tasa de flujo del fluido a traves de S es 2 unidades cubicas 
de volumen por unidad de tiempo. 4 


La segunda forma vectorial del teorema de Green, conocida como 
teorema de Stokes en el piano, afirma que 


r* 

O 

dr 


FT ds 


II 


rot F • k dA 


donde C es una curva cerrada simple y suave a trozos de R 2 y D es la region 
limitada por C. A continuation se extendera este teorema al espacio tridi- 
mensional. 


1 4.6.2 Teorema de Stokes 


Sean M, N y R funciones de las tres variables x,yyz>y suponga que 
tienen primeras derivadas parciales continuas en una bola abierta B de 
R l . Sea S una superficie suave a trozos contenida en B y C una curva 
cerrada, simple y suave a trozos que es la frontera de S. Si 

F{x 9 y,z) = M(x 9 y,z) i + N(x,y,z) j + R(x f y t z) k 

y si N es un vector normal saliente unitario de S, y T es un vector 
tangente unitario de C donde s unidades es la longitud de aico medida 
a partir de un punto particular Pq de C hasta P, cntonces 

F • T ds = 

o 



c c 

«/ J 


rot F • N da 


z 



C 


FIGURA 2 


El teorema de Stokes afirma que la integral de lmea de la compo- 
nente tangencial de un campo vectorial F alrededor de la frontera C de una 
superficie S puede calcularse evaluando la integral de superficie de la com- 
ponente normal del rotacional de F sobre S. El teorema 14.6.2 se ha res- 
tringido a superficies para las cuales N es un vector normal saliente de S. Un 
enunciado completo del teorema de Stokes, que involucra superficies orien- 
tadas y para las cuales puede definirse adecuadamente un vector normal 
unitario N, puede encontrarse en un texto de Calculo avanzado. La demos- 
tracion de este teorema tambien puede hallarse en dicho texto. 

La figura 2 muestra una superficie S, con la curva C como frontera, a la 
cual se aplica el teorema 14.6.2. Una ecuacion de S es de la forma 
z = f(x, y ), donde las primeras derivadas parciales de / son continuas en 
la region £>, que es la proyeccion de S en el piano xy. La curva C es la pro- 
yeccion de C en el piano xy.yDyC satisfacen las condiciones del teorema 
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de Green. El sentido positivo a lo largo de C es el mismo que el sentido p d- 
sitivo a lo largo de C, el cual es contrario al giro de las manecillas del reloj. 
La figura 2 tambidn muestra representaciones de N y T. 

Otra forma de la ecuacion del teorema de Stokes se obtiene al escribir 
d R en lugar de T ds en la integral de llnea de la izquierda. De modo que, 


F * dR = 


rot F - N do 


( 1 ) 


EJEMPLO 3 Sea F el campo de fuerza definido por 
F(jt, y, z) = ~ 4yi + 2zj + 3jck 


z 



X 


FIGURA 3 


y sea R(r) = 3 cos t i + 3 sen rj + k una ecuacion vectorial de C. Su- 
ponga que S es la portion del paraboloide z = 10 - x 2 - y 2 ubicada arri- 
ba del piano z - 1. Verifique el teorema de Stokes para estas F, Cy S al 


determinar cada una de las expresiones siguientes: (a) '€) F • dR; 


(b) -O F • T ds\ (c) JJ rot F • N da. 


i 


Solucion La figura 3 muestra la superficie S y la region Z), la cual es la 
proyeccion de 5 en el piano xy. La regidn D esta limitada por la circun- 
ferencia x 2 + y 2 = 9. La curva C, la cual es la frontera de 5, es la cir- 
cunferencia con centro en (0, 0, 1) y radio 3, del piano z = 1 . 

(a) La curva C tiene la siguiente ecuacion vectorial: 

R(0 = 3 cos t\ + 3 sen rj + k 0 < t < 7n 

Asi, 

R'(/) = -3 sen ri + 3 cos /j 
Por tan to, 


( 2 ) 


(3) 


-r 


F(R(/)) • R’(f) dt 

T 

(-12 sen ri + 2j + 9 cos t k) • (-3 sen ri + 3 cos rj) dt 


-i 


(36 sen 2 / + 6 cos r) dt 


1 - cos 2r 


dt + 6 
2 n 


r2n 

I ‘ 


cos r dt 


= 18-9 sen 2 1 + 6 
= 367T 


1 

Jo 


(b) Para calcular ^ F • T ds, se obtiene una ecuacion vectorial de C que 
tenga a s como pardmetro, donde s es la longitud de arco medida a parti r 
del punto donde / = 0. Como ^ = || R'(r) || , de (3) se tiene 

~ = ^9 sen 2 r + 9 cos 2 r * 


= 3^/sen 2 r + cos 2 r 
= 3 
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Por tanto, s = 3t + k, y puesto que 5 = 0 cuando t = 0, entonces 
k — 0. De esta manera, 

s = 3t 


De (2) con t = 3 5, se obtiene 

R(5) = 3 COS351 + 3 sen^j + k 0 < 5 < 67c 
Debido a que T(5) = D s R(s ), se tiene 

T(s) = -sen 3 51 + cos^j 0 < 5 < 6/r 


En consecuencia, 

<F-Tds = f F(R(i)) • T(s) ds 


F • T ds = J 

-l 


(-12 sen 351 + 2j + 9 cos 35k) • (-sen^i + cos^j) ds 


'0 

6k 


= (12 sen 2 35 + 2 cos 35)^5 

Jo 

J 1*671 2 f*6 n 

+ 2 I cos} 

0 Jo 


] u- 

= 36tt 

(c) Primero se calculara rot F. 


,6 K 


rot F = 


i j k 

AAA 

dx dy dz 
-Ay 2 z 3x 


= -2i - 3j + 4k 


De donde, 


11 


rot F • N da 


11 


(-2i - 3j + 4k) • N da 


s s 

A fin de evaluar esta integral de superficie se aplica (9) de la section 
14.5 ya que N es un vector normal superior unitario. El campo vectorial 
es -2i - 3 j + 4k; por lo que M = -2, /V = -3 y R = 4. Puesto que 
una ecuacion de la superficie esz = 10 - x 2 - y 2 , entonces 


fix, y) = 10 - x 2 ~ y 2 f x (x, y) = -2x f y (x, y) = -2y 


Por tanto, 


11 


rot F • N da 


11 


[-(-2)(-2;t) ~ (-3X-2 y) + 4] dA 


11 


(-4jt - 6y + 4) dA 
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r r 

= (-4rcos 0 - 6rsen 0 + 4)r dr d6 

Jo Jo 

rlx * 3 

= 1 y- ^ r 2 cos 0 - 2 r 3 sen 0 + 2r 2 \d0 

fix 

= (-36 cos 0 - 54 sen 0 + \S)d9 

Jo -,2/r 

= -36 sen 0+54 cos 0 + 180 


= 36 7T 


Los resultados de los incisos (a), (b) y (c) son iguales a 36 n. De modo 
que asi se ha verificado el teorema de Stokes para estas F, C y S. 4 


( 2 , 0 , 



► EJEMPLO 4 

tegral de linea 


F*T 'ds 


Utilice el teorema de Stokes para evaluar la in- 


si F(jc, y, z ) = xz\ + jcyj + y 2 k y C es la frontera de la superficie que 
consiste de la porcion del cilindro z = 4 - jc 2 del primer octante deter- 
minada por los pianos coordenados y el piano y = 3. 

Solucion La figura 4 muestra la superficie S y la curva C, que es su 
frontera, compuesta por Cj T C 2 , C 3 y C 4 . Del teorema de Stokes, 


i—=JJ 


rot F * T da 


rot F = 


i j k 

AAA. 

dx dy dz 
x z x y y 1 


= 2yi + jtj + yk 


De modo que, 

' F • T ds 


^ F • T ds = JJ (2yi + xj + yk) • N da 


Como N es un vector normal superior unitario, se calcula el valor de la in- 
tegral de superficie aplicando (9) de la seccidn 14.5. Debido a que el campo 
vectorial es 2yi + jcj + yk, entonces M = 2y, N - x y R = y. Una 
ecuacion de S es z = 4 - x 2 . Por tanto, 

f(x, y) = 4 - * 2 f x {x, y) = ~2x f y { x, y) = 0 

En consecuencia, se tiene 

1 F • T ds 


D 

=// 


(2yX~2x) - x(0) + y] dA 
( 4xy + y) dA 
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La regi6n D esta acotada por el rectangulo del piano xy delimitado por los 
ejes x y y, y las rectas x — 2 y y - 3. Por tanto, 


F -Tds 


= (4 xy + y) dy dx 

Jo Jo 

=f + 

-f 


<18* + pdx 


= 9x 2 + ^ x 
= 45 


V 

l 2 

.0 


◄ 


EJERCICIOS 14.6 


En los ejercicios 1 a 4, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss para F y S. 

1. F(x, y, z) = 2zk; Ses la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1. 

2. F(jc, y, z) - xi + yj + zk; S es la esfera x 2 + y 2 + 
Z 2 = 9. 

3. F(x, y , z) = xyi + xyj; 5 es el cubo delimitado por los 
pianos coordenados y los pianos jc = l, y = lyz = 1. 

4. F(jc, y, z) = 4xi - 2yj + zk; 5 es la frontera de la re- 
gion limitada por el paraboloide z = x 2 + y 2 y el piano 
z - 4. 

En los ejercicios 5 a 8, para F y S del ejercicio indie ado de la 
seccion 14.5, calcule el flujo de ¥ a traves de S mediante el 
teorema de la divergencia de Gauss. 

5. Ejercicio 2 1 6. Ejercicio 22 

7. Ejercicio 25 8. Ejercicio 26 

En los ejercicios 9 a 16, utilice el teorema de la divergencia de 
Gauss para evaluar la integral de superficie j| F * N do para 
FyS. 5 

9. F(x, y, z ) = x 2 yzi + xy 2 zj + xyz 2 k; S es el cubo del 
primer octante limitado por los pianos coordenados y los 
pianos x = l,y = lyz-3. 

10. ¥(x, y, z) - 6.ri + 3yj + 2zk; S es el tetraedro cuyos 
vertices son el origen y los puntos (3,0,0), (0, 1,0) y 
(0, 0, 2). 

11. F(jc, y, z) = xi + yj + zk; S es la esfera jc 2 + y 2 + 
z 2 = 4. 

12. F(jc, y, z) = jcI + yj + zk; 5 es la frontera de la regidn 
limitada lateralmente por el cilindro jc 2 + y 2 =; 9, 
inferiormente por el piano Jty y superiormente por el 
piano z = 4. 

13. F(jc, y, z) = Jt 2 i + y 2 j + z 2 k; 5 es la superficie del 
ejercicio 12. 

14. F(;t, y, z) = x 2 i + y 2 j + z 2 k; S es la superficie del 
ejercicio 1 1 , 

15. F(jc, y, z) = 2jti + 2yzj + 3zk; S es la frontera de la 
regidn acotada por los pianos coordenados y el piano 
x + y + z ~ 1. 


Xi + yj + ^k 

16. F(jc, y, z) - x 2 + 2 + z 2 ; ^ es frontera de la region 

exterior de la esfera Jt 2 + y 2 + z 2 = 1 que se encuentra 
dentro de la esfera ;c 2 + y 2 + z 2 = 4. 

En los ejercicios 17 a 22, verifique el teorema de Stokes para 

F y 5. 

17. F(jc, y, z) = y 2 i + x 2 j + z 2 k; S es la semiesfera jr 2 + 
y 2 + Z 2 = 1 que se encuentra arriba del piano xy. 

18. F(x, y, z) = * 2 i + y 2 j + z 2 k; S es la semiesfera x 2 + 
y 2 + z 2 — 1 que esta debajo del piano jcy. 

19. F(jc, y, z) = y 2 i + xj + z 2 k; S es la porcidn del parabo- 
loide z ~ x 2 + y 2 ubicado por debajo del piano z = 1. 

20. F(jc, y, z) = xyi + y 2 j + 2k; 5 es la superficie del ejer- 
cicio 19. 

21. F(x, y, z) = -3yi + 3xj + 2 k; S es la porcion del piano 
z = l dentro del cilindro x 2 + y 2 = 9. 

22. F(x, y, z) = 2zi + 3xj + 4zk; 5 es la porcidn del para- 
boloide z = 4 ~ x 2 - y 2 que se encuentra arriba del 
piano xy. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice el teorema de Stokes para eva- 
luar la integral de Imea ^ F • T ds para ¥ y C. 

23. F(x, y, z) = 4yi + 3zj + xk; C es el triangulo cuyos 
vertices son ( 1 , 0, 0), (0, l , 0) y (0, 0, 1 ). 

24. F(x, y, z) - {y - x)i + (x - z)j + (x - y)k; C es el 
triangulo cuyos vertices son (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, I). 

25. F(jc, y, z) = -yi + xj + zk; C es la circunferencia x 2 + 
y 2 = 4 del piano xy. 

26. F(x, y, z) = yzi + xyj + xzk; C es el cuadrado cuyos 
vertices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (2, 2, 0). 

27. F(x, y, z) = (2y + sen -1 jc)i + e y2 j + (x + ln(z 2 + 4))k; 
C es el triangulo con vertices en (1,0,0), (0, 1, 0) y 
(0, 0, 2). 

28. F(x, y, z) = (2z - e x )\ + (* 3 + sen y)j + (y 2 - tan z)k; 
C tiene la ecuacidn R (t) = cos t i + sen tj + k, 
0 < t < 2?r. 

29. Explique por que el teorema de la divergencia de Gauss y 
el teorema de Stokes son versiones tridimens ionales del 
teorema de Green. 
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REVISION DEL CAPITULO 14 


► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 14 


1. Establezca una condition que pueda emplearse para deter- 
mmar si un vector del piano es un gradiente. lnvente un 
ejemplo. 

2. Realice la sugerencia 1 para un vector de tres dimensiones. 
lnvente un ejemplo. 

3. (,Que es un campo vectorial ? Invents un ejemplo de un 
campo vectorial en el piano y otro en tres dimensiones. 

4. iQ ue es un campo vectorial conservador (o conservative ) 
y que es una funcion potencial para un campo vectorial 
consevador? lnvente un ejemplo de cada uno. 

5. Defina el rotacional de un campo vectorial en tres dimen- 
siones. lnvente un ejemplo. 

6. Defina la divergencia de un campo vectorial en tres di- 
mensiones. lnvente un ejemplo. 

7. Establezca un truco nemot£cnico, que involucre la no- 
tation de determinantes, para calcular rot F. lnvente un 
ejemplo. 

8. i,Como se calcula el trabajo realizado por un campo de 
fuerza sobre una partfcula que la desplaza a lo largo de una 
curva? lnvente un ejemplo. 

9. i,Que es una integral de lineal lnvente un ejemplo de una 
integral de lfnea expresada tanto con la notation de la 
forma diferenciai como con la notaci6n vectorial. 

10. i,Que significa que una integral de lfnea sea independiente 
de la trayectoria! lnvente un ejemplo. 

11. Enuncie un teorema que proporcione condiciones para que 
una integral de lfnea de un campo vectorial del piano sea 
independiente de la trayectoria. lnvente un ejemplo. 

12. Realice la sugerencia 1 1 para una integral de lfnea de un 
campo vectorial en tres dimensiones. 


13. Establezca la formula del teorema fundamental de la inte- 
gral de lfnea que proporciona el valor de una integral de 
lfnea independiente de la trayectoria. lnvente un ejemplo 
para el piano y otro para el espacio tridimensional. 

14. Enuncie el teorema de Green , 

15. lnvente un ejemplo que muestre como se aplica el teorema 
de Green para evaluar una integral de lfnea. 

16. Enuncie un teorema que proporcione un metodo para 
calcular el area de una regi6n plana limitada por una curva 
cerrada, simple y suave a trozos. lnvente un ejemplo. 

17. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss para el 
piano, lnvente un ejemplo que muestre como este teorema 
relaciona el flujo con la divergencia de un campo vectorial 
en el piano. 

18. Enuncie el teorema de Stokes para el piano. lnvente un 
ejemplo que muestre como relaciona este teorema la circu- 
lation y el rotacional de un campo vectorial en el piano. 

19. i,Que es una integral de superficie! lnvente un ejemplo. 

20. ^Como puede calcularse la masa de una superficie me- 
diante una integral de superficie? lnvente un ejemplo. 

21. <C6mo se aplican las integrales de superficie para calcular 
el flujo de un campo vectorial a trav6s de la superficie? 

22. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss en tres 
dimensiones. lnvente un ejemplo que muestre c6mo rela- 
ciona este teorema el flujo y la divergencia de un campo 
vectorial en tres dimensiones. 

23. Enuncie el teorema de Stokes en tres dimensiones. lnvente 
un ejemplo que muestre como relaciona este teorema la 
circulation y el rotacional de un campo vectorial en tres 
dimensiones. 


► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 14 


En los ejercicios 1 a 4, determine si el vector es un gradiente, y 
si lo es, obtenga una funcion que tenga ese gradiente. 

1. 2xe x2 In yi + - — j 

y 

2. (e x tan y - sec y)i - sec y(x tan y - e x sec y)j 


3. f i y ~^a + “tV + — - — j + f : + 4) k 

\(jt + z) 2 x 2 ) x + z \{x + z) 2 z 2 ) 

4. y(cosx - zsenxji + z(cosx + seny)j 

- (cosy - ycosxjk 

En los ejercicios 5 y 6, obtenga un campo vectorial conserva- 
dor que tenga como una funcion potencial a la funcion f 

5. (a) f(x, y) = lx 2 y + 3 xy 3 ; 

(b) fix, y, z) = xe y - yze y . 


6. (a) f(x, y) = e x cos y + x sen y; 

(b) f(x, y, z) = 2 - 

En los ejercicios 7 a JO, demuestre que el campo vectorial F es 
conservador, y despues obtenga una funcion potencial. 

_ ™ v 2y 2 . 4jty 

7. F(x, y) = , + 4x 2 y 4 1 + i + 4j2 y 4 J 

8. F(x, y, z) = (6jc - 4y)i + (z - 4*)j + (y - 8z)k 

9. F(x, y, z ) = z 2 sec 2 xi + 2ye 3z j + (3 y 2 e 3z + 2z tan x)k 

10. F(x, y) = (ysenx - seny)i - (xcosy + cosx)j 
En los ejercicios 11 a 14, calcule rot F y div F. 

11. F(x, y, z) = e yz \ + e xz \ + e xy k 

12. F(x, y) - senyi + senxk 
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13. F(x, y) = -i - — j 

' y y 

14. F(jt.y,z) = ii + ^j + fk 

y z x 

En los ejercicios 15 a 22, evalue la integral de Unea sobre la 
curva C. 

15. J c 'f- JR;F(*, y) = 3yi - 4*j; 

C: R(f) - 2 r 2 i - rj, 0 < t < 1. 

16. j c F • JR;F(*,y) = (x + y)i + (y - *)j; 

C: R (r) = f 3 i + t 2 j del punto (8, 4) al punto (1, 1). 

17. J ( 2jc + 3y)J* + *yJy; 

C: R(f) = 4 sen fi - cos fj, 0 < t < ^k. 

18. J c (2jc + y)dx + (x - ly)dy\C\x 2 + y 2 - 9. 

19. \ c y 2 dx + z 2 dy + x 2 dz\ 

C: R(f) = (f - l)i + (f + l)j + f 2 k, 0 < t < 1. 

20. j c xe y dx - xe z dy + e z dz\ 

C: R(f) = fi + f 2 j + f 3 k, 0 < t < l. 

21. J c F * JR; F(jc, y, z) = 3*yi + (4 y 2 - *z)j + 6zk; 

C: la cubica alabeada R(f) = fi + f 2 j + f 3 k, 0 < t < 1. 

22. \ c F * JR; F(*, y, z ) = 2jci + 3yi + zk; C: la hglice circu- 
lar R(f) = 2 cos fi + 2 sen t j + fk, 0 < f < 2n. 

En los ejercicios 23 a 30, demuestre que el valor de la integral 
de Unea es independiente de la trayectoria, despues calcule el 
valor en cualquier forma conveniente. En cada ejercicio C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B . 

23. j c 2xe y dx + x 2 e y Jy;A es (1, 0) y B es (3, 2). 

24. j - yj dx + Jy; A es (0, 1) y B es (6, 3). 

25. j c F • JR; 

F(jc, y) = (cosy - ycos*)i - (sen* + *seny)j 
A es (0, jp) y B es (p, 0). 

26. J C F-JR; 

F (x,y) = (2*y - 2y)i + (* 2 - 2x + 3y 2 )j; 


Aes (2, -1) y 2? es (3,2). 

27. \ c 3y dx + (3* + 4 y) dy - 2 z dz\ A es (0, 1, -1) y B 
es (1,2,0). 

28. J c z sen y dx + xz cos y dy + * sen y dz\ A es (0, 0, 0) y 
Be s(2,3, \n). 

29. f F • JR; 

Jc 



Aes (2,-1, l)yfles(4, 2,-2). 

30. \ c F • JR; FU y, z) = {2xy + 3yz)i + 

(* 2 - 4yz + 3*z)j + (3*y - 2y 2 )k; 

A es (0, 2, 1) y B es (1,-1, 4). 


En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
evaluar la integral de Unea. 

31. j (3* + 2y) dx + (3* + y 2 ) Jy, donde C es la elipse 
16* 2 + 9y 2 = 144. 

32. In(y + 1) dx - dy, donde C es la curva cerrada 

determinada por la curva f~x + ^/y = 2 y los interva- 
ls [0, 4] en los ejes * y y. 

33. j c e x sen y dx + e x cos y Jy, donde C es cualquier curva 
cerrada y suave. 

34. j> c (x 2 - y 3 ) dx + (y 2 + * 3 ) Jy, donde C es la circun- 
ferencia * 2 + y 2 = 1. 


En los ejercicios 35 y 36, utilice el teorema 14.4.2 para 
calcular el area de la region. 

35. La region limitada por la parabola y - x 2 y la recta 
y = * + 2. 

36. La region acotada por las dos parabolas y - x 2 y 
jc 2 = 18 - y. 

En los ejercicios 37 a 40, calcule el trabajo total efectuado al 
mover un objeto a lo largo de C si el movimiento es causado 
por el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en me- 
tros y la fuerza en newtons. 

37. F(*, y) = 2* 2 yi + (x 2 + 3y)j; C: el arco de la parabola 
y = 3* 2 + 2x + 4 desde (0, 4) hasta (1, 9). 

38. F(*, y) = *y 2 i - * 2 yj; C: el arco de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 4 desde (2, 0) hasta (0, 2). 


39. F(*, y, z) = (*y - z)i + yj + zk; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (4, 1 , 2). 

40. F(*, y, z) = *yzi + e y j + (x 4- z)k; 

C: R(f) = 3 f i + f 2 j + 2fk;0 < / < 3. 

En los ejercicios 41 y 42, verifique los teoremas de la diver- 
gence de Gauss y de Stokes en el piano para F y R. 

41. F(*, y) = 4yi + 3*j y R es la region limitada por 
,2/3 + y 2l3 = J 

42. F(*, y) = 3* 2 i + 4y 2 j y R es la regidn acotada por la 
elipse 9* 2 + 16y 2 = 144. 

En los ejercicios 43 y 44, emplee el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover un objeto en el 
sentido contrario al del giro de las manecillas del reloj una 
vez al rede dor de C si el movimiento es causado por el campo 
de fuerza F(*, y). Suponga que el arco se mide en metros y la 
fuerza en newtons. 

43. C es la circunferencia x 2 + y 2 = 4; 

F(*,y) - ( xy 2 + cosx)i + (x 2 + e y )}. 

44. C es la elipse 9* 2 + y 2 = 9; 

F(*,y) = (2* - 3y)i + (x + 2y)j. 

En los ejercicios 45 y 46, calcule la tasa deflujo (o intensidad 
de fluencia) de unfluido fuera de la region R limitada por C 
si F(x, y) es el campo de velocidad del fluido. Suponga que la 
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velocidad se mide en centimetros por segundo y el area de R 
en centimetros cuadrados. 

45. F(jc, y ) = (4jc - 3y)l + (5y - 4;c 2 )j; C es el triangulo 
rect4ngulo cuyos vertices son (0, 1), (0, 4) y (4, 4). 

46. F(x, y) = (y 2 + 1 2 jc) i + (4y - x 2 )j; C es la elipse 
x 2 + 4y 2 = 16. 

47. Obtenga el valor de la integral de lfnea 


I 


-y 


* 2 + y 2 


dx + 


x 2 + y 2 


dy 


si C es el arco de la circunferencia x 2 + y 2 
(V2, V2)hasla(-V2, yj2). 


4 desde 


48. Aplique el teorema de Green para calcular el area del 
cuadrilatero cuyos vertices son los puntos (0, 0), (3, 2), 
(l,5)y(-2, 1). 

49. Evalue la integral de superficie jjjcy da , donde S es la 

s 

porcion del piano 3 jc + 2y - z - 0 del primer octante 
y que se encuentra debajo del piano z = 6. 

50. Calcule la integral de superficie Jfx 2 do ; donde S es la 

« - s 

porcion del cilindro x + y = 1 del primer octante li- 
mitada por el piano xy y el piano z = 1 . 

51. Determine la integral de superficie jjx do , donde S es la 

, s 

porcidn del cilindro z - 9 - x z del primer octante Iimita- 
da por los pianos coordenados y el piano y = 2. 

52. Evalue la integral de superficie \\xyz do, donde S es la 

s 

porcidn del cilindro y 2 + z 2 = 9 ubicada entre los 
pianos x ~ l y x - 4. 

53. Calcule la masa de la porcion de la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 4 del primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (*, y, z) de la supercie es kz 2 kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. 

54. Determine la masa de la semiesfera jc 2 + y 2 + z 2 - 4 
que se encuentra arriba del piano xy si la densidad super- 
ficial en cualquier punto (jc, y, z) de la superficie es (4 - z) 
kilogramos por metro cuadrado. Sugerencia : la integral de 
superficie es impropia. Consulte el ejempio 7 de la sec- 
cion 13.4. 


55. Un embudo tiene la forma de la porcidn del cono 
x 2 + y 2 = z 2 que esta entre los pianos z = 1 y z = 4. 
Si la densidad superficial en cualquier punto ( x , y, z) de 
la superficie es (10 - z) kilogramos por metro cuadrado, 
obtenga la masa del embudo. 


56. Suponga que la superficie S es parte de la esfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 9 que se encuentra por arriba de la regidn D 
del piano jcy limitada por la circunferencia x 2 + y 2 - 1. 
Si el campo de velocidad de un fluido esta determinado por 

F(jc, y, z) - -yi + jcj + 3 k 

calcule el flujo de F a traves de 5. 

57. El campo de velocidad de un fluido estd defmido por 

F(j:, y, z) - 2x\ + 2yj + 3zk 

y la superficie S es la porcion del paraboloide z = 4 - 
x 2 - y 2 ubicada arriba del piano xy. Calcule el flujo de F 
a traves de S. 

58. Verifique el teorema de la divergencia de Gauss si 
F(jc, y, z) = y S es la esfera jc 2 + y 2 + z 2 ~ 4. 

En los ejercicios 59 y 60, emplee el teorema de la divergencia 
de Gauss para calcular la integral de superficie jj F 4 N do 
para F y S. s 

59. F(jc, y, z) - 2xi + yj + 2zk; S es la frontera de la re- 
gion limitada lateralmente por el cilindro x 2 + y 2 = 16, 
inferiormente por el piano jty y superiormente por el pia- 
no z = 2. 

60. F(jc, y, z) = x 2 \ + y 2 j + z 2 k; S es la frontera de la re- 

gi6n limitada por el cono z = yjc 2 + y 2 y el piano 

z = \. 

En los ejercicios 61 y 62, verifique el teorema de Stokes para 
F yS. 

61. F(x, y, z) - z\ + 4jtj + 2zk; S es la porci6n del para- 
boloide z = 9 - jc 2 - y 2 ubicada arriba del piano jcy. 

62. F(jc, y, z) = *yi + yzj + xzk ; S es la semiesfera jc 2 + 

y 2 + z 2 - 16 que esti arriba del piano jcy. 

En los ejercicios 63 y 64, utilice el teorema de Stokes para 
evaluar la integral F • T ds para F y C. 

63. F(jc, y, z) - (z + ln(jc 2 + l))i + cos(y - jc 2 ) j + 

(3y 2 - e z )k\ 

C: R(f) = cos ri + sen rj + k, 0 < t <> 2 k. 

64. F(jc, y, z) = -2yi + 3jcj + zk\ C es la circiinferencia 
x 2 + y 2 = 1 del piano jcy. 

En los ejercicios 65 y 66, demuestre la identidad si f es una 
funcion real y V es una funcion vectorial. 

65. div(/V) = V/ • V + /div V 

66. rot(/V) = V/X V + /rotV 
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• n este apendice se encuentran en forma concisa los 
1 conocimientos previos al estudio del Calculo nece- 
i sarios para una mejor comprension de este libro. 

La habilidad para resolver ecuaciones y desigual- 
dades es crucial en Calculo; por esto, en la seccion A.l se 
tratan aspectos relativos al c onjunto de los numeros reales 
entre el los las relaciones de orden, los intervalos y el valor 
absolute. 

La geometria analltica es fundamental para el estudio 
del Calculo. Los conceptos elementales de esta rama de las 
matematicas tales como el s/sfema de coo rdenadas c arfe- 
sianas rectartgulares, la distancia entre dos puntos y punto 
medio de un segmento, asi como los de grafica de una 
ecuacion y simetria de una grafica, se presentan en la 
seccion A.2. 

La seccion A. 3 esta dedicada al estudio de la recta. 
Aqui se muestran algunas formas de sus ecuaciones y los 
conceptos sobre paralelismo y perpendicularidad. 

En la seccion A.4 se inicia el analisis de las secciones 
conicas (o corneas j con el estudio de la parabola y sus 
propiedades, mientras que en la seccion A. 5 se aborda la 
circunferencia. Con el objeto de obtener las ecuaciones 
generales de las conicas, se ha destinado la seccion A.6 a 
la traslacion de ejes. En las secciones A. 7 y A.8 se tratan 
a las elipses e hiperbolas, respectivamente. 

\ En la seccion A. 9 se estudian las funciones trigono- 

metricas de manera general, es decir, definidas en la 

circunferencia unitaria. 

Rv En la seccion A. 10 se analiza la ecuacion ge- 
neral de segundo grado en dos variables y se es- 
tudia la rotacion de ejes. Estos dos temas estan 
ligados debido a que una ecuacion del tipo 
mencionado representa una conica, o conica 
degenerada, cuyo eje principal no es paralelo 
a ninguno de los ejes coordenados. A fin de 
eliminar el termino en xy de una ecuacion de 
esta clase y de que el eje principal de la conica sea 
paralelo a alguno de los ejes coordenados, es necesario 
rotar los ejes mediante un angulo conveniente. 

El estudio de las fracciones parciales, indispensable 
para ciertas manipulacipnes en Calculo integral, se pre- 
senta en la seccion final de este apendice, en el A. 1 1 . 
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A.l NUMEROS REALES Y DESIGUALDADES 

El sistema numerico real console elemetnos.-denimina- 

dos numefrds re ales y dos operddbrtes tlamadas adidori y multiplication, 
denotadas por los sfmbolos + y •, respectivamente. Si a y b son elementos del 
conjunto R, a + b indica la $uma de a y b, y a * b (o.ab) represents sp 
producto. La operacion sustraccion se define mediante la ecuacion 



a - b = a + (~b) 

donde -b denota el negation de b el cual es el numero para el que 
b + (-b) = 0. La operacion division se define mediante la ecuacion 

a -5- b = a • b ~ 1 b ^ 0 

donde b~ l representa el reciproco de b, que es el numero para el cual 
b • b~ l = 1. 

El sistema numerico real puede describirse completamente mediante 
un conjunto de axiomas (la palabra axioma se emplea para indicar una propo- 
sicion formal que se considera verdadera sin demostracion). Con base en estos 
axiomas se pueden deducir las propiedades de los numeros reales de las que se 
obtienen las conocidas operaciones algebraicas de adicion, sustraccion, 
multiplicacion y division, asi como los conceptos algebraicos de resolucion 
de ecuaciones y factorizacion, entre otros. 

Las propiedades que pueden obtenerse como consecuencias logicas de los 
axiomas se denominan teoremas. En los enunciados de la mayorfa de los teo- 
remas se presentan dos partes: la parte del “si”, llamada hipotesis, y la parte del 
“entonces”, denominada conclusidn. El argumento que verifica un teorema 
recibe el nombre de demostracion (o prueba). Una demostracion consiste en 
mostrar que la conclusion se infiere de la supuesta verdad de la hipotesis. 

Un numero real es positivo, negati vo o cero, y cualquier numero real puede 
clasificarse como racionai o irracional. Un numero racional es aquel que 
puede expresarse como la razon de dos numero enteros. Esto es, un numero 
racional es de la forma pjq , donde p y q son numeros enteros y q * 0. Los 
numeros racionales consisten de: 

Los numeros enteros (positivos, negativos y cero) 

. . . , -5, -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 

Las fracciones positives y negativas, tales^como 


2 _ 4 83 

7 5 5 

Los numeros decimates finitos positivos y negativos, por ejemplo, 


2.36 


= 236 
100 


-0.003251 


3251 

1000000 


Los numeros decimales in finitos periodicos positivos y negativos, 
tales como 


0.333 . . . = i -0.549549549 ... = -^ 

Los numeros reales que no son racio'nales se denominan numeros irra- 
cionales. Estos son los numeros decimales infinitos no periodicos positi- 
vos y negativos, por ejemplo. 




V3 = 1.732... n = 3.U159... 


En ocasiones se utilizara notacion y terminologfa de conjuntos. La idea 
de conjunto se emplea extensivamente en matematicas y'se considera un 
concepto b&sico, del que : no se presenta una definicion formal. Se puede 
decir que un conjunto es una coleccion de objetos, y los objetos de un con- 
junto se denominan elementos. Si cada elemento de un conjunto S es tam- 
bien un elemento de un conjunto T, entoces se dice que 5 es un subconjunto 
de F. ErfCalculo se tratar& eon el conjunto R de los numeros reales. Dos 
subconjuntos importantes de R son el conjunto N de los numeros naturales 
(o enteros positivos ) y el conjunto Z de los numeros enteros. 

Se utilizara el simbolo G para indicar que un elemento especffico perte- 
nece a un conjunto. En consecuencia, se puede eseribir 8 EiV,lo cual se lee 
“8 es un elemento de N". La notacidn a, b G S expresa que tan to a como b 
son elementos de S. El simbolo ^ se lee “no es elemento de”. Asi, | £ Nse 
lee “ 4 no es elemento de N 

Un par de Haves. { }, empleado junto con palabras o simbolos, puede 
describir un conjunto. Si Ses el conjunto de los numeros naturales menores que 
6, puede escribirse el conjunto S como 

11,2,3,4,5} 

Tambi6n puede expresarse el conjunto S como 

{jc, tales que jc es un numero natural menor que 6} 

donde el simbolo jc se denomina variable. Una variable es un simbolo que se 
emplea para representar cualquier elemento de un conjunto dado. 

El conjunto 5 tambien se puede expresar por medio de la notacion por 
construccion como sigue, donde se emplea una barra vertical en lugar de las 
palabras tales que: 

(jc | x es un numero natural menor que 6} 

lo cual se lee “el conjunto de todas las jc tales que jc es un numero natural menor 
que 6”. 

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales, lo que se escribe como 
A ~ B, si A y B tiene elementos identicos. La union de dos conjuntos A y B, 
denotada por A U B y que se lee “A union B’\ es el conjunto de todos los 
elementos que est&n en A o en B, o en ambos. La interseccion de A y B, deno- 
tada por A fl B y que se lee “A interseccion B'\ es el conjunto de s61o 
aquellos elementos que est£n tanto en A como en B. El conjunto que no 
contiene elementos recibe el nombre de conjunto vacfo y se denota por 0. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere los siguientes 
conjuntos A = (2,4,6, 8, 10, 12}, B = (1,4,9, 16} y C = (2, 10}. 
Entonces 

A U B = ( l, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16} A D B = {4} 

B U C = {1,2,4,9, 10, 16} ' B D C = 0 ◄ 

Los elementos del conjunto R pueden ordenarse mediante una relacidn 
denotada por los simbolos < (lease “menor que”) y > (lease “mayor que”), 
los cuales se definen a continuacion. 



A* 1*1 Definition de < y > 


Dados a 7 h E R t 

(i> a < b siysdlosi b - a es positive; 

(ii) a > b si y sdfo si a - fr'es positive. 

r if - : s ; i : 1 tfn, >«:, 

\ EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

(a) 3 < 5 porque 5 - 3 = 2, y 2 es positivo. 

(b) -10 < -6 porque -6 - ‘(-lO) = 4, y 4 es positivo. 

(c) 7 > 2 porque 7-2 = 5y5es positivo. 

(d) -2 > -7 porque -2 - (-7) = 5, y 5 es positivo. 

(e) | | porque | - | = ^ , y ^ es positivo. A 

Ahora se definirdn los simbolos < (lease “es menor que o igual a”) 
y > (lease “es mayor que o igual a”). 


A. 1-2 Definition de s y > 


Dados a t b €= R, 

(0 a £ b si y sdlo si a < b o a = b\ 

(ii) a £ b si y s6Io si a > b o a - b. 

Las proposiciones a < b, a > b, a <* b y a > b se denominan desi- 
gualdades.En particular, a < b y a > b se Hainan desigualdades estrictas, 
mientrasquea < by a > b reciben el nombre de desigualdades no estrictas. 

De la definition de < y >, 

a > 0 si y sdlo si a es positivo 

a < 0 si y sdlo si a es negative 

El teorema siguiente proporciona algunas porpiedades de las desi- 
gualdades. Estas propiedades pueden demostrarse utilizando los axiomas 
del conjunto R y las definiciones anted ores. 


A. 1.3 Teorema Propiedades de < y > 


Dados a, b; c, d E _R> 

(i) si a > 0 y b > 0,entonces a + b > 0; 

(ii) si a > 0 y b > 0, entonces ab > 0; 

(Hi) si a < b y b < c t entonces a < c; (propiedad transitiva) 

(iv) si a < b, entonces a + c < b + c\ 

(v) si a < b y c < Sentences a + c < b + d; 

(vl) si a < b y c > 0, entonces ac < be; 

(vii) si a < b y c < 0, entonces ac > be. 

La propiedad (i) anterior establece que la suma de dos numeros positi- 
ves es positiva, y la propiedad (ii) establece que el producto de dos numeros 
positivos es positivo. 








D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 


(a) Si jc < 5 y 5 < y, entonces, por la propiedad (iii), jc < y. 

(b) Si jc < y, entonces, por la propiedad (iv), x + 4 < y + 4. Por ejemplo, 

3 < 9; de modo que 3 + 4 < 9 + 4 o, equivalentemente, 7 < 13. 
/edemas, si jc < y, entonces jc - 11 < y - 11. Por ejemplo, 3 < 9, 
por lo que 3 - 1 1 < 9 - 1 1 o, equivalentemente, -8 < -2. 

(c) Si jc , < 8 y y < -3, entonces, de la propiedad (v), jc + y < 8 + (-3); 
esto es, jc + y < 5. 

(d) Si jc < y, entonces, de la propiedad (v), lx < 7y. Por ejemplo, como 

5 < 8, entonces 7 • 5 < 7 • 8 o, equivalentemente, 35 < 56. 

(e) Como 4 < 6, y si z < 0, entonces, de la propiedad (vii), 4 z > 6 z. Por 
ejemplo, como 4 < 6, entonces 4(-3) > 6(-3) o, equivalentemente, 
-12 > - 18 . ◄ 

La propiedad (vi) establece que si los dos miembros de una desigualdad 
se multiplican por un numero positivo, entonces el sentido de la desigual- 
dad no se altera, mientras que la propiedad (vii) establece que si los dos 
miembros de una desigualdad se multiplican por un numero negativo, en- 
tonces el sentido de la desigualdad se invierte. Las propiedades (vi) y (vii) 
tambi6n se cumplen para la division en vista de que al dividir los dos miem- 
bros de una desigualdad entre un numero d(d * 0) equivale a multipli- 
carlos por 1 jd, 

Se dice que un numero jc esta entre aybsia<xyx<b. Esto se 
puede expresar como la desigualdad continua a < x < b. Otra desigual- 
dad continua es a < x < b la cual significa que a '< x y jc < b. Ademds 
de estas, otras desigualdades continuas son a<x<bya<x<b. 


W EJEMPLO 1 Exprese los siguientes conjuntos con la notation 
de conjuntos y uno o mas de los simbolos <, >, < y >: (a) el conjunto de 
todas las jc tales que jc esta entre -2 y 2; (b) el conjunto de todas las t tales 
que 4t - 1 es no negativo; (c) el conjunto de todas las y tales que y + 3 
es positivo y menor que o igual a 15; (d) el conjunto de todas las z tales que 
2z es mayor que o igual a -5 y menor que -1. 

Solucion 

(a) = {jc | -2 < * < 2} (b) = {f|4f - 1 > 0) 

(c) = {jy|0 < >> + 3 £ 15) (d) = {zj-5 < 2z < -1) ◄ 

A continuacion se presentara una interpretacion geometrica del con- 
junto R de los numeros reales al asociarlos con puntos de una recta hori- 
zontal denominada eje. Se elige un punto, llamado origen, para representar 
el numero 0. Se selecciona arbitrariamente una unidad de distancia. Despues, 
cada nume-ro entero positivo n se representa por el punto situado a n uni- 
dades a la derecha del origen, y cada numero entero negativo -n se repre- 
senta por el punto ubicado a una distancia de n unidades a la izquierda del 
origen. A estos puntos se les conoce como puntos unidad y se designan 
mediante los numeros con los cuales se asocian. Por ejemplo, 4 se representa 
por el punto que est£ 4 unidades a la derecha del origen, y -4 se representa por 
el punto ubicado a 4 unidades a la izquierda del origen. La figura 1 muestra 
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los puntos unidades que representan a 0 y los primeros doce numeros 
enteros positivos y sus correspondientes enteros negativos. 



FIGURA 1 

Los numeros racionales se asocian con puntos del eje de la figura 1 al 
dividir los segmentos cuyos erttremos son puntos que representan numeros 
enteros sucesivos. Por ejemplo, si el segmento de 0 a 1 se divide en siete partes 
iguales, el extremo derecho de la primera subdivision se asocia con y el 
extremo derecho de la segunda se asocia con 2, y asf sucesivamente. El punto 
asociado con el numero y esta a tres septimos de la distancia del punto uni- 
tario 3 al punto unitario 4. De manera semejante, un numero racional nega- 
tivo se asocia con un punto situado a la izquierda del origen. La figura 2 
muestra algunos puntos asociados con numeros racionales. 

-4 * — * ++ — ♦ — * — ♦ 

-4 “T “3 'I -2 -H-J 01 2 2 2 3^4 - 

FIGURA 2 

Las construcciones geombtricas pueden utilizarse para determinar puntos 
que corresponden a ciertos numeros irracionales, tales como V2, V3, V5, 
etcetera. Consulte los ejercicios 35 y 36. Los puntos que corresponden a otros 
numeros irracionales pueden determinarse empleando aproximaciones deci- 
males. Por ejemplo, el punto que corresponde al numero tt puede aproximarse 
empleando algunos de los dfgitos de la represen tacibn decimal 3.14159. . . . 

Todo numero irracional puede asociarse con un unico punto del eje y 
cada punto que no corresponde a un numero racional puede asociarse con un 
numero irracional. Este hecho est£ garantizado por el axioma de completez 
(axioma 8.2.9), cuyo enunciado se presenta en la seccibn 8.2 debido a que 
se requiere cierta terminologia presentada y discutida ahi. De esta manera, 
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto R y el conjunto de los 
puntos de un eje. Por esta razbn, al eje horizontal se le conoce como recta 
numerica real (recta real o eje real). Como los puntos de esta recta estan 
identificados con los numeros que representan, se utiliza el mismo simbolo 
para represen tar el numero y el punto. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el conjunto 

{jc | —6 < x < 4}. Este conjunto esta representado en la recta numerica real 
de la figura 3. El corchete en 4 indica que el 4 pertenece al conjunto, y el pa- 
rbntesis en -6 indica que -6 no estd en el conjunto. ^ 

-4 — i — i — f— ( — | — i — I— l — i — | — l— l — i — ] [ • > 

-10 -6 -5 0 4 5 

{jt | -6 < x <: 4\ 

FIGURA 3 

El conjunto de los numeros * que satisfacen la desigualdad a < x < b se 
denomina intervalo abierto y se denota por (a, b). Por tanto, 

(i a , b) - [x\a < x < b) 
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-t > 

a b 

FIGURA 4 


{ * 

a b 

FIGURA 5 


i I 

a b 

FIGURA 6 


f \ 

a b 

FIGURA 7 


i 

a 

FIGURA 8 


FIGURA 9 


El intervalo cerrado de a a b es el intervalo abierto ( a, b) junto con los 
dos extremos del segmento a y b, y se denota por [a, b]. Asi, 

[a,b] = [x\a ^ x ^ b) 

La figura 4 muestra el intervalo abierto (a, b ), y la figura 5 presenta el 
intervalo cerrado [ a , 6]. 

El intervalo semiabierto por la izquierda es el intervalo abierto 
( a , 6) junto con el extremo derecho b. Este intervalo se denota por ( a , &]; 
de modo que 

( a.b ] = {x\a < x s b) 

Se define el intervalo semiabierto por la derecha de manera similar y 
se denota por [a, b). Asi, 

= (x| a £ x < i?) 

El intervalo ( a , b] se muestra en la figura 6, y el intervalo [a, b) se presenta 
en la figura 7. 

Se utilizara el simbolo +oo (infinito positivo o mas infinito) y el simbolo 
-oo (infinito negativo o menos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos simbolos con numeros reales, ya que no cumplen las propie- 
dades de dichos numeros. Asi, se tienen los siguientes intervalos: 

(a % + oo) = {jc | x > a) 

(-«.£») = {x j jc < ft) 

la, +oo) = {jr| jc 2. a) 
b) = {jcjjt S b l 

(-0G, -foo) = R 

La figura 8 muestra el intervalo ( a , +oo), mientras que la figura 9 presenta 
el intervalo (-oo, b). Observe que (-oo, +oo) representa el conjunto de todos 
los numeros reales. 

Para cada uno de los intervalos (a, b ), [a, b ], [< a , b) y ( a , b] los numeros a 
y b se denominan extremos del intervalo. El intervalo cerrado [ a , b] con- 
vene a los dos extremos, mientras que el intervalo abierto (a, b ) no contiene 
a ninguno de sus extremos. El intervalo [a, b ) contiene a su extremo iz- 
quierdo pero no al derecho, y el intervalo (a, b ] contiene a su extremo 
derecho pero no al izquierdo. Un intervalo abierto puede considerarse como 
el intervalo que no contiene a sus extremos; por el contrario, un interva- 
lo cerrado puede considerarse como el intervalo que contiene a todos sus 
extremos, En consecuencia, el intervalo [a y +oo) se considera como un in- 
tervalo cerrado porque contiene a su tinico extremo a. De forma semejante, 
(-oo, b] es un intervalo cerrado, en tanto que (a, +oo) y (-oo, b) son abiertos. 
Los intervalos [a, b) y ( a , b] no son abiertos ni cerrados. El intervalo 
(-oo, + oo) no tiene extremos, y se considera tanto abierto como cerrado. 


► EJEMPLO 2 Muestre el conjunto sobre una recta num^rica real 
y exprese el conjunto en notacion de intervalos. 


(a) [x 
(c) {x 
(e) {x 


-7 < jc < -2} 
jc < -5 o jc > 5) 

* < 0] U {jc I JC S 3] 


(b) (x 
(d) {x 


jc > 1 y x < 10) 

X 2 2) n u|* < 9) 



A.1 NUMEROS REALES Y DESIGUALDADES 1145 


Sollldon Las figuras 10(a), (b), (c), (d) y (e) muestran los conjuntos sobre 
la recta numerica real, respectivamente. Con la notation de intervalos, se tiene 

(a) \x | -7 < ;t< -2) = [-7,-2) 

(b) {jc j jc > 1 y x < 10) = (1, 10) 

(c) [jc j JC < -5 o * > 5) = ‘(- oct -5] U [5,+oo) 

(d) {jc j jc a 2) D [;c|* < 9) = [2,9) 

(e) {jc |jc < 0) U [x\x > 3} = (-oqO) U [3,+oo) ◄ 


► EJEMPLO 3 Muestre el intervalo sobre la recta real y utilice la 
notacion de conjuntos y los simbolos de desigualdad para expresar: (a) (-2, 4); 
(b) [3, 7]; (c) [1, 6); (d) (-4, 0]; (e) [0, +oo); (f) (-oo, 5). 

Solution Los intervalos se muestran en la recta real de las figuras 1 1 (a), 
(b), (c), (d), (e) y (f), respectivamente. Con la notacion de conjuntos se tiene 


I i i [ i H- h ) i I i i > 

-10 -7 -5 -2 0 

{jc|- 7 < x < -2} 

(a) 

-I I I ("1 - HI - | I 'I f I 11 " )> 

i> I 5 10 

{^|jc> 1 y x< 10} 

(b) 

< 1 ] I I I I | I I I I [ M 

-5 0 5 

{x|jr<-5 o x > 5} 

(c) 

i i i i [-i i i i i i ) i> 

0 2 5 9 10 

(jc | jc s: 2} n (jc | jc < 9} 

(d) 

<1 I I ) ; I [ I I l> 

0 3 

{jc | jc < 0 } u {jc|jc> 3} 

(e) 

FIGURA 10 


I I I I ( 1 4-4 I i ) 1 H 

-5 -2 0 4 5 

(- 2 , 4 ) 

(a) 

i I m E h- '| i ] l i | i » 

0 3 5 7 10 

13 , 7 ] 

(b) 

i 1 [ ■■ < i -H -) i> 

0 1 5 6 

[ 1 , 6 ) 

(c) 

[ I I I (-1 I I-] 1 I 1 |» 

-5 -4 0 

(- 4 , 0 ] 

(d) 

I I I [ I I I 1 I I > 

0 

[0, + oo) 

(e) 

I I -+ i — I — | — M — I — I—) — I — 1 — \ 

0 5 

(-*», 5 ) 

(f) 

FIGURA 11 


(a) (-2,4) = [jc |-2 < jc < 4) 
(c) [1, 6) = [jc 1 1 < jc < 6} 
(e) [0, +oo) = [jc | jc > 0} 


(b) [3, 7] = [jc | 3 < jc < 7) 

(d) (-4,0] = [jc j-4 < ;c < 0) 

(f) (-oo,5) = (jc|x < 5) ◄ 


El concepto de valor absoluto de un numero se emplea en algunas 
definiciones importantes del Calculo. 


A* 1*4 Definition de valor absoluto 


Si a es un numero real, entonces el valor absoluto de a, denotado por j a \ , 
es a si a es no negattvo, y es -a si a es negative. Con simbolos se escribe 


* - 


a 

-a 


si a 2s 0 
si a < 0 


L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Si en la definicion anterior se 

toma a como 6, 0 y -6, se tiene, respectivamente, 

1 6 1 = 6 1 0 1 = 0 |-6| (-6) 

- 6 ◄ 

El valor absoluto de un numero puede considerarse como su distancia 
(sin tener en cuenta el sentido, a la derecha o a la izquierda) desde el origen. 
En particular, los puntos 6 y -6 estan cada uno a seis unidades del origen. 

De la definicibn de valor absoluto, se tiene 


\a~b\ = 

{-(a 

o, equivalentemente, 


b 

■ b) 


V. 


- b 
a 


si a - b > 0 
si a - b < 0 


si a £ b 
sia < b 


En la recta numerica real, | a - b | unidades puede interpretarse como 
la distancia entre a y b sin tener en cuenta el sentido. Refierase a la figura 1 2. 




1146 APENDICE 


a [ < b a 2 > b 

|— |a, - £>| =-(fl| \a 2 -b\=a 2 -b -*j 

-f + +> 

a x . <h_ 

FIGURA 12 


-a < x < a 

i 1 

-a 0 

M<- 

FIGURA 14 


I 


P EJEMPL0 4 Muestre en la recta real los puntos que correspOn- 
den a los numeros -10, -7, -5, -3, 0, 3, 5, 7 y 10. Calcule la distancia entre u 
y v en los siguientes casos: (a) u = 10, v = 3; (b) u = 3, v = 7; (c) u — 5, 
.V=i Hjf(d) u = -7 r v =- €;ie) u = -3, v = -5; (f) « = -10, v = -7. 

Sol UC ion La figura 1 3 muestra en la recta real los puntos que correspon- 

den a los numeros dados. En cada inciso la distancia entre u y v es | u - v | 


unidades: 





(a) | u - v | 

= 1 10 - 3 | 

(b) 

|«-v|= 

1 3 -7| 


= |7| 


— 

1 “4 1 


= 7 


- 

4 

(c) |u - V 

= |5 - (-3)| 

(d) 

1“ - v \ = 

|-7 - 0| 


= 1 8 | 


= 

1-7 1 


= 8 


= 

7 

(e) | u - v | 

= |-3 - (-5)| 

(f) 

I u - V | = 

|-10 - (-7)| 


= |2| 


= 

N | 


= 2 


= 

3 ◄ 





1 1 ± W 

-*o 

— 1 — ♦ — 1 — ♦ — f — 4 — |— 
-7 -5 -3 

— 1 — ♦ — H — 1 — ♦“ 
0 3 

(♦if 

5 7 

1 If* 

10 


FIGURA 13 


\x\>a \x\>a 

H-t 

-a 0 a 

x < -a x > a 

FIGURA 15 


Ahora se trabajara con desigualdades que contienen valores absolutos. 
La desigualdad \x\ < a , donde a > 0, establece que en la recta numerica 
real la distancia del origen al punto x es menor que a unidades; esto es, 
-a < x < a. Consulte la figura 14. La desigualdad \x\ > a, donde a > 0, 
indica que en la recta real la distancia del origen al punto x es mayor que a 
unidades; esto es, x > a o x < -a. Refierase a la figura 15. A continuacion 
se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble <=> se utili- 
za aquf y a lo largo del texto para indicar que la proposicidn anterior al sim- 
bolo y la proposicidn posterior son equivalentes. Asf, 

jxj<a -a < x < a donde a > 0 (1) 

\x\ > a *=* x > a o x < -a donde a > 0 (2) 


Recuerde de algebra que el simbolo 4a , donde a > 0, esta definido co- 
mo el unico numero no negativo x tal que x 2 = a . Se lee 4a como “la rafz 
cuadrada principal de a”. Por ejemplo, 


V4 = 2 V0 = 0 


rr = 3 

V 25 5 


Nota: V4 * -2 aunque (-2) 2 = 4, debido a que V4 denota solo la rafz 
cuadrada positiva de V4 . La rafz cuadrada negativa de 4 se representa por - V4 . 

Como se tratar&n unicamente numeros reales en Calculo, 4a no est£ 
definida si a < 0. 

De la definicion de 4a se deduce que 


Vi 2 = |x| 


' EJEMPLO ILUSTRATIV0 6 

vs2 = |5| vr^ = Mi 

= 5 =3 


◄ 
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Las propiedades del valor absoluto dadas en el teorema siguiente son 
utiles en Calculo. 


A. 1.5 Teorema 


Sean a f b e R t eutpnces n t . | t: 
(i) | j, k, | a | J b | , 


a i « : >;jj ■ 


® f 


= {^| si b * 0 

1*1 


Demostracion de (i) 

\ab\ = 

= 4am 

= 4^-4^ 

= l<*l ■ 1*1 ■ 

La demostracion de (ii) es similar. 

En Calculo, con frecuencia se desea reemplazar una desigualdad por otra 
equivalente y mas simple, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


► EJEMPLO 5 Muestre que la desigualdad 

| (3jc + 2) - 8 | < 1 es equivalente a | x - 2 | < j 
Solucion Las desigualdades siguientes son equivalentes: 

| (3jc + 2) - 8 | < 1 
| 3x - 6 j < 1 
|3(* - 2) | < 1 
1 3 1 \x - 2 j < 1 
3 j jc — 2 j < 1 

I* - 2| < 3 < 

En el teorema siguiente, denominado desigualdad del triangulo (o 
triangular ), y sus dos corolarios dados en el teorema A. 1.7, se emplean 
regularmente en la demostracion de teoremas del Calculo. 


A. 1.6 Teorema La desigualdad del triangulo 


Dados & x b € /f,entonces 
|fl + *| s \a\. + |6| 

Demostracion Por la definicion de valor absoluto, a = | a | o 
a = - j a | ; asi 

- | a | < a < | a | 

Ademas, 

-\b\*bs\b\ 

De estas dos desigualdades continuas y la propiedad (v) del teorema A. 1 .3, resulta 
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En consecuencia, de la proposicion (1) con < en lugar de <, se tiene 

\a + b\ < | a | + \b\ u 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra el contenido de la de- 
sigualdad del triangulo para cuatro casos particulares. 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

Si a = 3 y b — 4, entonces 

\a + b\ = |3 + 4j \a\ 

+ | 

b\ 

=|3| + |4| 

= M 



= 3 + '4 

= 7 



= 7 

Si a = -3 y b = 4, entonces 




\a + b \ = j— 3 + 4| I a | 

+ | 

b I 

=!-3| + | 4 | 

= |1| ' 



= 3 + 4 

= 1 



= 7 

Si a = 3 y b = -4, entonces 




|a + b\ = |3 + (-4)| | | 

+ | 

b\ 

= 1 3 I + |-4| 

=. 1- 1 1 



= 3+4 

= 1 



= 7 

Si a = -3 y b = -4, entonces 




|fl + b\ = |-3 + (-4)| |« | 

+ 1 

b\ 

= |-3 | + |-4| 

' = 1-7) 



= 3+4 

= 7 



= 7 

En cada caso |a + &| £ |o| + |&| 



◄ 


A, 1.7 Teoremo 


Sean a,b e R, entonces 

a) \ a -.b\ * m + |*j . 

(M) [o| - \b\ £ | a - b\ 

Demostracion de (i) 

| a - b | = | a + HO | ?S | a | + | H>) j = | a | + | b | 
Demostracion de (ii) 

\a \ = \(a - b) + b \ < \a - b\ + \b\ 

De este modo, al restar | b | de los dos miembros de la desigualdad, se tiene 
|a|-|£|<|a-fc| ■ 


EJERCICIOS A.l 


En los ejercicios J y 2, acomode los elementos del subconjunto 
dado de R en el mismo orden que sus puntos correspondientes de 
la recta numerica real de izquierda a derecha. 

1. {-2, 3, 21, 5, -7, §, -72, - 1 - -v/5, -10, 0, |, -|, -1 } 

2. {U,7T. -8,-VI, 3.-V3.4, ^,-§,1.26, \jc) 

En los ejercicios 3 a 6, utilice la notacion de conjuntos y uno o 
mas de los simbolos <,>,<>> para denotar el conjunto. 


3. (a) El conjunto de todas las x tales que jc es mayor que -9 y 
menor que 8; (b) el conjunto de todas las y entre -12 y -3; 
(c) el conjunto de todas las z tales que 4z - 5 es negativo. 

4. (a) El conjunto de todas las * entre -5 y 3 ; (b) el conjunto de 
todas las y tales que y es mayor que o igual a -26 y menor 
que -16; (c) el cotyunto de todas las stales que 8/ - 4 es 
positivo. 

5. (a) El conjunto de todas las jc tales que 2x + 4 es no negati- 
vo; (b) el conjunto de todas las r tales que r es mayor que o 
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igual a 2 y menor que 8; (c) el conjunto de todas las a tales 
que a - 2 es mayor que -5 y menor que o igual a 7. 

6. (a) El conjunto de todas las s tales que 2 s + 3 es no positi- 
vo; (b) el conjunto de todas las jc tales que 3jc es mayor que 
10 y menor que o igual a 20; (c) el conjunto de todas las stales 
que 2s + 5 est4 entre -1 y 5, incluyendo estos numeros. 


En los ejercicios 7a J4, haga lo siguienterfi) muestre el Conjunto 
sob re la recta real; ( ii ) repre sente el conjunto por medio de no- 
tation de intervalos; (Hi) describa el conjunto en palabras, de 
manera semejante a la description de los ejercicios 3 a 6. 


1. 


8 . 


9. 


(a) \x 
(a) U 

(a) [x 

(b) {jc 


jc > 2} 
jc < 8} 

jc > 2 y jc < 12} 
jc ^ -4 o jc > 4} 


(b) {jc | — 4 < jc < 4} 
(b) {jc j 3 < * < 9) 


10 . 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


(a) {x 

(b) [x 

(a) {jc 

(b) {jc 

(a) {x 

(b) {jc 

(a) {jc 

(b) {jc 

(a) [x 

(b) {jc 


> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

< 

> 

> 


-5 y jc < 5} 

3 o jc > 6} 

2) fl {x\x < 12) 
-4) U {jc | jc > 4) 
-5) fl [x\x < 5) 

3) U {jc(jc > 6) 
-4) fl {jc | jc < 0) 
0 ) U [x\x <; 7) 

-si n {j|j s o) 

2) U {jc|jc > 10) 


En los ejercicios 15 a 18 , muestre el intervalo sob re la recta 
numerica real y utilice la notation de conjuntos y slmbolos de 
desigualdad para denotar el intervalo indicado. 


15. (a) (2, 7) 

(b) [-3, 6] 

(c) (-5, 4] 

(d) [-10, -2) 

16. (a) (-5, 5) 

(b) [1, 9] * 

(c) [~8, 3) 

(d) (-7,0] 

17. (a) [3, +oo) 

(b) (-oo, 0] 

(c)(-4,+oo) 

(d) (- 00, + oo) 

18. (a) (-oo, -2] 

(b) (-1, + oo) 

(c) (-oo, 10) 

(d) [0,+oo] 

En los ejercicios 19 y 20, determine el valor absoluto en cada 

inciso. 


19. (a) |7| 

<b>HI 

(c) | 3 - V3 | 

(d) | s/3 - 3 | 

20. (a) | i | 

(b) | -8 1 

(C) I Tt - 2 1 

(d) j 3 - Tt\ 

En los ejercicios 21 a 24, muestre los puntos que corresponden a 
uyv sobre la recta real y despues calcule la distancia entre ellos. 

21. (a) u = 8, v = 2 

(b) u = -8, v = 2 

(c) u — 8, v — -2 

(d) u = -8, v = -2 

22. (a) u = 6, v - 4 

(b) u = -6, v = 4 

(c) u = 6, v — —4 

(d) u - -6, v = -4 

23. (a) u = t, v = 2r, y t > 0 

- 

(b) u = t, v = 2r, y t < 0 



24. (a) u = t, v = ~t, y t > 0 

(b) u = u v * jt, y t < 0 

En los ejercicios 25 a 30, demuestre que las dos desigualdades 
son equivalentes. 

25. | (2jc - 3) - 9| < 1; \x - 6| < £ 

26. |(2x + 3) - 1 1 < 1; \x + 6|< } 

27. | (3x - 5) - 1 | < I; |j - 2| < i 

28. | (5jc — 2) - 3 1 < y; |jt - 1 1 < 

29. |(1j- 5) + 7|<1; | jt + 4 1 < i 

30. \(lx- 1) + 2 1 < £; | j + 4 1 < | 

En los ejercicios 31 y 32, verifique la desigualdad del triangulo 


para los valores de ay b. 


31. (a) a = 5 y b = 7 

(b) a = 5 y b = -7 

(c) a = -5 y b - 1 

(d) a = -5 y b = -7 

32. (a ) a = j y b = i 

(b)a = y b = i 

(c) a = } y b = 

(d)a = --1 y b = - 


En los ejercicios 33 y 34, utilice la desigualdad del triangulo 

para demostrar la proposicidn indicada. 

33. Si | jc — 1 | < 1 y | y + 1 | < i , entonces 

I* + * I < TJ- 

34. Si | jc - 1 | < \ y | y - 1 | < \ , entonces 

I* - y\ < Ti- 

35. Para determinar el punto de la recta numerica real que co- 
rresponde al numero V2, utilice la construccion indicada 
en la figura adjunta: desde el punto 1 , se dibuja un segmento 
de recta perpendicular al eje. Al unir el extremo superior de 
este segmento con el origen se forma un triangulo rectan- 
gulo. La longitud de la hipotenusa de este triangulo es V2 
unidades. Este hecho se deduce del teorema de Pitdgoras, 
el cual establece que c 2 tiene el mismo valor que a 2 + b 1 ' 
donde c unidades es la longitud de la hipotenusa, y a uni- 
dades y b unidades son las longitudes de los otros dos lados. 
Despu6s se dibuja un arco de la circunferencia que tiene 
su centro en el origen y radio V2; el punto donde este arco 
intersecta al eje es V 2 . Utilice este m6todo para deter- 
minar el punto correspondiente a yfS . 



36. Determine el punto de la recta real que corresponde al nu- 
mero irracional vlO . Sugerencia: consulte el ejercicio 35. 
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A.2 COORDENADAS Y GRAFICAS DE ECUACIONES 
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(-4,5), 


1 » I I \ I I 


(- 6 , 0 ) O 
■ (- 8 , - 6 ) 


• (8, 5) 

• ( 1 , 2 ) 

I » I \ * I 1-4 ■{ ■! > * 

( 2 , 0 ) 

(0.-4) 


(9, -7) , 


FIGURA 3 


segundo cuadrante 

primer cuadrante 

O 

tercer cuadrante 

cuarto cuadrante 


La creation de la geometria analitica se atribuye a Rene Descartes (1596-1 650), 
matem£tico y filosofo francos. En su libro Geometria , publicado en 1637, 
Descartes establecio la union tlel algebra y de 14 geometria mediante un sistema 
de coordenadas cartesianas rectahgulares (llamado asi en su honor). Este 
sistema de coordenadas utiliza pares ordenados de numeros reales. 

Dos numeros reales cualesquiera forman un par, y cuando el orden en que 
aparecen los numeros es significante, se le denomina par ordenado. Si x es el 
primer numero real y y es el segundo, este par ordenado se denota por (jc, y). 
Observe que el par ordenado (5, 2) es diferente del par ordenado (2, 5). 

El conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales recibe el 
nombre de piano numerico, el cual se denota por R 2 , y cada par ordenado 
(jc, y) es un punto del piano numerico. De la misma forma en que /?, el con- 
junto de los numeros reales, se identifica con los puntos de un eje (espacio 
unidimensional), puede identificarse R 2 con los puntos de un piano geome- 
trico (espacio bidimensional). Para ello se eligen dos rectas en el piano 
geometrico, una horizontal, llamada eje jc, y la otra vertical, denominada 
eje y. El punto de intersection de los ejes x y y recibe el nombre de origen, 
y se denota por O. Por lo comun, las unidades de medicion a lo largo de los 
dos ejes es la misma. Se establece que el sentido positivo del eje x es hacia 
la derecha del origen, y el sentido positivo del eje y es hacia arriba del 
origen. Refierase a la figura 1 . 

Ahora se asociara un par ordenado de numeros reales (jc, y) con un punto 
del piano geometrico. En el punto jc del eje horizontal y en el punto y del eje 
vertical, se dibujan segmentos de recta perpendiculares a los ejes respectivos. 
La intersection de estos dos segmentos de recta perpendiculares es el punto P 
asociado con el par ordenado (jc, y). Consulte la figura 2. El primer numero jc del 
par se denomina abscisa (o coordenada jc) de /\ y el segundo numero y se lla- 
ma ordenada (o coordenaday ) de P. Si la abscisa es positi va, P estara a la dere- 
cha el eje y; y si es negati va, P se hallara a la izquierda del eje y. Si la ordenada 
es positiva, P estara arriba del eje jc, y si es negativa, P se hallard debajo del eje 
jc. La abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas 
cartesianas rectangulares del punto. Existe una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de un piano geometrico y R 2 ; esto es, a cada punto le corres- 
ponde un unico par ordenado (jc, y), y cada par ordenado (jc, y) esta asociado con 
un unico punto. Esta correspondencia uno a uno se denomina sistema coor- 
denado cartesiano rectangular. La figura 3 ilustra un sistema coordenado 
cartesiano rectangular con algunos puntos indicados. 

A los ejes jc y y se les llama ejes coordenados. Estos dividen al piano en 
cuatro partes denominadas cuadrantes. El primer cuadrante es aquel en el que 
las abscisas y las ordenadas son positivas, es decir el cuadrante superior 
derecho. Los otros cuadrantes se numeran en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, por lo que el cuarto cuadrante es el cuadrante inferior 
derecho. Vea la figura 4. 

Debido a la correspondencia uno a uno, se identifica R 2 con el piano 
geometrico. Por esta razon a un par ordenado (jc, y) se le llama tambien punto. 

A continuation se discutira el problema de calcular la distancia entre 
dos puntos de R 2 . Si A es el punto (jc p y,) y B es el punto (jc 2 , yj) (es decir, A 
y B tiene la misma ordenada pero diferente abscisa), entonces la distancia 
dirigida de A a B se denota por AB y se define como 


AB = x 2 - x x 


FIGURA 4 
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(a) 


(- 8 , 0 ) 


AB = 14 
(b) 


( 6 , 0 ) 


5(1,2) A(4, 2) 


H { h 


AB = - 3 

(c) 

FIGURA 5 


y y 

D(~2, 4) 


C(l,-2) 


CD = - 6 
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0(1, -8) C(—2, —3) 


CD = 7 
(b) 


FIGURA 6 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Refierase a las figuras 5(a), 
(b) y (c). Si A es el punto (3, 4) y B es el punto (9, 4), entonces AB = 9 - 3; 
esto es, AB = 6. Si A es el punto (-8, 0) y B es el punto (6, 0), entonces AB = 
6 - (-*8); es deck, AB - 14. Si A es el punto (4, 2) y B es el punto (1, 2), en- 
tonces AB = 1 - 4; esto es, AB = -3. Seobservaque AB es positiva si # estd 
a la derecha de A, y AB es negativa si B se encuentra a la izquierda de A. ^ 

Si C es el punto (x v y { )yD es el punto (x v y 2 ), entonces la distancia 
dirigida de C a D, denotada por CD, se define por 

CD = y 2 - y { 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Refierase a las figuras 6(a) y 
(b). Si C es el punto (1,-2) y D es el punto (1,-8), entonces CD = -8 - (-2); 
esto es, CD = -6. Si C es el punto (-2, -3) y D es el punto (-2, 4), enton- 
ces CD = 4 - (-3); es deck, CD = 7. El numero CD es positivo si D esta por 
arriba de C, y CD es negativo si D se encuentra debajo de C. ^ 

Observe que el termino distancia dirigida indica tanto la distancia 
como el sentido (positivo o negativo). Si solo interesa la longitud del seg- 
mento de recta entre los punto P x y P 2 sin considerar el sentido, entonces se 
emplea el termino distancia no dirigida. La distancia no dirigida de P } a P 2 
se denota por | P { P 2 | , la cual es un numero no negativo. Si se utiliza la pala- 
bra distancia sin el adjetivo dirigida o no dirigida , debe entenderse que se 
hace referenda a la distancia no dirigida. 

Ahora se obtendra una formula para calcular la distancia 1 P X P 2 1 si 
PjOcp y x ) y P 2 (: c 2 , y 2 ) son dos puntos cualesquiera del piano. Se empleara el 
teorema de Pitagoras de la geometria plana, el cual se enuncia a continuacion. 
Consulte la figura 7. 


A. 2,1 Teorema El teorema de Pitagoras 


Eli un tri&igulo rectdngulo, si a y b son las longitudes de los lados 
perpendicu lares y c es la longitud de la hipotenusa, entonces 

a 1 + b 2 = c 2 

La figura 8 muestra a P } y P 2 en el primer cuadrante y el punto R(x 2 , yj). 
Observe que | P X P 2 \ es la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo 
P x RP 2 . Del teorema de pitagoras, se tiene 

i^i 2 = iw + m 1 
\m = ^t^i 2 + i^i 2 

\fVz\ = “ -*l) 2 + (J2 - ^l) 2 


En esta f6rmula no se considera el simbolo ± frente al radical debido a que 
| P X P 2 | es un numero no negativo. La formula se cumple para todas las posi- 
ciones posibles de P x y P 2 en los cuatro' cuadrantes. La longitud de la hipote- 
nusa siempre es | P { P 2 [ , y las longitudes de los catetos siempre son | P X R | y 
| RP 2 1 . En consecuencia, se tiene el teorema siguiente. 
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x 


FIGURA 8 


A-2.2 Teorema La formula de la distanria 


La distaneia entre dos puntos P] (jtj, Jj) y ty*!’ est ^ determinada por 

\?Yi\ * ‘tfai w Jrr ) 2< * (>2 " >i ) 2 

Si Pj y P 2 estan en la misma recta horizontal, como en la Figura 9, en- 
tonces y 2 = y i y 

1^1 = V(*2 ~ *l) 2 + 02 
<=> = |*2 - *il (porque Vo 2 = \a\) 


Ademas, si P { y P 2 estdn en la misma recta vertical, como se muestra en la 
Figura 10, entoncesjc 2 = x { y 


\ P l P 2\ = I x 2 x i I 


I PA I = -V° 2 + (> 2 - yi) 2 

» 1^1 = I >2 " >ll 


p ii x 2>y^ 


o 


■> X 


FIGURA 9 


A continuaci6n se obtendran las fdrmulas para determinar el punto 
medio de un segmento de recta. Sea M(jc, y) el punto medio del segmen- 
to de recta de yj) a P 2 (jc 2 , y 2 )- Consulte la figura 1 1 . Como los triangu- 
los P { RM y MTP 2 son congruentes, entonces 


|/y?| = \MT\ y \RM\ = \TP 2 \ 


Asf, 


Ivil-ta-*! 


2x = Xj + X2 

V - *1 + *2 

2 


y - y\ = y 2 ~ y 

2y = >i + y 2 

v _ yi + yj. 

y 2 


De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 


p i^ x 2> 


FIGURA 10 


A* 2,3 Teorema Formulas del punto medio 


Si M(x,y) es el punto medio del segmento de recta de a 

P 2 (* 2 * J 2 )» entonces 

jr= ^ + x 2 v = £ + >2 

2^2 


y 



En la deduccidn de las formulas, se supuso que x 2 > Jtj y y 2 > yj. Las 
formulas tambidn se cumplen al considerar cualquier otro orden de estos 
numeros. 


► EJEMPLO 1 (a) Determine las coordenadas del punto medio Af 

del segmento de recta de A(5, -3) a P(-l , 6). (b) Ubique los puntos A.MyBen 
un si sterna coordenado y demuestre que | AM | = | MB \ . 

Solucion 

(a) Si Af es el punto (. x , y), de las fdrmulas del punto medio, se tiene 
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y 



= 2 =| 

De modo que M es el punto (2, |). 

(b) La figura 1 2 muestra los puntos A,MyB. De la fdrmula de la distancia se 


obtiene 

\AM\ = ^/(2 - 5) 2 + (| + 3) 2 

\m\ = ^(-i - 2> 2 + (6 - |) 2 



= | VT3 

= I VT3 


y 


O W-S 

• 

• 

- • 

1 1 1 - 1 1 k 

—5 ° 

1 1 T 1 1 * 

5 

4 

*■ 

• - 

--5 

• 

- 

-10- 

- 


FIGURA 13 


Table 1 


X 

-2 -1 0 

1 

2 

3 

y = 3x-2 

-8 -5 -2 

1 

4 

7 



FIGURA 14 


Portanto, \AM\ = \MB\. ◄ 

Se ha mostrado como el sistema coordenado cartesiano puede emplear- 
se para obtener hechos geomdtricos mediante algebra. Ahora se mostrard 
como dicho sistema permite asociar una grafica (un concepto geometri- 
co) con una ecuacion (un concepto algebraico). 

Una ecuacion algebraica en dos variables x y y es un enunciado en el 
que se establece que dos expresiones en x y y son iguales. Cuando x y y se 
sustituyen por ntimeros especi'ficos, por decir ay b, entonces el enunciado 
que resulta puede ser verdadero o falso. Si es verdadero, entonces el par 
ordenado (a, b) se denomina solucion de la ecuacion. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuacidn 

y = 3* - 2 (1) 

donde ( x , y) es un punto en R 2 . Si x se sustituye por 2 en la ecuacion, se ob- 
serva que y es igual a 4; asf, el par ordenado (2, 4) es una solucidn de esta 
ecuacion. Si cualquier numero se sustituye por x en el miembro derecho de 
(1), se obtiene un valor correspondiente para y. Por tanto, (1) tiene un nti- 
mero ilimitado de soluciones. Las soluciones que se obtienen de la tabla 1 
son (-2, -8), (-1, -5), (0, -2), (1.1), (2, 4) y (3, 7). ◄ 


A. 2.4 Definition de la grafica de una ecuacion 


La grAflca de una ecuacidn en R 2 es el coojumo de todos los puntos de 
R 2 cuyas coordenadas son soluciones de la ecuacidn. 


Debido a que la ecuacidn (1 ) tiene un numero ilimitado de soluciones, su 
grafica consiste de un ntimero infinito de puntos. Los seis puntos proporciona- 
dos por la tabla 1 y mostrados en la figura 13, parecen estar sobre un recta. De 
hecho, aprenderd en la seccion A.3 del apendice que cada solucion de la 
ecuacion (1) corresponde a un punto sobre una recta, y recfprocamente, las 
coordenadas de cada punto de la recta satisfacen (1). Por tanto, la recta es la 
grafica de la ecuacidn. Esta grdfica se muestra en la figura 14, donde las puntas 
de flecha indican que la recta continua en los dos sentidos. Las coordenadas de 
cualquier punto ( x , y) de la recta satisfacen (1), y las coordenadas de cualquier 
punto que no pertenece a la recta no satisfacen la ecuacidn. 
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FIGURA 15 


Recuerde, de la section del principio del libro titulada Preparation para 
el estudio del Calculo , que se indico que las grdficas se obtendrfan en dos 
formas: (i) a mano, donde se utilizan los terminos dibuje la grafica ; (ii) en una 
calculadora grafica o graficadora, donde se indica trace la grafica. 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La grdfica de la ecuacion 
y = 3* - 2 

trazada en el rectdngulo de inspection de [-12, 12] por [-8, 8], se muestra en la 
figura 15. Compare las figuras 14 y 15, las cuales muestran la misma recta. A 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La grafica de la ecuacion 


y = x 2 - 3 



trazada en el rect&ngulo de inspection de [-9, 9] por [-6, 6], se muestra en 
la figura 16. ^ 

La grafica de la ecuaciOn del ejemplo ilustrativo 5 es una parabola. Las 
parabolas se estudian con detalle en la secciOn A.4 del apendice. 

La mayorfa de las graficadoras pueden trazar grdficas para mas de una 
ecuaciOn en el mismo rect&ngulo de inspection. Esto se realiza en el ejemplo 
siguiente. 


► EJEMPLO 2 

y 2 = Ax 


(a) Dibuje la grdfica de la ecuaciOn 


FIGURA 16 


localizando en un sistema coordenado los puntos para los cuales x es igual a 0, 
1 , 2, 3 y 4 y uniendo estos puntos mediante una curva. (b) Trace las graficas 
de las dos ecuaciones 



FIGURA 17 


y = 2~fx y y = —2«Jx 

en el mismo rectdngulo de inspection, (c) ^Por quO son identicas las curvas 

obtenidas en los incisos (a) y (b)? 

Solucion 

(a) Como y 2 es no negativo, los valores de x estan restringidos a numeros no 
negativos. Para cada valor positivo de x existen dos valores de y. La tabla 
2 proporciona los valores de y cuando x es igual a 0, 1 , 2, 3 y 4. A1 locali- 
zar y unir los puntos cuyas coordenadas son los valores jc y y de la tabla 
se obtiene la grafica dibujada en la figura 17. 


X 

0 

1 

12 2 3 3 

1 

4 

4 

It 

£ 

0 

2 

-2 2V2 -2^2 2V3 -2V3 

4 

-4 


(b) En la graficadora se consideran 

y ] = 2 V* y y 2 = -2Vx 
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FIGURA 18 



y = ABS(jc) 

FIGURA 19 


y 



FIGURA 20 


y 




• (“3,2) - 

l I i 

(3,2)# 

1 f ! 

• (-3,-2) - 

(3,-2)# 

- 



FIGURA 21 


y se trazan las graficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectangulo de 
inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 18. 

(c) La ecuacion y 2 = 4x es equivalente a las dos ecuaciones y = 2 Vjc y 
y =. -Z.Vjc . Por tanto, lamnioade la$ graficas de y^y y 2 trazadas en 61 
inciso (b) es la misma que la grafica dibujada en el inciso (a). A 

La darSa del ejemplo 2 tiu&bien es una parabola. 


► EJEMPLO 3 (a) Trace la grafica de la ecuacion y = |jc| 

(b) Dibuje la grafica de la ecuacion del inciso (a). 


Solucion 


(a) El calculo del valor absoluto de un numero se efectua intemamente en la 
graficadora y en la mayorfa de las calculadoras se denota por ABS. Sea 

y = ABS(jc) 


y trace la grafica en el rectangulo de inspeccion de [-6, 6] por [-2, 6], 
mostrada en la figura 19. 

(b) De la definicion de valor absoluto de un numero, 

| x six > 0 

y = 

{ - x si x < 0 

La tabla 3 proporciona algunos valores de x y y que satisfacen la ecua- 
cion, y la grafica se muestra en la figura 20, la cual concuerda con la fi- 
gura 19. 


Tabla 3 

* 0 12 3 

3>=W 0 1 2 3 


4 -1 -2 -3 -4 

4 12 3 4 


◄ 


La simetria es una propiedad de las graficas, especialmente util cuando 
se dibujan las graficas de ciertas ecuaciones. 


A* 2*5 Definicion do simetria de dos puntos 


Se dice que los dos puntos PyQ son si met ri cos con rcspccto a una recta 
si y s6Io si la recta es la bisectrix perpendicular (mediatrix) del segmento 
PQ. Dos puntos P y Q se dicen si metric os con respecto a un tercer 
punto si y sdlo si el tercer punto es el punto medio del segmento PQ. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Los puntos (3, 2) y (3, -2) 
son simetricos con respecto al eje jc, los puntos (3, 2) y (-3, 2) son simetricos 
con respecto al eje y 9 y los puntos (3, 2) y (-3, -2) son simetricos con res- 
pecto al origen. Refierase a la figura 21 . A 

En general, los puntos (x t y) y (jc, -y) son simetricos con respecto al 
eje jc; (jc, y) y (-jc, y) son simdtricos con respecto al eje y; y (jc, y) y (— jc, -y) 
son simetricos con respecto al origen. * 
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A. 2. 7 Definition de simetria de una grafica 


La grafica de una ecuaridn es stm&rica coo respecto a una recta / sj y 
s6\q si para cada punto P de la griifica existe un punto Q tambiin de la 
gr&fiea tal que P v Q son simdtricos coft respecto a la recta /. La grifi- 
ca de una ecuaridn es £tm£tric& con respecto a un punto R, si y s6lo si ‘ 
para cada punto P de la grtffka existe un punto S tambien de la gr&fica ■ 

tal qne P y S son sim^tricdg cbii respecto ai punto R. 

n . ■ -■ r , . : , 


La figura 22 muestra una grafica simdtrica con respecto al eje x y la fi- 
gura 23 presenta una grafica simetrica con respecto al eje y , y la figura 24 
muestra otra grafica simetrica con respecto al origen. 

De la definicion de simetria de una grafica, se deduce que si un punto 
(;t, y) est& en una grafica simetrica con respecto al eje x , entonces el pun- 
to (x, - y ) tambien debe estar en la grafica. Si los puntos (jc, y) y (;t, -y) estan 
en la grafica, entonces la grafica es simetrica con respecto al eje x. Por tanto, 
las coordenadas del punto (jc, -y) asi como las del punto (x, y) deben satisfa- 
cer la ecuacidn de la grafica. En consecuencia, la grafica de una ecuacion en 
x y y es simetrica con respecto al eje x si y solo si se obtiene una ecuacion 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuacion. De esta forma, se 
ha demostrado el inciso (i) del siguiente criterio de simetria. Las demostra- 
ciones de los incisos (ii) y (iii) son semejantes. 



A.2.7 Teorema Criterios de simetria 


La grdfica de una ecuacidn en jc y y es 

(i) simetrica con respecto a 1 eje x si y sdlo si se obtiene una ecuacidn 
equivalente cuando se sustituye y por -y en la ecuacidn; 

(ii) simetrica con respecto ai eje y si y sdio si se obtiene una ecu acid n 
equivalente cuando se sustituye x por -x en la ecuacidn: 

(iii) simdtriea con respecto al origen si y sdlo si se obtiene una ecuacidn 
equivalente cuando se sustituye x por — jc y y por ~yen la ecuacidn. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refidrase a la grafica de la 
figura 1 6, la cual es simetrica con respecto al eje y, y cuya ecuacidn es 


y = X 2 - 3 


.y 



Si jc se reemplaza por -jc, se obtiene la ecuacion 
y = (~x) 2 - 3 

<=> y = x 2 - 3 ^ 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 La grafica dibujada en la fi- 

gura 17 es simdtrica con respecto al eje jc, y su ecuacion es 
y 2 = 4jc 

Al sustituir y por -y en esta ecuacion, se obtiene 
(-y) 2 = 4jc 

<=> y 2 = 4.c M 


FIGURA 24 
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FIGURA 25 


► EJEMPL0 4 


Veriflque la simetrfa de la grafica cuya ecuacioires 


Despues trace su grafica. 

Solucion Se verificard la simetria. Si x se reemplaza por -x y y se 
sustituye por -y en la ecuacidn dada, se tiene 

-y = |(-*) 3 
<=> y = j* 3 


Por tanto, por el criterio de simetria (iii), la grdfica es simetrica con respecto al 
origen. La grdfica no es simetrica con respecto al eje x ni con respecto al eje y 
como se puede verificar al aplicar los criterios de simetria (i) y (ii). 

La grafica de la ecuacion dada, trazada en el rectangulo de inspeccidn de 
[-10* 10] por [-10, 10], se muestra en la figura 25. Observe la simetria con 
respecto al origen. A 


EJERCICIOS A.2 


En los ejercicios 1 y 2, localice el punto P en un sistema coor - 
denado cartesiano rectangular y determine el cuadrante en el 
que se encuentra. 


1. (a) P(3,7) 
(c) Pi 2, -5) 

2. (a) P( 5, 6) 
(c) P{-1, -2) 


(b) P(- 4, -6) 
(d) Pi- 1, 4) 
(b) Pi 8,-1) 
(d) Pi-9, 3) 


En los ejercicios 3 a 8, localice el punto P y cada uno de los 
puntos siguientes en un sistema coordenado cartesiano rec- 
tangular. (a) El punto Q tal que el segmento de recta de P a Q 
sea perpendicular al eje x y bisecado por dicho eje. Proporcio- 
ne las coordenadas de Q. (b) El punto R tal que el segmento de 
recta de P a R sea perpendicular al eje y y bisecado por este 
eje. D£ las coordenadas de R. (c) El punto S tal que el segmen- 
to de recta de P a S sea bisecado por el origen. Proporcione 
las coordenadas de S. (d) El punto T tal que el segmento de recta 
de P a T sea perpendicular a la recta a 45° que pasa por el ori- 
gen y biseca los cuadrantes primero y tercero, y que biseque al 
segmento PT. De las coordenadas de T. 

3. P(l,-2) 4. Pi-2,2) 5. Pi 2,2) 

6. Pi-2,-2) 7. Pi- 1,-3) 8. P(0,-3) 


En los ejercicios 11 y 12, dibuje el triangulo que tiene vertices 

en A, By Cy calcule las longitudes de los lados. 

11. A(4, -5), Bi~2, 3), C(-l, 7) 

12. A(2, 3), 5(3, -3), C(-l, -1) 

13. Una medians de un tridngulo es un segmento de recta tra- 
zada desde un v6rtice hasta e! punto medio del lado opues- 
to. Calcule la longitud de las medianas del triangulo cuyos 
vertices son A(2, 3), 5( 3, -3) y C(-l, -1). 

14. Calcule las longitudes de las medianas del tridngulo que 
tiene vertices A(-3, 5), £( 2, 4) y C(-l, -4). 

15. Demuestre que el triangulo cuyos vertices son A(3, -6), 
5(8, -2) y C(-l, -1) es un triangulo rectangulo. Sugeren- 
cia: utilice el reciproco del teorema de Pitagoras. 

16. Determine los puntos medios de las diagonales del cuadri- 
lStero cuyos vertices son (0, 0), (0, 4), (3, 5) y (3, 1 ). 

17. Demuestre que los puntos A(-7, 2), £( 3, -4) y C(l, 4) son 
los vertices de un triangulo isdsceles. 

18. Demuestre que los puntos A (-4, -1), fl(- 2, -3), C(4, 3) y 
D(2, 5) son los vertices de un rectangulo. 

19. Demuestre que los puntos (-3,2), (1,-2) y (9,-10) son 
colineales utilizando la formula de la distancia. 


En los ejercicios 9 y 10, haga lo siguiente: (a) determine las 
coordenadas del punto medio M del segmento de recta de A a B; 
(b) localice los puntos A, M y B en un sistema coordenado 
cartesiano rectangular y demuestre que \ AM | = | MB [ . 

9. A (-4, 7) y P(l, -3) 10. A(3, 4) y P(4, -3) 


20. Determine si los puntos (14, 7), (2, 2) y (-4, -1) son coli- 
neales empleando la formula de la distancia. 

21. Demuestre que los puntos A(6, -13), P(- 2, 2), C(13, 10) y 
D(21,-5) son los vertices de un cuadrado. Calcule la lon- 
gitud de una diagonal. 
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2 2. Si un extremo de un segmento de recta es el punto (-4, 2) y 
el punto medio del segmento es (3,-1), determine las coor- 
denadas del otro extremo del segmento. 

231- La,abscisa dje pq pqnto e$.r-6, y su distancia dqsde el punto 
(l,3) es V?4. Obtenga la ordenada del puntp. 

24. Dados los dos puntos A(^3, 4) y B( 2, 3), determine las 
coordenadas de un punto P en la recta que pasa por Ay By 
que no se encuentra entre A y B tal que (a) la distancia de P 
a A sea el doble que la de P a B y (b) la distanGia de P a B 
sea el doble que la de P a A. 

En los ejercicios 25 a 32, haga lo siguiente: (a) verifique la 
simetria de la grdfica de la ecuacion (i); ( b ) dibuje la grdfica de 
la ecuacion (i); (c) trace las graficas de las ecuaciones ( ii) y ( iii) 
en el mismo rectangulo de inspeccion; (d) compare las curvas 
obtenidas en los incisos (b) y (c). 


25. 

(i) y 2 = 

9jc 

(ii) 


= 3 VI 

(iii) y = - 3 V* 

26. 

(i) y 2 = 


(ii) 

y 

= \rx 

(iii) y = 

27. 

(i) y 2 = 


(ii) 

y 

is 

II 



(Hi) y = 






28. 

(i) y 2 = 

-4x 

(ii) 

y 

= 2-J-x 



(Hi) y = 

-l4~x 





29. 

«) y 2 = 

1 -^ 2 

(ii) 

y 

= vT"- 7 

JC2 


(iii) y = 

-VI - Jt 





30. 

(0 y 2 = 

9 - x 2 

(ii) 

y 

= 'J9~~ 

la 


(iii) y = 

-V9 - x 2 




31. 

(i) y 2 = 

X 2 - 4 

(ii) 

y 

= 

74 


(iii) y = 

- V-* 2 - 

4 




32. 

(i) y 2 = 

X 2 - 16 

(ii) 

y 

= 

^16 


(iii) y = 

-sjx 2 ~ 

16 




En los ejercicios 33 y 34, dibuje la grdfica de la ecuacion. 

33. 

(a) y = 

l*"2| 



(b)y = 

l* + 2| 


(c) y = 

\x\~2 



(d)y - 

M + 2 


34. (a ) y = 2\x - 3| (b )y = 2\x + 3| 

(c) y = 2 1*| - 6 (d )y = 2|jc| + 6 

En los ejercicios 35 a 38, verifique la simetria de la grdfica de 
la ecuacion y despues trace la grdfica. 


35. 

(a) y = F 

* 

1 

II 

s 


(c) y = ±F 

(d>>>« -{* 3 

36. 

II 

to 

* 

u. 

(b) y = -2jt 3 


(c) y = ±F 

(d)y= 

37. 

(a) y = lx 4 

'T 

H 

1 

II 


— It 
11 

(d) y = -i* 4 

38. 

(a) y = 4x 4 

4? 

i 

ii 

s 


(c) y = 

(d) y = -{x 4 


En los ejercicios 39 a 44, trace las graficas de las ecuaciones de 

coda ejercicio en el mismo rectangulo de inspeccidn. 

39. y = x 2 , y = (x + 2 ) 2 ,y = (x - 2 ) 2 ,y = (jc - 4) 2 

40. y = x 2 , y = x 2 + 2,y = x 2 - 2, y = jc 2 - 4 

41. y = x 2 ,y ~ 2x 2 , y = - lx 2 , y = 4x 2 

42. y = jc 2 ,y = \x 2 , y = -fjc 2 , y = \x 2 

43. y = |*|,y = \x\ + 3,y = \x\ - 3, 

y = \x\- 4 

44. y = \x\.y = |jc + 3| ,y = \x - 3|, 
y = \x-4\ 

45. Describa en qu6 son similares las graficas del ejercicio 39 
y en que son diferentes. Haga lo mismo para las graficas 
del ejercicio 41. 

46. Siga las instrucciones del ejercicio 45 para las grdficas de 
los ejercicios 40 y 42. 

47. Siga las instrucciones para el ejercicio 45 para las graficas 
de los ejercicios 43 y 44. 

48. Utilice las definiciones de simetria para explicar por que 
una grafica simetrica con respecto a los dos ejes coorde- 
nados tambien es sim&rica con respecto al origen. 


A.3 RECTAS 

Suponga que el costo de alquiler de un avion de una plaza, de una aerolfnea 
privada, es de $3 10 por el avion y el piloto, mas 75 centavos por milla de vuelo. 
Si y dolares es el costo de un viaje de jc millas, entonces 

y = 0.75 jc + 310 

La figura 1 muestra la grafica de esta ecuacion trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [0, 1 200] por [0,^00], con una escala de 1 00 en los ejes. La grdfica 
parece ser una recta. En el teorema A.3. 4 se establece que la grafica de una 
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y= 0 . 75 *+ 310 

FIGURA 1 


ecuacion de este tipo es una recta. Observe que para cada incremento de 100 
unidades en x y y se incrementa en 75 unidades, o, equivalentemente, por 
cada unidad de incremento en x, y se incrementa en 0.75 unidades. De este 
modo, la razon de cambio en y&\ £ambio en x es la constafitfe 0.75; Esta razdn 
constant© se denomina pendiente de la recta. A cofttinuacion se obtendra 
una definition formal de la pendiente de una recta. 

Sean / una recta no vertical, y P r (x^ y^) y P 2 (x 29 '^ 2 ) ^ os P untos dis- 
tintos cualesquiera de 1. La figura 2 muestra esta recta. En la figura, R es el 
punto (jc 2 , y t ), y los puntos P {9 P 2 y R son vertices de un tri£ngulo rec- 
tangulo; adem£s, P { R = x 2 - x x y RP 2 = y 2 - y v El niimero y 2 - y\ 
mide el cambio en las ordenadas de P ] a P 2 , y puede ser positivo, negativo 
o cero. El numero jc 2 - x x mide el cambio en las abscisas de P { a^, y 
tambien puede ser positivo o negativo. Como la recta / no es vertical, 
x 2 JCj, y por tanto, x 2 - x ] no puede ser cero. Sea 



FIGURA 2 


*2 “ *1 

El valor de m calculado a partir de esta ecuacidn es independiente de la elec- 
cidn de los dos puntos P { y P 2 de /. A fin de mostrar esto, suponga que se 
eligen dos puntos diferentes P x & v y x ) y P 2 (x 2 , y 2 ) de la recta /, y se calcula 
un niimero m a partir de (1) 

— n - y\ 

m = — — 

-*2 “ *1 

Se probar£ que m - m. Refierase a la figura 3, Los tridngulos P\PP 2 y 
son semejantes; por lo que las longitudes de los lados correspondientes son 
proporcionales. Por tanto, 

y2 - yi = y2 - yi 
x 2 ~ *1 x 2 ~ X] 
o bien, 


m 


m 



Asf, el valor de m calculado a partir de (1) es el mismo niimero sin importar cuales 
dos puntos de / se eligieron. Este niimero m se denomina pendiente de la recta. 


A. 3.1 Definicion de la pendiente de una recta 


Si y x ) y P 2 (x 2 , y2^ son dos puntos cualesquiera de la re^a /, la 
cual no es para lela al eje y, entonces la pendiente de /, denotada por m, 
determinada por 

m = ft "A 
x 2 - x } 


Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion anterior por x 2 - x v 
se obtiene 

y 2 - y t = m(x 2 ~ X X ) 

De esta ecuacidn se deduce que si se considera una partfcula que se mueve a 
lo largo de una recta, el cambio en la ordenada de la partfcula es igual al 
producto de la pendiente y el cambio en la abscisa. 


0 EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si / es la recta que pasa por 

los puntos P x (2, 1) y P 2 (4, 7) y m es la pendiente de /, entonces 
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y 




y 



m _ 7 - 1 
m " 4^2 
= 3 

Refierase a la figura 4. Si una particula se mueve a lo largo de la recta /, el 
cambio en la ordenada es 3 veces el cambio en la abscisa. Esto es, si la 
particula esta en P 2 (4, 7) y la abscisa se incrementa una unidad, entonces 
la ordenada se incremental en 3 unidades, y la particula estara en P 3 ( 5, 10). 
De igual manera, si la particula est£ en P t (2, 1) y la abscisa se disminuye en 
2 unidades, entonces la ordenada se disminuird en 6 unidades, y la particula 
estara en P 4 (0, -5). A 

Si la pendiente de una recta es positiva, entonces conforme la abscisa 
de un punto de la recta se incrementa, la ordenada se incrementa tambi^n, tal 
como se muestra en la figura 5. En la figura 6 se presenta una recta cuya 
pendiente es negativa. Para esta recta, conforme la abscisa de un punto de la 
recta se incrementa, la ordenada disminuye. 

Si una recta es paralela al eje x , entonces y 2 = y l# de modo que la 
pendiente es cero. Si una recta es paralela al eje y, entonces x 2 = jc 1# por lo 

que la fraccion Zl carece de significado debido a que no puede divi- 

*2 “ *1 

dirse entre cero. Por esta razon, las rectas paralelas al eje y se excluyen de la 
definicion de pendiente. Por tanto, la pendiente de una recta vertical no 
est£ definida. 


► EJEMPLO 1 Para cada par de puntos, dibuje la recta que pasa 
por ellos y determine su pendiente: (a) A( 3, 7) y B(- 2, -4); (b) A(-2, 5) y 
B( 2, -3); (c) A(- 3, 4) y B( 5, 4); (d) A( 5, 3) y B( 5, -1). 

Solucion Las rectas se muestran en las figuras 7(a)-(d). Al calcular 
la pendiente se obtiene 

(a) 


-4 - 

1 

(b) m ~ ^ ^ 

( c ) m - 4-4 

-2 - 

3 

( 2 - (-2) 

( ) 5 -(-3) 

-11 


_ 8 

0 

-5 


4 

8 

_ n 

-5 


= -2 

= 0 


(d) 


Como la recta es vertical, la pendiente no esta definida. Si se intenta 
emplear la definicion para calcular la pendiente, se obtendra cero en el 
denominador. A 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

(a) Suponga que una recta contiene al punto P(5, 2) y su pendiente es 
Para determinar otro punto de la recta, se inicia en P y como la pendiente 
es se desplaza 4 unidades a la derecha y 3 unidades hacia arriba. 
Entonces se tiene el punto 2(9, 5), que tambien est£ en la recta. La recta 
se dibuja de modo que pase por los puntos P y Q, como se muestra en 
la figura 8. 

(b) Si una recta pasa por el punto P( 5, 2) y tiene la pendiente negativa - 1 , se 

obtiene otro punto de la recta desplazandose, a partir de P, 4 unidades 
a la derecha y 3 unidades hacia abajo. Esto proporciona el punto 
2(9, -1). La figura 9 muestra la recta que pasa por P y Q. A 
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En la section A.2 del apendice se definio la grafica de una ecuacion. 
Ahora se explicara lo que se entiende por ecuacion de una grafica . 


A. 3.2 Definition de ecuacion de una grafica 


Una ecuacion de una gr&fka es una ecuacion que es satisfecha por las 
coordenadas de aquellos, y sdlo aquellos, puntos de la grafica. 

A partir de esta definition, se deduce que una ecuacion de una grafica 
tiene las siguientes propiedades: 

1. Si un punto P(x ; y) esta en la grafica, entonces sus coordenadas satisfacen 
la ecuacion. 

2. Si un punto P(x , y) no esta en la grafica, entonces sus coordenadas no 
satisfacen la ecuacion. 

A fin de obtener la ecuacion de una recta, se emplea el hecho de que un 
punto j ( jc ! , y j) y la pendiente m determinan solo una recta. Sea P{ x, y) 

cualquier punto de la recta diferente de P v Entonces, como la pendiente de 
la recta que pasa por P l y P es m, de la definition de pendiente, se tiene 

y - Vi 

— = m 

X - JCj 

<=> y - - ^(jt - x { ) 


y 



FIGURA 7 


Esta ecuacidn se denomina forma punto-pendiente de la ecuacion de la 
recta. Esta forma proporciona la ecuacion de la recta si se conocen un punto 
P x (x v V|) de la recta y la pendiente de la misma. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Con el fin de obtener una 
ecuacion de la recta que pasa por los puntos A (6, -3) y B{- 2, 3), primero se 
calcula m. 
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Al emplear la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta con A como 
Pp resulta 

r . .y - (-3) = -f(x - 6) 

• ^4y + 12 *n*-3*:+ 18 ' 

3x + 4y - 6 = 0 ’ “ 

Si se considera B como Pj en la forma punto-pendiente, se obtiene 

. : y - 3 = -±[x - (-2)] 

4y - 12 = -3x - 6 

3x + 4y - 6 = 0 

la cual, por supuesto, es la misma ecuacion obtenida anteriormente ^ 

Si en la forma punto-pendiente se elige el punto particular (0, b ) (es de- 
cir, el punto donde la recta intersecta al eje y ) como el punto (jc^), se tiene 

y - b - m { jc - 0) 

<=> y = mx + b 

El niimero b , la ordenada del punto donde la recta corta al eje y, se 
llama intercepcion y (u ordenada al origen) de la recta. En consecuencia, 
la ecuacion anterior recibe el nombre de forma pendiente-intercepcidrt 
de la ecuacidn de la recta. Esta forma es especialmente util debido a que 
expresa de manera explicita la coordenada y de un punto de la recta en ter- 
minos de su coordenada jc. 


► BJEMPLO 2 

ecuacion 


Determine la pendiente de la recta que tiene la 


6jc + 5y - 7 =0 

Sollicion Al resolver la ecuacidn para y, se obtiene. 

5y = — 6jc +7 

y = -f* + i 

Esta ecuacion esta en la forma pendiente-intercepcion, donde m 
b = ~. Por tanto, la pendiente es - 1 . 


! y 


< 


Como la pendiente de una recta vertical no esta definida, no se puede 
aplicar la forma punto-pendiente para obtener su ecuacion. Eh lugar de esta 
forma se utiliza el teorema siguiente, el cual tambi^n proporciona una ecuacion 
de una recta horizontal. 


A. 3. 3 Teorema 


(i) Una ecuacidn de la recta vertical que tiene intercepcidn x igual a a es 
x - a 

(It) Una ecuacidn de la recta horizontal que tiene intercepcitin y igual 
a b es 

y = b 
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y X = a 


J 



0 


\a, 0 ) ' 


FIGURA 10 


y 



i y “ b 1 

< t 

(0^) 

o\ 

i 



FIGURA 11 


Demostracion 

(i) La figura 10 muestra la recta vertical que intersecta al eje x en el pun to 
(a, 0). Esta recta consta de aquellos puntos del piano y solo aquellos que 
tienen la misma abscisa a. De este modo, P(x, y ) es cualquier punto de la 
recta si y solo si 

x = a 

(ii) La recta horizontal que intersecta al eje y en el punto (0, b) se muestra 
en la figura 1 1 . Para esta recta, m = 0. Por tanto, de la forma pendiente 
intercepci6n, una ecuacion de esta recta es 

y = b ■ 

Se ha mostrado que una ecuacion de una recta no vertical es de la forma 
y = mx + b, y una ecuacion de una recta vertical es x = a. Como cada una 
de estas ecuaciones es un caso especial de una ecuacidn de la forma 

Ajc + By + C = 0 (2) 

donde A, B y C son constantes y A y B no son cero simultaneamente, se 
deduce que cada recta tiene una ecuacion de la forma (2). El recfproco de 
este hecho se presenta en el teorema siguiente. 


A. 3. 4 Teorema 


La gr&ica de la ecuacidn 
Ax + By + C = 0 

donde A,ByC son constantes, y A y B no son ambas cero, es una recta. 


y 



La demostraci6n de este teorema se deja como ejercicio. Vea el ejercicio 51. 

Como la grdfica de (2) es una recta, esta ecuacion se denomina 
ecuacion lineal; y es la ecuacion general de primer grado en jc y y. 

A fin de trazar una recta en la graficadora, primero se escribe la 
ecuacion en la forma punto-pendiente, como se hizo con la figura 1 . Para 
dibujar a mano una recta, solo se necesita determinar las coordenadas de dos 
puntos de la recta, localizar los puntos y despu£s dibujar la recta. Cuales- 
quiera dos puntos ser&n suficientes, pero por conveniencia, usualmente se 
eligen los puntos donde la recta corta a los ejes. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Con el fin de dibujar la recta 

que tiene ecuacion 
4jc - 3y ~ 6 


primero se obtiene la intercepcion x igual a a y la intercepcion y igual a b. Para 
ello, se sustituye en la ecuacion 0 por y y se obtiene a = Al reemplazar 0 
por jc resulta b - -2. Asf, se tiene la recta que se muestra en la figura 12. A 


Una aplicacidn de la pendiente se presenta en el teorema siguiente. 


A. 3, 5 Teorema 


Si / A y l 2 son dos rectas no veiticales diferentes que tiene pendientes m j y 
m 2 , re&pectivamente, entonces y t 2 son paralelas si y sdlo si = m 2 . 
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y 



Demostracion Sean las ecuaciones de y l 2 , respectivamente, 
y = m x x + b x y y = m 2 x + b 2 

Refi6rase a la figura 13, la cual muestra las dos rectas que intersectan al eje y 
en los puntos £](0, b j) y B 2 { 0, b 2 ). La recta vertical jc = 1 intersecta a l x en 
el puntoAj(l, mj + b x ), y a l 2 en el punto A 2 (l, m 2 + b 2 ). Entonces 

|5jfi 2 1 = b 2 - b { y [AjA^ = (m 2 + b 2 ) - (m x + b x ) 

Las dos rectas son paralelas si y solo si las distancias verticales \B x B 2 | y 
| A X A 2 | son iguales; esto es, l x y l 2 son paralelas si y solo si 


FIGURA 13 


b 2 - b\ = (m 2 + b 2 ) - (m l + b x ) 
b 2 - b x = m 2 + b 2 - m x - b x 
m \ ~ m 2 


Asi, /j y l 2 son paralelas si y solo si m x = m 2 . 


y 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean l x la recta que pasa por 
los puntos A(l, 2) y B( 3, -6), y m { la pendiente de l x \ y sean / 2 la recta que 
pasa por los puntos C( 2, -5) y D(-l, 7), y m 2 la pendiente de l 2 . Consulte la 
figura 14. Entonces 


m \ 


- 6-2 
3 - 1 


m 2 = 


7 - (-5) 
- 1-2 



12 

-3 


= -4 


Como = m 2 , entonces, por el teorema A.3.5, l x y l 2 son paralelas. 




Dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta. Tres puntos 
diferentes pueden.o no estar en una recta. Si tres o mas puntos estan en la 
misma recta se les llama colineales. En consecuencia, tres puntos A, B y C 
son colineales si y solo si la recta que pasa por los puntos A y B es la misma 
que la que pasa por los puntos B y C. Como la recta que pasa por A y B y la 
recta que pasa por B y C contienen al punto B y ellas ser&n la misma recta 
si y solo si sus pendientes son iguales. 


► 

*<-3. 


EJEMPLO 3 Determine por medio de pendientes si los puntos 
-4), B( 2, -1) y C(7, 2) son colineales. 


Solution Si m x es la pendiente de la recta que pasa por A y B, y m 2 es 
la pendiente de la recta que pasa By C, entonces 


m 


l “ 


-1 - (~4) 

2 - (-3) 

3 
5 


2 - (-D 
7-2 

3 
5 


En consecuencia, m x = m 2 . Por tanto, la recta que pasa por A y B y la recta 
que pasa por By C tienen la misma pendiente y contienen al punto comun B. 
Asi, ellas son la misma recta, y por tanto. A, B y C son colineales. 4 
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A continuacion se demostrard un teorema acerca de las pendientes de 
dos rectas perpendiculares. 


A.3. 6 Teorema 


Dos rt&vas no v&rtteales l } jfflU'tlUe tienen pendientes mfy rcspec- 
tivamente; son perpendicular^ si y is6lo si - -1. 



Demostracion Considere los ejes coordenados de modo que el origen 
coincida con el punto de interseccidn de l x y / 2 . Vea la figura 15. Puesto que 
las rectas l x y l 2 no son verticales, las dos rectas intersectan a la recta 
x = 1 en los puntos P x y P 2 , respectivamente. Las abscisas de P { y P 2 son 
iguales a 1. Sea y la ordenada de P v Como l x contiene a los puntos (0, 0) y 
(1, y) y su pendiente es m v entonces 


Asf, y = wij. De manera semejante, se muestra que la ordenada de P 2 es 
m 2 . Del teorema de Pitdgoras y de su reciproco, el tridngulo P { OP 2 es un 
tridngulo rect&ngulo si y solo si 

\op,\ 2 + \op 2 \i = |/y^| 2 (3) 

A1 aplicar la fdrmula de la distancia, se obtiene 


\OP x I 2 = (I - 0) 2 + (m, - 0) 2 
= 1 + m, 2 

|/ y ^| 2 = (1 - l ) 2 + ( m 2 - m ,) 2 

= m 2 2 - 2 m 1 m 2 + m, 2 


| OP 2 1 2 = (1 - 0) 2 + (mj - 0) 2 
= 1 + m 2 2 


Si se sustituye en (3), se puede concluir que P x OP 2 es un triangulo rec- 
tangulo si y s61o si 


1 + m { 2 + 1 + m 2 ~ m 2 - 2m l m 2 + m 2 
2 = -2m x m 2 

m \ m 2 ” “1 ■ 
Como la condicidn m ] m 2 = -1 equivale a 


m \ 


m 2 


y m 2 


mi 


el teorema A. 3. 6 establece que dos rectas no verticales son perpendiculares 
si y solo si la pendiente de una de ellas es el reciproco negativo de la pen- 
diente de la otra. 


► EJEMPLO 4 Dada la recta / que tiene la ecuacion 
5x + 4y - 20 = 0 

obtenga una ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, -3) y es (a) para- 
lela a /, y (b) perpendicular a /. 

Solucion En primer lugar se determina la pendiente de / al escribir su 
ecuacion en la forma pendiente-intercepcidn. Si se resuelve la ecuacion 
para y se tiene 
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4 y - -5x + 20 
y = ~J X + 5 

La penjdiente de / es el coeficiente de x , el cual es - 1 . 

(a) La^pendiente. de una recta paralela a / es tambien - Como la recta 
requerida contiene al punto (2, -3), se emplea la forma punto-pendiente, 
de donde resulta 

y - (-3) = -f(x - 2) 

4y + 12 = —5* + 10 
5* + 4y + 2 = 0 

(b) La pendiente de una recta perpendicular a / es el recfproco negativo de 
- 1 , el cual es De la forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta 
que pasa por (2, -3) y que tiene pendiente | es 

y - (-3) = - 5 (x - 2) 

5y + 15 = 4x - 8 

4x - 5y - 23 = 0 ◄ 



► EJEMPLOS Demuestre por medio de pendientes que los cua- 
tro puntos A( 6, 2), B{ 8, 6), C(4, 8) y D(2, 4) son vertices de un rectangulo. 

Solution Consulte la figura 1 6, donde / j es la recta que pasa por A y B, l 2 
es la recta que pasa por By C,l 3 es la recta que pasa por D y C, y / 4 es la recta 
que pasa por A y D\ m 2 , m 3 y m 4 son sus pendientes respectivas. Entonces 



Como m x = m v es paralela a / 3 ; y debido a que m 2 - m 4 , / 2 es paralela 
a l 4 . Puesto que m 1 m 2 = -1 , l x y l 2 son perpendiculares. Por tan to, el cua- 
drilatero tiene sus lados opuestos paralelos y un par de lados adyacentes 
perpendiculares. En consecuencia, el cuadrilatero es un rectangulo. A 


EJERCICIOS A.3 


En los ejercicios I a 6, dibuje la recta que pasa por los puntos A 
y By determine la pendiente de la recta . 


1. (a) A(l,4), 5(6,5) 

2. (a) A(5, 2), B(~ 2, -3) 

3. (a) AM,' 3), 5(0,0) 

4. (a) A(7, 0), 5(0, -6) 

5. (a) A(l, 5), 5(-2, 5) 

6. (a) A(3, -5), 5(3, 4) 


(b) A(2, -3), 5(-4, 3) 

(b) A(-4, 2), 5(8, 5) 

(b) 

(b) A(-i, 

(b) A(-2.1, 0.3), B(23, 1.4) 
(b) A(5.2, -3.5), B(-6.3, -1.4) 


En los ejercicios 7 y 8, dibuje la recta que pasa por el punto P y 
tiene pendiente m. 


7. (a) P(3, 4), m = f (b) P(-l, 6), m = -3 

8. (a) P(4, 3), m = 2 (b) P(2,-5),m = 

En los ejercicios 9 a 20, obtenga una ecuacion de la recta que 
satisfaga las condiciones dadas . 

9. (a) La pendiente es 4 y pasa por el punto (2, -3); 

(b) pasa por los dos puntos (-1, -5) y (3, 6). 

10. (a) La pendiente es -2 y pasa por el punto (~4, 3); 

(b) pasa por los dps puntos (3, 1) y (-5, 4). 

11. (a) La pendiente es - 2 y ia intercepcion y es igual a l; 

(b) la pendiente es 2 y la intercepcidn x es igual a - 1 . 
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12. (a) Lapendiente es 1 y la intercepcidn y es igual a -4; 

(b) la pendiente es -2 y la intercepcidn x es igual a 4. 

13. (a) Pasa por el punto (1, -7) y es paralela al eje jc; 

(b) pasa por el punto (2, 6) y es paralela al eje y. 

14. (a). Pasa por el punto (-5, 2) y es paralela al eje jc; 

(b) pasa por el punto (-3, -4) y es paralela al eje y . 

15. (a) La intercepcidn x es igual a -3 y la intercepcidn y 
es igual a 4; (b) pasa por el origen y biseca al Angulo entre 
los ejes en los cuadrantes primero y tercero. 

16. (a) La intercepcidn x es igual a 5 y la intercepcidn y es 
igual a -6; (b) pasa por el origen y biseca al angulo entre 
los ejes en los cuadrantes segundo y cuarto. 

17. Pasa por el punto (-2, 3) y es paralela a la recta cuya 
ecuacidn es 2jc - y - 2 - 0. 

18. Pasa por el punto (1,4) y es paralela a la recta cuya 
ecuacion es 2 jc - 5y + 7 = 0. 

19. Pasa por el punto (2, 4) y es perpendicular a la recta cuya 
ecuacidn es jc - 5y + 10 = 0. 

20. Pasa por el origen y es perpendicular a la recta cuya 
ecuacidn es 2 jc - 5y + 6 = 0. 


En los ejercicios 21 a 24, obtenga tanto la pendiente como la 
intercepcidn y de la recta que tiene la ecuacion dada. Dibuje 
la recta. 


21. (a) ;c + 3y - 6 = 0 

22. (a) 8jc - 4y = 5 

23. (a) 7 jc - 8y = 0 

24. (a) jc = 4v - 2 


(b) 4y - 9 = 0 
(b) 3y - 5 = 0 
(b) jc = 6 - 2y 
(b) 4jc = 3y 


En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuacidn de la recta que 
pase por los dos punto s indicados , y exprese la ecuacidn en la 
forma pendiente -intercepcion; dibuje la recta. 


En los ejercicios 33 a 36, determine por medio de pendientes si 

los punto s son colineales. 

33. (a) (2, 3), (-4, -7), (5, 8) 

(b) (2,-1), (1, 0,(3, 4) 

34. (a) (4, 6), (1,2), (-5, -4) 

(b) H^i(3,2),(9,-2) 

35. (a) (2, 5), (-1,4), (3, -2) 

(b) (0,2), (-3,-1), (4, 6) 

36. (a) (-1,2), (7, 4), (2,-1) 

(b) (4, -9), (4, 1), (4, 8) 

37. Demuestre por medio de pendientes que los cuatro puntos 
(0, 0), (-2, 1), (3, 4) y (5, 3) son los vertices de un paralelo- 
gramo (cuadnl&tero cuyos lados opuestos son paralelos). 

38. Compruebe mediante pendientes que los cuatro puntos 
(-4, -1), (3, |), (8, -4) y (2, -9) son los vertices de un tra- 
pecio (cuadrilatero con un par de lados opuestos paralelos). 

39. Pruebe por medio de pendientes que los tres puntos (3, 1), 
(6, 0) y (4, 4) son los vertices de un tri&ngulo rectingulo, 
y calcule el drea del tridngulo. 

40. Demuestre mediante pendientes que los puntos (-6, 1), 
(-4, 6), (4, -3) y (6, 2) son los vertices de un rectdngulo. 

41. El fabricante de un artfculo de primera necesidad tiene un 
costo total que consiste de un costo general semanario de 
$3 000 y un costo de production de $25 por unidad. (a) Si 
jc unidades se producen por semana y y ddlares es el costo 
total semanario, escriba una ecuacidn que involucre a jc y 
y. (b) Dibuje la grdfica de la ecuacidn del inciso (a). 

42. El costo total de un fabricante consiste de un costo de $20 
por unidad manufacturada y un costo general de produc- 
tion diario fijo. (a) Si el costo total de production de 200 
unidades en un dfa es de $4 500, determine el costo general 
diario fijo. (b) Si se producen jc unidades por dfa y y ddlares 
es el costo total diario, escriba una ecuacidn que contenga a 
jc y y. (c) Dibuje la grafica de la ecuacidn del inciso (b). 


25. (1,3) y (2,-2) 26. (3,-5) y (1,-2) 

27. Compruebe que las rectas que tienen ecuaciones 3 jc + 
5y + 7 = 0 y 6jc + lOv - 5 = 0 son paralelas; dibuje 
sus gr&ficas. 

28. Demuestre que las rectas que tienen ecuaciones 4 jc - 
3y + 12 = 0 y 8 jc - 6y + 15 = 0 son paralelas; y 
dibuje sus graficas. 

29. Pruebe que las rectas que tienen ecuaciones 2 jc - 3y + 
6 = 0y3jc + 2y-12 = 0 son perpendiculares; dibu- 
je sus graficas. 

30. Demuestre que las rectas que tiene ecuaciones 2y = 1 0 - 5jc 
y 5y = 2jc + 20 son perpendiculares; dibuje sus graficas. 

31. Obtenga el valor de k tal que las rectas cuyas ecuaciones 
son 3 jc + 6ky = 7 y 9kx + 8y = 15 sean paralelas. 

32. Determine el valor de k tal que las rectas cuyas ecuacio- 
nes son 3 kx + 8y = 5 y 6y - 4 kx = -1 sean perpen- 
diculares. 


43. Haga el ejercicio 42 si el costo de produccion es.$30 por 
unidad, y el costo total de produccidn de 200 unidades en un 
dfa es de $6 600. 

44. La gr&fica de una ecuacidn que relaciona la temperatura en 
grados Celsius y la temperatura en grados Fahrenheit es 
una recta. El agua se congela a 0° Celsius y 32° Fahrenheit, 
y hierve a 100° Celsius y 212° Fahrenheit, (a) Si y grados 
Fahrenheit corresponden a jc grados Celsius, escriba una 
ecuacidn que contenga a jc y y. (b) Dibuje la gr&fica de 
la ecuacidn del inciso (a), (c) ^Cu&l es la temperatura 
Fahrenheit que corresponde a 20° Celsius? (d) ^Cual es la 
temperatura Celsius que corresponde a 86° Fahrenheit? 

45. Obtenga la ordenada del punto cuya abscisa es -3 y es 
colineal con los puntos (3, 2) y (0, 5). 

46. La ecuacidn 
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donde a y b son las intercepciones x y y, respectivamente, es 
la forma intercepcion (o simetrica ) de la ecuacidn de una 
recta. Explique como puede obtenerse esta forma a partir 
de la forma punto-intercepcidn y de la relation entre la 
pendiente y las interception^'?;. v 

il'-Wiii- ' ' 1 ( .IF 

47. Si se conocen las coordenadas de los ties v6rtic$s A,ByCde 
un tridngulo, explique como obtendria la ecuacidn de la 
mediana que va desde A hastad lado qiiepas&por By C. 

48. Para el triangulo del ejercicio 47, explique c6mo obtendria 
una ecuacidn de la aitura trazada desde A hasta el lado 
que pasa por By C. 


49. Aplique la explicacidn del ejercicio 47 para obtener ecua- 
ciones de las tres medianas del triangulo que tiene vertices 
en (3, -2), (2, 4) y (-1, 1). 

50. Aplique la explicacidn del ejercicio 48 para obtener ecua- 
ciones de las tres alturas del triangulo del ejercicio 49. 

51. Demuestre el teorema A.3.4: La grafica de la ecuacion 
Ax + By + C = 0, donde A, By C son constantes y Ay 
B no son ambas cero, es una recta. Sugerencia: considere 
dos casos, B * 0 y B = 0. Si B * 0, pruebe que la ecua- 
ci6n corresponde a una recta que tiene pendiente -a/B e 
intercepcidn y igual a -CjB. Si B = 0, muestre que la 
ecuacidn corresponde a una recta vertical. 


A.4 PARABOLAS 

En la seccion A.2 se presentaron las parabolas . Las graficas de las figuras 16 
y 1 7 de esa seccion son parabolas. Estas curvas tienen muchas aplicaciones 
importantes. Por ejemplo, se emplean en el diseno de espejos parabolicos, 
reflectores y faros de automovil. La trayectoria de un proyectil es una pa- 
rabola si se considera que el movimiento se lleva a cabo en un piano y se 
desprecia la resistencia del aire. Los arcos tiene algunas veces apariencia 
parabolica; y los cables de un puente colgante pueden pender en forma 
de parabola. Las antenas para la reception de senales de televisidn prove- 
nientes de satelites son tambien de forma parabdlica. 

En la definicion de una parabola se hace referenda a la distancia de un 
punto a una recta. Se entiende por tal distancia la longitud del segmento de 
recta perpendicular del punto a la recta. Consulte la figura 1, donde | PQ | es 
la distancia de P a la recta /. 


y 


i 



FIGURA 1 


A *4.1 Definicion de parabola 


Una parabola es d conjunto de todos los puntos de un piano que 
equidistan de un punto fijo y una recta fija. El punto fijo se denomina 
foeo f y la recta fija se llama directrix 

A continuacion se deducira una ecuacion de una parabola a partir de la 
definicion. Para que esta ecuacion sea lo mas simple posible, se elige el eje y 
perpendicular a la directriz de modo que contenga al foco. El origen se toma 
como el punto sobre eje y a la mitad de la distancia entre el foco y la direc- 
triz. Observe que se han elegido los ejes (no la parabola) de manera Espe- 
cial. RefiErase a la figura 2. 

Sea p la distancia dirigida OF. El foco es el punto F(0, p), y la directriz 
es la recta que tiene la ecuacion y = -p. Un punto P(x, y) est£ en la parabola si 
y solo si P equidista de F y de la directriz. Esto es, si Q(x, -p) es el pie de la recta 
perpendicular de P a la directriz, entonces P esta en la parabola si y solo si 

\FP\ = \QP\ 

Como 

|fp| = V * 2 + (y - p ) 2 

y 

\QP\ = - *) 2 + (y + pP 
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y 



FIGURA 2 


y 



FIGURA 3 


el punto P esta en la parabola si y solo si 

V * 2 + (y - W = + />) 2 

A1 elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacion, se obtiene 
x 2 + y 2 - 2 py + p 2 = y 2 + 2 py + p 2 
x 2 = 4 py 

Este resultado se establece formalmente en el teorema siguiente. 


Ai4i2 Teorema Ecuador! de una parabola 


Una ecuacidn de una parabola cuyo foco esd en (0 T p ) y riene como 
su directriz a la recta y = -p e$ 

x 2 = 4 py 

En la figura 2, p es positivo; sin embargo, p puede ser negativo debido 
a que es la distancia dirigida OF. La figura 3 muestra una parabola para la 
cual p < 0. 

De las figuras 2 y 3 se observa que para la ecuacion x 2 = 4 py la pa- 
rabola abre hacia arriba si p > 0, y abre hacia abajo si p <0. La recta que 
pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje de la para- 
bola. El eje de las parabolas de las figuras 2 y 3 es el eje y. La interseccion de 
la parabola con su eje se llama vertice, el cual, por supuesto, esta a la mitad 
de la distancia entre el foco y la directriz. El vertice de las parabolas de las fi- 
guras 2 y 3 es el origen. 


y 



y 



t> EJEMPiO ILUSTRATIVO 1 La grafica de la ecuacion 

JC 2 = lOy 

es una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje es el eje y. Como 
4 p - 10, p = | >0, por lo que la parabola abre hacia arriba. El foco se 
encuentra en el punto F{ 0, -), y la ecuacion de la directriz es y = 

Dos puntos de la parabola son (5, |) y (-5, |). Estos puntos son los extre- 
mos de la cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de la parabola. 
Esta cuerda se denomina lado recto ( latus rectum) de la parabola. En el 
ejercicio 41 se le pedira que demuestre que la longitud del lado recto de una 
pardbola es 1 4p \ . Cuando se dibuja una parabola, es titil localizar los extre- 
mos del lado recto. La figura 4 muestra la parabola, el foco, la directriz y el 
lado recto. 4 

La parabola de la figura 4 junto con los tres puntos Pj, P 2 y P 3 se mues- 
tran en la figura 5. Como la definicion de una pardbola establece que cual- 
quier punto de la parabola equidista del foco y de la directriz, entonces 

1^1 = \WA \ w i\ = 1^1 = I BPS I 


EJEMPLO 1 Dibuje la parabola cuya ecuacion es 
x 2 = -8y 


y determine el foco, una ecuacion de la directriz y los extremos del lado recto. 


FIGURA 5 
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jr 2 - -8 y 

FIGURA 6 


Sol UC ion La grafica es una parabola cuyo vertice esta en el origeu y 
cuyo eje es el eje y. Como 4 p = -8 , p = -2, y ya que p < 0, la parabola 
abre hacia abajo. El foco esta en el punto F{ 0, -2), y una ecuacion de la di- 
rectriz es y = 2. Los extremos del lado recto son (4, -2) y (-4, -2). Estos 
puntos se obtienen al sustituir -2 por y en la ecuacion de la parabola y resol- 
ver la ecuacion para x. La parabola se presenta en la figura 6, la cual 
tambien muestra el foco y la directriz. ^ 

Por supuesto, se puede verificar la parabola del ejemplo 1 trazando la 
grafica de la ecuacion y = - 1 x 2 en la graficadora. 



► EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion de la parabola que tiene su 
foco en (0, 3) y como su directriz la recta y = -3. Trace la parabola. 

Solucion Puesto que el foco esta sobre el eje y y esta tambien por 
arriba de la directriz, la parabola abre hacia arriba y p = 3. El vertice es el 
origen. Una ecuacion de la parabola es de la forma x 2 - 4 py, con 4 p — 12. 
Asi, la ecuacion pedida es 

jt 2 = 12y 

A fin de trazar la parabola, se escribe la ecuacion como y = x 2 . Consulte 

la figura 7. A 


FIGURA 7 

y 



(16, 12) 


W EJEMPLO 3 Un espejo parabolico tiene una profundidad de 
12 cm en el centro y el diametro en la parte superior del espejo mide 32 cm. 
Obtenga la distacia del vertice al foco. 

Solucion Refierase a la figura 8. Se eligen los ejes coordenados de 
modo que la parabola tenga su vertice en el origen, su eje coincida con el eje y, 
y abra hacia arriba. Por tanto, una ecuacion de la parabola es de la forma 

x 2 = 4 py 

donde p centfmetros es la distancia del vertice al foco. Como el punto (16, 12) 
esta en la parabola, sus coordenadas satifacen la ecuacion, por lo que se tiene 


FIGURA 8 



y 2 = 4 px, p > 0 


FIGURA 9 


16 2 = 4p(]2) 

P= f 

Conclusion: La distancia del vertice al foco es ~ cm. ^ 

Algunas parabolas tiene ejes horizontales. La parabola que tiene la 
ecuacion 

y 2 = lx 

es un ejemplo. Esta ecuacion es de la forma 
y 2 = 4 px 

la cual puede obtenerse a partir de la ecuacion Jt 2 = 4 py al intercambiar x y 
y. Una parabola que tiene la ecuacion y 2 = Apx tiene su vertice en el origen, 
el eje x como su eje y su foco esta en el punto F(p , 0); una ecuacion de su 
directriz es x - - p . Si p > 0, la parabola abre hacia la derecha, como en la fi- 
gura 9, y si p < 0 la parabola abre hacia la izquierda, como en la figura 10. 
Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 
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y x = -p 



F1GURA 10 


A. 4. 3 Teoremo Ecuacion de una parabola 


Una ecuacitin de una parabola cuyo foco estA en { p f 0) y tiene como 
su directriz a la recta x = -p es 

y* = 4 px 


Trazo de una parabola 


A fin de trazar la gr&fica de una ecuacidn de la forma y 2 — 4px: 

1, Resuelva para y considerando la rafz cuadrada en los dos miembros 
de la ecuacidn, obtenifndose las dos ecuaciones 

y = j~4 px y y = --ftp*- 

2* La unidn de las girificas de estas dos ecuaciones proporciona la gr£- 
fica de 

y 2 = 4px 


► EJEMPLO 4 

y 2 = 7jc 


Dibuje la parabola cuya ecuacion es 


y determine el foco, una ecuacion de la directriz y los extremos del lado 
recto. Verifique la grafica al trazarla en la graficadora. 



F1GURA 11 


Sol UC ion La ecuacion dada es de la forma y 2 = 4 px\ por tan to, el origen 
es el vertice y el ejejces el eje de la parabola. Como 4p = 7,p = ~ > 0; de 
modo que la parabola abre hacia la derecha. El foco esta en el punto F( Z , 0) 
y una ecuacion de la directriz es x = Para determinar los extremos del 
lado recto, se considera x = | en la ecuacion, de donde se obtiene 



Por tanto, los extremos del lado recto son ( 2 ) y ( En la figura 1 1 se 
presenta la parabola, tambien se muestran el foco y la directriz. 

A fin de trazar la parabola, se obtienen las graficas de 

y - 4lx y y = -^flx 

en el mismo rectangulo de inspeccidn "4 


EJERCICIOS A.4 


En los ejercicios l a 16, para la parabola que tiene la ecuacion 
dada, obtenga (a) el vertice, (b) el eje, (c) el foco, (d) una ecua- 
cion de la directriz y fe) los extremos del lado recto. Dibuje 
la parabola. 


5. x 2 - y = 0 
7. y 2 = I2x 
9. y 2 = -8x 
11. y 2 - 5x = 0 
13. 3* 2 + 8> = 0 
15. 2 y 2 - 9x = 0 


6. x 2 - 2y = 0 

8. y 2 = -6x 

10 . y 2 = x 

12. y 2 + 3jc = 0 

14. lx 2 + 5y = 0 
16. 3/ - 4x = 0 


1. x 2 = 4y 
3. x 2 = -16y 


2. x 2 = 8> 

4. x 2 = -12 y 
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En los ejercicios 17 a 22, trace la parabola que tiene la ecuacion 
indicada. 


17. 

(a) 

y = 

4jc 2 


(b) 

y = 

-Ax 2 



(c) 

X - 

4y 2 


<d) 

JC = 

-Ay 2 


18. 

(a) 

y = 

2jc 2 


(b) 

y = 

-2x 2 



(c) 

JC = 

2 y 2 


(d) 

JC = 

-2y 2 


19. 

(a) 

y = 



(b) 

y = 

-7* 2 



(c) 

JC = 



(d) 

JC = 



20. 

(a) 

y = 

i* 2 


(b) 

y = 

~ l 2* 2 



(c) 

X = 

iy 2 


(d) 

JC = 



21. 

(a) 

JC 2 - 

1 6y = 

0 

(b) 

X 2 4 

- 16 y = 

0 


(c) 

y 2 - 

- 16jc = 

0 

(d) 

y 2 4 

- 16jc = 

0 

22. 

(a) 

4jc 2 

- 3y = 

0 

(b) 

4jc 2 

+ 3y = 

0 


(c) 

4y 2 

- 3jc = 

0 

(d) 

4y 2 

+ 3jc = 

0 


En los ejercicios 23 a 36, obtenga una ecuacion de la parabola 
que tiene las propiedades dadas . Dibuje la parabola y des- 
pues verifique la grafica trazandola en la graficadora. 

23. Foco (0, 4); directriz, y - -4 

24. Foco (0, -2); directriz, y = 2 

25. Foco (0, -5); directriz, y - 5 = 0 

26. Foco (0, -I); directriz, 2y -1=0 

27. Foco (2, 0); directriz, jc — —2 

28. Foco (1,0); directriz, x ~ - 1 

29. Foco (- 1 , 0); directriz, 5 - 3jc = 0 

30. Foco (- 1 , 0); directriz, 2x -3 = 0 

31. Vertice en el origen; abre hacia arriba; pasa por el punto (6, 3). 

32. Vdrtice en el origen; abre hacia abajo; pasa por el punto 
(-4, -2). 

33. Vertice en el origen; directriz, 2jc = 3. 

34. Vertice en el origen; directriz, 2y + 5=0. 

35. Vertice en el origen; el eje y es su eje; pasa por el punto (-2, 4). 

36. Wrtice en el origen; el eje jces su eje; pasa por el punto (-3, 3). 

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema verbal y obten- 
ga una ecuacidn de una parabola como modelo matemdtico de 
la situacidn. Complete el ejercicio, escriba una conclusion. 

37. Un telescopio refractante tiene un espejo parabolico para el 
cual la distancia del vertice al foco es de 30 pie. Si el di2- 
metro de la parte superior del espejo es de 64 pulg, ^cudl es 
la profundidad del espejo en el centro? 

Espejo parabdlico 



38. Un arco parabblico tiene una altura de 20 m y un ancho de 
36 m en la base. Si el vdrtice de la parabola est£ en la parte 
superior del arco, £a que altura sobre la base tiene un ancho 
de 18 m? 



39. Uno de los cables de un puente colgante pende en forma de 
parabola cuando lacarga esta uniformente distribuida de ma- 
nera horizontal. La distancia entre las dos torres es de 150 m, 
los puntos de soporte del cable estan 22 m arriba de la carre- 
tera, y el punto m£s bajo del cable estd 7 m sobre dicha ca- 
rretera. Determine la distancia vertical de la carretera al cable 
de un punto que se encuentra a 15 m de la base de una torre. 



40. Supongaqueelaguaquefluyedelextremodeuntubo,eI cual 
se encuentra a 25 pie del suelo, describe una curva para- 
b61ica, de modo que el vertice de la parabola es el extremo 
del tubo. Si en un punto 8 pie debajo del tubo el flujo de 
agua en su trayectoria curva se localiza a 10 pie de distan- 
cia de la recta vertical que pasa por el extremo del tubo, 
tan alejado de esta recta llega el agua al piso? 



41. Demuestre que la longitud del lado recto de una parabola 
es |4p|. 

42. Obtenga una ecuacion de la parabola cuyo vertice est6 en el 
origen y para la cual los extremos del lado recto sean (-8, 4) 
y (8, 4). 

43. Los extremos del lado recto de una parabola son (5, k) y 
(-5, k). Si el vertice de la parabola est£ en el origen y la 
pardbola abre hacia abajo, obtenga (a) el valor de k; (b) una 
ecuacion de la parabola. 

44. Obtenga todos los puntos de la parabola y 2 = 8* tales 
que el foco, el punto mismo y el pie de la perpendicular 
dibujada desde el punto a la directriz sean los vertices de 
una tri£ngulo equiMtero. 

45. Trace las graficas dey = jc 2 y y = x A . Explique por que 
la grdfica de la primera ecuaci6n es una parabola y por 
qud la grafica de la segunda ecuacion no lo es. Utilice la 
definici6n de parabola en la explicacidn. 
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A.5 CIRCUNFERENCIAS 


En la seccion anterior aprendi6 que las parabolas se representan mediante 
ecuaciones de segundo grado que solo contienen un termino de segundo 
grado. Otra curva que tiene ecuaciones de segundo grado es la circunferencia, 
pero estas ecuaciones contienen dos terminos de segundo grado,.uno en la 
variable x y el otro en la variable y. 


Ai5iT Definition de circunferencia 


Una circunferencia es d conjunto de todos ios puntos de un piano que 
equidistan de un punto fijo, El punto fi jo se denomina centro de la circun- 
ferencia, y a la distancia constantc se le Hama radio de la circunferencia* 


y 



Con el fin de obtener una ecuacion de la circunferencia que tiene centro 
en C(h, k) y radio r, se utiliza la formula de distancia. Refterase a la figura 1. El 
punto P( x, y) esta en la circunferencia si y solo si | PC | = r; esto es, si y 
solo si 

a/(x - W + (y - W = r 
Esto es cierto si y solo si 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 (r > 0) 

Esta ecuacion es satisfecha por las coordenadas de aquellos puntos y solo 
aquellos que se encuentran en la circunferencia. Este resultado se establece 
en el teorema siguiente. 


A* 5, 2 Teorema Ecuacion de una circunferencia 


Una ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto C(h , fc) y radio 
res 

(x - h) 2 + {y - k) 1 = r 2 


Si el centro de una circunferencia esta en el origen, entonces h = 0 
y k — 0; por tanto, su ecuacion es 


* y 2 



FIGURA 2 


Tal circunferencia se muestra en la figura 2. Si el radio de una circunferencia 
es 1, se le llama circunferencia unitaria. 

Si se conocen el centro y el radio de una circunferencia, entonces la 
circunferencia puede dibujarse con ayuda de un compas. 


Trazo de una circunferencia 


Para trazar la circunferencia que tiene ecuaci6n 
x 1 + y 2 = r 2 

1. Se resueive esta ecuacion para y y se obtiene 

y = \ r 2 - x 2 y y ~ — Jr 2 - x 2 

La grSfica de cada una de estas ecuaciones es una semicircunferencia. 

2. Se trazan estas dos semicircunferencias en el mismo rectduiguio de 
inspection, obteni^ndose asf la circunferencia deseada. 
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y = a/16 - x 2 y y = - V 16 - x 2 

FIGURA 3 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La grafica de la ecuacion - 
JC 2 h- >? 2 = 16 

es la circunferencia con centra en el origen y radio 4. A1 resolver esta ecua- 
cion para y se obtiene 

y = V 16 - x 2 y y - -V16 - x 2 

A1 trazar estas dos semicircunferencias en el mismo rectangulo de inspeccion, 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 3. M 


► EJEMPLO 1 Obtenga la ecuacion de la circunferencia que tiene 
un diametro con extremos en A(- 2, 3) y B( 4, 5). Trace la circunferencia. 


Solution El punto medio del segmento de A a B es el centra de la 
circunferencia. Vea la figura 4. Si C(/z, k) es el centra de la circunferencia, 
entonces 


2 

= 1 


k _ 3 + 5 
* 2 ~ 
= 4 


y 



Por tanto, el centra esta en C(l, 4). El radio de la circunferencia puede 
calcularse como | CA | o | CB | . Si r = | CA | , entonces 

r = VO + 2) 2 + (4 - 3) 2 

= VTo 

Por tanto, una ecuacion de la circunferencia es 

(jc - l) 2 + (y - 4) 2 = 10 
x 2 + y 2 - 2x - 8y + 7 = 0 


A fin de trazar la circunferencia, primero se resuelve la ecuacion para y 
considerandola como una ecuacion cuadratica en y: 


y 1 - 8y 4- ( x 2 - 2x + 7) = 0 



y - 4 + 79 + 2 jc — x 2 
y y =s - ^9 + 2x - x 2 


De la formula cuadratica, donde a = l,fr = -8yc = ;t 2 -2x + 7, resulta 


v _ -b ± -sjb 2 - 4ac 
^ 2a 

_ -(-8) ± V(~8) 2 - 4(l)(x 2 - 2* + 7) 

2(1) 

= 8 + V64 - 4x 2 4 - 8*^28 

2 

_ 8 ± V36 + 8x - 4x 2 
2 

__ 8 ± 2V9 + 2* - jc 2 
2 

=?. 4 ± V 9 + 2x - x 2 

Si se trazan en el mismo rectangulo de inspeccion las graficas de 
y = 4 + a/ 9 + 2x - x 2 y y = 4 - V9 + 2x - x 2 

◄ 


FIGURA 5 


se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. 
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La ecuacion (x - h ) 2 + (y - k) 2 = r 2 se denomina forma centro- 
radio* de la ecuacion de una circunferencia. Si se eliminan los parentesis y 
se reducen los terminos semej antes se tiene 

x 2 + y 2 - 2hx - Iky + ( h 2 + k 2 - r 2 ) = 0 

A1 considerar D = -2/z, E = -2k y F — h 2 + k 2 - r 2 , esta ecuacion se 
transforma en 

x 2 + y 2 + Dx +- Ey + F = 0 

la cual se denomina forma general de la ecuacion de una circunferencia. 
Puesto que toda circunferencia tiene centro y radio, su ecuacion puede expre- 
sarse en la forma centro-radio , y en consecuencia, en la forma general, como 
se hizo en el ejemplo 1. Si se inicia con una ecuacion de una circunferencia en 
la forma general, esta puede expresarse en la forma centro-radio completando 
los cuadrados. El ejemplo siguiente muestra el procedimiento a seguir. 


W EJEMPLO 2 Obtenga el centro y el radio de la circunferencia 
que tiene la ecuacion 

x 2 + y 2 + 6jc - 4y - 23 = 0 

Solucion La ecuacion dada puede escribirse como 
(x 2 + 6jc) + (y 2 - Ay) = 23 

Si se completan los cuadrados de los terminos entre parentesis al sumar 9 y 4 
en ambos miembros de la ecuacion, se tiene 

C x 2 + 6x + 9) + (y 2 - 4 y + 4) = 23 + 9 + 4 
(jc + 3) 2 + (y - 2) 1 - 36 

La ecuacion anterior esta en la forma centro-radio; de modo que es una 
ecuacion de una circunferencia con centro en (-3, 2) y radio 6. 4 

Algunas ecuaciones de la forma 
x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 0 

tienen graficas que no son circunferencias. Suponga que cuando se comple- 
tan los cuadrados se obtiene 

(x - h) 2 + (y - k) 2 - d donde d < 0 

No hay valores reales de x y y que satisfagan esta ecuacion; asi, la ecuacion 
no tiene grafica. En este caso se establece que la grafica es el conjunto 
vacio. Consulte el ejercicio 32. 

Si cuando se completan los cuadrados se obtiene 

(jc - h) 2 + (y - k) 2 = 0 

los unicos valores reales de jc y y que satisfacen esta ecuacion son jc = h 
y y = k. De este modo, la grafica cojista del simple punto (Yz, k), Refierase 
al ejercicio 31. 

La definicion de la recta tangente a una curva general en un punto de la curva 
requiere del concepto de limite. Sin embargo, para una circunferencia la defi- 
nicion de geometna plana establece que una recta tangente en un punto P de 
una circunferencia es la recta que intersecta la circunferencia en solo un punto. 


*N. del T. Esta forma tambien se conoce como canonica o estandar. 
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y 



FIGURA 6 


W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la 
circunferencia 

x 2 + y 2 - 6x - 2y - 15 = 0 

en el punto (6, 5). Trace la circunferencia y la recta tangente en el mismo 
rectangulo de inspeccidn. 

Solucion Se escribe la ecuacion de la circunferencia en la forma cen- 
tro-radio al completar los cuadrados: 

(x 2 - 6x) + ( y 2 - 2y) = 15 
(x 2 - 6x + 9) + (y 2 - 2y + 1) = 15 + 9 + 1 
(x - 3) 2 + {y - l) 2 = 25 


De esta ecuacidn, el centro es C( 3, 1) y el radio es 5. La figura 6 muestra la 
circunferencia y una porcion de la recta tangente en P{ 6, 5). Si m\ es 
la pendiente de la recta que pasa por C y P, entonces 



[-10, 20] por [-5, 15] 


y = 1 + V 25 - ix - 3) 2 , 


y = 1 - V25 - <* - 3) 2 y 

y =-3^+ 38 
y 4 4 


FIGURA 7 



4 

3 


De geometria plana, se sabe que la recta tangente es perpendicular a la recta 
que pasa por C y P. Por tanto, si m 2 es la pendiente de la recta tangente, 
entonces 

m 2 m l “ 

m 2 (|) = _1 



En consecuencia, de la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta que 
pasa por (6, 5) con pendiente - 1, se tiene como la ecuacion requerida 

y - 5 = -|Cx - 6) 

4y - 20 = -3x + 18 
3 jc + 4y - 38 = 0 


La figura 7 muestra la circunferencia y la recta tangente trazadas en el 
mismo rectangulo de inspeccidn. 4 


EJERCICIOS A.5 


En los ejercicios 1 a 8, dibuje la grafica de la ecuacion. 

1. (a) y = V4 - x 2 (b) y = - V4 - x 2 

(c) x 2 4- y 2 = 4 

2. (a) y = V25 - x 2 (b) y = -V25 - x 2 

(c) x 2 + y 2 = 25 

3. 9x 2 + 9y 2 = 1 

4. 4x 2 + 4y 2 = 1 


5. (x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 16 

6. (x + l) 2 + (y - 5) 2 = 36 

7. (x + 4) 2 + y 2 = 1 

8. x 2 + (y - 2) 2 = 9 


En los ejercicios 9 a 14, trace la grafica de la ecuacion. 
9. x 2 + y 2 = 36 10. x 2 + y 2 = 16 
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11. 4x 2 + 4y 2 = 81 12. 9x 2 + 9y 2 = 49 

13. (x + 2) 2 + (y - 3) 2 = 100 

14. (x - 4) 2 + (y + l) 2 = 64 

En los ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuacidn de la circun- 
ferencia con centro C y radio r. Exprese la ecuacidn en la 
forma centro-radio y en la forma general. Trace la circunfe - 
rencia. 

15. C( 4, -3), r = 5 16. C( 0, 0), r = 8 

17. C(-5, -12). r = 3 18. C(- 1, \),r = 2 

19. C(0, 7), r = 1 20. C(-3,0),r = 4 

£>? fos ejercicios 21 a 24, obtenga una ecuacidn de la circun- 
ferencia que satisface las condiciones dadas. Trace la circunfe - 
rencia . 

21. El centro esta en (1, 2) y pasa por el punto (3, -1). 

22. El centro esta en (-3, 4) y pasa por el punto (2, 0). 

23. Un diametro tiene extremos en (3, -4) y (7, 2). 

24. Un diametro tiene extremos en (-1, -5) y (4, -6). 

En los ejercicios 25 a 30, obtenga el centro y el radio de la 
circunferencia. Dibuje la circunferencia . 

25. x 2 + y 2 - 6x - 8y + 9 = 0 

26. x 2 + y 2 - l Ox - lOy + 25 = 0 

27. x 2 + y 2 + 2x + lOy + 18 = 0 

28. x 2 + y 2 + 6x - 1 = 0 

29. 3x 2 + 3y 2 + 4y - 7 = 0 

30. 2x 2 + 2y 2 - 2x + 2y + 7 = 0 

31. Demuestre que la grafica de 

x 2 + y 2 - 4x + lOy + 29 = 0 
es un punto. 

32. Demuestre que la grafica de 

x 2 + y 2 + 8x - 6y + 30 = 0 
es el conjunto vacio. 

En los ejercicios 33 a 38, determine si la grdfica es una circunfe- 
rencia, un punto o el conjunto vacio. 

33. x 2 + y 2 - 2x + lOy + 19 = 0 

34. x 2 + y 2 + 2x - 4y + 5 = 0 

35. jc 2 -t- y 2 — 10x + 6y + 36 = 0 

36. 4jc 2 + 4y 2 + 24* - 4y + 1 = 0 

37. 2r 2 + 2> 2 - 2 a: + 6j> + 5 = 0 

38. 9* 2 + 9y 2 + 6x - 6y + 5 = 0 


En los ejercicios 39 a 42, obtenga una ecuacidn de la recta 

tangente a la circunferencia en el punto P. Trace la circunferen- 
cia y la recta tangente en el mismo rectangulo de inspeccion. 

39. x 2 + y 2 = 25; P(-4, 3) 

40. 16cc 2 + I6y 2 = 25;/ > (|,-l) 

41. x 2 + y 2 - 4x + 6y - 12 - 0;P(5, 1) 

42. x 2 + y 2 + 14* - 8y - 35 = 0;P(-l,-4) 

43. Utilice geometrfa analftica para demostrar que un angulo 
inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto. 

44. Utilice la geometrfa analftica para demostrar que una recta 
que parte desde el centro de cualquier circunferencia que 
biseque a cualquier cuerda, es perpendicular a la cuerda. 

45. i,Que desigualdad, que relaciona aD,£yf, debe cumplirse 
para que la ecuacidn 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F - 0 
sea una circunferencia. 

46. A partir del origen se dibujan cuerdas de la circunferencia 

x 2 + y 2 + 4x — 0 

Demuestre que el conjunto de los puntos medios de estas 
cuerdas es una circunferencia. 

47. La circunferencia circunscrita a un triangulo es la circunfe- 
rencia que contiene los tres vertices del triangulo. Dados los 
tres vertices del triangulo, explique cdmo puede determi- 
narse el centro y el radio de la circunferencia circunscrita. 



48. Utilice la explicacion del ejercicio 47 para obtener el centro 
y radio de la circunferencia circunscrita al triangulo que 
tiene vdrtices en (-3, 2), (4, - l) y (5, 2). 

49. Describa el conjunto de puntos (x, y) de R 2 para los que 

(a) x 2 + y 2 <, 1 (b) l < x 2 + y 2 < 4 

(c) x 2 + y 2 > 4 

50. Utilice el hecho de que ab ~ 0 si y solo si a = Oob = 0 
para escribir una ecuacidn de cada una de las siguientes 
graficas: (a) la grafica que consiste de todos los puntos de 
cualquiera de las dos circunferencias que tienen su centro en 
el origen y una tiene radio 2 y la otra radio 3 ; (b) la grdfica que 
consiste del origen y todos los puntos de la circunferencia 
unitaria cuyo centro es el origen. 
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A.6 TRASLACION DE EJES 


La forma de una grafica no es afectada por la posicion de l'os ejes coorde- 
nados, en cambio su ecuacion si. Por ejemplo una circunferencia de radio 3 
y centro en el punto (4, - 1 ) tiene la ecuacion 

(x - 4) 2 + (y + l) 2 = 9 

Sin embargo, si se eligen los ejes coordenados de modo que el origen este en 
el centro, la misma circunferencia tiene la ecuacion mas simple 

x 2 + v 2 = 9 



FIGURA 1 


Si pueden elegirse los ejes a voluntad, generalmente se hara en tal forma 
que las ecuaciones sean lo mas simples posible. Sin embargo, si los ejes estan 
dados puede ser deseable encontrar ecuaciones mas sencillas de una grafica par- 
ticular relativa a un sistema diferente de ejes. Si estos ejes diferentes se eligen 
paraielos a los ejes dados, se dice que se ha realizado una traslacion de ejes. 

En particular, considere que los ejes x y y se trasladan a los nuevos ejes x r 
y y' que tienen origen (/z, k ) con respecto a los ejes dados. Tambien considere 
que los numeros positivos se encuentran en el mismo lado del origen de los ejes 
x* y y\ como en los ejes xy y. Consulte la figura 1 . Un punto P del piano que 
tiene coordenadas (jc, y) con respecto a los ejes coordenados dados tendra 
coordenadas {x \ y') con respecto a los nuevos ejes. A continuation se obten- 
dran las relaciones entre estos conjuntos de coordenadas. Para ello, se dibu- 
jan dos rectas que pasen por P, una paralela a los ejes y y y' y la otra paralela 
a los ejes x y x\ Sean A y A ' los puntos de intersection de la primera recta con 
los ejes x y jc', respectivamente, y B y B' las intersecciones de la segunda recta 
con los ejes y y y', respectivamente. Estas rectas se muestran en la figura 1. 

Con respecto a los ejes jc y y, las coordenadas de P son (x, y), las 
coordenadas de A son (jc, 0) y las de A ' son (jc, k). Como AP = AP - A A, 


y' = y - k 


Con respecto a los ejes jc y y, las coordenadas de B son (0, y) y las de B' son 
(h, y). Debido a que B'P = BP - BB\ 

jc' = jc - h 

Estos resultados se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


A.6.1 Teorema Ecuaciones para la traslacion 
de ejes 


Si (jc, y) represeman al punto P con respecto a un sistema de ejes dado, y 
( x\ y') es una representacidn de P despu^s de que los ejes se trasladaron 
a un nuevo origen de coordenadas (>j r &) con respecto a los ejes dados, 
entonces 

x* ~ x — h y y' - y - k 


► EJEMPLO 1 


Dada la ecuacion 


jc 2 + y 2 - 4 jc + 6y - 3 = 0 
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y y' 



FIGURA 2 


traslade los ejes de modo que la ecuacion de la grafica con respecto a los ejes 
x' y y' no contenga terminos de primer grado. 

Solution Se escribe la ecuacidn dada como 
(x 2 - Ax) + (y 2 + 6y) = 3 

Si se completan los cuadrados de los terminos entre parentesis al agregar 4 y 
9 en ambos miembros de la ecuacion, se tiene 

(x 2 - Ax + 4) + (y 2 + 6y + 9)= 3+4 + 9 
(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16 

Si se considera x' = x - 2 y y' = y + 3, se obtiene 

X '2 + y> 2 _ 


>’ y' 



FIGURA 3 


La grafica de esta ecuacion con respecto a los ejes x' y y* es una circunferencia 
con su centro en el origen y radio 4. Debido a las sustituciones de x' por x - 2 y 
y ' por y + 3, el resultado es una traslacion de ejes al nuevo origen (2, -3), la 
grafica de la ecuacion dada con respecto a los ejes x y y es una circunferencia 
con centro en (2, -3) y radio 4. Este resultado concuerda con la discusion 
acerca de las circunferencias en la section A.5 de este apdndice. La figura 2 
muestra la circunferencia junto con los dos sistemas de ejes. 4 

Ahora se aplicara la traslacion de ejes a fin de obtener la ecuacion general 
de una parabola que tiene su vertice en el punto (h, k) y su eje vertical u 
horizontal. En particular, considere que el eje es vertical. Se toman los ejes x' 
y / de modo que el origen est6 en V(h , k). Consulte la figura 3. Con res- 
pecto a los ejes x'yy \ una ecuacion de la parabola de esta figura es 

x' 2 - Apy' 

Con el proposito de obtener una ecuacion de esta parabola con respecto a los 
ejes xyy.se considera x' = x - h y y’ = y - k, lo cual proporciona 

(x - hj 2 = 4 p(y - k) 


En la figura 4, el eje de la parabola es horizontal y el vertice se en- 
cuentra en V{h, k). Mediante un argumento similar, su ecuacidn con respecto 
a los ejes x y y es 


y y' 



FIGURA 4 


(y - k) 2 = Ap(x - h) 

De este modo, se han obtenido las formas estandar de las ecuaciones 
de las parabolas, las cuales se establecen formalmente en el teorema siguiente. 


A. 6, 2 Teorema Formas esldndar de ias ecuaciones 
de las parabolas 


Si p es ia distancia dirigida del vgrticc al foco de una pardbola, una 
ecuacidu de esta pardbola, con vertice en ( h , k) y eje vertical, es 

(x - h) 2 = Ap(y - k) 

Una pardbola con el mismo vdrtice y con su eje horizontal tiene la ecuacidn 
(y - k) 2 = 4 pC* - h) 
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La grafica de cualquier ecuacion cuadratica de la forma 
y = ax 2 + bx + c 


(1) 


donde a, b y c son constantes y a * 0, es una parabola cuyo eje es vertical. 
Esta proposicion puede probarse al mostrar que (l) es equivalente a una 
ecuacion de la forma 


(x - ft) 2 = 4p(y - k ) 


Se le pedira que realice esto en el ejercicio 49. La ecuacion del ejemplo 
siguiente es un caso especial de (1) donde a = -\,b = lyc = 6. 


► EJEMPLO 2 Dada la parabola que tiene ecuacion 
y = ~\x 2 + x + 6 

determine el vertice, una ecuacion del eje, el foco y los extremos del lado 
recto. Dibuje la parabola a partir de estas propiedades, y verifique la grafica 
en la graficadora. 

Solucion La ecuacion dada es equivalente a 

4y = -x 2 + 4x + 24 
x 2 — 4x = -4 y + 24 

Si se completa el tuadrado del lado izquierdo al sumar 4 a cada miembro, 
resulta 

x 2 - 4x + 4 = —4 y + 24 + 4 
(x - 2) 2 = -4 y + 28 
(X - l) 2 = -4(y - 7) 


Esta ecuacion es de la forma 
(Jt - h) 2 = 4 p(y - k) 


y 



en donde h = 2, £ = 7yp = -l. Por tanto, su grafica es una parabola 
con vertice en (2, 7), y su eje es vertical. Asf, el eje tiene la ecuacion 
x - 2. Como p < 0, la parabola abre hacia abajo. Ademas, el foco es el 
punto del eje a 1 unidad debajo del vertice; por lo que el foco se encuentra 
en (2, 6). Debido a que la longitud del lado recto es | 4p \ = 4, sus extre- 
mos estan 2 unidades a la derecha e izquierda del foco, por lo que se en- 
cuentran en (4, 6) y (0, 6). 

La figura 5 muestra la parabola dibujada a partir de estas propiedades. 
En la graficadora se obtiene esta misma grafica. ^ 

Si x y y se intercambian en (l), se tiene la ecuacion 

x = ay 2 + by + c (2) 

La grafica de cualquier ecuacion de esta forma es una parabola cuyo eje 
es horizontal. Este hecho puede verificarse .al probar que (2) es equivalente 
a una ecuacion de la forma 

(y - k} 2 - 4 p(x - h) 


FIGURA 5 
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► EJEMPLO 3 Siga las instrucciones del ejemplo 2 para la pa- 
rabola cuya ecuacion es 

x = 2y 2 + 8y + 1 1 


. y y' ■ 



O’ + 2) 2 = i(JC-3) 

FIGURA 6 


Solution La ecuacion dada es equivalente a 

2y 2 + Sy = x - 11 
2 (y 2 + 4y) = x - 1 1 

A fin de completar el cuadrado de la expresion entre par^ntesis del miem- 
bro izquierdo, se suma 4 a y 2 + Ay. En realidad se agrega 8 al miembro iz- 
quierdo; de modo que tambien se suma 8 al miembro derecho, y se obtiene 

2(y 2 + 4y + 4) = x - 11 + 8 
2 (y + 2) 2 = x - 3 
(y + 2) 2 = - 3) 


Esta ecuacion es de la forma 
(J v - k) 2 = 4 p{x - h) 


y 



con h = 3, k - -2 y p ~ Por tanto, la parabola tiene su vertice en 
(3, -2), su eje es la recta horizontal y - -2, y como p > 0, la parabola abre 
hacia la derecha. Debido a que el foco esta a | de uni dad a la derecha del verti- 
ce, dicho foco se encuentra en el punto ( _ 2). La longitud del lado recto es 
j 4p | = | ; de modo que los extremos del lado recto est£n a \ de unidad por 
arriba y debajo del foco, por lo que se encuentran en ( y, - 2 ) y ( y , 

En la figura 6 se muestra la parabola dibujada a partir de estas propie- 
dades. Para trazar la parabola en la graficadora, primero se escribe la ecua- 
cion dada como 


FIGURA 7 


2y 2 + 8y + (1 1 - x) = 0 

y despues se resuelve para y en terminos de x mediante la formula cuadratica 
con a = 2, b = 8 y c = (1 1 -x), obteniendose dos valores para y: 


y ~ -2 + \ V2x ~ 6 y y = - 2 - j v'2x - 6 


y y 



Cuando se trazan las graficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectan- 
gulo de inspeccion, se obtiene la parabola de la figura 6. ^ 

En los dos ejemplos siguientes, se aplica la traslacion de ejes a otras 
dos graficas. 


► EJEMPLO 4 A partir de la grdfica de y = | x | y una traslacidn 
de ejes conveniente, obtenga la grdfica de y = | x — 4 | - 6. 

Solution Lagraficadey = [ x | se muestra en la figura 20 de la seccion 
A. 2 del ap^ndice. Aquf se reproduce en la figura 7. La ecuacidn 

y = I* - 4| - 6 
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FIGURA 9 


es equivalente a 

y + 6 = | jc — 4 1 

A fin de obtener la grafica de esta ecuacion se considera 
x' - x - 4 y y' = y + 6 

De esta manera, se han trasladado los ejes al nuevo origen (4, -6), y la ecua- 
cion se transforma en y* = |*'| . La grafica de esta ecuacion con respecto a 
los ejes x' y y’ es la misma que la grafica de la figura 7 con respecto a los 
ejes x y y. De este modo se obtiene la grafica mostrada en la figura 8. A 


► EJEMPLO 5 Utilice la grafica de y = |jc 3 del ejemplo 4 de la 
seccion A. 2 del apendice junto con una traslacion de ejes adecuada para 
obtener la grafica de la ecuacion 

y = H x + 5 > 3 + 3 



FIGURA 10 


Solucion La figura 9 muestra la grafica de y = \x 3 . La ecuacion 
y = *(* + 5) 3 + 3 
equivale a 

y - 3 = ±(* + 5) 3 

Con el proposito de obtener la grafica de esta ecuacion, se consideran 
*' = Jt + 5 y y' = y - 3 

De esta manera se han trasladado los ejes al nuevo origen (-5, 3), y la ecua- 
cion se transforma en y' = 4 x ' 3 . La figura 10 muestra la grafica de esta 
ecuacion con respecto a los ejes x' y y\ Es la misma que la grafica de la 
figura 9 con respecto a los ejes x y y. A 


EJERCICIOS A.6 


En los ejercicios J a 4, traslade los ejes de modo que la ecua- 
cion de la grafica con respecto a los nuevos ejes no contenga 
terminos de primer grado. Trace los ejes originales y los 
nuevos. Dibuje la grafica. 

1. j: 2 + y 2 + 6 jc + 4y = 0 

2. x 2 + y 2 - 2x - 8y + 1 = 0 

3. j: 2 + y 2 + j: - 2y + 1 = 0 

4. x 2 + y 2 - IOjc + 4y + 13 = 0 


En los ejercicios 5y6, traslade los ejes de modo que la ecuacion 
de la grafica con respecto a los nuevos ejes x’yy' no contenga 
termino de primer grado en x' y tampoco termino constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la grafica. 

5. x 2 - 4x - 8y - 28 = 0 6. j: 2 + 4^: + 2y = 0 

En los ejercicios 7 y 8, -traslade los ejes de modo que la ecua- 
cion de la grafica con respecto a los nuevos ejes x'y y ' no conten- 
ga termino de primer grado en y' y tampoco termino constante . 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la grafica. 






A.7ELIPSES 1183 


7. y 2 + <r\ + ly + ' 

8. 2y 2 - - 4 y 


En los ejercicios 9 n para las parabolas dadas, determine 

(a) c' venire, (b) ■ m cion del eje, (c) el foco, (d) una ecua- 

cion de la direct ,r ^ /os extremos del lado recto . (f) Dibuje 
la parabola a panir d \stas propiedades y verifique la grafica 
en la grafr nr 


9. ' i 

11. y = + Ax - 5 

13. jc = - 6y 

.5. a: 2 - '■ v — 4y + 13 = 

y 2 + + 12 y = 0 

A' - - ^.c 2 + 4x - 5 

= I x 2 - 1* - 3 
8 A 2 

23. = -2y 2 - 8y - 5 


10. y - jc 2 + 4jc 
12. y = jc 2 + 6jc - 2 
14. jc = -y 2 + 1 
0 16. jc 2 - 4x + 8y + 28 = 0 
18. y 2 - 12r - 14 y + 25 = 0 
20 . y = Te x2 + l x 
22. ^ = 2y 2 + lOy + 3 
24. -iy 2 - \y - 2 


. ■/ j ejercicios 25 a 28, trace la parabola que tiene la ecua- 
cion dicada. 

25. y 2 - 4x - 2y + 9 = 0 

26. 4y 2 - ^ + 16y + 12 = 0 

27. 5y 2 - 4x + lOy + 17 = 0 

28. 3y 2 + 8x - 12y + 20 - 0 

En los ejercicios 29 a 46, haga lo siguiente: (a) dibuje la grdfi- 
ca de la primera ecuacion; (b) de la grafica obtenida en el in- 
ciso (a) y una traslacion de ejes adecuada, dibuje la grafica de 
la segunda ecuacion. (c) Verifique las graficas de los incisos 
(a) y (b) trazandolas en el mismo rectangulo de inspeccion. 

29. y = \x\;y = \x - 2| 

30. y = \x\ ;y = \x + 3| 

31. y = j*|;y = \x\ + 3 


32. y = \x\\y = \x\ - 2 

33. y=|jc|;y=|x + 4|-5 

34. y - | jc | ; y = | jc — 1 1 + 6 

35. y = * 3 ; y = (x - 4) 3 

36. 2y = ~x x ,2y + 2= -x 3 

37. y = x 3 \y = (jc + l) 3 + 1 

38. 2y = -jc 3 ; 2y = ~(x - 4) 3 + 4 

39. y = V* ; y = fix - 2 + 4 

40. y = 4x ;y = V* + 3 - 2 

41. y = Jc 2 ;y = (jc - 4) 2 

42. y = jc 2 ;y = (jc + 3) 2 

43. y = jc 2 ; y = jc 2 + 3 

44. y = jc 2 ;y = jc 2 - 4 

45. y = x 2 ;y = (jc + l) 2 - 5 

46. y = jc 2 ;y = (jc - 2) 2 + 1 

47. Dada la parabola de ecuacion 

y = ax 2 + bx + c 

con a * 0, obtenga las coordenadas del vdrtice. 

48. Determine las coordenadas del foco de la parabola del ejer- 
cicio 47. 

49. Muestre que la ecuacion y = ax 2 + bx + c es equivalen- 
te a una ecuacion de la forma (jc - h ) 2 = 4 p(y - k) al 
resolver la segunda ecuacion para y. 

50. Si una parabola tiene su foco en el origen y el eje jc como 
su eje, demuestre que dicha parabola debe tener una 
ecuacion de la forma y 2 - 4kx + 4k 2 , k * 0. 

51. (a) Muestre que la ecuacion y = jc 2 + bx + cpuedeescri- 
birse en la forma y = (jc - h ) 2 + k. (b) Explique como se 
dibuja la grafica de y = (jc - h) 2 + k a partir de la grafica 
de y = jc 2 . En la explicacion invente un ejemplo particular. 


A .7 ELIPSES 

A fin de referirse al aspecto geometrico de las secciones conicas, se debe 
considerar que un cono tiene dos mantos, cada uno extendiendose indefi- 
nidamente. Una porcidn de un cono circular recto de dos mantos se muestra 
en la figura 1 . Se denomina generatriz (o elemento) del cono a una recta 
que este contenida completamente en el cono. Todas las generatrices de un 
cono contienen el punto V llamado vertice. 

Una elipse se obtiene como una seccion conica si el piano cortante no 
es paralelo a ninguna generatriz, en cuyo caso el piano cortante intersecta a 
cada generatriz como en la figura 2. Un caso especial de la elipse es la 
circunferencia, la cual se forma si el piano cortante intersecta a cada genera- 
triz y tambien es perpendicular al eje del cono. Refierase a la figura 3. A 
continuacion se definira una elipse como un conjunto de puntos del piano. Al 
final de esta seccion se demostrara que esta definicion es una consecuencia 
de considerar a la elipse como seccion de un cono. 
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FIGURA 1 


A. 7*1 Definition de elipse 


Una elipse es el conjunto de puntos de an piano tales que la suma de 
sus distancias desde dos panto fijos es constante. Cada panto fljo se 
denomina foco. 

Considere 2c como la distancia no dirigida entre los focos, donde c > 0. 
Para obtener una ecuacidn de una elipse, se elige el eje x como la recta que pasa 
por F y F\ de modo que el origen sea el punto medio del segmento entre F y F\ 
Vea la figura4. Los focos Fy F'tienen coordenadas (c, 0) y (-c, 0), respectiva- 
mente. Si 2 a es la suma constante referida en la definicidn, entonces a > c 
y el punto P(jc, y) de la figura 4 es cualquier punto de la elipse si y solo si 

\FP\ + |FF| = 2 a 
Como 


\FP\ = *sj(x - c) 2 + y 2 y |FP| = yj(x + c) 2 + y 2 
P estd en la elipse si y solo si 



Elipse 

FIGURA 2 


*sj(x~- c) 2 + y 2 + *J(x + c) 2 + y 2 = 2 a 

Con objeto de simplificar esta ecuacidn, es necesario eliminar los ra- 
dicales y realizar algunas manipulaciones algebraicas, lo cual se le pedird 
que haga en el ejercicio 35. A1 efectuar esto, se obtiene 



donde b 2 = a 2 - c 2 . El teorema siguiente establece este resultado formal- 
mente. 


A ,7,2 Teorema Ecuacion de una elipse 


Si 2a es la constante referida en la definition de la elipse, si los focos se 
encuemran en (c f 0) y {-c t 0) y si br 1 = a* - c 2 , entonces una ecuacidn 
de la elipse es 




Circunferencia 

FIGURA 3 


A fin de dibujar la elipse, primero observe de la ecuacidn que la grdfica 
es simetrica con respecto a los dos ejes. Si se sustituye y por 0 en la ecua- 
cion, se obtiene * = ±a> y si se reemplaza jc por 0, se obtiene y = ±b. Por 
tanto, la grafica intersecta al eje x en ( a , 0) y (-a, 0) y corta al eje y en 
(0, b) y (0, -b). Como b 2 = a 2 - c 2 , se deduce que a > b. Consulte la 
figura 5 y refiOrase a ella conforme lea el pdrrafo siguiente. 

La recta que pasa por los focos se denomina eje principal. Para esta elipse 
el eje jc es el eje principal. Los puntos de intersecciOn de la elipse con su eje 
principal se llaman vertices. Asf, para esta elipse los vertices estdn en V(a, 0) 
y 0). El punto del eje principal que se encuentra a la mitad de la distancia 
entre los dos vertices recibe el nombre de centro. El origen es el centro de esta 
elipse. El segmento del eje principal entre los dos vertices se denomina eje 
mayor, y su longitud es 2 a unidades. Para esta elipse el segmento del eje y entre 
los puntos (0, b ) y (0, -b) se llama eje menor. Su longitud es 2b unidades. 

Una elipse recibe el nombre de conica central en contraste con una 
parabola, la cual no tiene centro debido a que solo tiene un v^rtice. 




A.7 ELIPSES 1185 


y 



EJEMPLO 1 Para la elipse que tiene la ecuacion 



obtenga los vertices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la 
elipse y muestre los focos. 

Solucion Como la ecuacion es de la forma 



y 



y 



FIGURA 6 


y 



el centro de la elipse est£ en el origen y su eje principal es el eje x. Debido a que 
a 2 = 25 y b 2 = 16, a = 5 y b = 4. Por tanto, los vertices se encuentran en 
V(5 } 0) y P'(~5, 0), y los extremos del eje menor estan en B( 0, 4) y B'( 0, -4). 

A fin de determinar los focos, se resuelve la ecuacion b 2 = a 2 - c 2 para 
c con a 2 = 25 y b 2 = 16. De este modo, puesto que c > 0, 

16 = 25 - c 2 
c 2 = 9 
c = 3 

Por tanto, los focos se encuentran en F( 3, 0) y F'(- 3, 0). 

Como una ayuda al dibujar la elipse, se determina un punto del primer 
cuadrante al sustituir 3 por jc en la ecuacion y resolverla para y. Por su- 
puesto, cualquier otro valor de jc entre 0 y 5 puede emplearse. Por la simetria 
se tienen puntos correspondientes en los otros tres cuadrantes. La figura 6 
muestra la elipse y los focos. 4 

Observe de la definicion de elipse que si P es cualquier punto de la 
elipse del ejemplo 1 , entonces | FP | + | FT \ — 10. En la figura 7 se ha to- 
rnado P en el segundo cuadrante. 

Con objeto de trazar la elipse en la graficadora, puede hacerse lo mismo 
que se hizo en la seccion A. 5 del apendice para las graficas de las circunferen- 
cias. Esto es, se considera la ecuacion de la elipse como cuadrdtica en y y se 
resuelve para esta variable a fin de obtener dos ecuaciones que definen a y 
como dos funciones de jc. 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Al resolver la ecuacion de 

la elipse del ejemplo 1 para y, primero se multiplican los dos miembros de la 
ecuacion por 400, por lo que se tiene 

\6x 2 + 25 y 2 = 400 

15y 2 = 400 - 16a: 2 

25 y 2 = 16(25 - x 2 ) 

y 2 = g(25 - x 2 ) 

y = ±f V25 - x 2 

En el mismo rectangulo de inspeccion de la graficadora se trazan las grafi- 
cas de 


— + = i 

25 16 

FIGURA 7 


= | V25 - x 2 y y 2 = -|V25 - a : 2 
para obtener la elipse que se muestra en la figura 6. 


◄ 
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En la seccion A.9 del ap£ndice se explica otro metodo para trazar una 
elipse en la graficadora. Este metodo emplea ecuaciones parametricas de ta 
elipse que contienen funciones trigonometricas. 

Las trayectorias de muchos cometas y las orbitas de los planetas y sa- 
telites son elipses. Algunas veces los arcos de puentes tienen forma eliptica, y 
tambien se utilizan las elipses en los engranajes de algunas maquinas. Una 
aplicacion de la elipse en arquitectura se tiene en las llamadas galenas del 
susurro, en donde se utiliza su propiedad reflexiva. En estas galenas las 
bovedas tienen secciones transversales que son arcos de elipses con focos 
comunes. Una persona ubicada en un foco F puede escuchar el susurro de 
otra colocada en el foco F* debido a que las ondas sonoras originadas por 
el murmurador de F' chocan contra la boveda y son reflejadas por esta al 
oyente ubicado en F. Un ejemplo famoso de estas galenas del susurro se 
encuentra bajo la cupula del Capitolio en Washington D. C. Otro ejemplo 
mas es el Tabernaculo Mormon en Salt Like City. 


► EJEMPLO 2 Un arco en forma de semielipse mide 48 pie de 
ancho en la base y tiene una altura de 20 pie. ^Que tan ancho es el arco a una 
altura de 10 pie sobre la base? 



FIGURA 8 


Solution La figura 8 muestra un dibujo del arco y los ejes coordenados, 
los cuales se han elegido de modo que el eje x yace a lo largo de la base y el 
origen se encuentra en el punto medio de la base. Entonces, la elipse tiene su 
eje principal sobre el eje jc, su centro en el origen, a = 24 y b = 20. Asi, 
una ecuacion de la elipse es 

JL + JL = 1 

576 400 

Sea 2x pies la medida del ancho del arco a la altura de 10 pie sobre la 
base. Por tanto, el punto (jc, 10) esta en la elipse. De modo que 


576 


100 = 

400 


x = 


1 

432 

12 V3 


y 



Conclusion: A la altura de 10 pie sobre la base, el ancho del arco mide 

24 V3 pie. 4 

Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje principal sobre el 
eje y, entonces una ecuacion de la elipse es de la forma 



esta ecuacion se obtiene al intercambiar x y y en la ecuacion 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Puesto que para una elipse 

a > b , se deduce que la elipse que tiene ecuacion 



FIGURA 9 
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tiene su eje principal sobre el eje y. Esta elipse tiene la misma forma de la 
elipse del ejemplo 1. Los vertices se encuentran en (0, 5) y (0, -5), los extre- 
mos del eje menor estan en (4, 0) y (-4, 0), y los focos se encuentran en 
(0, 3) y (0, -3). La figura 9 muestra esta elipse. ' 4 


Suponga que el centro de una elipse esta en el punto ( h , k ) en lugar del 
origen, y que el eje principal es paralelo a uno de los ejes coordenados. 
Entonces, mediante una traslacidn de ejes, de modo que el punto ( h , k) sea el 
nuevo origen, una eeuacion de la elipse es 



si el eje principal es horizontal, y 



si el eje principal es vertical. Como jc' = x - h y y' = y - k, se tienen las 
formas estandar siguientes para las ecuaciones de las elipses. 


A.7. 3 Teorema Formas estandar de las ecuaciones 
de las elipses 


Si el centro de una elipse est& en ( h » it) y la distancia entre los vertices es 
2a y entonces una ecuacidn de la elipse es de la forma 


+ = 1 (fl > b) 


si el eje principal es horizontal y 


si el eje principal es vertical. 


A1 desarrollar (jc - h) 2 y (y - k) 2 y simplificar, se pueden escribir 
cada una de las ecuaciones ( 1 ) y (2) en la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (3) 

donde A y C tienen el mismo signo. En el ejemplo siguiente se comienza 
con una eeuacion en esta forma y se completan los cuadrados a fin de expre- 
sarla en alguna de las formas estandar. 


► EJEMPLO 3 Demuestre que la grdfica de la eeuacion 

25x 2 + 16y2 + 15(k - \2%y - 1119 = 0 

es una elipse. Determine el centro, una eeuacion del eje principal, los ver- 
tices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la elipse y verifique la 
grafica en la graficadora. 

Solution Con objeto de escribir la eeuacion dada en una de las formas 
estandar, se comienza por completar los cuadrados en jc y y. A1 hacerlo se tiene 

250c 2 + 6jc) + 16(y 2 - 8 y ) =1119 
25 (jc 2 + 6jc + 9) + 1 6(y 2 - 8y + 16) = 1119 + 225 + 256 
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64 [00 

FIGURA 10 


25 (x + 3) 2 + 16 (y - 4) 2 = 1600 

25(jc + 3)2 . 16(> - 4)2 
1600 1600 
(* + 3)2 (y - 4)2 
64 + 100 

Esta ecuacion es de la forma 


jy - W , (x - ft ) 2 , 
+ ft 2 


(a > b) 


donde (ft, ft) es (-3, 4), a 2 - ]00 y b 2 = 64. Por tanto, la grafica es una 
elipse cuyo centro se encuentra en (-3, 4) y cuyo eje principal tiene la 
ecuacion jc = -3. Como a — 10 y b = 8, los vertices estan en V{-3, 14) 
y V’(-3, -6), y los extremos del eje menor se encuentran en B(5 , 4) y 
£'(-11, 4). Para determinar los focos se emplea la ecuacion b 2 = a 2 - c 2 
con c > 0, de donde resulta 


64 = 100 - c 2 
c 2 = 36 
c = 6 


De esta forma, los focos estan en F(- 3, 10) y F'(-3, -2). A1 localizar algu- 
nos puntos mas (en particular donde la elipse intersecta a los ejes x y y) se 
obtiene la elipse que se muestra en la figura 10. M 


En los ejemplos ilustrativos siguientes tambien se tienen ecuaciones 
de la forma (3). 


t> EJEMPLO I LU STRATI VO 3 Suponga que (3) es 

6jc 2 + 9y 2 - 24* - 54y + 115 = 0 
la cual puede escribirse como 

6(x 2 - 4x) + 9(y 2 - 6y) = -115 
A1 completar los cuadrados en x y y, se tiene 

6(x 2 - 4x + 4) + - 6y + 9) = -115 + 24 + 81 

6(x - l) 2 + 9(y - 3) 2 = -10 

Puesto que el miembro derecho de esta ecuacidn es negativo y el miem- 
bro izquierdo es no negativo para todos los puntos (jc, y), la grafica es el 
conjunto vacio. ^ 


D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Debido a que la ecuacion 
6x 2 + 9 y 2 - 24x - 54 y + 105 = 0 
puede expresarse como 

6(x - 2) 2 + 9 (y - 3) 2 = 0 

su gretfica consiste del punto (2, 3). M 
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Se puede demostrar en general que la grafica de cualquier ecuacion de la 
forma (3) es una elipse, como en el ejemplo 3, un punto o el conjunto vacfo. 
Cuando la grafica consiste de solo un punto o es el conjunto vacfo, como en 
los ejemplos ilustrativos 3 y 4, se dice que la elipse es degenerada. 

Observe que (3) es el caso especial de la ecuacion general de segundo 
grado en dos variables 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (4) 

donde 5 = 0 y AC > 0 (esto es, A y C tienen el mismo signo). 

Las conclusiones de la discusion anterior se resumen en el teorema 
siguiente. 



Punto 


A* 7 *4 Teorema 


Si en la ecuacidn general de segundo grado (4), B - Gy AC > 0, 
entonces la grafica es una elipse, un punto o el conjunto vacfo* 

El caso degenerado de una elipse, un punto, se obtiene como una seccion 
conica si el piano cortante contiene al vertice del cono pero sin contener a 
ninguna generatriz. Consulte la figura 1 1 . 

Si A = C en (3), entonces la ecuacion se transforma en 

Ax 2 + Ay 2 + Dx + Ey + F = 0 
de la cual, al dividirse entre A, resulta 

*2 + y l + D + K y + l = 0 
AAA 


En la seccion A. 5 del apendice se dijo que la grafica de esta ecuacion es una 
circunferencia, un punto o el conjunto vacfo. Esta proposicion concuerda con 
el teorema A. 7. 4 debido a que una circunferencia es una forma lfmite de 
una elipse. Este hecho puede demostrarse al considerar la ecuacion que rela- 
ciona a, b y c para una elipse: 

b 2 = a 2 - c 2 


De esta ecuacion se observa que si c = 0, entonces b 2 = a 2 , y en con- 
secuencia, la forma estandar de la ecuacion de una elipse se convierte en 



45 


(x - h)2 , (y - k) 2 _ t 
a 2 a 2 

<=> (x - h ) 2 + (y - k) 2 = a 2 

la cual es una ecuacion de una circunferencia con centro en (h, k) y 
radio a. Ademas, cuando c = 0, los focos coinciden con el centro de la 
circunferencia. 


W EJEMPLO 4 Obtenga una ecuacion de la elipse que tiene focos 
en (-8, 2) y (4, 2), para la cual la constante referida en la definicion es 18. 
Dibuje la elipse. 

Solution El centro de la elipse esta'a la mitad de la distancia entre los 
focos y es el punto (-2, 2). La distancia entre los focos de la elipse es 2c, y la 
distancia entre (-8, 2) y (4, 2) es 12. Por tanto, c = 6. La constante referida en 


FIGURA 12 



1190 APENDICE 


y 



y 



la defiilicidn es 2a; de modo que 2a - 18 y a = 9. Como b 2 = a 2 - c 2 , 
entonces 

b 2 = 81-36 
b 2 = 45 
= 3V5 

El eje principal es paralelo al eje x ; en consecuencia, una ecuacion de la 
elipse es de la forma 

(-* - h)i (y - k) 2 _ . 
a 2 b 2 

Debido a que el punto (h, k) es el punto (-2, 2), a = 9 y b = 3 -J5 , la ecuacion 
requerida es 

(x + 2)2 , (y - 2)2 __ , 

81 + 45 

Esta elipse se muestra en la figura 12. ^ 

Algunas elipses son casi circulares, lo cual ocurre cuando los focos 
estan muy prdximos entre si. Otras elipses son “aplastadas” lo cual sucede 
cuando los vertices y los focos estan muy cerca unos de otros. La forma de 
una elipse (su “redondez” o “aplastamiento”) esta determinada por la 
excentricidad , la cual se define formalmente a continuation. 


AJ.5 Definicion de la excentricidad de una elipse 


La excentricidad e de una elipse es la razdn de la distancia no diii- 
gida entre los focos a la distancia no dirigida entre los vertices; esto es. 



a 


y 



FIGURA 13 


Puestoquec 2 - a 2 - b 2 , entonces c < a;portanto, 0 < e < 1. Cuan- 
do los focos estan muy proximos entre si, e estd muy cerca de cero, y la for- 
ma de la elipse es muy parecida a una circunferencia. Vea la figura 13(a), 
que muestra una elipse para la cual e = 0.3. Si a permanece fija, entonces 
conforme e se incrementa, el aplastamiento de la elipse tambien aumenta. 
Las figuras 13(b) y 13(c) muestran elipses con excentricidades de 0.7 y 
0.95, respectivamente, cada una con el mismo valor de a como en la figu- 
ra 13(a). Las formas lfmite de la elipse son una circunferencia de didmetro 
2 a y un segmento de recta de longitud 2a. 

Como se prometid, ahora se demostrard que la definicion de elipse como 
conjunto de puntos de un piano se deduce de la definicion de elipse como seccion 
conica. Esta demostracion, a veces llamada demostracion del cono de helado, 
fue presentada en 1 822 por el matematico belga G. P. Dandelin (1794-1847). 
Refierase a la figura 14, la cual muestra un manto de un cono que tiene vertice en 
O y un piano cortante que intersecta al cono en una elipse. En el cono se 
encuentran inscritas las dos esferas S\ y S 2 . La esfera S\ es tangente al cono a lo 
largo de la circunferencia Cj, y es tangente al piano cortante en el punto F { . La 
esfera S 2 es tangente al cono a lo largo de la circunferencia C 2 , y es tangente al 
piano cortante en el punto F 2 . Los pianos de las circunferencias Cj y C 2 son pa- 
ralelos. Se demostrara que F j y F 2 son los focos de la elipse al probar que si P es 
cualquier punto de la elipse, entonces | PF X \ + | PF 2 \ es una constante. Para 
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Foco F 


Elipse 


P 

Esfera S 


Circunferencia C 2 

FIGURA 14 


Esfera S 


Circunferencia C 


demostrar esto, se dibuja la recta que pasa por los puntos O y P de la super- 
ficie del cono. Los puntos Q\ y Q2 son las intersecciones de esta recta cen 
las circunferencias C\ y C 2 , respectivamente. Como PF\ y Pg] son dos rectas 
tangentes a la esfera S\ trazadas desde P, se deduce que 

M = \m\ 

Tambien PF 2 y PQ 2 son dos rectas tangentes a la esfera S 2 trazadas desde P. Asf, 

m\ = \m\ 

Por tanto, 

1^1 + 1^1 = \ PQ\ \ + \PQi\ 

Observe que | PQ ] | + | PQ2 1 — \Q\Q2 | , la cual es la distancia medida a lo 
largo de la superficie del cono entre los pianos paralelos de las circunferen- 
cias Cj y C 2 . Esta distancia sera la misma para cualquier otra election del 
punto P de la elipse. Por tanto, | PF\ | + | PF 2 | es una constante, y F x y F 2 
son los focos de la elipse. 


EJERCICIOS A.7 


En los ejercicios 1 a 16, para la elipse que tiene la ecuacion 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, (c) los 
vertices, (d) los extremos del eje menory (e) los focos. (f) Dibuje 
la elipse ymuestre los focos. Verifique la grafica en la graficadora. 


1 . 

r 2 y2 

= 1 

2. 

^4^ = 1 


25 9 


100 64 

3. 

II 

4 

4. 

ii + ii = 1 


4 16 


25 169 

5. 

9jc 2 4 25y 2 = 900 

6. 

4jc 2 4 9y 2 = 36 

7. 

9jc 2 + y 2 = 9 

8. 

25jc 2 + 4y 2 = 100 

9. 

4jc 2 4 9y 2 - 16jc - 

18y - 

11=0 


10. x 2 + 4y 2 - 6jc 4 8y - 3 = 0 

11. 4jc 2 4 y 2 4 8jc - 4y - 92 = 0 

12. 2jc 2 + 2y 2 - 2x + 18y + 33 = 0 

13. 4jc 2 + 4y 2 4 20jc - 32y 4 89 = 0 

14. 25jc 2 + y 2 - 4y - 21 =0 

15. jc 2 + 3y 2 - 4jc - 23 = 0 

16. 2jc 2 + 3y 2 - 4 jc + 12y + 2 = 0 

En los ejercicios 17 y 18, determine si la grafica de la ecuacion 
es una elipse, un punto o el conjunto vacio. 

17. 4x 2 + y 2 - 8-t + 2y + 5 = 0 

18. 2x 2 + iy 2 + - 6)> + 20 = 0 

En los ejercicios 19 a 28, obtenga una ecuacion de la elipse que 
tiene las propiedades indicadas y dibuje la elipse. Verifique la 
grafica en la graficadora. 

19. Vertices en (-|, 0) y ( |, 0), y un foco en ( |, 0). 

20. Focos en (-5, 0) y (5, 0) y para la cual la constante referida 
en la definicion es 20. 


21. Focos en (0, 3) y (0, -3) y para la cual la constante referida 
en la definicion es 6 V3 . 

22. Centro en el origen , sus focos sobre el eje jc, la longitud del 
eje mayor es 3 veces la longitud del eje menor, y pasa por 
el punto (3, 3). 

23. Vertices en (2, 0) y (-2, 0), y pasa por el punto (-1, | f3 ). 

24. Vertices en (0, 5) y (0, -5), y pasa por el punto (2, - j ). 

25. Centro en (4, -2), un vertice en (9, -2) y un foco en (0, -2). 

26. Un foco en (2, -3), un vertice en (2, 4) y el centro sobre el 
eje jc. 

27. Focos en (- 1 , - 1 ) y (-1 , 7), y la longitud del semieje mayor 
es de 8 unidades. 

28. Focos en (2 t 3) y (2, -7), y la longitud del semieje menor es 
dos tercios de la longitud del simieje mayor. 

En los ejercicios 29 a 32, resuelva el problema verbal y no ol- 

vide escribir una conclusion . 

29. El techo de un vestibulo de 1 0 m de ancho tiene la forma 
de una semielipse de 9 m de altura en el centro y 6 m de 
altura de las paredes laterales. Determine la altura del techo 
a 2 metros de Cualquier pared. 
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30. La orbita de la Tierra alrededor del Sol es de forma eliptica, 
con el Sol en uno de los focos y un semieje mayor de longitud 
de 92.96 millones de millas. Si la excentricidad de la elipse 
es 0.0167, determine (a) la distancia minima de la Tierra al 
Sol y (b) la mayor distancia posible entre la Tierra y el Sol. 

31. Suponga que la orbita de un planeta tiene la forma de una 
elipse con un eje mayor cuya longitud es de 500 millones de 
kilometres. Si la distancia entre los focos es de 400 millones 
de kilometres, obtenga una ecuacion de la orbita. 

32. El arco de un puente es de forma semielfptica y tiene una 
amplitud horizontal de 40 m y una altura de 16 m en su cen- 
tre. iQni altura tiene el arco a 9 m a la derecha o izquierda 
del centre? 



33. A fin de trazar la elipse definida por la ecuacidn 4x 2 + 
9y 2 = 36, utilice el procedimiento siguiente y explique 
por que funciona: primero determine los puntos de intersec- 


cion de la elipse con los ejes coordenados. Obtenga los 
focos sobre el eje x empleando un compas, con centre .en 
uno de los puntos de interseccion con el eje y y radio 3. 
Despues clave una “chinche” en cada foco. Tome una cuer- 
da de longitud 6 y ate cada uno de sus extremos a una chin- 
che. Apoye un lapiz contra la cuerda y haga que se tense, 
deslice el lapiz manteniendo tensa la cuerda y trace la elipse. 

34. Utilice un procedimiento semejante al del ejercicio 33 para 
trazar la elipse cuya ecuacion es \6x 2 + 9 y 2 = 144. Ex- 
plique por qu 6 funciona el procedimiento. 

35. Demuestre que la ecuacion 

x - c ) 2 + y 2 + «J(x + c) 2 + y 2 = 2 a 
puede simplificarse y expresarse como 



donde 2 = a 2 - c 2 . 

36. Para la elipse cuya ecuacion es 

(x - hp . (y - k) 2 _ , 

a 2 b 2 

donde a > b > 0, obtenga las coordenadas de los focos 
en terminos de h,k,a y b. 


A.8 HIPERBOLAS 



Hiperbola 

FIGURA 1 


Cuando un piano cortante de un cono es paralelo a dos generatrices, dicho 
piano intersecta los dos mantos del cono y la seccion conica que se obtiene 
es una hiperbola , la cual se muestra en la figura 1. La definicion de hiper- 
bola como un conjunto de puntos de un piano puede deducirse a partir de 
su definicion como seccion conica. La demostracion, es semejante a la utili- 
zada para la elipse en la seccion A. 7 del apendice, e implica una esfera en 
cada manto del cono. 


A,8,T Definicion de hiperbola 


Una hiperbola es un conjunto de puntos del piano tales que el valor 
absolulo de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos es cons- 
tante, Los dos puntos fijos se denominan focos* 

A fin de obtener una ecuacion de una hiperbola se comienza, como se 
hizo con la elipse, considerando la distancia entre los focos como 2c, donde 
c > 0. Despues se elige el eje x como la recta que pasa por los focos F y 
F\ Consulte la figura 2. Los puntos (c, 0) y (-c, 0) son los focos F y F\ 
respectivamente. Sea 2 a la constante referida en la definicion. Se puede 
demostrar que c > a. El pun to (*, y) de la figura 2 es un punto de la hipdrbo- 
la si y s61o si 

||Fp| - |Fp|| = 2a 
Como 

| FP | = -j(x - c) 2 + y 2 y | FT \ = ~J(x + c) 2 + y 2 
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y 



F ( — c, 0) 0 F (c, 0) 

FIGURA 2 


P esta en la hiperbola si y solo si 

| -J(.X - C) 2 + y 2 - -fix - c) 2 + y 2 1=2 a 
o, equivalentemente, sin las barras de valor absoluto, 

-y/(* “ c ) 2 + y* - v'( x + c ) 2 + F = ±2a 

Esta ecuacion puede simplificarse al eliminar los radicales y efectuar algu- 
nas manipulaciones algebraicas. Se le pedira que haga esto en el ejercicio 43. 
La ecuacion que resulta es 

X* _ = , 

donde fc 2 = c 2 _ a 2 s f se tjene el teorema siguiente. 


A.8. 2 Teorema Ecuacion de una hiperbola 


Si 2a es la constants re fen da en la defmieidn, si los focos e$t£n en ( c t 0) 
y (-c, 0) t y si b 1 — c 1 - a 2 , entonces una ecuaddn de la hiperbola es 



y 



FIGURA 3 


Ahora se mostrara como se dibuja esta hipdrbola, la cual se presenta en la 
figura 3. Observe de la ecuacion que la grafica es simetrica con respecto a los 
ejes xyy. Como con la elipse, la recta que pasa por los focos se denomina eje 
principal. Asi, para esta hiperbola el eje x es el eje principal. Los puntos donde 
la hiperbola intersecta al eje principal se llaman vertices y el punto que se en- 
cuentra a la mitad de la distancia entre los vertices recibe el nombre de centro. 
Para esta hiperbola los vertices estdn en V(a, 0) y V\~a, 0) y el centro se 
encuentra en el origen. El segmento V'V del eje principal se denomina eje 
trans verso y su longitud es 2 a unidades. 

Al sustituir 0 por jc en la ecuacion de la hiperbola se obtiene la ecuacion 
y 2 = - b 2 , la cual no tiene soluciones reales. En consecuencia, la hiperbola no 
intersecta al eje y. Sin embargo, el segmento de recta que tiene sus extremos en 
los puntos (0, - b ) y (0, b) se llama eje conjugado, y su longitud es 2b unidades. 
Si se resuelve la ecuacion de la hiperbola para y en terminos de jc; se tiene 

y = ±— V* 2 ~ a 2 
J a 

De esta ecuacion se concluye que si | jc | < a, no existe valor real para y. Por 
lo que no existen puntos (jc, y) de la hiperbola para los cuales -a < x < a. 
Tambi6n se observa que si | jc | > a, entonces a y le corresponden dos valores 
reales. Asi, la hiperbola tiene dos ramas. Una rama contiene al vSrtice V{a, 0) 
y se extiende indefinidamente hacia la derecha de V. La otra rama contiene al 
v^rtice V'(-a, 0) y se extiende indefinidamente hacia la izquierda de V\ 

Como en el caso de la elipse, debido a que la hiperbola tambi6n tiene 
un centro se le llama conica central. 


► EJEMPLO 1 


Determine los vertices y focos de la hiperbola 


cuya ecuacion es 


xl _ y± 

9 16 


1 
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FIGURA 4 


Dibuje la hiperbola y muestre los focos. 

Solution Como la ecuacion es de la forma 

x 1 _ yi = j 
a 2 b 2 

el centro de la hiperbola esta en el origen y el eje principal es el eje x. De- 
bido a que a 2 = 9 y b 2 = 16, entonces a = 3 y b = 4. Por tanto, los 
vertices se encuentran en V(3, 0) y V'(~3, 0). El numero de unidades de la 
longitud del eje transverso es 2a = 6, y el numero de unidades del eje 
conjugado es 2b = 8. Como b 2 = c 2 - a 2 , con c > 0, se tiene 

16 = c 2 - 9 
c 2 = 16 + 9 
c 2 = 25 
c = 5 


En consecuencia, los focos estan en F(5, 0) y F'(-5, 0). La hiperbola dibu- 
jada junto con los focos se muestra en la figura 4. ^ 



\fp\ - \F'P\ =6 


De la definicion de la hiperbola, si P es cualquier punto de la hiperbola 
del ejemplo 1, entonces ||FP| - |F'P|| = 6. Consulte las figuras 5(a) y 
(b); en (a) P esta en el segundo cuadrante y | FP \ - | F'P | = 6; en (b) P esta 
en el cuarto cuadrante y | F'P \ - |FP| = 6. 


r EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacidn de la hiperbola que tiene un 
foco en (5, 0) y los extremos de su eje conjugado se encuentran en (0, 2) y 
( 0 ,- 2 ). 

Solucion Como los extremos del eje conjugado se encuentran en (0, 2) 
y (0, -2), b — 2, el eje principal coincide con el eje x , y el centro esta en el 
origen. En consecuencia, una ecuacion de esta hiperbola es de la forma 

xl _ = , 

a 2 b 2 


(a) 



\F'P\ - | FP | = 6 


Debido a que un foco se encuentra en (5, 0), c = 5, y como b 2 = c 2 - a 2 , 
entonces a 2 = 25-4. Asf, a = V5T y una ecuacion de la hiperbola es 



Si en la ecuacion 

x 2 _ = 1 

a 2 b 2 

se intercambian x y y, se obtiene 

y 2 : _ & _ i 
a? b 2 


la cual es la ecuacion de una hiperbola que tiene su centro en el origen y su 
eje principal coincide con el eje y. 


(b) 


X 


9 


16 


= 1 


FIGURA 5 


. EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La ecuacion 

yi _ x 2 = , 

9 16 



a I Gr 
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9 16 

FIGURA 6 


puede obtenerse a partir de la del ejemplo 1 al intercambiar x y y. La grafica 
de esta ecuaci6n es una hipdrbola que tiene su centra en el origen, el eje y como 
su eje principal, sus vertices en V(0, 3) y V'(0, -3) y su focos en F( 0, 5) y 
F'( 0, -5). La figura 6 muestra la hiperbola y sus focos. 4 

Como se hizo con las circunferencias y con las elipses en las secciones 
A.5 y A.6, respectivamente, se puede trazar una hiperbola en la graficadora. 
Primero se define y como dos funciones de x, las cuales se obtienen al re- 
solver la ecuacidn de la hiperbola para y. Sin embargo, como con la elipse, 
es facil trazar la grafica de la hiperbola a partir de sus ecuaciones param6- 
tricas, el metodo se explica en la section A.9 del apendice. 

En la ecuacion estdndar de una elipse, se sabe que a > b. Sin embargo, 
para una hiperbola no existe una desigualdad general que relacione a a y b. 
Por ejemplo, en el ejemplo 1, donde a - 3 y b = A, a < b\ pero en el 
ejemplo 2, donde a = V2l y b = 2, a > b. Ademds, a puede ser igual 
a b , en este caso la hiperbola se denomina equilatera. La hiperbola equi- 
ldtera cuya ecuacion es 

jc 2 - y 2 = 1 


se conoce como hiperbola unitaria. 

Refierase a la figura 7, la cual muestra la hiperbola que tiene la ecuacuacidn 


xi _ yi 

a 2 b 2 


= 1 



FIGURA 7 


Las rectas diagonales punteadas son las asmtotas de la hiperbola. En las sec- 
ciones 1.7 y 3.7, se estudiaron asmtotas verticales, horizontales y oblicuas de 
una grdfica, y se presentaron las definiciones formales, las cuales implican el 
concepto de Umite. Sin embargo, intuitivamente puede establecerse que si la 
distancia no dirigida entre una grafica y una recta se hace mas pequena (sin 
llegar a ser cero) conforme |jc| o \y\ se hacen cada vez mas gran des,entonces 
la recta es una asintota de la grafica. 

Observe en la figura 7 que las diagonales del rectangulo cuyos vertices 
se encuentran en (a, b)> (< a , -&), (- a , b) y (- a , - b ) pertenecen a las asmtotas 
de la hiperbola. Este rectangulo se denomina rectangulo auxiliar; sus lados 
tienen longitudes de 2 a y 2b. Los vertices de la hiperbola son los puntos de 
interseccion def eje principal y el rectangulo auxiliar. Una grafica bastante 
buena de una hiperbola puede obtenerse dibujando primero el rectangulo 
auxiliar. Las asmtotas se tienen al prolongar las diagonales del rectangulo. 
Despu^s, por cada v^rtiee se dibuja una rama de la hiperbola empleando las 
asmtotas como guias. Observe que como a 2 + b 2 = c 2 , la circunferencia 
que tiene su centra en el origen y pasa por los vertices del rectdngulo auxi- 
liar tambien pasa por los focos de la hiperbola. 


W EJEMPLO 3 Determine los vertices de la hiperbola cuya 
ecuacidn es 

x 2 - 4y 2 = 16 

Dibuje la hiperbola y muestre el rectdngulo auxiliar y las asmtotas. 
Solucion La ecuacion dada es equivalente a 
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(- 4 . 0 ); 

1— I— l 

*-5 



FIGURA 8 


Por tanto, la hiperbola tiene su centro en el origen, y su eje principal es el eje 
x. Como a 2 = 16 y b 2 = 4, entonces a — 4 y b = 2. Los vertices se en- 
cuentran en V(4, 0) y V'(-4, 0), y los lados del rectdngulo auxiliar tienen 
longitudes de 2a = 8 y 2b = 4. La figura 8 muestra el rectangulo auxiliar 
y las asintotas. Estas asintotas se utilizan como guias para dibujar la hip£r- 
bola, la cual se muestra en la figura. 4 


Se puede utilizar un truco nemotecnico para obtener las ecuaciones de 
las asintotas de una hiperbola. Por ejemplo, para la hiperbola que tiene la 

x 2 v 2 

ecuacion — = 1, se sustituye el miembro derecho por cero, 
a 1 b z 

obteniendose 



A1 factorizar, esta ecuaci6n se transforma en 



que es equivalente a las dos ecuaciones 



las cuales son las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola dada. 


t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una ecuacion dela hiperbola 

del ejemplo 3 es 



A fin de obtener las ecuaciones de las asintotas se sustituye el miembro de- 
recho por cero, por lo que se obtiene 



y = y y = - 5 * 


Suponga que el centro de una hiperbola esta en (h, k) y que su eje prin- 
cipal es paralelo a uno de los ejes coordenados. Entonces, por medio de una 
traslacion de ejes, de modo que el punto (h, k ) sea el nuevo origen, una ecua- 
cion de la hiperbola es 



si el eje principal es horizontal, y 
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si el eje principal es vertical. Si se sustituye x' por jc - h y y' por y - k , se 
obtienen las siguientes formas estandar de las ecuaciones de las hip^rbolas. 


A. 8. 3 Teorema Formas estandar de las ecuaciones 
de las hiperboias 


Si el centro de una hip^rbola se encuentra en (A, A) y la disiancia entre tos 
vertices es 2a * entonces una ecuaeidn de la hip^rbola es de la forma 

(* ~ A ) 2 _ (> - *) 2 _ . 
a 2 b 2 

si ei eje principal es horizontal, y 

(y - ft ) 2 _ ( x - h ) 2 _ . 
a 2 b 2 

si el eje principal es vertical. 


A1 desarrollar (jc - h ) 2 y (y - k ) 2 y simplificar, se piede escribir cada 
una de estas ecuaciones en la forma 

Ajc 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

donde A y C tienen signos opuestos. El ejemplo siguiente presenta una 
ecuacidn de esta forma. 


► EJEMPLO 4 


Muestre que la grafica de la ecuacidn 



(y - 2) 2 (x - D 2 = , 
9 4 

FIGURA 9 


9x 2 - 4y 2 - 18* - 16y + 29 = 0 

es una hiperbola. Obtenga el centro, una ecuacion del eje principal y los ver- 
tices. Dibuje la hip6rbola y muestre el rectangulo auxiliar y las asintotas. 

Solucion Se comienza completando los cuadrados en jc y y. Asi, 

9(jc 2 - 2jc) - 4(y 2 + Ay) = -29 
9(jc 2 - 2jc + 1) - 4(y 2 + 4y + 4) = -29 + 9 - 16 
9(jc - l) 2 -4 (y + l) 2 = -36 

(y - 2) 2 _ (* - l) 2 
9 4 

Esta ecuacion es la de una hiperbola cuyo centro est£ en ( 1 , -2) y cuyo eje 
principal es la recta vertical que tiene ecuacion jc = 1. Como a 2 - 9 y 
b 2 = 4, entonces a = 3 y b = 2. Los vertices se encuentran en el eje 
principal a 3 unidades arriba y debajo del centro; ellos estan en V(l, 1) 
y V'(l,-5). El rectangulo auxiliar tiene lados de longitudes 2a = 6 y 
2b = 4; este se muestra en la figura 9 junto con las asintotas y la hiper- 
bola. ^ 


En el ejemplo ilustrativo siguiente se tiene otra ecuacion de la forma ( 1 ). 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

4* 2 - \2y 2 + 24* + 96y - 156 = 0 


La ecuacion 
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Dos rectas que se intersectan 

FIGURA 10 


y 



(>■ + 2) 2 _ (x + 5) 2 

1 4 

FIGURA 11 


puede escribirse como 

4(x 2 + 6x) - \2(y 2 - 8y) = 156 
y al completar los cuadrados en x y y se tiene 

4(x 2 + 6x + 9) - 12 (y 2 - 8y + 16) = 156 + 36 - 192 
4(x + 3) 2 - 12(y - 4) 2 = 0 
(x + 3) 2 - 3(y - 4) 2 = 0 
l(x + 3) - (y - 4 )][(jc + 3) + (y - 4)] = 0 
x + 3 - V3(y-4) = 0 y ,x + 3 + (y-4) = 0 

las cuales son ecuaciones de dos rectas que pasan por el punto (-3, 4). 

Se puede demostrar en general que la grafica de cualquier ecuacion de la 
forma (1) es una hiperbola o dos rectas que se intersectan. Los resultados del 
ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 3 son casos particulares de este hecho. 

La ecuacion ( 1 ) es el caso especial de la ecuacion general de segundo 
grado en dos variables 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F ~ 0 (2) 

donde B = 0 y AC < 0 (es decir. Ay C tienen signo opuesto). 

El teorema siguiente resume las conclusiones de la discusidn anterior. 


A. 8 * 4 Teorema 


Si en la ecuaci6n general de segundo grado (2), B - 0 y AC < 0* 
enlonces la grafica es una hipfirbola o dos rectas que se intersectan, 

El caso degenerado de la hiperbola, dos rectas que se intersectan, se 
obtiene como una seccion conica si el piano cortante contiene al v6rtice y dos 
generatrices del cono, como se muestra en la figura 1 0. 


► EJEMPLO 5 Los vertices de una hiperbola se encuentran en 
(-5,-3) y (-5, -1), y los extremos de su eje conjugado estdn en (-7,-2) y 
(-3, -2). Obtenga una ecuacion de la hiperbola y las ecuaciones de las asin- 
totas. Dibuje la hiperbola y las asmtotas. 

* Solution La distanciaentre los vertices es 2a; por tan to, 2a = 2y a - 1. 
La longitud del eje conjugado es 2b; de modo que 2b = 4 y b - 2. Debido a 
que el eje principal es vertical, una ecuacion de la hiperbola es de la forma 

( y - ft) 2 _ jx - /i) 2 _ , 

a 2 b 2 

El centro ( h , k ) esta la mitad de la distancia entre los vertices y, por tanto, se 
encuentra en el punto (-5, -2). En consecuencia, una ecuacion de la hi- 
perbola es 

(y + 2) 2 _ (x + 5) 2 = . 

1 4 
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. ^V 

(ra* 0) (a, 0) 


€ = 1.05 


Al sustituir el miembro derecho por cero, a fin de obtener las ecuacio- 
nes de las asfntotas, se tiene 

y + 2 = + 5) y y + 2 = -±(x + 5) 


(a) 


La hiperbola y las asmtotas se muestran en la figura 11. 


◄ 



y 



(c) 

FIGURA 12 



Como con la elipse, la forma de una hiperbola esta determinada por su 
excentricidad, definida de igual manera que para la elipse, esto es, si e es 
la excentricidad de una hiperbola, entonces 

e = £ 
a 

Sin embargo, para una hiperbola e > 1. Esto es una consecuencia de 
que c > a, debido a que para una hiperbola 

c 2 = a 2 + b 2 (3) 

A partir de esta ecuacion, cuando a — b y se obtiene c = V2 a. Por lo que la 
excentricidad de una hiperbola equilatera es V2. Consulte la figura 12(b). 
Si e se aproxima a l, mientras que a permanece fija, entonces c se aproxi- 
ma a a y, de la ecuacion (3), b se aproxima a 0, por lo que la forma de la 
hiperbola se hace “flaca” en torno a su eje principal. La figura 12(a) mues- 
tra una hiperbola con e = 1.05 y el mismo valor de a como en la figura 
12(b). Si e se incrementa conforme a permanece fija, entonces c y b se 
incrementan, y la forma de la hi-perbola se hace “gorda” en torno a su eje 
principal. Refierase a la figura 32(c), la cual presenta una hiperbola con 
e = 2 y el mismo valor de a como en las figuras 12(a) y 12(b). 

La propiedad de la hiperbola dada en su definicion constituye la base de 
varios sistemas de navegacion. Estos sistemas estan constituidos por una red 
de pares de radiotransmisores en posiciones fijas y a una distancia conocida 
entre si. Los radiotransmisores envfan senales de radio que son recibidas por 
un navegante. La diferencia de tiempo de llegada de las dos senales determi- 
nan la diferencia 2 a de las distancias con relacion al navegante. Asf, se sabe 
que la posicion del navegante se encuentra en algun punto a lo largo de un 
arco de una hiperbola cuyos focos estan en las posiciones de los radiotrans- 
misores. Se determina un arco, y no ambos, debido al retraso de la serial de 
los radiotransmisores que integran el sistema. El procedimiento se repite 
para un par diferente de radiotransmisores y se determina otro arco de hi- 
perbola que proporciona la posicion del navegante. El punto de interseccion 
de los dos arcos hiperbolicos es la posicion real del navegante. Por ejem- 
plo, en la figura 13 suponga que un par de radiotransmisores se localizan en 
los puntos T\ y S\ y las senales desde este par determinan el arco hiper- 
bolico A\. Otro par de radiotransmisores ubicados en los puntos Ti y Si 
determinan, a pai de sus senales, el arco hiperbolico Ai* Entonces, la in- 
terseccion de A j y A 2 es la posicion del navegante. 

La hiperbola posee una propiedad de reflexion que se emplea en el di- 
seno de ciertos telescopios. Las hiperbolas tambien se utilizan en la guerra 
para localizar la artillerfa enemiga mediante el ruido de sus disparos, este 
mStodo se denomina localization acustica. Algunos cometas se desplazan 
en orbitas hiperbolicas. Si una cantidad varfa inversamente con respecto a 
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otra, tales como la presion y el volumen en la ley de Boyle para un gas 
ideal (PV = k), la gr&fica correspondiente a esta variacidn es una hiperbola, 
como se vera en la seccidn A. 10 del apdndice. 


EJERCICIOS A.8 


En los ejercicios 1 a 6, para la hiperbola que tiene la ecuacidn 
indicada, determine (a) el centro, ( b ) el eje principal, y (c) los 
vertices . (d) Dibuje la hiperbola y muestre losfocos. 


x 

64 

v2 


2 -z! = . 

36 


2 . — 


= 1 


r 

25 


3. - 


144 


= 1 


5. 9x 2 - 4y 2 = 36 


4. 

6 . 


16 9 * 

25/ - 4x 2 


= 100 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 


En los ejercicios 7 a 20, para la hiperbola ciiya ecuacidn se in- 
dica, obtenga (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los vertices, 
(d) Dibuje la hiperbola y muestre el rectangulo auxiliar y las 
asintotas. 


7. 

* 2 


8. 

X 2 

= i 

39. 


25 ’ 

16 

9 

25 


9. 

? 2 

X 2 

- — = 1 

10. 

y 2 

x 2 



4 

16 

100 

~ 49 = 1 

40. 

11. 

25) 2 

- 36* 2 = 900 





12. 

4* 2 - 

— 

II 

CN 

£ 





13. 

* 2 - 

y 2 + 6jc - 4y - 

4 = 

0 


41. 


14. 9y 2 - 4x 2 + 32* - 36) - 64 = 0 

15. 9x 2 - 16 y 2 + 54x - 32) - 79 = 0 

16. 9y 2 - 25x 2 - 50* - 72) - 106 = 0 

17. 3) 2 - 4* 2 - 8* - 24) - 40 = 0 

18 . 2* 2 - ) 2 + 12 * + 8 ) - 6 = 0 

19. 4y 2 - 9X 2 + 16y + 18* = 29 

20. 4X 2 - y 2 + 56* + 2y + 195 = 0 


En los ejercicios 21 a 26, obtenga las ecuaciones de las asinto- 
tas de la hiperbola del ejercicio indicado. 


21. Ejercicio 7 
23. Ejercicio 13 
25. Ejercicio 19 


22. Ejercicio 10 
24. Ejercicio 1 6 
26. Ejercicio 1 8 


Centroen(-2,-l),unverticeen(-2, 1 l)y unfocoen(-2, 14). 
Focos en (3, 6) y (3, 0), y pasa por el punto (5, 3 + | V5 ). 
Focos en(-l, 4)y(7, 4),y la longitud del eje trans verso es | . 

Un foco en (-3 - 3 Vl3, 1), las asintotas se intersectan en 
(-3, 1) y una asmtota pasa por el punto (1,7). 

Los vertices de una hiperbola se encuentran en (-3, -1) y 
(-1,-1) y la distancia entre los focos es 2V5- Obtenga 
(a) una ecuacion de la hiperbola, y (b) las ecuaciones de 
las asintotas. 

Los focos de una hipdrbola estin en (2, 7) y (2, -7), y la 
distancia entre los vertices es 8 V3 . Obtenga (a) una ecua- 
cion de la hipdrbola, y (b) ecuaciones de las asintotas. 

Obtenga una ecuacidn de la hipdrbola cuyos focos son los 
vertices de la elipse lx 2 + l ly 2 = 77 y cuyos vertices son 
los focos de esta elipse. 

Obtenga una ecuacidn de la elipse cuyos focos estan en los 
vertices de la hiperbola 1 \x 2 - ly 2 - 11 y cuyos vertices 
son los focos de esta hipdrbola. 

El costo de produccidn de un articulo es $12 menos en un 
punto A que un punto B , y la distancia entre A y B es de 
1 00 km. Suponga que la ruta de entrega del producto es una 
linea recta y que el costo de entrega es de 20 centavos por 
unidad por kilometro, determine la eurva en cualquier pun- 
to al cual pueda surtirse el articulo desde A o B al mismo 
costo. Sugerencia : considere los puntos Ay Ben (-50, 0) y 
(50, 0), respectivamente. 

Dos estaciones LORAN ( long-range navigation , es decir, 
navegacion de largo alcance) Ay B estan situadas en una 
lfnea recta este-oeste y A esta a 80 mi al este de B. Un avidn 
vuela en una lfnea recta ubicada a 60 mi al norte de la recta 
que pasa por A y B. Se envfan senales simultaneamente 
desde A y B, y la senal de A llega al avidn 350 ps (350 mi- 
crosegundos) antes que la senal de B. Si las senales viajan 
a razon de 0.2 mi/ps, localice la posicidn del avidn por 
medio de la definicidn de una hipdrbola. 


En los ejercicios 27 a 36, obtenga una ecuacidn de la hiperbola 
que satisface las condiciones sehaladas y dibujela. 

27. Vertices en (-2, 0) y (2, 0), y eje conjugado de longitud 6. 

28. Focos en (0, 5) y (0, -5), y un vdrtice en (0, 4). 

29. Centro en el origen, sus focos sobre el eje y, y pasa por los 
puntos (-2, 4) y (-6, 7). 

30. Extremes del eje conjugado en (0, -3) y (0, 3), y un foco en 
(5,0). 

31. Un foco en (26, 0) y como asintotas las rectas 12y = ± 5 jc. 

32. Centro en (3, -5), un vdrtice en (7, -5) y un foco en (8, -5). 


43. Demuestre que la ecuacidn 


V ( x - c ) 2 + y 2 - *J(x + c) 2 + y 2 = ±2 a 
puede simplificarse y expresarse como 



donde b 2 - c 2 - a 2 

44. Para una hipdrbola la excentricidad e es mayor que 1, y 
para una elipse 0 < e < 1 . Explique por qud la excentrici- 
dad de una parabola es igual a 1 . 
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A.9 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 



Es posible que hay a estudiado trigonometrfa en algun curso anterior al de 
Calculo; sin embargo, en esta seccion se presenta una breve revision de las 
funciones trigonometric as debido a su importancia en Calculo. 

En geometria, un angulo se define como la union de dos rayos, denomina- 
dos lados, que tienen un origen o extremo comun, llamado vertice. Cualquier 
angulo es congruente a algun angulo cuyo vArtice estA en el origen y tenga un 
lado, denominado lado inicial, que coincida con la parte positiva del eje x. De 
dicho angulo se dice que esta en la posicion estAndar. La figura 1 muestra un 
angulo AOB en la posicion estandar con OA como lado inicial. El otro lado, OB , 
recibe el nombre de lado terminal. El angulo AOB puede generarse al rotar el 
lado OA hasta el lado OB, y bajo tal rotacion el punto A se desplaza, sobre la 
circunferencia cuyo centre estA en O y tiene radio | OA | , hasta el punto B. 

Al tratar con angulos de triAngulos, a menudo la medida de un angulo se da 
en grados. Sin embargo, en CAlculo se estudian las funciones trigonomAtricas de 
numeros reales, y Astas se definen en tArminos de medidas en radianes. 

La longitud de un arco de una circunferencia se emplea para definir la 
medida en radianes de un Angulo. 


A.9.1 Definition de medida en radianes 


Sea AOB un Angulo en posicidn estAndar y | OA | = 1 . Si s unidades es 
la longitud de un arco de la circunferencia recorrido por un punto A 
conforme el lado inicial se rota hasta el lado terminal OB, la medida en 
radianes, l, del Angulo AOB estA dada por 

t = s si la rotacidn se efectua en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj 

y 

t = - s si la rotaci6n se efectua en el mismo sentido del giro de las 
manecillas del reloj 


[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Del hecho de que la medi- 
da de la longitud de la circunferencia unitaria es 2k ; puede determinarse la 
medida en radianes de los angulos de las figuras 2(a) -(f), Astas son ~k, 

- ~K, | K, - 1 K y ~ K, respectivamente. ^ 

En la definici6n A.9.1, puede haber mAs de una revoluci6n completa en 
la rotacion de OA, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



i> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 3(a) muestra 

un Angulo cuya medida en radianes es |;r y la figura 3(b) presenta un angu- 
lo cuy a medida en radianes es - x -~ k. M 

Un Angulo formado por una revolucidn completa, de modo que OA 
coincida con OB, tiene una medida en grados de 360 y una medida en radianes 
de 2k. En consecuencia, se tiene la siguiente correspondencia entre medidas 
en grados y medidas en radianes (donde el sfmbolo ~ indica que las medicio* 
nes dadas son para el mismo angulo o para angulos congruentes): 


FIGURA 2 
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(e) 



(f) 

FIGURA 2 


y 




FIGURA 3 


Tabla 1 


Medida en grados 

Medida en radianes 

30 


45 

i* 

60 

3* 

90 

7* 

120 

\ K 

135 

i* 

150 

1* 

180 

K 

270 

\* 

360 

2 K 


360° - 2k rad 180° - n rad 

De esto se deduce que 

1° - y^rad 1 rad - IM! 

180 n 

« 57°18' 

Observe que el sfmbolo * antes de 57° 1 8 ' indica que 1 rad y aproximadamen- 
te 57° 18' son medidas para el mismo angulo o para angulos congruentes. 

A partir de esta correspondencia la medida de un angulo puede conver- 
tirse de un sistema de unidades a otro. 


W EJEMPLO I Obtenga: (a) la medida en radianes equivalente a 
162°; (b) la medida en grados equivalente a -L/r. 

Solucion 

(a) 162° - 162- j^rad (b) Ajrrad ~ ^ 

162° - ^nTad £*rrad - 75° ◄ 

La tabla 1 proporciona las medidas correspondientes en grados y ra- 
dianes de ciertos angulos. 

A continuation se definiran las funciones seno y coseno de cualquier 
numero real. 


A, 9.2 Definition de seno y coseno de un numero real 


Suponga que / es un numero real Coloque un angulo que mida t ra- 
dianes en position est&idar y sea P la intersection del lado terminal 
del Angulo y la circunferencia uniiaria cuyo centre cs el origen. Si P es 
el punto y) y entonces la funciOn seno esti definida por 

sen / = y 

y la funci6n coseno esti defmida por 

cos / = x 

De esta definition, sen t y cos t estan definidas para cualquier valor de t. 
Por tanto, el dominio del seno y del coseno es el conjunto de todos los numeros 
reales. La figura 4 muestra el punto (cos /, sen /) cuando 0 < t < | /r, mientras 
que la figura 5 presenta el punto (cos t, sen t) cuando -|/r < t < -n. 



A.9 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 1 203 


y 



Table 2 


/ 

sen t 

cos t 

0 

0 

1 

5* 

1 

2 







1 

2 


1 

0 

\* 

1V3 

1 

2 

\ K 


-{42 


1 

2 

-w 5 

K 

0 

-1 

\* 

-1 

0 

In 

0 

1 


El valor mas grande que estas funciones pueden tener es 1 y el valor m£s 
pequeno es -1 . Se demostrara despu6s que las funciones seno y coseno to- 
man todos los valores entre -1 y 1, y de este hecho se deduce que el 
contradominio de las dos funciones es [-1, 1]. 

Para ciertos valores de t, el seno y el coseno se pueden obtener facilmente 
a partir de una figura. En la figura 6 se observa que sen 0 = 0 y cos 0=1, 
sen ~ 7 i - f V 2 y cos \n - j V2, sen x -n - 1 y cos | n = 0, sen n = 0 
y cos K = -1, sen |;r = -1 y cos — 0. La tabla 2 contiene estos valo- 
res y algunos otros que se utilizan con frecuencia. 

Una ecuacidn de la circunferencia unitaria que tiene centro en el ori- 
genesx 2 + y 2 = 1. Como * = cos t y y = sen t, se infiere que 

sen 2 t + cos 2 t = 1 (1) 

Observe que sen 2 t y cos 2 1 significan (sen t) 2 y (cos t ) 2 , respectivamente. 
La ecuacidn (1 ) es una identidad debido a que es v£lida para cualquier niimero 
real t. Esta identidad se denomina identidad pitagorica fundamental y 
muestra la relation entre los valores de seno y coseno, adem&s, puede emplearse 
para calcular uno de ellos cuando el otro se conoce. 

Las figuras 7 y 8 presentan Angulos que tienen una medida negativa de 
-t radianes y angulos correspondientes que tienen una medida positiva de t 
radianes. En estas figuras observe que 

sen(-0 “ -sen r y cos(-f) - cos t 

Estas ecuaciones se cumplen para cualquier numero real t porque los puntos 
donde los lados terminales de los angulos (que tienen medidas de t y -t 
radianes) intersectan a la circunferencia unitaria tienen abscisas iguales y 
ordenadas que difieren solo en signo. En consecuencia, estas ecuaciones son 
identidades. A partir de estas identidades se infiere que el seno es una fun- 
cion impar y el coseno es una funcidn par. 

De la definition A.9.2 se pueden obtener las siguientes identidades: 

sen(/ + 2jf) - sen t y cos(r + 2*t) = cos t (2) 


La propiedad del seno y del coseno establecida en las ecuaciones (2) 
recibe el nombre de periodicidad. 



A,9,3 Definicion de funcion periodica 


Se dice que una funeidn / es periodica si existe un numero real positive 
p tal que siempre que x est6 en el dominio de/, entonces x + p tambi^n 
estard en el dominio de/ y 

f(x + P) = fix) 

A! valor m^s pequefio del ndmero real positivo p se le llama periodo 
de/ 


Compare esta definicion con las ecuaciones (2). Ya que puede demostrar- 
se que 2^es el menor valor del numero real positivo p que tiene la propiedad 
de que sen(r + p) - sen t y cos (t + p) - cos t , el seno y el coseno son 
funciones periodicas con periodo 2 n\ es decir, siempre que el valor de la va- 
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liable independiente t se incremente en 2k, el valor de cada una de las fun- 
ciones se repetira. Debido a la periodicidad del seno y del coseno, estas' 
funciones tie-nen aplicaciones importantes en relacidn con fenomenos que 
se repiten periodicamente, tales como el movimiento ondulatorio, corriente 
electrica altema, vibraciones, oscilacion de pendulos, ciclos en los negocios 
y ritmos biol6gicos. 


r EJEMPLO 2 Utilice la periodicidad de las funciones seno y 
coseno asi como los valores de sen t y cos t , donde 0 < t < 2 k, para deter- 
minar el valor exacto de cada una de las siguientes expresiones: (a) sen j k\ 
(b) cos \n\ (c) sen yTr; (d) cos(-^k). 


Solucion 

(a) sen ~k- scn(jK + 2 • 2k) 
- sen ~ k 

4 

= {42 

(c) sen ^ k = sen(|;r + 3 • 2k) 

= sen \k 
= -1 


(b) cos \k = cos(|tt + 2k) 


_ i 
2 

(d) cos (-In) = cos[|;r + (-l)2;r] 


= -{43 


A continuacidn se defmirdn las otras cuatro funciones trigonometricas 
en terminos de seno y coseno. 


A. 9. 4 Definition de las funciones tangente, cotangente, 
secante y cosecante de un numero real 


Las funciones tangent e y secante estdn definidas por 

tan f = sec f - — !— 

cos t cos t 

para todos los ntimeros reales tales que cos t * 0. 

La funciones cotangente y cosecante estin definidas por 4 

cot x = esc f - — L 

sen t sen t 

para todos los ndmeros reales tales que sen f * 0. 

Las funciones tangente y secante no est&n definidas cuando cos t = 0. 

Por tanto, el dominio de estas funciones es el conjunto de los numeros reales 
excepto los numeros de la forma ^n + Jen ; donde Jc es cualquier mimero 
entero. De manera semejante, como cot t y esc t no estan definidas cuan- 
do sen t = 0, el dominio de las funciones cotangente y cosecante es el 
conjunto de los numeros reales excepto los numeros de la forma kn, donde 
k es cualquier numero entero. 

Es posible demostrar que la tangente y la cotangente son funciones 
periodicas con periodo k\ es decir, 

tan{f + k) = tan t y coi(f + n) = cot t 

Adem£s, las funciones secante y cosecante son periodicas con periodo 2 K\ 
por tanto. 
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sec(f + 2n) - sec r y c$c(f + 2n) - esc t 

Al emplear la identidad pitagorica fundamental ( 1 ) y la definicion A. 9.4, 
se obtienen otras dos identidades importantes. Una de estas identidades se 
obtiene al dividir los miembros de ( 1 ) entre cos 2 1 , y la otra se deduce al dividir 
ambos miembros de (1) entre sen 2 t. Asi, 

sen 2 t + cos 2 t __ 1 sen 2 t cos 2 t _ 1 

cos 2 t cos 2 t cos 2 t y sen 2 t sen 2 t sen 2 t 

tan 2 f + I - sec 2 1 y 1 + cot 2 1 = esc 2 r 

Estas dos identidades tambien se llaman identidades pitagoricas. 

Otras tres identidades importantes que se obtienen a partir de la defini- 
cion A.9.4 son las siguientes: 

sen f CSC i — \ cos t sec t - 1 tan t cot t = 1 

Estas tres identidades, las tres identidades pitagoricas y las dos identidades 
de la definicion A.9.4 que definen a la tangente y la cotangente constituyen 
las ocho identidades trigonometricas fundamentales. Estas, asi como otras 
fdrmulas de trigonometria, se resumen al final del libro. 

Se han definido las funciones trigonometricas con dominios de nume- 
ros reales. Sin embargo, existen aplicaciones importantes de las funciones 
trigonometricas para las cuales los dominios son conjuntos de angulos. Para 
esto, se define una funcion trigonometrica de un angulo 0 como la funcidn 
correspondiente del numero real /, donde t es la medida en radianes de 0 . 


A*9.5 Definicion de tos funciones trigonometricas 
de un anguJo 



Si tfes ah Angulo cuya medida es / radianes, etitonees 


sen 0 - sen i cos B = cos t tan & - tan f 

cot 0 = cot / sec $ - sec t esc 0 = esc t 


Cuando se considera una funcion trigonometrica de un angulo, con fre- 
cuencia se utiliza la medida del dngulo en lugar de 6. Por ejemplo, si la 
medida en grados del dngulo 0 es 60 (o, equivalentemente, la medida en 
radianes de 0 es | k), entonces en lugar de sen 6 puede escribirse sen 60° o 
sen | k. Observe que cuando la medida de un angulo se presenta en grados, 
el simbolo correspondiente de grados se escribe. Sin embargo, cuando dicho 
simbolo no se expresa, se considera la medida del angulo en radianes. 
Por ejemplo, cos 2° significa el coseno del dngulo cuya medida en grados 
es 2, mientras que cos 2 denota el coseno del angulo cuya medida en radia- 
nes es 2. Esto es consistente con el hecho de que el coseno de un angulo que 
tiene una medida de 2 radianes es igual al coseno del numero real 2. 

Ahora se explicara como las ecuaciones parametricas que contienen 
funciones trigonometricas pueden emplearse para trazar elipses e hiperbolas 
en la graficadora. 

A fin de trazar la elipse 



1 


(3) 
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se utilizan las ecuaciones parametricas 
x = a cos t y y - b sen t 

A fin de demostrar que estas ecuaciones representan la elipse, se elimina el 
parametro t de las ecuaciones. Primero se escriben las ecuaciones como 

- = cos t y £ = sin t 
a b 

A1 elevar al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y 

cos 2 t + sin 2 t 
1 

la cual es la ecuacion (3). 


sumando, se tiene 

jc 2 , y 2 


a L 


l ± 

b 2 


b 2 



► EJEMPLO 3 Trace la elipse del ejemplo 1 de la seccion A. 7 del 
apendice empleando ecuaciones parametricas. 

Solution Una ecuacibn cartesiana de la elipse es 



Por otro lado, las ecuaciones parametricas de la elipse son 
x - 5 cos t y y - 4 sen t 


FIGURA 9 g n i a graficadora, en modo parametrico, se permite que t tome todos los nu- 

meros del intervalo cerrado [0, 2k]. La figura 9 muestra la grafica trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4] con t step = 0.05. Com- 
pare esta grafica con la de la figura 6 de la seccion A.7 del apendice, la cual 
se obtuvo a mano. A 


A 


Con objeto de trazar la elipse cuyo eje principal es horizontal, se utili- 
zan las ecuaciones parambtricas 


x - a cos t + h y y = b sen t + k 


En el ejercicio 34, se le pedira que demuestre que bstas son ecuaciones pa- 
rambtricas de la elipse representada por la ecuacion cartesiana 


(x - h) 2 ( y - k) 2 _ 

a 2 b 2 

Si el eje principal es vertical, se emplean las ecuaciones parametricas 

x = b cos t + h y y = a sen t + k 

A fin de trazar la hiperbola cuya ecuacion cartesiana es 

(X - h) 2 _ (y - *)2 
a 2 b 2 


1 
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se utilizan las ecuaciones parametricas 

x = a sec t + h y y = btant + k 

donde t est& en el intervalo [0, 2k}. Este mStodo se basa en la identidad 
sec 2 t - tan 2 t = 1 . Refi6rase al ejercicio 43. Si la hiperbola tiene la ecua- 
cion cartesiana 

(y ~ *) 2 , (x - h)i _ . 

entonces se emplean las ecuaciones parametricas 
x = b tan t + h y y = a sec t + k 
Consulte el ejercicio 44. 


► EJEMPLO 4 Trace la hiperbola del ejemplo 4 de la seccion A. 8 
del apendice empleando ecuaciones parametricas. 

Solution Una ecuacion cartesiana en forma estandar de esta hiperbola es 

(y + 2)2 (JC - 1)2 _ , 

9 4 

Las ecuaciones parametricas de esta hiperbola son 

x - 2 tan t + 1 y y = 3 sec t - 2 

La figura 10 muestra la grdfica de estas ecuaciones parametricas trazada en 
el rect^ngulo de inspeccidn de [-8, 10] por [-8, 4] para t en el intervalo ce~ 
rrado [0, 2k] con r step = 0.05. Compare esta grdfica con la de la figura 9 de 
la seccion A. 8 del apendice, la cual se obtuvo a mano. ^ 


\ 

L/ 

/ 

A 


[-8, 10] por [-8, 4] 
x = 2 tan t + 1 y y = 3 sec t - 2 

FIGURA 10 


EJERCICIOS A.9 


En los ejercicios ly2 , obtenga la medida equivalente en radianes. En los ejercicios 5 a 12, determine el valor de funcidn exacto. 


1. 

(a) 

60° 

(b) 

135° 

(c) 

210° 

(d) -150° 

5. 

(a) 

sen 1 n 

(b) 

cos I/r 


(e) 

20° 

<f) 

450° 

(g) 

-75° 

(h) 100° 


(c) 

sen (- 1 k) 

(d) 

COS ~K 

2. 

(a) 

45° 

(b) 

120° 

(C) 

240° 

(d) -225° 

6. 

(a) 

COS ~K 

(b) 

sen i k 

4 


(e) 

15° 

(f) 

540° 

(g) 

-48° 

(h) 2° 










(c) 

cos (- ^ n) 

(d) 

sen {-2k) 

En los ejercicios 3y4, obtenga la medida equivalente en grados . 

7. 

(a) 

COS I K 

O 

(b) 

sen Ik 

4 

3. 

(a) 

I;rrad 

4 


(b) 

|^rad 

(c) 

L/rrad 


(c) 

COS 3 K 

(d) 

sen {-5 k) 


(d) 

- i n rad 


(e) 

Irad 

(f) 

3 k rad 

8. 

(a) 

sen | n 

(b) 

cos (-±/r) 










(c) 

sen Ik 

(d) 

cos (- 1 k) 


(g) 

-2 rad 


(h) 

i-7rrad 













9. 

(a) 

tan | k 

(b) 

cot Ik 

4. 

(a) 

1* rad 


(b) 

|^rad 

(C) 

\k rad 


(c) 


(d) 

4 





sec (-7T) 

esc Ik 


(d) 

-5 k rad 


(e) 

|rad 

(f) 

-5 rad 

10. 

(a) 

cot kyt 

(b) 

tan ±K 


(g) 

jitf rad 


(h) 

0.2 rad 




(c) 

CSC (- 1 K) 

(d) 

sec k 
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11. (a) 

sec (- ~ k) 

(b) 

o 

o 

■Mw 

>1 

(c) 

tan J/r 

(d) 

o 

o 

T 

3, 

12. (a) 

CSC (- 1 K) 

(b) 

sec |/r 

O 

(c) 

tan \n 

4 

(d) 

cot 2 k 


En los ejercicios 13 a 20, utilice la periodicidad de las funcio- 
nes seno, coseno, secante y cosecante asi como los valores de 
sen t, cos t, sec t y esc t, cuando 0 < t < In, para calcular 
el valor de funcion exacto. 


13. (a) 

sen 

\ n 

(b) 

cos 


(c) 

sec 

\ k 

(d) 

CSC 

!* 

14. (a) 

sen 


(b) 

cos 


(c) 

sec 

'i* 

(d) 

CSC 

'i « 

15. (a) 

sen 

<-§*) 

(b) 

cos 

(-fff) 

(c) 

sec 

(-!*> 

(d) 

CSC 

(-f«) 

16. (a) 

sen 

(-!*) 

(b) 

cos 

(-l«) 

(c) 

sec 

(-!*) 

(d) 

CSC 

(-|>T) 

17. (a) 

sen 

in 

(b) 

cos 

10^ 

(c) 

sec 

In 

(d) 

CSC 

9k 

18. (a) 

sen 

T5 n 

(b) 

cos 


(c) 

sec 

T n 

(d) 

CSC 

!* 

19. (a) 

sen 

(“I*) 

(b) 

COS 


(c) 

sec 

(-^*) 

(d) 

CSC 

(-1^) 

20. (a) 

sen 

(-8 n) 

(b) 

cos 

(-107T) 

(c) 

sec 

(-7 n) , 

(d) 

CSC 

<-9n) 


En los ejercicios 21 a 24, utilice la periodicidad de las funcio- 
nes tangente y cotangente asi como los valores de tan t y cot t , 
cuando 0 < t < it, para calcular el valor de funcion exacto. 


21. (a) 

tan 

1* 

(b) 

cot 

5* 

(c) 

tan 

H*) 

(d) 

cot 

(-f *) 

22. (a) 

tan 

\ n 

(b) 

cot 


(c) 

tan 


(d) 

cot 

(-5*) 

23. (a) 

tan 

!}n 

(b) 

cot 

nn 

(c) 

tan 

(-5t) 

(d) 

cot 

(~ln) 

24. (a) 

tan 


(b) 

cot 


(c) 

tan 

11^ 

(d) 

cot 

(In 


En los ejercicios 25 a 30, obtenga todos los valores de t en el 
intervalo [0, 2k] que satisfagan la ecuacidn. 


25. (a) sen t - 1 
(c) tan t - J 

26. (a) sen t - - 1 
(c) tan t = - 1 


(b) cos t = -1 

(d) sec t = 1 

(b) cos t = 1 

(d) esc t — 1 


27. 

(a) 

sen t = 0 

(b) 

cos t = 

0 


(c) 

o 

II 

(d) 

cot t = 

0 

28. 

(a) 

sen t = ~ 

(b) 

cos t ~ 

1 

2 


(c) 

H 

8 

(d) 

sec t = 

2 

29. 

(a) 

s 

1! 

1 

(b) 

cos t = 

1 

2 


(c) 

o 

O 

II 

(d) 

CSC t = 

2 

30. 

(a) 

sen t- ~\-j2 

(b) 

cos t = 

±V2 


(c) 

i 

II 

c 

B 

(d) 

cot t = 

IV3 


31. ^Para qud valores de t en [0, lit), (a) tan t no esta definido, 
(b) esc t no estd definido? 

32. ^Para que valores de t en [0, tt), (a) cot t no esta definido, 
(b) sec t no esta definido? 

33. ^Para que valores de t en [n, 2 k), (a) cot t no esta definido, 
(b) sec t no esta definido? 

34. Demuestre que la elipse cuya ecuacion es 

(x - h) 2 , (y - kY _ , 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones parametricas 

x = a cos t + h y y — b sen t + k 

En los ejercicios 35 a 42, escriba las ecuaciones parametricas 
que definen la elipse del ejercicio indicado de la seccion A.7, 


y utittcelas para 

trazar la elipse . 


35. Ejercicio 1 

36. 

Ejercicio 2 

37. Ejercicio 3 

38. 

Ejercicio 4 

39. Ejercicio 9 

40. 

Ejercicio 10 

41. Ejercicio 1 1 

42. 

Ejercicio 14 

43. Demuestre que la hiperbola cuya ecuacidn es 


(x - hY _ ( y - kY _ 1 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones paramdtricas 

x - a sec t + h y y = btant + k 
44. Demuestre que la hipdrbola cuya ecuacidn es 

(y - k) 2 (x - hY _ , 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones parametricas 

x = b tan t + h y y = a sec t + k 


En los ejercicios 45 a 52, escriba las ecuaciones parametricas 
que definen la hiperbola del ejercicio indicado de la sec- 
cion A. 8, y utilice las para trazar la hipdrbola. 


45. Ejercicio 1 
47. Ejercicio 3 
49. Ejercicio 13 
51. Ejercicio 17 


46. Ejercicio 2 
48. Ejercicio 4 
50. Ejercicio 14 
52. Ejercicio 1 8 
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A. 10 ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES Y ROTACION DE EJES 



Parabola 

FIGURA 1 


En las secciones A. 7 y A. 8 se dijo que la grafica de la ecuacion general de 
segundo grado en dos variables, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

es una elipse o un caso degenerado si B = 0 y AC > 0, y es una hiperbola 
o un caso degenerado si/? = 0yAC<0. 

Ahora se considerara (1) donde B = 0 y AC = 0. En tal caso A = 0 o 
C = 0, pero no ambas, ya que si los tres mimeros A, B y C son cero, en- 
tonces (1) no seria una ecuacion de segundo grado. Suponga que en (1) 
B = 0, A = 0yC*0. Por tanto, (1) se transforma en 

Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

Si D * 0, en la seccion A.6 se indico que la grafica de esta ecuacion es 
una parabola, la tercera seccion conica. La parabola se obtiene como una 
seccion conica si el piano cortante es paralelo a una y solo una generatriz 
del cono. Consulte la figura 1 . 

En la seccion A.4 del apendice, se definio la pardbola como un conjunto 
de puntos de un piano. La demostracion de que esta definicion se deduce de su 
definicion como seccion, conica es semejante a la efectuada para la-elipse. Sin 
embargo, para la parabola se necesita solo una esfera tangente al piano cortante 
en el foco y tangente al cono a lo largo de una circuriferencia. La intersection 
del piano de la circunferencia y del piano cortante es la directriz de la parabola. 

Los casos degenerados de la parabola, que ocurren si D = 0 en (2), 
son dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacio. 



Linea recta 

FIGURA 2 


> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La gr&fica de la ecuacion 
4y 2 - 9 = 0 

consiste de dos rectas paralelas: 2y - 3 = 0 y 2y + 3 = 0. La grafica de 
9 y 2 + 6y + 1 = 0 

es una recta debido a que la ecuacion es equivalente a (3 y + 1 ) 2 = 0. Como 
2y 2 + y + 1=0 

no tiene soluciones reates, entonces su grafica es el conjunto vacio. ^ 

Una discusion similar a la anterior se puede realizar si, en (1), B - 0, 
C = 0 y A * 0. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 


A, 10.1 Teorema 


En la ecuacidn general de segundo grado (1), si B = 0 y si A = 0 y 
C?*0,oC = 0yA^0, entonces su grafica es una de las siguien- 
tes: una par&bola, dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacio. 

El caso degenerado de una pardbola, una recta, se obtiene como una 
seccidn conica si el piano cortante contiene al vertice del cono y a solo 
una generatriz, como se ilustra en la figura 2. La pardbola degenerada que 
consiste de dos rectas paralelas no puede obtenerse como una seccion plana 



de un cono a menos que se considere un cilindro circular recto como un 
cono degenerado con su vertice en el infinito. Entonces, un piano paralelo a 
las generatrices del cilindro que contenga dos de estas produce las dos rec- 
tas paralelas. 

A partir de los teoremas de las secciones A. 7 y A. 8 del apendice y del 
teorema anterior de esta section, se puede concluir que la grafica de la ecua- 
cidn general de segundo grado en dos variables, cuando B = 0, es una coni- 
ca o una conica degenerada. El tipo de cdnica puede determinarse a partir 
del producto de A y C. De este modo se tiene el teorema siguiente. 


A. 10*2 Teorema 


La grifiea de Ja ecuacidn 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

donde A y C no son ambos cero, es una cdnica o una cdnica degenerada. 
Si es una cdnica, entonces la gr&fica es 
0) una pardboia si A - 0 o C ~ 0, esto es, AC - 0; 

(il) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 

(ili) una hipdrbola si Ay C tienen signos opuestos, esto es T AC < 0, 


W* EJEMPLO 1 Identifique la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, asf como el tipo de cdnica o cdnica degenerada. 

(a) 9x 2 + y 2 - 18jc + 4y + 4 = 0 (b) x 2 + 4 y 2 - 0 

(c) 2x 2 + 12jc - 5y + 28 = 0 (d) jc 2 - 4 = 0 

(e) 3x 2 - 2 y 2 + 12jc - 4y - 2 = 0 (f) jc 2 - 4y 2 - 0 

Solucion En cada inciso, se tiene una ecuacion de segundo grado en 

dos variables. Por tanto, la grdfica es una cdnica o una cdnica degenerada. 
Del teorema A. 10.2, el producto AC determina la cdnica. 

(a) Como A = 9 y C = 1 , AC = 9 > 0. En consecuencia, la grafica es 
elipse o una elipse degenerada. A1 completar los cuadrados, la ecuacion 
puede escribirse como 

- D 2 + = i 

de modo que la grafica es una elipse. 

(b) Como el unico par ordenado que satisface la ecuacion es (0, 0), la grafica 
es el origen, una elipse degenerada. 

(c) Puesto que C = 0, AC = 0. Por lo que la grafica es una parabola o una 
pardboia degenerada. Si se completan los cuadrados, se puede escribir 
la ecuacidn como 

(JC + 3)2 = f (y - 2) 
la cual es la ecuacidn de una parabola. 

(d) Debido a que la ecuacidn jc 2 - 4 = 0 equivale a la ecuacidn 
(x - 2)(jc + 2) = 0, su grafica consiste de las dos rectas paralelas 
x = 2 y x ~ -2, una parabola degenerada. 

(e) Como A = 3 y C = -2, AC = -6 < 0. Por tanto, la grdfica es una 
hiperbola, o una hipdrbola degenerada. La ecuacidn es equivalente a 

(* + 2)^ _ (y + I) 2 _ 

4 6 

cuya grafica es una hiperbola. 


1 
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(f) La ecuacion es equivalente a (jc - 2 y)(x + 2 y) = 0; de modo que su 
grafica consiste de las dos rectas que se intersectan x = 2y y jc = -2 y, 
una hipSrbola degenerada. - A 

Ahora se estudiar£ la grafica de la ecuacidn de segundo grado en dos 
variables cuando 0, esto es, una ecuacidn que tiene un termino en xy. 
Esta ecuacion se transforma en otra que no contiene termino en xy al rotar los 
ejes coordenados. Mientras que una traslacion de ejes proporciona un nuevo 
sistema de coordenadas cuyos ejes son paralelos a lo ejes x y y originales, 
una rotacion de ejes origina un sistema coordenado que, en general, sus 
ejes no son paralelos a los del sistema original. 

Suponga que se tienen dos sistemas coordenados cartesianos rectan- 
gu-lares con el mismo origen. Sea uno de los sistemas el sistema xy y el otro 
el sistema xy. Ademas suponga que el eje x forma un angulo a con el eje x. 
Vea la figura 3. Por supuesto, el eje y tambi6n formara un Angulo a con el 
eje y. En tal caso se dice que el sistema de coordenadas xy se ha rotado un 
angulo a para formar el sistema de coordenadas xy. Un punto P que tie- 
ne coordenadas ( x , y) con respecto al sistema coordenado original tendra 
coordenadas ( x , y ) con respecto al nuevo sistema. A continuacion se obten- 
dran las relaciones entre estos dos conjuntos de coordenadas. 

En la figura 3, r denota la distancia no dirigida | OP | y 0 el Angulo 
medido a partir del eje jc hasta el segmento de recta OP. De la figura se ob- 
serva que 


jc = r cos 0 y y = r sen 0 


(3) 


Tambien de la figura se tiene 

jc - r cos(0 - a) y y = r sen(0 - a) 

Al emplear las identidades de coseno y seno de la diferencia estas dos 
ecuaciones se transforman en 


jc - r cos 0 cos a + r sen 0 sen a 

y 

y = r sen 6 cos a - r cos 6 sen a 
Si se sustituye de la ecuacion (3) en las ecuaciones anteriores, resulta 

jc = jc cos a + y sen a y y - - x sen a + y cos a (4) 


Al resolver las ecuaciones (4) simultaneamente para jc y y en terminos de jc y 
y (refi6rase al ejercicio 38), se obtiene 

jc = x cos a - y sen a y y — jc sen a + y cos a (5) 


Este resultado se establece de manera formal en el teorema siguiente. 


A, 10-3 Teorema Formulas para la rotacion de ejes 


Si ( x , y) represents un punto P con respecto a un Conjtmto de ejes dado 
y (x> J) una rcpresentacidn de P despu£s de que los ejes se han ro- 
tado un Sngulo a, entonces 

(i) jc = jc cos & “ y sen a y y = x sen a + y cos a 

(ii) x - x cos a + y sen a y y = -x sen a + y cos a 
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FIGURA 4 


EJEMPLO 2 

xy = 1 


Dada la ecuacion 


(a) Obtenga una ecuacion de la grafica con respecto a los ejes xy y despues 
de que estos se han rotado un angulo de £/r rad. (b) Dibuje la grafica y 
muestre los dos sistemas de ejes. 


Solucion 

(a) Con a ■ 


^en (i) del teorema A. 10.3, se obtiene 


V2* 






V2 y 


Al sustituir estas expresiones para x y y en la ecuacion xy = 1, resulta 


(A* }i y ){h x + h y , ~ 


(b) 


2 2 ~ ' 

Esta es una ecuacion de una hiperbola equildtera cuyas asintotas son 
las bisectrices de los cuadrantes del sistema xy. Asi, la grafica de la 
ecuacion xy = 1 es una hiperbola equilatera que se encuentra en los 
cuadrantes primero y tercero, y sus asintotas son los ejes xy y. Refi6- 
rase a la figura 4, la cual muestra la grafica requerida. 4 


Del teorema A. 10.1 se sabe que cuando 5 = 0 y A y C no son ambas 
cero, la grafica de (1), la ecuacion general de segundo grado en dos varia- 
bles, es una conica o una conica degenerada. Ahora se demostrara que si 
B * 0, entonces cualquier ecuacion de la forma (1) puede transformarse, 
median te una adecuada rotacion de ejes, en una ecuacion de la forma 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (6) 

donde A y C no son simultaneamente cero. 

Si se rota el sistema xy un dngulo a, entonces para obtener una ecua- 
ci6n de la grafica de (1) con respecto al sistema xy, se sustituye x por 
x cos a - y sen ay y por x sen a + y cos a. De esto resulta 




A SB* 1 


Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

f 

donde 

A = A cos 2 a + B sen a cos a + C sen 2 


/ ^ 1 d" 
Jp'M 

a 


B = -2A sen a cos a + B( cos 2 a - sen 2 a) + 2 C sen a cos a 


* % 

n yjlA ^ 

( VP c = A sen 2 a - B sen a cos a + C cos 2 a 

<kr ir* , 

V I / Jv* \ Se desea obtener un angulo a de modo que la rotacion trasforme (1) en una 

ecuacion de la forma (6). Si se considera la expiesi6n para B igual a cero se tiene 






B( cos 2 a - sen 2 a) + (C - A)(2 sen a cos a) = 0 
o, equivalentemente, mediante identidades trigonometricas, 
B cos 2 a + (C - A) sen 2a = 0 
Como B ^ 0, entonces se obtiene 


«* 2 a * S. 
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Asf, se ha demostrado que una rotation de ejes mediante un angulo a que 
satisfaga estaecuacidn, transformara (1), la ecuacidn general de segundo grado 
en dos variables, donde B * 0, en una ecuacion de la forma (6). Ahora debe 
demostrarse que A y C en (6) no son ambas cero. Para demostrar esto, obser- 
ve que (7) se obtiene a partir de (1) al rotar los ejes un dngulo a. Tambien (1) 
puedp-qbtenerse de (7Lakotar los ejes un angulo -a; es decir, en sentido contra- 
rio.fei X y C en (7) fuesen simultdneamente cero, entonces las sustituciones 

x = x cos a + y sen a y y = -x sen a + y cos a 
en esa ecuacion darfa como resultado la ecuacion 

D(x cos a + y sen a) + E(-x sen a + y cos a) + F =0 

Esta ecuacidn es de primer grado; y en consecuencia, diferente de (1 ) debido a 
que se supuso que al menos B ^ 0. Por tanto, se ha demostrado el teorema 
siguiente. 


A. 10.4 Teorema 


SiB # 0, entonces la ecuacidn 

Ax 2 + Bxy <¥ Cy 2 + Dx + Ey + F - 0 j 0 ? A C 
puede transformarse en la ecuacidn c 

Ax 2 + Cy 2 -f Dx + Ey + F - 0 
donde A y C no son ambas cero, al rotar los ejes un Angulo a para el cual 
cot 2 a - £ 

De los teoremas A. 10.2 y A. 10.4, se infiere que la grdfica de la ecuacion 
general de segundo grado en dos variables es una cdnica o una cdnica 
degenerada. Para determinar que tipo de cdnica es la grafica de una ecua- 
cidn particular, se examina la expresion B 2 - 4 AC. Se utiliza el hecho de 
que A y B y C de (1), y A , B y C de (7) satisfacen la ecuacion 

B 2 - 4 AC = B 2 - 4 AC (8) 

lo cual puede demostrarse al sustituir las expresiones para A , B y C, dadas 
despues de la ecuacion (7), en el miembro derecho de (8). Se le pedira que 
haga esto en el ejercicio 37. 

La expresidn B 2 - 4 AC se denomina discriminate y la ecuacidn (8) 
establece que el discriminate de la ecuacion cuadratica general en dos va- 
riables es invariante bajo la rotation de ejes. 

Si el angulo de rotation seelijedemodo que B - 0, entonces (8) se trans- 
forma en 

B 2 - 4 AC = -4 AC (9) 

Excepto para casos degenerados, al aplicar el teorema A. 10.2, la grafica de la 
ecuacidn 

Ajc 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

es una parabola si AC = 0, una elipse si AC > 0 y una hiperbola si A C < 0; 
o, equivalentemente, una parabola si -4A C = 0, una elipse si -4A C < 0 y 
una hiperbola si -4 A C > 0. A partir de estos hechos y de la ecuacion (9) 
se deduce que, excepto para casos dege_nerados, la grafica de (1), la ecuacidn 
general de segundo grado en dos variables, es una parabola, una elipse o una hi- 
ptibola, dependiendo de si el discriminate B 2 - 4AC es cero, negativo o po- 
sitivo, respectivamente. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 
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A. 10.5 Teorema 


La grdfica dc la ecuacidn 

A* 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F ^ 0 

es una cdnica o una cdnica degene rada. Si la grdfica es una cdnica, 
enlonces es 

/ V _ 

(i) una pardbola si B 2 - 4 AC - 0; 

(ii) una elipse si B 2 - 4 AC < 0; 

(HI) una hipdrbola si B 2 - 4 AC > 0. 


EJEMPLO 3 (a) Identifique la grafica de la ecuacion 

\lx 2 - I2xy + Sy 2 - 80 = 0 


(b) Simplifique la ecuacion mediante una rotacion de ejes. (c) Dibuje la 
grafica de la ecuacion y muestre los dos sistemas de ejes. 

Solucion 

(a) De la ecuacion, A = 17, B = -12 y C = 8. Por tanto, 

B 2 - 4 AC = (- 12) 2 - 4 (17)(8) 


Como B 2 - 4AC < 0, del teorema A. 10.5, la grafica es una elipse o 
una elipse degenerada. 

(b) Con el fin de eliminar el termino en xy , se debe elegir un angulo a 
tal que 

cot la - A ~ C 
B 

_ 17 - 8 
-12 
_ _ 3 
4 


Existe un angulo de medida 2a en el intervalo (0, n) para el cual 
cot 2a = Por tanto, a esta en el intervalo (0, \n). Para aplicar las 
formulas de rotacion de ejes, no es necesario determinar a una vez que 
se obtienen cos a y sen a. Estas funciones pueden determinarse a partir 
del valor de cot la por medio de las identidades trigonometricas 


cos a 


1 + cos la 


y sen 


«= I 


1 - cos la 


Como cot la = y 0 < a < se infiere que cos la - 
modo que, 


5 • De 


cos a - 


1 1 - 


1 2 


y sen a 


1 1 , 3 



_ 2 _ 

V5 


A1 sustituir jr = jc/V 5 - 2y/V5 y y = 2jc/V 5 + y/V5 en la ecuacion 
dad, se obtiene 


n(* 2 - 4 Y + 4y2 ) - 1 2 ( 2 -^- 2 - + 2 ? 2 ) + 8 ( 4 - t2 + 4 fy + ? 2 ) - 80 = 0 
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Si se simplifica esta ecuacion se obtiene 


y 



\7x 2 - 12 xy + 8y 2 - 80 = 0 


* 2 + 4 j2 = 16 



Por tanto, la grafica es una elipse cuyo eje mayor mide 8 unidades y su 
eje menor mide 4 unidades. 

(c) A fin de dibujar la elipse se aplica la information obtenida en el inciso (b). 
La figura 5 muestra esta elipse y los dos sistemas de ejes. M 


Como se puede ver en el ejemplo anterior, dibujar la grafica de una 
ecuacidn de segundo grado, que posee un termino en xy, mediante una rota- 
tion de ejes requiere frecuentemente c^lculos tediosos. Trazar la grafica de 
una de estas ecuaciones en la graficadora tambitii puede implicar cSlculos 
complicados cuando primero se expresa y como dos funciones de x , como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 


FIGURA 5 


► EJEMPLO 4 


Trace la grafica de la ecuacion del ejemplo 3. 


Solution La ecuacion define a y como dos funciones de *. Para deter- 
minar estas funciones se considera la ecuacion como cuadratica en y y se 
escribe como 

8y 2 - \2xy + (17jc 2 - 80) - 0 

De la formula cuadratica con a = 8, b - -12* y c = I7x 2 - 80, se tiene 


_ b i a lb 2 - 4 ac 
y la 

-(-12x) ± V(~12x) 2 - 4(8)(17 jc 2 - 80) 

2(8) 

_ 12* ± 4-V160 - 25* 2 
16 

= 3* ± V160 - 25* 2 
4 

En el rectangulo de inspeccion de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] se trazan las grafi- 
cas de 


„ _ 3* + V 160 - 25 jc 2 „ „ _ 3* - a/160 - 25* 2 

"l 4 y y 2 4 

con el proposito de obtener la elipse de la figura 5. 


◄ 


EJERCICIOS A. 10 


(c) y i + 4* - 8y + 4 = 0 

(d) x 1 - 16? 2 - = 0 

2. (a) 2i 2 + y 2 + 8* - 2y - 9 = 0 
(b) lx 1 - 3y 2 + 16* + 12)- + 38 = 0 


En los ejercicios J a 4, identifique la grafica de la ecuacion asi 
como el tipo de cdnica o conica degenerada. 

1. (a) x 1 - 4y 2 - 6* - 24) -31=0 

(b) 4* 2 + y 2 + 8x - 14) - 47 = 0 
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(c)16y 2 + 24y + 9 = 0 

(d) Ax 2 + 16x - 3y + 19 = 0 

3. (a) 3* 2 + 5y 2 + 6* - 20y + 23 = 0 

(b) 4* 2 - 5y 2 + 16.x + lOy + 111 = 0 

(c) 2x 2 - 16* - 5y + 22 = 0 

(d) 9.x 2 + 30 a- + 29 = 0 

4. (a) 5y 2 + 4x + lOy - 3 = 0 

(b) 3* 2 + 7y 2 - 6x + 28y + 37 = 0 

(c) 2x 2 - 3y 2 - 12x - 6y + 15 = 0 

(d) 4x 2 - 9y 2 - 40.x - 54y + 55 = 0 

En los ejercicios 5 a 8, (a) identifique la grdfica de la ecua- 
cion, (b) obtenga una ecuacion de la grafica con respecto a los 
ejes xyy despues de rotarlos un angulo de~n rad, y (c) dibuje 
la grafica y muestre los dos conjuntos de ejes , 

5. xy = 8 6. x y ~ -4 

7. jx 2 - y 2 = 8 8. y 2 - x 2 = 16 

En los ejercicios 9 a 16, (a) identifique la grafica de la ecua- 
cion, (b) e limine el termino en xy mediante una rotacion de 
ejes, y (c) dibuje la grdfica y muestre los dos conjuntos de ejes . 

9. 24xy - ly 1 + 36 = 0 

10. 4xy + 3x 2 = 4 

11. x 2 + 2xy + y 2 - 8jc + 8y = 0 

12. x 2 + xy + y 1 = 3 

13. xy + 16 = 0 

14. 5jx 2 + 6xy + 5y 2 = 9 

15. 3 Ijc 2 + 10V3xy + 21y 2 = 144 

16. 6x 2 + 20 v'3 xv + 26y 2 = 324 

En los ejercicios 17 a 26, (a) identifique la grdfica de la ecua- 
cion, (b) simplifique la ecuacion mediante una rotacion y una 
traslacion de ejes, y (c) dibuje la grdfica y muestre los dos con- 
juntos de ejes . 

17. x 2 + xy + y 2 - 3y - 6 = 0 

18. \9x 2 + 6xy + 11 y 2 - 26x + 38 y + 31 = 0 


19. 17* 2 - 12 xy + 8y 2 - 68x + 24y - 12 = 0 

20. x 2 - ICbry + y 2 + x + y + 1=0 

21. x 2 + 2 xy + y 2 + jc-y~4 = 0 

22. 16* 2 - 24jcy + 9y 2 - 60x - 80 y + 400 = 0 

23. 1 U 2 - 24 xy + 4y 2 + 30^ + 40> - 45 = 0 

24. 3jc 2 - 4jry + 8jc - 1 = 0 

25. 4jc 2 + 4xy + y 2 - 6x + 12 = 0 

26. jc 2 + 2xy + y 2 - x - 3y = 0 


En los ejercicios 27 a 34, trace la grdfica de la ecuacion del 
ejercicio indicado. 


27. Ejercicio 9 
29. Ejercicio 1 1 
31. Ejercicio 17 
33. Ejercicio 21 


28. Ejercicio 10 
30. Ejercicio 12 
32. Ejercicio 18 
34. Ejercicio 22 


35. Demuestre que la grafica de ^ + 4y = 1 es parte de 
una parabola al rotar los ejes un dngulo de rad. Suge- 
rencia : elimine los radicales de la ecuacion antes de apli- 
car las formulas para rotacidn de ejes. 

36. Dada la ecuacion ( a 2 + b 2 )xy = 1, donde a > 0 y 
b > 0, obtenga una ecuacidn de la grafica con respecto a 
los ejes 7 y ~y despues de rotar los ejes un Angulo de 
tan \~\bja) rad. 


37. Demuestre que para la ecuacidn general de segundo grado 
en dos variables, el discriminante B 2 - 4 AC es invariante 
bajo una rotacidn de ejes. 


38. Obtenga las ecuaciones (5) al resolver las ecuaciones (4) 
para x y y en termino s de 7 y y. Sugerencia : para des- 
pejar jc, multiplique los dos miembros de la primera ecua- 
cion por cos a y los dos miembros de la segunda 
ecuacibn por sen a, despues reste los miembros correspon- 
dientes de las ecuaciones resultantes. Utilice un procedi- 
miento similar para despejary. 


39. La rotacion de ejes no hace ningun cambio en la gr&fica ni 
en la posicion de la grdfica en el piano. Explique cudndo 
la rotacion de ejes es una ventaja para dibujar la grafica de 
una ecuacion de segundo grado en dos variables y cuando 
es una des ventaja. 


A. 11 FRACCIONES PARCIALES 


Usted ya sabe como combinar dos o mas expresiones racionales a fin de ob- 
tener una expresion racional mediante adicion o sustraccion. Por ejemplo, 

3 4 _ lx - 1 

x + 2 x - 3 (x + 2)(x - 3) 

En ocasiones es necesario invertir el proceso, es decir, representar una 
expresion racional simple como una suma de dos o mas cocientes simples, 
denominados fracciones racionales. En Calculo se necesita hacer esto a 
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fin de efectuar la operation de integration de algunas funciones racionales. 
Con frecuencia se emplean sistemas de ecuaciones para descomponer uha 
expresion racional en fracciones parciales. 

Considere una funcion racional f/definida por 


H(x) = 


P(x) 

Q(x) 


donde P(x ) y Q(x ) son polinomios. Se asumira que se tiene una fraction 
pro pi a, esto es, una fraccion para la cual el grado de P(x) es menor que 
el grado de Q(x). Si se tiene una funcion racional para la cual el grado del 
numerador no es menor que el grado del denominador entonces se tiene una 
fraccion impropia, y en este caso se divide el numerador entre el denomi- 
nador hasta que se obtenga una fraccion propia. Por ejemplo, 


x 4 - 10x 2 + 3x + 1 _ x 2 _ ^ + 3x - 23 
x 2 - 4 x 2 - 4 

En general, se tratara un metodo para descomponer una fraccion propia de 
la forma P(x)/Q{x) en dos o mas fracciones parciales. Los denominadores 
de las fracciones parciales se obtienen al factorizar Q(x) en un producto de 
factores lineales y cuadraticos. En ocasiones puede ser dificil encontrar es- 
tos factores. Sin embargo, un teorema de algebra establece que un polinomio 
con coeficientes reales puede expresarse como un producto de polinomios 
lineales o cuadraticos con coeficientes reales. 

Despues de que Q(x) se ha factorizado como un producto de factores 
lineales o cuadraticos, el metodo para determinar las fracciones parciales 
depende de la naturaleza de estos factores. Se consideraran varios casos en 
forma separada. 


Caso 1: Todos los factores de Q(x) son lineales, y ninguno se repite. Esto es, 
Q(x) = (a,* + b x )(a 2 x + b 2 ) ■ ■ (a n x + b n ) 

donde ningun par de factores es identico. En este caso se escribe 

PU) - A + ^2 + + K 

2(x) a x x + b j a 2 x + b 2 ' a n x + b n 

donde Aj, A 2 , . . . , A n son constantes a determinar. Observe que esta ecua- 
cion es una identidad debido a que es verdadera para todos los valores de x 
tales que ningun denominador es cero. El ejemplo ilustrativo siguiente 
muestra un m6todo para determinar los valores de A,. 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de descomponer la 

fraccion 

lx - 1 
x 2 - x - 6 

en fracciones parciales, se factoriza el denominador y se obtiene 

lx - 1 _ lx - 1 

x 2 - x - 6 (x + 2)(x - 3) 

Por tanto, se tiene 

lx - 1 = A B 

(x + 2)0 -3) x + 2 x - 3 


( 1 ) 
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La ecuacion (1) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 
-2 y 3. A1 multiplicar los dos miembros de la ecuaci6n por el MCDn 
(mfnimo comun denominador), resulta 

lx - \ = A(x - 3) + B( x + 2) 

Esta ecuacion tambien es una identidad y es verdadera para todos los va- 
lores de jc incluyendo a -2 y 3. Ahora se determinardn las constantes A y B. 
A1 sustituir 3 por x en la ecuacion anterior, se tiene 

20 = 5B <^> B = 4 

Si se sustituye -2 por x en la misma ecuaci6n, se obtiene 

-15 = -5A <=> >1 = 3 

Con estos valores de A y B, se tiene de (1) 

lx - 1 = 3 4 

(jc + 2){x -3) x + 2 jc-3 

Observe que esta ecuaci6n es equivalente a la ecuacion con que se inicio 
esta seccion. ^ 


W EJEMPLO 1 Descomponga la fracci6n 
x - 1 

x 2 - x 2 - 2x 
en fracciones parciales. 


Solution A1 factorizar el denominador se obtiene 


■x ~ 1 _ .x - 1 

x 2 — x 2 — 2x x(x - 2)(x + 1) 

De modo que 

x - 1 A B C 

x(x - 2)(x + 1) x x - 2 x + 1 


I 


( 2 ) 


La ecuacidn (2) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 0, 
2 y -1. Si se multiplican los miembros de la ecuacion por el MCDn, resulta 


x - 1 = A(x - 2)(x + 1) + Bx(x + 1) + Cx(x - 2) 


Esta ecuacion es una identidad que es verdadera para todos los valores de x , 
incluso para 0, 2 y -1. A fin de determinar las constantes, primero se susti- 
tuye 0 por x y se obtiene 

- 1 = -2A ^ A = \ 

A1 reemplazar 2 por jc, resulta j 

1=6 B <=> B = j 
Si se sustituye -1 por x, se tiene 


-2 = 3 C <=> C = - 1 
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Con estos valores para A, B y C, de (2) se obtiene 


x - 1 _ j_ + 6 

x(x - 2)(x + 1) x x ~ 2 


X + 1 


<=> 


X - 1 


1 


1 


x(x - 2)(x + 1) 2x 6(x - 2) 3(x + 1) 


Caso 2: Todos los factores de Q(x) son lineales y algunos se repiten. 

Suponga que se tiene {ax + b)P como un factor de Q{x). Entonces se 
dice que ax + b es un factor p -multiple (o de multiplicidad p) de Q(x ), y 
a este factor le corresponded la suma de p fracciones parciales 


ax + b (ax + b) 2 


+ . 


Vi 


(ax + b) p 


(ax + by 


donde A b A 2 , . . . , A p son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este 
caso y el metodo para determinar cada A,. 


W EJEMPLO 2 Descomponga la fraccion 

x^ + x 2 + 16jc - 12 
jc 3 (jc - 2) 2 

en fracciones parciales. 


Sollicion Se escribe la fraccion dada como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 


jr 4 + x 2 + \6x - 12 _ A 


= — + 


4 + -^ + 


D 


(3) 


jc 3 (jc - 2) 2 x J x 2 ' x 2 1 x - 2 T (x - 2) 2 

A1 multiplicar ambos miembros de (3) por el MCDn, resulta 
jc 4 + jc 2 + \6x - 12 = Ax 2 (x - 2) 2 + Bx(x - 2) 2 + C(x - 2) 2 + Dx 3 (* ~ 2) + Ex 3 (4) 


Se sustituye 0 por jc en esta ecuacion y se obtiene 
-12 = 4C <=> C = -3 
Si se reemplaza 2 por x en (4) resulta 
40 = 8£ <=> E = 5 

Con estos valores de C y E en (4) y desarrollando las potencias de los bino- 
mios, se tiene 

jc 4 + jc 2 + 16jc - 12 = Ax 2 (jc 2 - 4;c + 4) + Bx(x 2 — Ax + 4) - 3(jc 2 - 4jc + 4) + Dx 3 (x - 2) + 5jc 3 
jc 4 + jc 2 + 16jc - 12 = (A + D)x 4 4- (-4A + B - 2D + 5)x 3 + (4A -4 B - 3)x 2 + (AB + \2)x - 12 

Como esta ecuacion es una identidad, los coeficientes del miembro iz- 
quierdo deben ser iguales a los coeficientes correspondientes del miembro 
derecho. Por tanto, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 

A + D = 1 
-4A + B - 2D + 5 = 0 
4A - AB - 3 = 1 
AB + 12 = 16 


De la cuarta ecuacion, B - 1 . A1 sustituir B por 1 en la tercera ecuacion y 
resolver para A, se obtiene A = 2. Con A — 2 en la primera ecuacion resulta 
D = - 1 . La segunda ecuacion seempleapara verificar los valores encontrados: 

-4A + B - 2D + 5 - -4(2) + 1 - 2(- 1) + 5 
= 0 

Por tanto, los valores de las constantes son 

A = 2 £ = 1 C = -3 Z) = -1 E = 5 

Con estos valores, de (3) se tiene 

jc 4 ± jc 2 + 16* - 12 = 2 _1 3 1 5 4 

* 3 (;t - 2) 2 x x 2 x 3 x ~ 2 ( x - 2) 2 

Caso 5: Todos los factores de Q(x) son lineales y cuadraticos y ninguno se 
repite. 

A1 factor cuadratico ax 2 + bx + c del denominador le corresponde la 
fraccion parcial de la forma 

Ax + B 
ax 2 + bx + c 


W* EJEMPLO 3 Descomponga la fraccion 

x 2 - x - 5 
X 3 + x 2 - 2 

en fracciones parciales. 

Sollicion Se pretende factorizar el denominador empleando divisidn 
sintetica para dividir x 3 + x 2 - 2 entre expresiones lineales de la forma 
x - r, donde resun factor enterode -2. La division entre x - 1 escomosigue: 

JJ 110-2 
12 2 

12 2 0 

Por tanto, x 3 + x 2 - 2 - (x - l)(;t 2 + 2 jc + 2). La fraccion dada se es- 
cribe como una suma de fracciones parciales en la forma siguiente: 

x 2 - jc - 5 _ Ax + B C 

(x - \)(x 2 + 2x + 2) x 2 + 2x + 2 jc - 1 

A1 multiplicar ambos miembros por el MCDn, se tiene 

x 2 - x - 5 = (Ajc + B)(x - 1) + C(x 2 + 2x + 2) 

Se calcula C al sustituir 1 por jc en (6), obteniendose 

-5 = 5C <=> C = -1 


(5) 

(6) 


Si se reemplaza Cpor~l en (6) y se multiplica en el miembro derecho, resulta 
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x 2 - x - 5 = (A - l)x 2 + (B - A - 2)x + (-B - 2) 

A1 igualar los coeficientes de potencias de x iguales se tiene el sistema 

A - 1 = 1 
B - A - 2 = -1 
-B - 2 = -5 

Por tan to, 

A - 2 y B = 3 

Si se sustituyen estos valores de A y 5 en (5), se obtiene 

x 2 - x - 5 2jc + 3 1 

(x - l)(x 2 + 2x + 2) x 2 + 2x + 2 * - 1 


Caso 4: Los factores de Q(x) son lineales y cuadraticos, y algunos de los 
factores cuadraticos se repiten. 

Si ax 2 + bx + c es un factor cuadratico de multiplicidad p de Q(x ), 
entonces al factor (ax 2 + bx + c) p le corresponde la suma de las siguientes 
p fracciones parciales: 

V + 

ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 ’ (ax 2 + bx + c) p 


: EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si el denominador contiene 

el factor (x 2 - 5x + 2) 3 , se tiene en correspondence a este factor la suma de 
las fracciones parciales 

Ax + B Cx + D Ex + F ^ 

x 2 - 5x + 2 (x 2 - 5x + 2) 2 (x 2 - 5x + 2) 3 


W EJEMPLO 4 Descomponga la fraccidn 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 
x(x 2 - 3x - 2) 2 

en fracciones parciales. 

Solution La fraccion dada se escribe como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 Ax + B Cx + D E m 

x(x 2 - 3x - 2) 2 x 2 - 3x - 2 (x 2 - 3x - 2) 2 x 

Al multiplicar los dos miembros por el MCDn resulta 

3x 4 - 12x 3 + 4x 2 + llx + 4 = x(Ax + B)(x 2 - 3x - 2) + x(Cx + D) + E(x 2 - 3x - 2) 2 (8) 

Si se sustituye 0 porx en esta ecuacion, se obtiene 


4 = 4 E & E = 1 




1222 APENDICE 


Con E = 1 en (8) y multiplicand© los polinomios se tiene 

3* 4 - 12* 3 + 4* 2 + 11* + 4 

= Ax 4 - 3 A* 3 - lAx 2 + Bx 3 - 3Bx 2 - 2 Bx + C* 2 + Dx + * 4 + 9x 2 + 4 - 6* 3 - 4* 2 + 12* 
= (A + l)* 4 + (-3A + B - 6)x 3 + (-2A -3 B + C + 5)x 2 + ( -2B + D + 12)* + 4 

A1 igualar los coeficientes de las potencias de * correspondientes se obtie- 
ne el si sterna 

A + 1 = 3 
-3A + B - 6 = -12 
-2A -3Z? + C + 5 = 4 
-2B + D + 12 = 11 

Si se resuelve este sistema resulta 

A = 2 £ = 0 C = 3 D = — 1 £ = 1 

A1 reemplazar estos valores en (7) se tiene 

3* 4 - 12* 3 + Ax 2 + 11* + 4 _ 2* 3* - 1 1 4 

*(* 2 - 3* - 2) 2 * 2 - 3* - 2 (* 2 - 3* - 2) 2 * 

Observe que en cada uno de los ejemplos, el numero de constantes a 
determinar es igual al grado del denominador de la fraccidn original que 
se descompone en fracciones parciales. Este hecho siempre ocurre. 


EJERCICIOS A. 11 


En los ejercicios 1 a 10, descomponga la fraccidn en frac- 
ciones parciales. 


3 . 


5 . 


7 . 


9 . 


12 

x 2 - A 
x - 1 

X 2 + * 

* + 5 

x 2 - Ax + 3 

* + 12 

3* 2 - 5* - 2 

3* 2 + 3* - 12 
6* 3 + 5* 2 - 6* 


2 . 

4 . 

6 . 

8 . 

10 . 


1 

2* 2 - * 

* -f 15 
* 2 -9 
3* 

* 2 + * - 2 
3* - 7 
4* 2 + 3* - 1 

2* 2 - 11* - 9 
* 3 - 2* 2 - 3* 


En los ejercicios 11 a 14, exprese la fraccidn impropia como 
la suma de un polinomio y fracciones parciales , 


11 . 


2* 3 + 4 
* 2 -4 


12 . 


* 3 + 5 
* 2 - 1 


13 . 


4;c 3 - 8x 2 - 10* + 30 
2x 2 + x - 6 


, A 6x 3 + x 2 - 5x - 7 
3* 2 - x - 2 


En los ejercicios 15 a 38, descomponga la fraccidn en frac- 
ciones parciales. 


3* 2 + 13* - 10 
* 3 - 2* 2 


- + * + 1 

4 _ j-3 


17 . 

* 2 - 11* + 6 

18 . 

X 2 + 11 

(x + 2)(x 2 - 4x + 4) 

(x - 5)(x 2 + 2x + 1) 

19 . 

3x + 15 

20 . 

9x 3 - 8x 2 - 4x + 48 

(2x 2 - x - l) 2 

(x 2 - 4) 2 

21 . 

x 3 + 6x - 4 

22 . 

x 2 + 2 

(x - 2) 3 

(x - 3) 3 

23 . 

3x 2 - x + 4 

24 . 

3x + 8 


X 3 + X 2 + X 


* 3 4- 4* 

25 . 

3x 2 + 2x - 4 

26 . 

x 2 - 6* + 2 


x 3 - 8 


X 3 + 1 

27 . 

2x 2 - lx + 1 

28 . 

3x 2 - 9x + 8 

X 3 - x 2 + x - i 

x 3 + x 2 + 3x + 3 

29 . 

llx 2 + \\x + 8 

30 . 

3x 2 + 2x + 3 

2x 3 + Sx 2 + 3x + 12 

* 4 + * 3 + * 2 + * 

31 . 

3x 2 - 4x 

32 . 

Ax - 3 

(x 2 + l)(x 2 - * - 1) 

x 4 + 2x 3 + 3x 2 

33 . 

x + 6 

34 . 

3x 4 + 4 

x 4 + 2* 3 + 3* 2 

* 4 + 4* 2 + 4 

35 . 

* 3 - * 2 

36 . 

* 4 + 2* 2 - 2* - 4 

X 4 + 2x 2 + 1 

(* 2 + 3) 3 

37 . 

x 4 + * 3 - 5* 2 - 14* - 

1 

* 5 - x 4 + 4* 3 - 4* 2 + Ax 

- 4 

38 . 

11* - 28 



x 5 + 2* 4 + 2* 3 + 4*2 

+ * 

~+~2 


15 . 


16 . 


* 
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SUPLEMENTO 1.5 

► EJEMPLO 6 Utilice la definition de limite para demostrar que 
lim x 2 = 4 

j — >2 

Solucion Como x 2 esta definida para todos los numeros, entonces cual- 
quier intervalo abierto que contenga a 2 satisfara el primer requerimiento de 
la definition 1.5.1. Se debe demostrar que para cualquier € > 0 existe una 
S > 0 tal que 

si 0<|*-2|<(5 entonces \x 2 - 4| < € 

<=> si 0 < | jc — 2 1 < <5 entonces \x - 2\\x + 2 \ < € (4) 

Observe en la conclusion de (4) que, ademas del factor \x - 2 |, se tiene el 
factor \x + 2 | . De modo que, para demostrar (4) se debe imponer una 
restriction a 8 con el fin de obtener una desigualdad que contenga al factor 
| x + 2 | . Dicha restriction consiste en elegir el intervalo abierto requerido 
# por la definition 1.5.1 de modo que este intervalo sea (1,3), lo cual im- 

plica que 8 < 1 . Entonces 

0 < | at — 2 | < 5 y S < 1 
=> 0 < \x - 2| < 1 

=> -1 < A - 2 < 1 

=> 3 < x + 2 < 5 

=> \x + 2\ < 5 

Asi, 

0 < | jc - 2 | < 5 y <5<1 

=> 0 < | jc -- 2 | < <5 y | a: -h 2 | < 5 

=> |a — 2||a: -h 2j < <5*5 

Recuerde que la proposition (4) es el objetivo, por lo que debe pedirse que 
8 * 5 < € <=> 8 < 6/5 

De esta forma, se han impuesto dos restricciones a 8: 8 < l y 8 < € /5. Para 
que ambas restricciones se cumplan debe tomarse <5como el menor de los dos 
numeros 1 y e/5; esto se puede escribir con sfmbolos como 8 = mfn(l, €/5). 
Si se utiliza esta 8 , entonces se tiene el siguiente argumento: 

0 < \x - 2| < 8 

=> \x~2\<l y I* + 2 1 < 5 

=> \x - 2\\x +• 2| < | • 5 
=> | x 2 - 4 1 < € 

En consecuencia, se ha demostrado que para cualquier € > 0 la election 
de 8 = mm(l, €/5) hace verdadera la siguiente proposition: 

si 0. < | x - 2 | < 8 entonces | x 2 - 4 | < € 

Esto demuestra que lim x 2 = 4. 4 
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1 .5.5 Teorema 4 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de dos funciones 


Si lim f(x) = L y lim g(x) = M, entonces 


lim [f(x) ± S 0c)] = L ± M 

x~*a 


Demostracion Se probard el teorema con el signo mas. Sean 

lim f(x)=L (5) 

x~*a 

y 

limg(;c) = M (6) 

x ~*a 

lo que se desea demostrar es que 
lim [f(x) + g(x)] = L + M 

x-^a 

De la definicion 1.5.1, para cualquier € > 0 se debe probar que existe 
una 8 > 0 tal que 

si 0 < |jt - a | < <5 entonces | [/(*) + g(jt)] - (L + M) | < € (7) 

Como el limite (5) existe, entonces de la definicidn de limite se in- 
fiere que para ~€ > 0 existe una 5] > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < 8[ entonces |/(jc) - L \ < | € 

De manera semejante, de (6), para | € > 0 existe una 8 2 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < 8 2 entonces | g(jc) - M \ < | € . 

Ahora considere 8 como el menor de los mimeros 8\ y 8 2 . Por tanto, 

8 < S\ y 5 < S 2 . De este modo, 

si 0 < | jc - a | < <5 entonces \f(x) ~ L\ < 

y 

si 0 < | jc - a | < <5 entonces | g(x) - M | < ^ € 

En consecuencia, si 0 < | jt - a | < <5, entonces 

I [/(.*) + g(x)] - (L + M) I = I (f(x) - L) + (g(x) - M) I 
< |/W - L\ + |gW - M | 


De esta forma se ha obtenido la proposition (7), por tanto se ha demos tra- 
do que 

lim [/( jc) + g(.x)] = L +' M m 
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Se deja como ejercicio la demostracidn del teorema 4 de lfmites con el 
signo menos (refierase al ejercicio 9 de esta secci6n suplementaria). 

La demostracidn del teorema 6 de lfmites (1.5.7) es m&s sofisticada 
que la de los teoremas de lfmites 1-5. Los pasos de la demostracion se indi- 
can en los ejercicios 1 1 y 12 de esta seccidn suplementaria. 


1.5.12 Teorema 


Si a es cualquier numero real diferente de cero, entonces 

Mm I = i 
x^a x a 


Demostracion Se probara el teorema para a > 0. La demostracion 
para a < 0 se deja como ejercicio (consulte el ejercicio 14 de esta sec- 
cion suplementaria). 

Como 1 fx esta definido para todo x diferente de cero, entonces el inter- 
val abierto requerido por la definition 1.5.1 puede ser cualquier inter va- 
lo que contenga a a pero que no contenga a 0. Se debe probar que para 
cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal que 


si 0 < | jc 
C omo 


a\ < 8 entonces 


X 



1 

_ I 


a - x 

X 

a 


ax 


MM 


(ya que a > 0) 


(8) 


la proposition (8) es equivalente a 

si 0<|jc-a|<<5 entonces | x - a | • ~r~j < £ (9) 

a\x\ 

En la conclusi6n de (9), ademas del factor - a | se tiene como factor el 

cociente — : — : . Por tanto, para demostrar (9) es necesario restringir <5de modo 
a | jc | 1 

que se obtenga una desigualdad la cual contenga al cociente — : — ; . Al elegir el 

a \x\ 

intervalo abierto requerido en la definicidn 1.5.1 como el intervalo ( { -a, |cj), 
el cual contiene a a pero no al cero, se deduce que 8 < ^ a. Entonces 


0 < \x - a | < 
| x - a | < 
=} -£a < x - a < 
=> ~a < x < 

=» ±a < | x | < 



<5 y 8 < 


\ a (porque^ > 0) 


■2 

a 



1 


2 _ 

a 2 


< 


( 10 ) 
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Ahora bien, 

0 < | jc - a | < 5 y 

_ 1 


a\x I < a 2 


< 8 - A 

a| X I a 2 


Puesto que el objetivo consiste en obtener | x - a \ ■ ' < f . la 


(ID 


propo- 


sicion (1 1) indica que debe requerirse 8 * < € y esto es, 8 < ±< 2 2 e. De 

este modo, con las dos restricciones sobre 8 , se elige 5 '= mfn(|tf, ~a 2 € ). 
Con esta <5se tiene el siguiente argumento: 


| jc - a 


a 

i 

H 

< 

8 


j. 1 

<; 

5 .JL 


a\ x | 


a|jc 


\x - a\ 

< 

$ . 1 


MM 


a|jc| 


a - x 


8 . L 


ax 

s 

a\ x 


I _ i 

< 

8 . 1 


x a 


a\x 

1 

I _ I 

x a 

< 

d ' 4 

a 1 


l _ I 
x a 

< 

~a 2 € • 
2 

2_ 

a 2 

I _ I 

jc. a 

< 

e 



(puesto que a > 0) 


(de (10)) 


Asf, se ha demostrado que para cualquier f > 0, si 8 = minima, 2 a 2 €) y 
entonces la proposition siguiente es verdadera: 

si0<|jt-a|<<5 entonces - - - 
11 x a 

la cual es la proposition-^). 


< € 


En la demostracibn del teorema 1.5.13 se utiliza la siguiente formula, 
donde n es cualquier niimero entero positivo: 

b n = (a - b)(a n ~ ] + a n ~ 2 b + a n ~^b 2 + . . . + ab n ~ 2 + b n ~ x ) (12) 


Esta formula se deduce de 

a(a n ~ x + a n ~ 2 b + . . . + ab n ~ 2 + t b n ~ x ) = a n + a n ~ x b + . . . + ab n ~ x 

y 

b(a n ~ x + a n ~ 2 b + . . . + ab n ~ 2 + b n ~ [ ) = a n ~ x b + . . . + ab n ~ l + b n 
al res tar los tbrminos de la segunda eciiacibn de los de la primera. 


1.5.13 Teorema 


Si a > 0 y n es un ntimero entero positive, osia^Oywesun 
niimero entero positivo impar, entonces 

lim Vic = tfa 
* 
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Demostracion Se demostrara el teorema si a > 0 y n es un numero 
entero positivo. El caso cuando a < 0 y n es un numero entero positivo 
impar se deja como ejercicio (refierase al el ejercicio 15 de esta seccion 
suplementaria). 

Como "/x esta definido para todo numero no negativo, el intervalo 
abierto requerido en la definicion 1.5.1 puede ser cualquier intervalo abierto 
que contenga a a y tenga un numero no negativo como extremo izquier- 
do. Se debe probar que para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

si 0 < | a: — « | < <5 entonces | *\[x - f \[a \ < € (13) 

A fin de expresar | 'V* - ’Ifa | en terminos de \x - a \ se utiliza (12), 




- %[a | = 


(x 1 /' 1 - g}l n )[(x xln ) n ‘ x + (x l/n ) n ~ 2 a^ n + ... + x^ n (a^ n ) f1 - 2 + (a 1 /")”- 1 ] 

( JC 1 /n)/i- 1 + ( x l /n)n-2 a l/ n + _ + x \/n ( a l/« yi-2 + (^l/nyi-l 


Si se aplica (12) al numerador, se tiene 


Vx - Va 


x (n-l)/n + x (n-2)/n a \/n _j_ 

Al considerar 

| <j>(x) | = | x ( "~ 1)/h + x (n-2)fri a ]fn + 
en la ecuacion anterior se obtiene 
\'Vx - Hfc I = \x - a\ ■ 1 

I <£o*)l 

De modo que la proposition (13) equivale a 
si 0 < \x - a I < 8 entonces lx - a I 


x l/n a (n-2)/n + a (n-l)/n 


+ X ] l n a in ~ 2)ln + (»"!)/» | 


(14) 


1 4>(x) | 


< e 


(IS) 


A 


-,Vi 




\ 


En la conclusion de (15), ademas del factor |x - a | se tiene como factor la 

fraction — - — -. En consecuencia, para demostrar (15) se necesita res- 
|<P(x)| • 

tringir 8 de modo que se tenga una desigualdad que contenga esta fraccion. 
Si se elige el intervalo abierto indicado en la definicion 1.5.1 como el inter- 
valo (0, 2a ), se requiere que 8 < a. Entonces 

0< | x - a | < 8 y 8 < a 
=> | x - a | < a 

=> -a < x — a < a 
=> 0 < x < 2 a 

=> a(«-i)/« < | <£(x) | (puestoquex > 0) 

=> — - — < — 5 — 


(16) 
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Ahora bien, 

0 < \x — a \ < 8 y - — ! — - < — 

1 4>(x)\ a (n - |)/n 

=> | x - a | • - — ! — - < S ■ — 

| 0(JC)| a (n-l)/n 

El objetivo consiste en obtener | .r - a 


(17) 

< € . Asi, la proposicion 


(17) indica que se debe requerir 5 - — < esto es, 8 < a^ n l ^ n €. 

a (n~\)/n 

De modo que se elige 8 - nrin(a, c^ n ~ x ^ n €). Con esta 5 se tiene el siguiente 
argumento: 

0 < | jc - a | < <5 


=> 

| n 4~x - 

n 4~a | 

1 < s- rr— i 1 
l<£(*)l 

(de (14)) 

=> 

h/i - 

n Ja | 

< ^ a (n-\)/n 

(de (16)) 

=> 

\Tx - 

n 4~a | 

| < a (n-l)ln € . 1 

(debido a que 5 < a("->)/«e) 

=> 

\ n Jx - 

n Ta 1 

< € 



Asi, se ha probado que para cualquier € > 0, si 8 - mm(«, a (n l ^”£), 
entonces 

si 0 < | jc - a | < <5 entonces | ?Jx - a | < € 
la cual es la proposicion (13). ■ 


1*5.16 Teorema 


Si Hm/(jt) “ L Y y lim/{jt) - L 2 , entonces L\ = L 2 

jr’+a 

Demostracion Se supondrd que Lj ^ L 2 , y se probara que esta suposi- 
ciOn conduce a una contradiction. Como lim/(jc) = Lj, de la definition 

JC — > 11 

1.5.1 se deduce que para cualquier € > Oexisteuna^j > 0 tal que 

si 0 < \x - a\ < 8] entonces | f(x) - L x | < € ( 18 ) 

Ademas, puesto que lim f(x) ~ L 2 , existe una <5 2 > 0 tal que 

JC— »o 

si 0 < | jc - a\ < <5 2 entonces | /(jc) - L 2 \ < € ( 19 ) 

Ahora bien, al expresar L x - L 2 como L x - f(x) + f(x) - L 2 y aplicar la 

desigualdad del tridngulo se tiene 

|Li - E2I = | [L\ - /(JC)] + (/(JC) - £2] 

< | L, — fix) | + | /(jc) - L 2 


( 20 ) 
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Asf, de (18), (19) y (20) se puede concluir que para cualquier € > 0 existen 
8\ > Qy S 2 > 0 tales que 

si 0 < \ x - a \ < S\ y 0 < | x - a \ < 62 entonces | Lj - L 2 | < € + € (21) 

Si Se s la menor de ^ y <5 2 , entonces 8 < <5j y 8 < 5 2 , y (21) afirma que 
para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que 

si 0 < | jc - <2 | < <5 entonces | L\ - | < 2€ (22) 

Sin embargo, si € = |Lj - L 2 | , entonces (22) afirma que existe una 

8 > 0 tal que 

si 0 < | jc — a | < <5 entonces | L\ - L 2 | < | Lj - L 2 | 

Es claro que | L\ - L 2 | no es menor que si mismo. De modo que se tiene 

una contradiction, por lo que la suposicion hecha al principio es falsa. En 
consecuencia, Lj = L 2 , con lo que se ha demostrado el teorema. ■ 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.5 


En los ejercicios 1 a 8, demuestre, aplicando la definition 1.5.1 , 
que el numero indicado es el limite. 

1. Hm x 2 = 1 

JT->1 

2. lim x 2 = 9 

x->-3 

3. lim (x 2 - 3x) = 10 

x — >5 

4. lim (x 2 + 2x - 1) = 7 

5. lim (5 - at - at 2 ) = - 1 

6. Urn (3 + 2x - x 2 ) = 0 

7. lim (6x 2 - 13* + 5) = 3 

x->2 

8. lim (4a: 2 - 13* + 12) = 3 

9. Utilice la definicidn 1 .5. 1 para demostrar que si 

Hm fix) = L y Hm g(jt) - M 

entonces 

lim [/(*) - g(x) ] = L- M 

10. Demuestre el teorema 5 de lfmites aplicando el teorema 4 
de limites e induccion matematica. 

11. Emplee la definicidn 1 .5. 1 para demostrar que si 

Hm fix) = L y lim #(*) = 0 

entonces 

Jim [fix) • g(x)] = 0, 


Sugerencia : para demostrar que Hm [fix) ■ g(jc)J = 0 se 

X—*a 

debe probar que para cualquier € > 0 existe una 5 > 0 tal 
que si 0 < |jc - a \ < 5, entonces |/(jc) • g(jt) | < € . 
Primero demuestre que existe una <5j > 0 tal que si 
0 < |jc - a | < 5j, entonces |/(jc) | < 1 + |L|, apli- 
cando la definicion 1.5.1 a lim fix) = L con € = 1 y 

x->a 

8 = 5,,'y despues utilice la desigualdad del triangu- 
lo. Luego, pruebe que existe una d 2 > 0 tal que si 
0 < | x - a | < 8 2 , entonces | g(x) | < €j{ 1 + | L \ ) 
aplicando la definicion 1.5.1 a Hm g(jt) = 0. Si se toma 5 

x—>a 

como la menor de <5 t y 8 2 , el teorema se demuestra. 

12. Demuestre el teorema 6 de limites: si Hm fix) = L y 
HmgQt) = M, entonces 

lim [fix) • g(«r)l = L M 

x->a 

Sugerencia: sea 

fix) * g( x) = [fix) - L)g(x) + L[g(x) - M] + L M. 

Aplique el teorema 5 de limites y el resultado del ejerci- 
cio 1 1 de esta seccion suplementaria. 

13. Demuestre el teorema 7 de limites aplicando el teorema 6 
de lfmites e induccion matematica. 

14. Demuestre el teorema 1.5.12 si a < 0. 

15. Demuestre el teorema 1.5. 13 si a < 0 y n es un numero 
entero positivo impar. 
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SUPLEMENTO 1.7 


1.7.4 Teorema 12 de limites 


Si a es un numero real, y si tim fix) = 0 y lim g(x) « c, donde c es 

, x-*a x-*a 

una constante diferente de cero, entonces 

(i) si c > 0 y si f(x) — > 0 a t raves de valores positivos de fix). 


lim 


gjx) 

fix) 


+ 00 


(ii) sic > Oysi fix) -+ 0 a travAs de valores negativosde fix). 


lim 


Six) _ 


^ fix) 

(iii) si c < 0 y si fix) — » 0 a trav£s de valores positivos de /Or), 

- lim = -oo 

(iv) si c < 0 y si fix) -» 0 a trav^s de valores negatives de fix), 

lim = +oo 

fix) 

El teorema tambi^n es vAfido si u x — > d ” se sustituye por “x — > <j + ’ 

O M » 


Demostracion del inciso (i) Con el proposito de probar que 


lim 


Six) _ 


+ oo 


- fix) 

se debe demostrar que para cualquier N > 0 existe una 5 > 0 tal que 

si 0 < I x - a I < <5 entonces 

1 1 fix) 


> N 


(7) 


Como limg(x) = c > 0, si se toma € = {c c n la definicion 1.5.1, se in- 

x-*a 

fiere que existe una S\ > 0 tal que 

si 0 < \x - a \ < <5j entonces |g(x) - c [ < \c 

<=> si 0 < |x - a| < ^ entonces -\c < gix) - c < \c 

<=> si 0 < |x - p| < 5] entonces \c < g(x) < f c 

De modo que existe una <5i > 0 tal que 


si 0 < \x - a \ < entonces g(x) > ~c 


(8) 


Ahora bien, puesto que lim fix) = 0, entonces para cualquier € > 0 
existe una S 2 > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < S 2 entonces | fix) \ < € 

Debido a que fix) se aproxima a cercr a trav6s de valores positivos de 
fix), las barras del valor absoluto no son necesarias y pueden ser elimina- 
das; en consecuencia, para cualquier € > 0 existe una 5 2 > 0 tal que 
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si 0 < | x - a | < S 2 entonces 0 < fix) < € (9) 

De las proposiciones (8) y (9) se puede concluir que para cualquier € > 0 
existen S] > 0 y S 2 > 0 tales que 


g(x) 


1 

2 c 


si 0 < I x - a | < <5i y 0 < I x - a | < <5 2 entonces ^ ^ 

1 11 / 1 12 /(x) € 

Portanto, si € = cj(2N) y S = mfn(<5 b S 2 ), entonces 

si 0 < I x - a I < <5 entonces — = A 

1 1 fix) c/ilN) 

la cual es la proposition (7). De este modo se ha probado el inciso (i). 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1 .7 


1. Demuestre que lim ^ = +00 usando la defini- 

. n 1 jc -»2 (x - 2) 2 

cion 1.7.1. ' * > 


2 . 


Demuestre que 
nicion 1.7.2. 


lim 


““5 ( x - 4 ) 1 


”00 empleando la defi- 


3. Demuestre el inciso (ii) del teorema 1 1 de lfmites (1.7.3). 


4. Demuestre el inciso (ii) del teorema 1 2 de lfmites ( 1 .7.4). 

5. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12 de lfmites (1.7.4). 


6. Demuestre el inciso (iv) del teorema 12 de lfmites (1.7.4). 

7. Demuestre el teorema 1.7.5. 

8. Demuestre el teorema 1.7.6. 

9. Demuestre el teorema 1.7.7. 

10. Utilice la definicion 1 .7.1 para demostrar que 

lim | — = +00 

3 I 3 + x | 


SUPLEMENTO 1.10 


1.10.1 Teorema de estriccion 


Suponga que las funciones f g y h esi&s defmidas en algdn intervalo 
abierto / que contiene a a y posiblemente no defmidas en a mismo, 
Ademds suponga que/(x) ^ g(x) ^ A(x) para toda x de / para La cual 
x & a. Tambi^n suponga que lim fix) y lim hix ) existen y son iguales 

x -ta x-*a 

a L. Entonces lim g(x) existe y es igual a L. 

Demostracion A fin de demostrar que limg(x) - L se debe probar 

X — > <7 

que para cualquier € > 0 existe una S > 0 tal que 

si 0 < |x - a| < <5 entonces |g(x) - L \ < € (19) 

Se sabe que 

lim fix) - L y limft(x) = L 

x~*a x—ta 

de modo que para cualquier € > 0 existe una <5j > 0 tal que 

si 0 < | x - a | < entonces | fix) - L \ < € 

o si 0 < | x - a | < entonces L - € < fix) < L + € (20) 
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y existe una S 2 > 0 tal que 

si 0 < | Jt - a | < S 2 entonces | h(x) - L \ < € 

<=> si 0<|jt-a|<5 2 entonces L - € < h(x) < L + € (21) 

Sea S = mfn(5j, por lo que <5 < <5j y <5 < S 2 . Por tanto, de la pro- 
position (20) se deduce que 

si 0 < | Jt - a | < £ entonces L - € < f(x) (22) 

y del enunciado (21) se infiere que 

si 0 < | jc - a | < £ entonces h(x) < L + € (23) 

Por hipdtesis se sabe que 

f(x) < g(x) <, h(x) (24) 

De las proposiciones (22), (23) y (24), se tiene que 

si 0 < |jc - a | < S entonces L - € < f(x) < g(jt) < h(x) < L + € 

Por tanto, 

si 0 < | jt - a | < <5 entonces L - € < g(x) < L + € 

«=> si 0 < | jt - a | < <5 entonces j g(;t) - L | < € 

la cual es la proposicion (19). En consecuencia 

lim g(x) = L m 

x-*a 


SUPLEMENTO 2.8 

Un paso importante de la demostraciOn de la regia de la cadena consiste en 
introducir una nueva funcion F que posee ciertas propiedades utiles. Este 
procedimiento de “inventar” una funcidn es comun para los matemdticos. 


2.8.1 Teorema La regia de la cadena 


Si la funcidn g es diferenciable en x y la funcidn / es diferenciable en 
#(*), entonces la funcidn compuesta / * g es diferenciable en x y $dem£s 

(/ 0 *>'(*> = f(g(x))g'(x) ( 15 ) 


Demostracion Sea x t cualquier numero real del dominio de g tal que g 
es diferenciable en x\ y/es diferenciable en #(*]). Considere la funcidn F 
definida por 


F(t) = 


/( 0 ~ /(g(*i)) 
t - g(*i) 


f'(g(x,)) 


Entonces 


si t * sCr,) 
si t = £(*|) 


(16) 


lim F(t) = 

t~*g{X ,) 


lim 

t-*g( Jfj) 


m - AgfxQ) 

t - sUi-) 


De (7) de la seccidn 2.1, la funcidn del miembro derecho de la ecuacidn 
anterior es igual a /'(,?(*i))- Por tanto, 
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Urn F(t) = f(g(x i )) ( 17 ) 

Perode(16), 

f(g(x i)) = F(gU|)) 

A1 sustituir de esta ecuacion en (17) se tiene 
lim F\t) = F(g(x\)) 

t-+g(xO 

Por tanto, F es continua en g(x x ). Adem£s, de (16), 

F (t) = f{t) ~ IMhA S i t * g ( X {) 

t - g(x l) 

Si se multiplican ambos miembros de esta ecuacidn por t - g(x j), resulta 

fit) - figix 0) = F(t)lt - g(x { )] si / * g(xj) ( 18 ) 

Observe que (18) se cumple aun si / = g(jt]) debido a que el miembro iz- 
quierdo seria 

f(g(x{)) - figix,)) = 0 

mientras que el miembro derecho seria 
*T*Ui))[£(*l) “ gix i)l = 0 

Por tanto, la estipulacion en (18) de que t * g^) no es necesaria, de modo 
que se puede escribir 

fit) ~ figix i» = Fit)[t - g(x x )] ( 19 ) 

Ahora bien, sea h la funcion compuesta / ° g, de este modo 

hix) = figix)) (20) 

Entonces, de (7) de la section 2.1 , si el lfmite existe 

«„> - lim *»> - 

X— >X\ X X] 

A1 sustituir de (20) en el miembro derecho de esta ecuacidn se tiene 

AX*,) = Hm (21) 


si el lfmite existe. A1 considerar t = g(x) en (19), se infiere que para toda x 
del dominio de g tal que g(jc) pertenezca al dominio d ef 

f(g(x)) - f(g(x |)) = F(g(x))[g(jc) - g(*|)] 

Si se sustituye de esta ecuacidn en (21) se obtiene 

AX*,) = Mm 

x — x x 

y si el lfmite existe, entonces 

AX*,) = Hm F(g(x)) • lim * (jc) - f Xl) (22) 

X-*X\ *->*1 X A | 


SUfWINTO 4.3 »3S 


Como F es continua en g(x t ), 

M«n F(g(x)) = F(g(xj)) (23) 

■ c. ‘ 

Pero de (16), 

f(g(x,» = f’(g(xO) 

A1 sustituir de esta ecuacidn en (23) se obtiene 

Mm F(g(x)) = f\g(: c,)) (24) 

X— »Jt| 

Ademds, como g es diferenciable en jcj, 

lim ~ * (jr|) = *'(*,) 

x-> X] X ~ X\ 

Si se sustituye de esta ecuacidn y de 24 en (22), y se reemplaza h’(x\) por 
(/ 0 S)'t*i), se tiene 

(/ ° gY(x l) = f\g(x i» • g\x ,) 

la cual es la proposition (15) con X\ en lugar de x. De esta manera se ha 
demostrado la regia de la cadena. a 


SUPLEMENTO 4.5 


4,5.1 1 Teorema 


Si las funciones / y g son integrates en [a, H cmonces / + g es inte- 
grate en [ a \ fr] y 

rfr ffr ft 

!/(-*) + *(*>] dx = f{x) dx + I g(r)</* 
in Ja *ra 


Demostracibn Las funciones f y g son integrables en [ a , £>]; por tanto, 
sean 


r 


/Or) dx - M y g(*) dx = N 


f 


A fin de probar que \ b Q [/(*) + g(;c)] dx - M + A, se debe denjostrar que 
para cualquier € > 0 existe una 8 > 0 tal que para todas las particiones A 
y para cualquier de [jr,- _ j, x ;•] y si || A || < S, entonces 


]fc[/(w,-) + g(Wi)]A^ - (M + N) 

»=i 


< e 


Como 

M ~ „H m X/(»'/)A < ac y N - lim £ £(w,)<M 
1|a1I-»o /_ | ||a||-»o | _ } 

se deduce que para cualquier € > 0 existen 8 \ > 0 y 82 > 0 tales que 
para todas las particiones A y para cualquier Wf de [x,_j, jcJ, si || A || < 8 ] 
y || A || < 82 , entonces 


2 

1=1 




< 


e 

2 


y 


2 ^ 

i=t 


< 


€ 

2 
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Por tanto, si 5 = min(£], S 2 ), entonces para cualquier € > 0, para todas las 
particiones A y para cualquier w { - de j, jcJ, si || A || < 5, 


X - M 


Xg(w,)A,-.x - N 


< | + | - f (13) 


Por la desigualdad del tridngulo se tiene 

(S f(.w,)A,x - Jwj + 8( w i) A i x ~ 


+ X g( w i ) A ,x ~ N 

i-l 


< € 


(14) 


(15) 


£/(W|)A,jc - M 
I 1=1 

De las desigualdades (13) y (14) resulta 

(X /(tv,)A,JC + Xg( Wi )A,^ - (M + N) 

Del teorema 4.4.4, 

X /(w, )A,a: + £j(iVj)Aji = X[/(*V;) + g(»v, )] A,* 


Asi, al sustituir de esta ecuacidn en (15) se puede concluir que para cualquier 
€ > 0, para todas las particiones A y para cualquier w,- de jc f ], si 
|| A || < ft, donde ft = mm(5j, ft 2 ), entonces 


£ [/(w/) + *(W|)] A ( jc - (Af + A) 

/=! 


< 6 


Esto demuestra que / 4 - g es integrable en [a, b] y que 

rb rb rb 

[f(x) + £(*)] dx = /(*) dx + g(x)<fa 


4*5.12 Teorema 


Si la funcidn / es integrable cn los intervalos cemdos [a f b ]* l<j, c] y 
[cl ft], entonces 

f max = f f(x)dx + 

Jtf Jo 

donde a < c < ft. 

Demosfrracion Sea A una particion de [ a , ft]. Forme la particion A' de 
[ a , ft] de la manera siguiente: si c es uno de los puntos de la particidn de A (es- 
to es, c = jc ; para alguna i) entonces A' es exactamente la misma que A. Si c 
no es uno de los puntos de la particidn de A pero estd contenido en el 
subintervalo [*/-], *,-], entonces la particidn A' tiene como puntos todos los 
puntos de A y, ademds, al punto c. Por tanto, los subintervalos de la parti- 
ci6n A' son los mismos que los de A, con la excepci6n del subintervalo 
*,•] de A que se ha dividido en los dos subintervalos [*,•_], c] y [c, *,]. 


r 


fix) dx 
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Si || A' || y || A || son las normas de A' y A, respectivamente, entonces 

llA'NINI 

Ahora bien, si en la partition A' el intervalo [ a , c] se divide en r subintervalos 
y el intervalo [c, b ] se divide en (n - r) subintervalos, entonces del primer 
intervalo, de a a c, se obtiene una suma de Riemann de la forma 


X f(Wi)AiX 

/ = 1 

y del otro, de c a b, resulta una suma de Riemann de la forma 

X /< w f) A ;* 


A1 emplear la definicion de la integral definida y las propiedades de la 
notation sigma resulta 


r 


/(■*) dx — lun X / (vv ' ) A <* 
W->o £7 


= lim 

NI->o 


X /( W i) A i X + X /<"0 A i* 


= lim %f(w,)A,x + ljm X f< w i) A i x 

INI -* 0 1=1 NI-»° j =r+ i 

Como 0 < || A' || < || A || , se puede sustituir ||a||^ 0 por ||A r ||-^0, 
obteniendose 


I 


f(x) dx = lim X f (w ‘) A i x + „ Up X f (w ') A ‘ x 

Iklho Jti IIa'||-»o f 


Si se aplica la definicion de la integral definida a] miembro derecho de la 
ecuacidn anterior se tiene 


f fix) dx ~ ( f(x) dx + [ f{x) dx 
Ja Ja Jc 


SUPLEMENTO 5.1 


En la section 5.1 se pospusieron las demostraciones de dos teoremas para 
este suplemento, y la demostracion de otro mas para los ejercicios suple- 
mentarios. El primero de estos teoremas es el teorema de la funcion inversa 
para funciones crecientes. 


5.1.5 Teorema (Teorema de la funcion inversa) 


Suponga que la funcidn/es continue y creciente en et intervalo cerra- 
do [o, b]. Entonces 

(i) / tiene una inversa f ^ definida en [f(a% /(&)!; 

<ii) f~ l es creciente en [/(a), f(b)T, 

(Lit) /** es continua en [f(a\ f(by\. 
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Demostracion de (i) Si /es continua en [a, b] y si & es cualquier nume- 
ro tal que f(a ) < k < f(b ), entonces, por el teorema del valor intermedia 
(1.9.8), existe un numero c en (a, b) tal que f(c ) - k. Por tanto, el contra- 
dominio de / es el intervalo cerrado [f(a),f(b)]. Como / es creciente en 
l a , b ], / es uno a uno, por lo que / tiene una in versa / -1 . Debido a que el do- 
minio de / -1 es el contradominio de /, f~ 1 esta definida en [/(a), fib)]. 

Demostracion de (ii) Para probar que f ~ 1 es creciente en [ f(a ), f(b)] se 
debe demostrar que 

si < y 2 entonces f~ l (y\) < / -1 (y 2 ) 

donde y\ y y 2 son dos numeros de [ f(a ), f(b)]. Como / -1 esta definida 
en [f{a), fib)], existen numeros x\ y x 2 en U*> b] tales que y j = f(x\) y 
y 2 = fix 2 ). Por tanto, 

f~ ] (y\) = y f~Kyi) = f~Kf(x 2 )) 

<=> / _1 (yi) = -<i y / _1 (y2> = -<2 (») 

Si x 2 < xj, entonces, como/es creciente en [a, &], /(jc 2 ) < /(xj) o equi- 
valentemente, y 2 < y i- P ef o < y^ P or tanto x 2 no puede ser menor que x\. 

Si jc 2 = jcj , entonces, puesto que / es una funcion, f{x j ) = f(x 2 ) o, 
equivalentemente, y i = y 2 , pero esto tambien contradice el hecho de que 
y | < y 2 . Por tanto, jc 2 ^ X\, 

Asi, si x 2 no es menor que x\ y x 2 * se infiere que Xj < x 2 ; en 
consecuencia, de las dos ecuaciones de (8), f~ x (y i) < / _1 () ; 2)- De esta 
manera se ha demos trado que f~ ] es creciente en [f(a)> fib)]. 

Demostracion de (iii) A fin de probar que/ -1 es continua en el inter- 
valo cerrado [/(a), f(b)] se debe demostrar que si r es cualquier numero del 
intervalo abierto (/(a), fib)), entonces / -1 es continua en r,/ -1 es continua 
por la derecha en f(a ) y ademas/ -1 es continua por la izquierda en f(b). 

Se demostrara que / -1 es continua en cualquier numero r del interva- 
lo abierto if(a),f(b)) mostrando que el teorema 1.8.6 se cumple en r. Se 
desea probar que para cualquier € > 0, suficientemente pequeno, para el 
cual/ -1 (r) - € y/ -l (r) + € esten en [a, b], existe una 8 > 0 tal que 

si |y - r \ < 8 entonces |/~ l (y) -/" l (r)| < € 

Sea/ -l (r) = s. Entonces f(s) - r. Como, de (i), / -l es creciente en 
[f(a), f{b) 1, se concluye que a < s < b. Por tanto, 

a<s~e<s<s+C<b 

Debido a que /es creciente en [ a , b\, 

fia) < f(s - €) < r < f(s + €) < f{b) (9) 

Sea S el menor de los dos numeros r - f(s - €) y f(s +€) - r\ asf, 
8 < r - f is - €) y 8 < f(s + 6) - r o, equivalentemente, 

f(s - €)< r - 8 y r + 8 < f(s + €) (10) 

Si \y - r\ < 8 entonces -8 < y - r < 8 o, de manera equivalente, 

r-8<y<r+ 8 

De esta desigualdad y de (9) y (10), se tiene que 

si \y - r\ < 8 entonces f(a) < f(s - €)< y < f{s + €) < f(b ) 
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Puesto que / 1 es creciente en {/(a), fib)], de lo anterior se deduce que 

si \y - r \ < 8 entonces f~ [ ifis - €)) < f~ l (y ) < / -1 ( fis + £)) 

<=> si |y - r\ < 8 entonces s - € < f~ l iy) < s + f 

si |y - r| < 5 entonces -€ < / _1 (y) - s < € 

<=> si \y - r \ < 8 entonces |/ _, (y) -/ _1 (r)| < £ 

Por tan to, / _1 es continua en el intervalo abierto (/(a), f(b)). 

En el ejercicio 1 de esta seccion suplementaria se le pedirdn las de- 
mostraciones de que f~ x es continua por la derecha en f(a ) y continua por la 
izquierda en fib). m 

Se le pedira que demuestre los incisos (i)-(iii) del teorema de la fun- 
cion inversa para funciones decrecientes en los ejercicios suplementarios 
2-4, respectivamente. 

Ahora se enunciara el otro teorema cuya demostracion se aplazd. 


5.1.7 Teorema 


Suponga que la fimci 6n / es continua y mondtona en el intervalo ce- 
rrado [a, b% y sea y = fix). Si fix) existe y es difercnte de cero para 
toda x de [a, b], entonces la derivada de la funcidn inversa /~ l , defmi- 
da por jc = /~ l (y), estd dada por 

dx = J_ 
dy dy 
dx 

Demostracion Como/es continua y monotona en [ a , b], entonces por 
los teoremas 5.1.5 y 5.1.6,/ tiene una inversa que es continua y mondtona 
en [fa), fib)] (o [/(*>), f(a)] si fib) < f(a )). 

Si jc es un numero de [ a , b], sea Ax un incremento de jc, Ajc ^ 0, tal 
que jc + Ajc pertenece tambien a [a, b\. Entonces el incremento corres- 
pondiente de y est£ dado por 

Ay = f(x + Ajc) - /(jc) (11) 

Ay ^ 0 ya que Ajc ^ 0 y/es monotona en [ a , b]\ esto es 

fix + Ax) < f(x) o fix + Ax) > f(x) en [a, b] 

Si x estd en [a, b) y y = /(x), entonces y pertenece a [/(a), fib)] (o 
[fib), fia)]). Tambien, si x + Ax est£ en [a, b], entonces y + Ay per- 
tenecerd a [fia), fib)] (o [fib), fia)]) debido a que y + Ay = fix + Ax) 
por (11). Asi, 

X = f-\y) y X + Ajc = f~'(y + Ay) 

A partir de estas dos ecuaciones se tiene 

Ax = f~\y + Ay) - / _l (y) (12) 

De la definicidn de derivada, 

dx _ ,j m /~‘(y + Ay) - /.-‘(y) 
dy Ay->o Ay 

Si se sustituye de (1 1 ) y (12) en la ecuacidn anterior resulta 
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dx _ Hm — : — ^ 

dy /(X + Ax) “ /(x) 


y como Ax * 0, entonces 


dx 

dy 


a™ o /(x + Ax) - /(x) 
Ax 


( 13 ) 


Antes de obtener el lfmite de (13) se demostrard que con la hipdtesis de 
este teorema Ax — > 0 equivale a Ay — > 0. Primero se probard que 
Hm Ax = 0. De (12), 

Ay-*0 


Hm Ax = Hm [f~ [ (y + Ay) - / Ky)] 

Ay— >0 Ay— >0 J V ' 7/J 


Puesto que / 1 es continua en [/(a), f(b)] (o [ f(b ), /(a)]), el lfmite del 
miembro derecho de la ecuacion anterior es cero. Asf, 

Hm Ax = 0 (14) 

Ay-*0 


Ahora se demostrara que Hm Ay = 0. De (1 1), 

^ Ax->0 


Hm Ay = Hm [ /(x + Ax) - /(x)] 

Ajt— » 0 Ax->0 


Como/es continua en [ a , b] 9 entonces el lfmite del miembro derecho de la 
ecuacidn anterior es cero, y por tanto, 

Hm Ay = 0 

A*->0 

A partir de esta ecuacidn y de (14) se infiere que 
Ax — > 0 si y s61o si Ay — > 0 

De esta proposicion y aplicando el teorema concemiente al Hmite de un 
cociente a (13), se tiene 

= L. (15) 

dy Hm fix + Ax) - /(*) 

A.t->0 Ax 

Debido a que / es diferenciable en [ a , b] 9 el lfmite del denominador de la 

dy 

ecuacidn anterior es f\x) o, equivalentemente, — . De esta forma, 

4l = X . 

dy dy 
dx 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 5.1 


1. Suponga que la funcidn/es continua y creciente en el in- 
tervalo cerrado [a, b], y considerando vdlidos los teoremas 
5.1.5(i) y 5.1.5(H) demuestre que f~ ] es continua por la 
derecha en f(a ) y que es continua por la izquierda en f(b). 


2. Demuestre el teorema 5. 1 .6(i). 

3. Demuestre el teorema 5.1.6(H). 

4. Demuestre el teorema 5 . 1 .6(iii). 
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SUPLEMENTO 8.2 


8.2.10 Teorema 


Una sucesidn mon6tona acotada es convergente. 

Demostracibn Se demostrard el teorema para el caso cuando la funcion 
mondtona es creciente. Considere la sucesidn { a n ). 

Como { a n ) es acotada, entonces existe una cota superior para la suce- 
sidn. Por el axioma de completez, { a n ) tiene una minima cota superior, 
sea B esta cota. Entonces si € es un numero positivo, B - € no puede ser 
una cota superior de la sucesidn debido a que B - € cflyflesla minima 
cota superior de la sucesidn. Asf, para algun numero entero positivo N , 

B - € < a N (9) 

Como B es la minima cota superior de (a n ), por la definicion 8.2.6 se 
deduce que 

a n < B para todo numero entero positivo n (10) 

Debido a que f a n } es creciente, de la definicidn 8.2.5(i), se tiene 

a n < a n+ j para todo numero entero positivo n 
y por tanto, 

si n > N entonces a N < a n 

De esta proposicidn y de (9) y (10) se infiere que 


si 

n 

IV 

entonces 

B-€<a N <a n <B 

de donde, 




si 

n 

> N 

entonces 

B-€<a n <B+€ 

<=> si 

n 

> N 

entonces 

-€ < a n - B < € 

<=> si 

n 

> N 

entonces 

k - B\ <€ 


Pero por la definicidn 8.2.2, esta proposicidn es la condicidn para que 
^lim a n = B. En consecuencia, la sucesidn { a n ) es convergente. 

Cuando demuestre el teorema para el caso en que [a n ] es una sucesidn 
decreciente, considere la sucesidn {-a n J, la cual ser£ creciente, y despues 
aplique el resultado anterior. Se deja como ejercicio detatlar esta demos- 
tracidn (consulte el ejercicio suplementario 1). ■ 


8.2.13 Teorema 


Una sucesidn mondtona convergente es acotada, 

Demostracibn Se hara la demostracion para el caso cuando la sucesidn 
mondtona es creciente. Considere la sucesidn [a n ). 

A fin de probar que {a n } es acotada, debe demostrarse que la sucesidn 
tiene una cota superior y una cota inferior. Como {a n } es una sucesidn cre- 
ciente, su primer elemento sirve como cota inferior. Solo falta determinar 
una cota superior. 
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Debido a que {a n } es convergente, la sucesion tiene un limite; sea L este 
limite. Por tanto, Hrn a n = L, y asi, por la definition 8.1.2, para cualquier 
€ > 0 existe un numero N > 0 tal que si n es un numero entero y 

si n > N entonces \a n - L\ < € 

o si n > N entonces -€ < a„ - L < € 

<=> si n > N entonces L-€<a n <L + € 

Puesto que ( a n ( es creciente, se deduce de la proposition anterior que 

a n < L + € para todos los enteros positivos n 

Por tanto, L + € servira como una cota superior de la sucesion {a n }. 

Cuando demuetre el teorema para el caso en que {a n } es una sucesion 
decreciente, haga lo sugerido en la demostracidn del teorema 8.2.10. Conside- 
re la sucesion { -a n }, la cual ser^ creciente, y aplique el resultado anterior. 
En el ejercicio suplementario 2 se le pedira que detalle esta demostracion. ■ 


EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 8.2 


1. Utilice el hecho de que el teorema 8.2.10 se cumple para 
una sucesidn creciente y demuestre que el teorema se 
cumple cuando {a n } es una sucesidn decreciente. Suge- 
rencia: considerela sucesidn {~a n }. 


2. Demuestre el teorema 8.2.13 cuando {a n ) es una suce- 
sion decreciente de manera semejante a la empleada en el 
ejercicio 1. 


SUPLEMENTO 8.5 


8.5.4 Teorema 


Considere la serie altemante ^(- 


n ~\ 


l) n+l a n o ^ , donde 

L n = l 


a n > 0 y a n +\ < a n P^ra todos los numeros enteros positivos n, y 
suponga que = 0. Si R k es el residuo que se obtiene al aproxi- 

mar la suma de la serie mediante la suma de los primeros k tdr- 
minos, entonces \R k \ < a k+v 


Demostracion La serie dada converge por el criterio de las series al- 
temantes. Suponga que los terminos impares de la serie son positivos y que 
los terminos pares son negativos. Entonces de (3), de la demostracion del 
teorema 8.5.2, la sucesion {s 2 J es creciente. De modo que si S es la suma 
de la serie dada, entonces 

s 2k < s 2k+2 < $ paratodafc > 1 (11) 

A fin de probar que la sucesion {s 2n ^\ } es decreciente, se escribe 

J 2n-1 = a ] ~ ~ (<*4 “ ^5) ~ ~ ( a 2 n -2 ~ a 2 n -\) 

Como a n+l < a n , entonces cada cantidad entre pardntesis es positivo. Por 
tanto, puesto que a x > 0, 

s \ > *^3 > 5 5 > ‘ • * > s 2n - 1 > ’ * -* 

En consecuencia, la sucesion es decreciente. Asf, 

S < ^+1 < s 2k- 1 paratoda/c > 1 


( 12 ) 
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Como S *C *^2^+1’ 

S - s 2k < s 2k+ i ~ s 2k = a 2k+{ paratoda k > l (13) 

De (1 1), s 2k < S. De modo que, 

0 < S - s 2k para toda k > 1 
Por tanto, de esta desigualdad y (13), 

0 < S - s 2k < a 2k+ j paratoda/: > 1 (14) 

De(ll), ~S < -s 2k . De donde, 

s 2k _ i - S < $2k-\ ~ s 2k = a 2k paratoda/: > 1 (15) 

De (12), 

0 < 5 2*-l ~ s para toda k > 1 

Entonces, de esta desigualdad y de (15), 

0 < s 2k _ x - S < a 2k para toda k > 1 (16) 

Como de la definicidn 8.5.3, R k - S - s k , entonces (14) puede escribir- 
se como 

0 < R 2k < a 2 *+i paratoda/: > 1 (17) 

y ( 1 6) puede expresarse como 

0 < < a 2k paratoda/: > 1 

A1 combinar esta desigualdad y (17) se tiene 
| R k | <a k+ } paratoda/: > 1 

por lo que el teorema queda demostrado. ■ 


SUPLEMENTO 8.8 


8.8.1 Teorema 


Si ^ c n x rt es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

/i=0 

+ 6C 

R > 0, entonces £ nc n tambi^n tiene a R como radio de con- 

n — 1 

vergencia. 

Demosfrracion Sea x cualquier numero del intervalo abierto (-/?, /?). En- 
tonces | jc | < R. Elij a un numero tal que \x \ < \ x } \ < R.C omo \x } | < R , 

+ <M 

^c n x^ n es convergente. En consecuencia, lim c n x [ n = 0. De modo 

n = 0 

que si se toma 6 — 1 en la definition 3.7.1, entonces existe un numero 
N > 0 tal que 

si n > N entonces | ” | < 1 
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Sea M el mayor de los numeros | c^x x | , | c 2 x l 2 | , | c^x^ | , . . . , | c N x ^ | , 1. 
Entonces 


) c n x { n | < M para todos los enteros positivos n 
Ahora bien, 

Y n - 1 


( 7 ) 


l»v" *1 = 


nc " ■ Itf- ■ *<” 


n - 


N 


jw-) 


De la ecuacion anterior y de (7), 

ln-1 




Si se aplica el criterio de la razon a la serie 


M x 

klii 

entonces 


In 


n - 1 


( 8 ) 


( 9 ) 


lim 

w n+l 

= lim 

(n + 1)|*|" 

1*. r 1 

n_* + oo 1 


n— h-oo 

l^i 1" 

n\x\ n ~ l 


lim 


n + l 


< 1 


Por tanto, la serie (9) es absolutamente convergente; de modo que de (8) y 

+ °° 

el criterio de comparacion, la serie ^nc n x n ~ x tambi£n es absolutamente 

n-l 

convergente. Como x es cualquier numero de ( -R , R), se infiere que si el 
radio de convergencia de ^ nc n x n ~ ] es R\ entonces R’ > R. 

n = 1 

Para completar la demostracidn se debe probar que R' no puede ser ma- 
yor que R. Suponga que R r > R, y sea x 2 un numero tal que R < \x 2 \ < R'. 
Puesto que | jc 2 | > R, se deduce que 


es divergente 


( 10 ) 


Debido a que | x 2 | C R\ se infiere que £nc x 2 n 1 es absolutamente con- 

n = 1 

vergente. Ademas, 

I *2 I %\nc„x 2 n -'\ = I|» V2 «| 

ft = 1 n = l 

y del teorema 8.3.6, 

S I nc n x 2 n I es convergente 


(ID 
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Si n es cualquier numero entero positivo, entonces 

\ c n x 2 n \ * "KVl = \ nc n x 2 n \ 

De esta desigualdad, de la proposition (1 1) y del criterio de comparacion se 

+ oo +oo 

concluye que ^\ c n x 2 n \ es convergente. Por tanto, la serie ^c n x 2 n 

n=] n=0 

es convergente, lo cual contradice la proposition (10). En consecuencia, la su- 
posicion de que /?'>/? es falsa. Por tanto, R' no puede ser mayor que R; y como se 
mostrd que R' > /?, se deduce que R' = R, lo cual demuestra el teorema. ■ 


8.8.3 Teorema 


Sea XV" una s*ne P°tencias cuyo radio de convergence es 
> 0. Si /es la funcidn deftnida por 

m = %c n x* d2) 

*i- o 

entonces f\x) existe para toda x del intervaio abierto (-/?, R) y 

m = 

n ■ I 

Demostracion Sean x y a dos numeros diferentes del intervaio abierto 
(-/?, R). La formula de Taylor (formula (2) de la section 8.1), con n = 1 , es 

m = /(a) + U - a) + -Qp- (* - a) 2 

De esta fdrmula con f(x) = x n se infiere que para cada entero positivo n, 

x n = a n + na n ~\x - a) + 2 n(n - \)(z n ) n - 2 (x - a) 2 (13) 

donde z n se encuentra entre ay x para todo entero positivo n. De (12), 


f(x) - f(a) = + fc„x n - Y J c n a n 

n=0 n=0 

+ oo +oo 

= c o + 'Lv" - c o - Z c « a " 

n = 1 n = 1 

= ^c n (x n - a") 

n = l 

A1 dividir entre x - a (ya que x * a) y emplear (13), se tiene de la ecua- 
ci6n anterior 


f(x) - f(a) 
x - a 

Asi, 



[na n *(* - a) + 


2 n(n - m n ) n ~ 2 {x - a) 2 ] 
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Como a est£ en (-/?, R), del teorema 8.8.1 se concluye que la serie 
^rtc n a n ~ l es absolutamente convergente. 

« — i 

Debido a que tanto a como jc pertenecen a (-/?, R), entonces existen algun 
numeroAf > OtaJque |<i|<tf<i?y|jc|</(f< /?. Asi, del teorema 8.8.2, 

5>(n - l)c n K n ~ 2 
«=2 

es absolutamente convergente. Entonces, puesto que 

|n(n - l)c„(z n )»- 2 | < |iKn - 0 c n K"- 2 \ (15) 


para cada z n se puede concluir, por el criterio de comparaci6n, que 
£*(« - l)c n (z„)"- 2 

n=2 

es absolutamente convergente. 

De (14), 


/(at) - /(o) 
x - a 


~ Z nc » c J "~' = 5 “ °>Z n( - n ~ Ue B (z B )"“ 


(16) 


Sin embargo, si £ u n es absolutamente convergente, entonces 

n-\ 


Z M » 5 Ski 

J n = l n- I 

Si se aplica esto a! miembro derecho de ( 1 6) se obtiene 

I /<*) - /<«) 


- Z nc n a"-' 


x - a 

De esta desigualdad y de (15) resulta 


^ 5I* ~ a | £n(n - 1 ) | c„ | j z n | " 2 


- 1 nCna 
x - a « n 

n~ I 


71-1 


< i|jc-o|X«(n- OkjAT"- 2 (17) 


donde 0 < K < R. Como la serie del miembro derecho de (17) es abso- 
lutamente convergente, entonces el lfmite del miembro derecho, con- 
forme x se aproxima a a, es cero. Por tanto, de (17) y del teorema de 
estriccidn, se tiene 


i im fA x ± r . J L a \ = fncx- 1 

X - a " n 

n-\ 

f\a) = 


y puesto que a puede ser cualquier numero del intervalo abierto (-/?, /?), el 
teorema se ha demostrado. ■ 
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SUPLEMENTO 12.3 



2 1*1 V2|A| 

FIGURA 1 


12.3.3 Teorema 


Suponga que /es una funcibn de las dos variables x y y> definida en un 
disco abierto £((. * 0 , y^); r) y que/ r / r / JV y f yx est£n definidas en B, 
Ademds suponga que / y f yx son continuas en B, Entonces 

fxy( x O>yo) =fyx( x O'yo) 

Demostracion Considere un cuadrado que tenga su centro en (x 0 , y 0 ) y 
que la longitud de sus lados sea 2 1 h | , con la condicidn de que 0 < V2 | h | < r. 
Entonces todos los puntos interiores y de los lados del cuadrado estdn en el 
disco abierto B (refidrase a la figura 1). Asf, los puntos (jc 0 + h, y 0 + *)* 
(jc 0 + h, y 0 ) y (jc 0 , y 0 + h) estdn en B. Se define A como 

A = /(jc 0 + h, y 0 + h) - f(x 0 + h, y 0 ) - f(x 0 , y 0 + h) + /( jc 0 , >> 0 ) (13) 


Considere la funcidn G definida por 

G(x) = f(x,y o + h) - f(x,y 0 ) (14) 

Entonces 


G(x + h) = f(x + h y y 0 + h) - f(x + h, y 0 ) 

Por lo que (13) puede escribirse como 

A = G(x 0 + h) - G(x 0 ) (15) 

De (14), 

G\ x) = f x (x,y 0 + h) - f x {x, y 0 ) (16) 

Ahorabien,como/ x (jc, y 0 + h) y f x (x y y 0 ) estan definidas en B, entonces 
G'(jc) existe si x esta en el intervalo cerrado que tiene como extremos a jc 0 y 
jc 0 + h. En consecuencia, G es continua si x pertenece a este intervalo cerrado. 
Por el teorema del valor medio, existe un numero c x entre x 0 y x 0 + h tal que 

G(x 0 + h) - G(x 0 ) _ G , 

(xo + h) - ,r 0 ■ " ° (Cl) 

de donde 

G(x q + h) - G(jc 0 ) = hGXc { ) 

A1 sustituir de esta ecuacidn en (15) se tiene 
A = /iG'(Cj) 

De esta ecuacidn y reemplazando jc por c } en (16) se obtiene 

A = h[f^ Cl ,y 0 + h)-f x (c v y 0 )] (17) 

Ahora, si g es la funci6n definida por 

g(y) =f x (cj ,y) (i*) 

se puede expresar (17) como 

A = (itsfj'o + h) ~ (19) 

De (18), 

g'(y) = fxyic^y) 


( 20 ) 
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Como f xy (c v y) estd definida en B , entonces g'(^) existe si y estd en el 
intervalo cerrado que tiene como extremos a y 0 y y 0 + h ; en consecuencia, 
g es continua si y pertenece a este intervalo. Por tanto, por el teorema del 
valor medio, existe un numero entre y 0 y y 0 + h tal que 

g(yo + W ” £(>o) = **Wi) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (19) se obtiene A = h 2 g\d x )\ por lo que 
de (20), 

A = h 2 f xy (c v d x ) (21) 

para algun pun to (c,, d } ) del disco abierto B . Ahora considere la funcibn <£ 
definida por 

4>(y) = /(* 0 + ^ >0 ~ /(* 0 . >) (22) 

de modo que <f>(y + h) = f(x 0 + h,y + h) -f(x 0 ,y + h). Por tanto, (13) 
puede expresarse como 

A = 4>(y 0 + h) - <f>(y Q ) (23) 

De (22), 

<f>'(y) = f y (x 0 + h,y) - f y (x 0 ,y) (24) 

Puesto que, por hipdtesis, cada termino del miembro derecho de (24) 
existe en B , entonces <f>’ existe si y estd en el intervalo cerrado que tiene 
como extremos a y 0 y y 0 + h. Por tanto, <f> es continua en ese intervalo. De 
este modo, por el teorema del valor medio, existe un numero d 2 entre y 0 
y y Q + h tal que 

<£(>0 + h) - <f>(y Q ) = h<t>'(d 2 ) 

De esta ecuacidn y de (23) y (24), 

A = h[f y {x o + h, d 2 ) - f y ( jc 0 , d 2 ) ] (25) 

Ahora considere la funcidn x definida como 

X (x) = f y (x, d 2 ) (26) 

y escriba (25) como 

A = h[ X (x 0 + h)- X (x 0 )] * (27) 

De (26), 

X'(x) = f yx (x, d 2 ) (28) 

y por el teorema del valor medio existe un numero c 2 entre jc 0 yjc 0 + h tal que 
X(x 0 + h) - *(* 0 ) = hx\c 2 ) 

De esta ecuacidn y de (27) y (28), 

A = h% x (c 2 , d 2 ) 

Con esta expresibn para A y (21 ) se tiene 
h 2 f xy (c v d l ) = h 2 f yx (c 2 ,d 2 ) 

y como h jt 0, entonces se puede dividir entre h 2 , lo cual proporciona 
fxyb V d l> =fy/ c 

donde (c ( , d,) y ( c 2 , d 2 ) pertenecen a B. 


( 29 ) 
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Debido a que c j y c 2 est£n entre x 0 y x 0 + h f se tiene c j = jc 0 + 
donde 0 < £, < 1, y c 2 = jc 0 + € 2 h, donde 0 < € 2 < I. De manera si- 
milar, como d { y d 2 est£n entre ^ y ^ + K se dene d x = y 0 + e 3 /i, 

donde 0 < € 3 < l,yd 2 = y 0 + € 4 /i, donde 0 < € 4 < 1. A1 efectuar estas 
sustituciones en (29) resulta 

fxybo + € \ h ’ yo + € 3 h ) = fy X (x 0 + € 2 h ’ + € 4^) 

Puesto que / y f son continuas en B , si se toma el 1 unite de los dos 

miembros de esta ecuacion conforme h tiende a cero, se obtiene 

fxy^y o) = /,jr<*0’>0> 

■ 


SUPLEMENTO 12.4 


12.4.4 Teorema 


Sea / una funcidn de x y y tal que D x f y D 2 f existen en un disco 
abierto B(P 0 \ r), donde P 0 es el punto (jcq, y 0 ). Si D x f y D 2 f son con- 
tinuas en r* entonces / es diferenciable en P 0 . 

Demostracion Consulte la figura 1, donde el punto (jc 0 + Ajc, y 0 + Ay) 
est£ en el disco B(P Q \ r). Entonces 

A /(% >'o) = f (* o + Ajc ->’o + A ?) -/(*<>• yo) 

Si se suma y resta/(jc 0 + Ajc, y 0 ) en el miembro derecho de esta ecuacidn 
se obtiene 

A /^0’ = [/Uo + Ajc *yo) - f (x 0- >'o >] + [/(■* 0 + Ajc * >0 + A >’) - A x 0 + A *> >'o>] ( 9 ) 


&f(x Q, y 0 ) - f(x 0 + Ax, y 0 + Ay) - f(x Q , y 0 ) 



En el piano y = y 0 , y es constante y jc varfa. Como D x f existe en el 
piano y = y 0 , se sabe por el teorema del valor medio que existe algun 
numero c entre x 0 y x Q + Ajc tal que 
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/(■* o + Ajt, y 0 ) ~ fix o, y 0 ) _ n N 
U 0 +" A jT) - * 0 D > /(C ’W 

de donde 

f(x Q + Ax, y 0 ) - /(x 0 , y 0 ) = (A x)D x f(c, y 0 ) (10) 

En el piano x = x 0 + Ax , x es constante y y varia. Puesto que D 2 /ex iste en 
el piano x = x 0 + Ax, el teorema del valor medio afirma que existe algun 
punto d entre y 0 y y 0 + Ay tal que 

f(x 0 4 - Ax-,y 0 + Ay) - /(x 0 4 - Ax,y 0 ) = (Ay)£> 2 /(x 0 + Ax, d) 

Si se sustituye de esta ecuacion y de (10) en (9) resulta 

= (&x)D x f(c 9 y 0 ) 4- (Ay)D 2 /(x 0 4- Ax, d) (11) 

Debido a que (x 0 + Ax, y 0 + Ay) esta en B(P 0 ; r), c esta entre x 0 y 
x 0 + Ax, y como Dj/es continua en P 0> entonces 

(a J;£( 0, o, D i /(c ’ y o) = (12) 


y como d estd entre y 0 y y 0 + Ay, y D 2 /es continua en P 0 , entonces 

(A,.i‘^«o,o ) Z) 2 /(*o + V = D 2 fix 0 ,y 0 ) (13) 

Si 


= £>i/(c, y 0 ) - D,/(x 0 ,y 0 ) 

y 

^2 ~ 0 + ^ x ’ ~ ^2^ x 0* y()) 

entonces de (12) y (13) se obtiene, respectivamente, 
lim fi = 0 y lim €*, — 0 

(A*, Ay)-* (0.0) 1 (Ajt, A y)— >(0, 0) L 


(14) 

(15) 

(16) 


A1 sustituir de (14) y (15) en (l 1) se tiene 

Af(x 0 ,y 0 ) = Ax[Djf(x 0 , y 0 ) + €[] + A y[D 2 f(x 0 ,y 0 ) + € 2 ] 
de donde 

A /(* 0 > y 0 ) = D t f(x 0 , y 0 )Ax + D 2 f(x 0 ,y 0 )Ay + € { &x + e 2 Ay 

De esta ecuacidn y (16), se cumple la definition 12.4.2; de modo que/es 
diferenciable en (x 0 , y 0 ). ■ 


SUPLEMENTO 12.8 


12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 


Sea / una funcidn de dos variables tal que f y sus derivadas parciales 
de primer y segundo orden son continuas en algtin disco abierto 
B((a, b)\ r). Ademds suponga que f x (a r b) = 0 y / y (a, b) = 0. Sea 

Dio, b) = /„(«, b)f yy (a, b) - [f xy (a, b )} 2 

(i) / tiene un valor minimo relativo en (a;b) si 

Dia, b) > 0 y f xx (a, b) > 0 (o f yy (a, b) > 0) 
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(U) / tiene un valor m4ximo relative en (a, b) si 

Dia, b) > 0 y /„(«,« < 0 (o f yy (a,b) < 0) 

(iii) /{a, h) no es un extremo relati vo, pero /tiene un punto silla en 
(a y b,f(a.b))s\ 

D(a> b ) < 0 

(iv) Nosepuede concluir nada acerca de los extremos si 

D{a, b) = 0 


Demostracion del inciso (i) Con el fin de simplicar la notacion se 
define 

D(x, y) = f xx (x, y) f yy (x, y) - [f xy (x, y)] 2 

Dado que D(a, b) > 0 y f xx (a , b) > 0, se desea demostrar que /(a, b) es un 
valor minimo relativo de la funcion. Puesto que f xx , f xy y f son continuas 
en B((a, b)\ r), entonces D tambien es continua en B. Por tanto, existe un 
disco abierto B'((a, b)\ r'), donde r' < r, tal que D( x, y) > 0 y f xx (x, y) > 0 
para todo punto (jc, y) de B\ Sean h y k constantes, no ambas cero, tales que 
el punto (a + h y b + k) este en B\ Entonces las dos ecuaciones 

x = a + ht y y — b + kt 0 < t < 1 

definen todos los puntos del segmento rectilineo de (a y b)a.(a + h,b + k ), y 
todos estos puntos estan en B\ Sea F la funcion de una variable definida por 

F(t) = f(a + htyb + kt) (5) 

Por la formula de Taylor (formula (2) de la seccidn 8.1), 

F(t) = F(0) + F'(0)f + 

donde z esta entre 0 y t. Si t = 1 en esta ecuacion, se tiene 

F( 1) = F( 0) + F'{ 0) + {F"(z) (6) 

donde 0 < z < 1. Como F(0) = /(a, b) y F( 1) = f(a + h y b + k) y en- 
tonces de (6) se obtiene 

f(a + h,b + k) = f(a,b) + F\ 0) + X -F'\z) (7) 

donde 0 < z < 1 . 

A fin de calcular F'(t) y F"{t) a partir de (5) se utiliza la regia de la 
cadena, obteniendose 

F\t) = hf(a + htyb + kt) + kf (a + htyb + kt) (8) 

x y 

y 

FV) = h 2 f xx + hkf yx + hkf xy + k*f yy 

donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + h t y b + kt). Del 
teorema 12.3.3, /^(x, y) = f yx (x, y) para todo (jc, y) de B\ A si, 

F"(t) = h 2 f xx + 2hkf v + k 2 f y - (9) 

donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + ht y b + kt). A1 sus- 
tituir 0 por t en (8) y z por t en (9) resulta 
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F\ 0) = hf x (a, b) + kf y (a , b) 

=* 0 

y 

= * 2 f xx + + k% y 

donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + hz,b + kz) y don- 
de 0 < z < 1 . Si se sustituyen estos valores de F'( 0) y F"(z) en (7) se obtiene 

f(a + h,b + k) - f (a, b) = \(h 2 f xx + 2 hkf xy + k 2 f yy ) (10) 

Los terminos entre parentesis del miembro derecho de (10) pueden escri- 
birse como 

*’/„ ♦ *V„ - /„[» ! * 2« h. + (» jg) 1 - (* + 

Asf.de (10), 

/(a + h,b + *) -/(a,*) = ^[(* + + **] (11 > 

Como/ xx / yy - /^ 2 evaluado en (a + /?z, 6 + kz) es igual a 
D(a + hz,b + kz) > 0 

entonces la expresidn entre corchetes del miembro derecho de (11) es po- 
sitivo. Ademds, puesto que f xx (a + hz,b + kz) > 0, entonces de (11), 

f(a + h, b + k) - f(a , b) > 0 

En consecuencia se ha demostrado que 

f(a + Kb + k) > f(a , b) 

para cada punto (a + h,b + k) de B r diferente de (, a , b). Por tanto, por la de- 
finition 12.7.1(ii), /(a, b) es un valor minimo relativo de/. ■ 


1 EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 12.8 


1. Demuestre el inciso (ii) del teorema 12.8.5. 


2. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12.8.5. 
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TABLAS Y FORMULARIOS 


► TABLA DE DERIVADAS 


1. D x (u n ) = nu n ~ l D x u 

2. D x (u + v) = D x u + D x v 

3. D x (uv) - u D x v + v D x u 

<• ->■(»)- ‘ D -"y D ” 

5. D x (e u ) = e w D x « 

6. D c (a H ) = a u lnaD,« 

7. D (In u) = -D m 

u K 

8. D t (seirw;) ==•... cos « D t zr 

9. D x (cos u ) = -sen m D x u 

10. D x (tan u ) = sec 2 u D x u 

11. D c (cot u ) = -esc 2 u D x u 

12. D jr (sec w) = sec u tan u D x u 

13. D x ( esc m) = -esc u cot u D x u 

14. D x (sen -1 w) = 1 . . D x u 


15. D x (c os 1 u) = 


17. D x (coC l u) = 

18. D^sec* 1 u ) 


- 1 

-1 


19. D x (csc m) = — D x m 

uyju 2 - 1 

20. D x (senh u) = cosh u D x u 

21. D x (cosh u) = senh u D x u 

22. D x (tanh u ) = sech 2 m D x m 

23. D x (coth m) = -csch 2 u D x u 

24. D x (sech m) = -sech u tanh u D x u 

25. D x ( csch u ) = -csch u coth u D x u 


► TABLA DE INTEGRALES 


Algunas formas elementales 

1 . j du = u + C 

2. J^„ = *« + C 

3. J [/(«) + £(u)jdw = J/(m)^m + 


i du = au + C 


3. [/(«) + £(u)jdw = /(w)dw + g(u)du 


Formas racionales que contienen a + bu 


u du 
a + bu 

u 2 du 
a + bu 

u du 

-^2 + bu - a In 

pr [£< a + ^> 2 " 
- 1 f fl + i 

(i a + bu) 2 

" b 2 [a + 1 

u 2 du 

= ~ a + bu - ■ 

(a + bu) 2 

fc 3 L 

u du 

_ 1 r « 

( a + bu) 3 

b 2 L 2(a + few) 2 


_ 1 
a + bu_ 
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du _ J_| n u 
u(a + bu ) a a + bu 


du _ __L + jL ln H+Ju + C 

2 (n+bw) au a 2 u 


it du _ 1 , l , u , ^ 

13. r- = — : H — r-ln — + C 

J u(a + bu) 2 Q ( a + bu) a 2 a + bu 


Formas que contienen -Ja + bu 

14. j u 4a + bu du = Qbu - 2 a)(a + i>«) 3 / 2 + C 

15. I u 2 4a + bu du = - 2 — (15iV - 12a6u + 8a 2 )(a + 1>«) 3/2 + C 

J 105£> 3 

f „ i r- j 2u" (a + buj > b 2 an f „_i , T 

16 . j u 44TVu du = -- (2n - 3) - S(2b - 3) J u v « + i 

(bu - 2a) yj a + bu + C 


u du = 2 

Va + fcw 3 b 2 


-Ja + bu du 


‘■\i 


2 du _ 2 

: + bu 15 b 


^-j(3b 2 u 2 - Aabu + 8 a 2 )-Ja + bu + C 


19 f “ " du - yfa + bu __ 2 an f u n 1 du 

J yja + bu b( 2n + 1) b(2n + 1) J «Ja + bu 


1 , 4a + bu ~ 4a , ~ ^ A 

_ ] n i— + C si a > 0 

■V V a + bu + v a 


i \ja + bu 


-i= ton 1 J a + — + C si a < 0 


du yja + bu _ b(2n - 3) f du 

n -\ja + bu a(n - \)u n ~ ] 2a(n - 1) J u n ~^44 


__ f yja + bu du ~ 

22. = 2 -n la + bu + 


a J u 4 


bu du __ (a + 6m) 3 / 2 b(2n - 5) f -Ja + bu du 


2 3 V'g + bu du __ (a + fra) 3 / 2 _ b(2n - 5) f -Ja + l 
d u n a(n - 2a(n - 1) J a"" 


Formas que contienen a 2 ± 


2 4 - ,,2 


24. , = - tan" 1 - + C 

« a 


25 . f * = In I “-i_£ I + C 

J a 2 - u 2 2 a | u - a | 


- tanh 1 - + C si I a I < a 
a a 


- coth -1 - + C si | u | > a 


*• = 
J « - a ' 2 


f ln^ + C 

2a u + a 


- - tanh 1 - + C si \u < a 
a a 1 ' 


- J- coth -1 - + C si I u I > a 
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Formas que contienen a/w 2 ± a 2 

En las formulas 27 a 38, se puede sustituir 


In ( u + a/m 2 + a 2 ) por senh 1 — 

a 

In I u + a/m 2 - a 2 por cosh -1 - 


In 


a + Vu 2 + a 2 


por senh 1 - 
u 


27. f , = In I u + V? 

J Ju^a 2 1 

28. J V« 2 ± a 

J U 2 ^ 


± + C 


2 du - | a/m 2 ± a 2 ± y In m + Vw 2 ± a 2 + C 


29. | m^a/m 2 ± a 2 Jm = ^(2m 2 ± m 2 )a/w 2 ± a 2 -~ln « + a/m 2 ± a 2 + C 

O O 


30. f ^ + ° 2 = V« 2 + a 2 - a In ^ + - V" 2 + fl2 

J M M 

31. J ^ ~ M a2 


+ c 


= ^u l - a 1 - a sec 1 - + C 
a 


32, 

33. 


f a/m 2 ± a 2 Vw^i'a 2 . 1 I . /"TT — 2 I , ^ 

>• 5 = - + In u + mu L ± cr + C 

J U 2 Ml I 

"hi 


- du 

T? 


= ^ 4u 2 ~±~a 2 In L + a/m 2 ± a 2 + C 


34. f . = - I In 

J uV« 2 + a 2 a 

;. f ,f , = — sec -1 — + C 

J u\/u 2 - a 2 a a 


Q + a/m 2 + Q 2 


+ c 


35. 

36. 


2 ± a 2 


. ± Q 2 

±m 2 m 


37. J (m 2 ± a 2 ) 3/2 Jm = | (2 m 2 ± 5a 2 ) Vm 2 ± a 2 + ^|—ln|M + V«^ 

38. J 


2 ± a 2 + C 


(m 2 ± a 2 ) 3 / 2 ±m 2 Vm 2 ± a 2 


Formas que contienen ^Ja 2 - u 2 


J 

•J 


dM 


\'a 2 - m 2 


sen -1 - + C 
a 


40. I Va 2 - m 2 du - l -^ yfa 2 - u 2 + ~ sen -1 ^ + C 


41. J m 2 'la 2 - u 2 du ~ | (2m 2 - a 2 ) ^j a 2 - u 2 + ~ 

42 . J 


5- sen' 1 " + C 


- M 2 ^M 


= yja 2 — u 2 — m In 


+ Va 2 - m 2 


+ C 


= V a 2 - u 2 - « cosh 1 — + C 

M 
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Va 2 - U 2 du _ *Jg 2 - U 2 


44 . f a 

J 2 2 

45 f~ ^ _ 1 ,.l o + Va 2 - a 2 

' J u Va 2 - a 2 0 


sen" 1 - + C 
a 


sen 1 — + C 


+ C 


46. 


48. 


— - - cosh 1 — + C 
a u 

VZZF 


[* du 

J u 2 Va 2 ~ u 

47. f (a 2 - u 2 )^ 2 du = - — (2u 2 - 5 a 2 )^a 2 - u 2 + —— sen -1 - + C 
J ® o a 

J 


(a 2 - u 2 )^ 2 a 2 Va 2 - u 2 


+ C 


+ c 


Formas que contienen 2 au - w 2 

49. J* V2 au - u 2 du = M a ~j2au - u 2 + ^-cos" 1 1 1 - — j + C 

50. ^j* u V2au - u 2 du = — — ^2au - u 2 + ~ cos" 1 1 1 - — j + C 


gj f V2au - u 2 du 

* J u 

4 

/7 


M I \'2au - u 2 du _ 2-yj2au - u 2 _1 

J | ' — — ' * *'*• V“ . "" "■ COS 


\>2au - u 2 + a cos" 1 1 1 - - j 

(-* 5 ) 


+ c 


+ c 


V2au - u 2 


'(■-:) 


cos-' 1- 1 + C 


-42 


au - u c + a cos 




54. f-,-^ 

J V2 au - u 2 

55. f = -<“±i£> y 2a „ - ,2 + 3d cos-' f 1 - it) + c 

J ViaV^ u 2 2 2 \ a/ 

e* f du V2a 

J 




4^2 au - u 2 

du _ 

(2au - u 2 ) 3 / 2 a 2 V 2au - u 2 


l au - u 
au 

u - a 


+ C 


58. 


J u du 
J (2au - u 2 


+ C 


2 ) 3 / 2 a\2au - u 2 

Formas que contienen funciones trigonometricas 


59. 

|* sen u du — -cos u + C 

62. 

|* cot u du = In | sen u \ + C 


60. 

|* cos u du = sen u + C 

•j 

j* sec udu - In | sec u + tan _u | 

+ C - In | tan ( i. tt + iu)| + C 

61. 

|* tan udu = In | sec u | + C 

64. j 

j* esc u du = In | esc u - cot u | 

+ C = In | tan iu j + C 
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65. J sec 2 u du = tan u + C 

66. f esc 2 udu - -cot u + C 


j S 

>. J esc 2 udu - 

./ 

I 

•/ 

70. J cos 2 udu = |m 

71. j tan 2 udu ~ 

71 1 


77. sec n Md« = — — sec"" 2 u tan u + - — - sec" 2 hi du 

J n - 1 * - 1 J 

78. CSC n Mdw = - — - — CSc"~ 2 MCOlM + ” \CSC n ~ 2 udu 

J n-l n- 1 J 


67. sec m tan u du — sec m + C 


68. esc u cot udu - -esc u + C 


69. I sen 2 wdw = - 1 sen 2 m + C 


+ -J-sen 2m + C 

4 


tan m - m + C 
cot 2 udu = -cot m - m + C 


'udu = --sen"' 1 mcosm + 


79. f sen mu sen n« du = -S ffl L + Jig + *»(« - ">“ + C 

I 2(m + n) 2 (m - n) 

80. f cos m« cos nu</« = + C 

I 2 (m + m) 2(m - «) 

81. f sen mu cos tiu du = -S£ ^L±^L _ S& S L^J&L + C 

J 2 (m + n) 2 (m - n ) 

82. J h sen udu = sen u - m cos u + C 

83. I m cos udu = cos m + m sen m + C 

n ~ 1 Jsen"“ 2 MdM 84. J” 2 senM^M = 2m sen m + (2 - m 2 ) cos m + C 


73. Jsen" 

74. Jcos rt MdM = ^cos"“ 1 m sen u + Jcos"' 2 m<*m 85. j u 2 cos udu = 2m cos m + (m 2 - 2) sen u + C 

75. J tan n udu = tan"' 1 m - J tan"" 2 u du 86. J h" sen m <*m = -m" cos u + « J m"“ 1 cos u du 

76. cot n udu — rcot"' 1 m - cot" ' 2 m du 

J "~ l J 

88. J sen" 1 


1 m cos" udu =■ 


sen'" m c os' 
m + 

sen /71+1 u cos" 


r . J m" cos udu - u n sen u ~ n J m"" 1 sen m 

os" + 1 u m - 1 [ m _2 n , 

+ sen™ 1 u cos u du 

n m + n J 

u cos' 1-1 u n - 1 f m n ~2 a 

+ sen m cos L udu 

i + n m + n J 

Formas que contienen funciones trigonometricas inversas 

89. J sen" [ udu - u ser 

90. 1 cos 1 udu - u cos 

91. j tan -1 m du = u tan -1 u - In -Ji + u 2 + C 

92. Jcot -l M^M = m cot' 1 m + In Vi + m 2 + C 




93. 

sec 1 udu - u sec 1 

+ Vl - M 2 

+ C 

J 

! 

= m sec' 1 

- 

+ c 

94. 

(* esc -1 udu — u esc -1 


H CSC' 1 M + cosh 1 M + C 


Formas que contienen funciones exponenciales y logaritmicas 


95. 

96. 


J- 

[<*"<*« = f- 

J In a 

. J«e“ 


du - e u + C 
+ C 

du - e u (u - 1) + C 


98. J u" e“ du = u" e u - n J u"~’ e“ du 

99. | u n a“ du = - -2- |«' , - , a"<fo + C 

J _ In m In a J 

00. f '-L* ^ + -i— f ^ 

J U n {n - l)/" 1 n - 1 J m"' 1 
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101 f qU = - qU + a f qU d 
J u n (n- 1 )u R ~ l + n - 1 J u n ~ 

102. Jinn 

103. \u n In u du = -H!! 

J (« + 1 


i du = u In u - u + C 


-[(/i + l)ln« - 1] + C 


I. f = In I In u j + C 

J u In u 1 1 

J 

'I 


105. e au sen nu du = ( a sen nu n cos nu) + C 


2 + „2 


106. e au cos nu du = 


(a cos nu + n sen nu) + C 


Formas que contienen 

funciones hiperbolicas 

107. J senh u du - cosh u + C 

116. J csch u coth u du = -cschn + C 

108. J cosh u du = senh u + C 

117. J senh 2 u du = |senh2n - |u + C 

109. J tanh u du = In | cosh u | + C 

118. J cosh 2 u du = ^ senh 2n + ^u + C 

110. J coth u du = In | senh u \ + C 

f 9 

119. tanh 2 u du = u - tanh u + C 

111. J sech u du = tan -1 (senh u) + C 

120. J coth 2 udu = u - coth u + C 

112. J csch u du ~ In | tanh ±u\ + C 

121. J u senh u du = u cosh u - senh u + C 

113. J sech 2 u du = tanh u + C 

122. J u cosh u du = u senh u - cosh u + C 

114. csch 2 u du = -coth u + C 

f e au 

J 

123. e au senh nu du - — - ( a senh nu - 

J 

/• 

J a 2 - n 2 

115. sech u tanh u du = -sech u + C 

f e au 

124. 1 e au cosh nu du — -(a cosh nu - 

J 

J a 2 - n 2 
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FORMULAS DE ALGEBRA 


Productos notables 

(x 4 a){x + b) — x 2 4 (a 4 b)x 4 ab {ax + by)(cx + dy ) = acx 2 4 {ad + bc)xy 4 bdy 2 

(x + y) 2 = x 2 4 2*;y 4 y 2 (x 4 y) 3 = * 3 4 3 jc 2 jv 4 3 xy 2 4 y 3 

(x - y) 2 = jc 2 - 2xy + y 2 {x - y) 3 = jc 3 - 3 jc 2 >? 4 3xy 2 - y 3 

U 4 - y) = jc 2 - y 2 


Factorizacion de polinomios 

ax + ay + az = a(x 4 y 4 z) 

x 2 ~ y 2 = (x 4 >0(* - y) 

jc 2 4 (a 4 /?)* 4 £2^ = (* 4 a)(* 4 /?) 

jc 2 4 2xy + y 2 = (at 4 y) 2 


x 2 - 2xy 4 y 2 = {x - y) 2 

acx 2 4 {ad 4 bc)xy 4 /?£fy^ = {ax + by){cx 4 dy) 
X 3 4 y 3 as (JC 4 ^)(JC 2 - + }> 2 ) 

jc 3 - y 3 = (jt *- y){x' 2 4 xy 4 y 2 ) 


Exponentes 

a n a m ss fl n+m 
(a rt ) m = 

— = £2 n "' n a * 0 
= a"*" 



£ 2 ° = 1 £ 2*0 

£ 2 ™" = — £ 2*0 

a n 

a 1 !" = n 4a 
a mln = r 

a mjn _ 


Radicates 


a / £2 • 4b = %fab 


V5 

n V* 


b * o 



si a es impar 
si h es par 


Formula cuadratica 

Si £2 * 0, las soluciones de la ecuacion ax 1 4 bx 4 c = 0 est£n dadas por 

-6 ± 4b 2 - 4 ac 
X ~ 2a 


Desigualdades 

si £2 < b y b < c, entonces a < c 
si £2 < b, entonces a + c < b + c 
si £2 < b, entonces a - c < b - c 
si £2 < b y c > 0, entonces £ 2 c < be 
si £2 < b y c < 0, entonces ac > be 


si > 0, | jc | < b equivale a -b < x < b 

si b > 0, | jc | > b equivale ax<-box>b 

si b > 0, x 2 < b equivale a ~4b < x < 4b 

si b > 0, b < x 2 equivale a x < -4b o x > 4b 
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Logaritmos 

y = log/, jc si y solo si x - b y 
log* l = 0 
log b b = 1 

log^wv = log^M + log^v 

Teorema del binomio 

(« + bf = „C 0 a" + „C A a"- l b + „C 2 a"-V + . . 


log* " = log* u - log* v 

V 

log*, u n = /I log* a 

log^jc = lQg -- - (cambio de base) 

log fl «> 

lnx = log e Jc 

. + n C r a'-'b' 4 . . . + „C„b 


donde „C r = 


_ni 

(n - r)!r! 


FORMULAS DE GEOMETRIA 


La siguiente simbologia se emplea para las medidas: 

r: radio h: altura b: base a: base C: longitud de la circunferencia 

A : area S : area de la superficie 5: drea de la base V: volumen 

Cfrculo: A = nr 2 ; C = 2/rr 

Triangulo: A = £ bh 

Rectingulo y paralelogramo: A = bh 

Trapecio:A = 4 (a + b)/j 

Cilindro circular recto: V - nr 2 h\ S = 2nrh 

Cono circular recto: V = ±nr 2 h\S = nr4r 2 + h 2 

Esfera: V = |/rr 3 ;S = 4nr 2 

Prisma (con bases paralelas): V ~ Bh 

Piramide: V = \Bh 

Teorema de Pitagoras: En un triangulo rectangulo, si a y b son las longitudes de los lados perpendicu lares y c es la longitud de la 
hipotenusa, entonces 

c 2 = a 2 + b 2 
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FORMULAS DE TRIGONOMETRIA 


Funciones trigonometricas 



sen a = 

a 

sen 0 

— 

y 


c 



r 

cos a = 

b 

cos 6 

= 

X 


c 



r 

tan a = 

a 

tan 6 

= 

y 


b 



X 

cot a = 

b 

cot 0 

= 

X 


a 



y 

sec a - 

c 

sec 6 

= 

r_ 


b 



X 

esc a = 

£ 

esc 6 

- 

r 


a y 



Identidades trigonometricas fundamentales 


sen * esc * = 1 
tan x = 22L* 

COS X 

sen 2 x + cos 2 * = 1 


cos * sec x = 1 
cot* = 

sen * 

1 + tan 2 * = sec 2 * 


tan* cot* = 1 


1 + cot 2 * = CSC 2 * 


Identidades de sumas y diferencias 


sen (u + v) = sen u cos v + cos u sen v 

sen (u - v) = sen u cos v - cos u sen v 

cos (u + v) = cos u cos v - sen u sen v 

cos (k - v) = cos u cos v + sen u sen v 


tan (u + v) = 
tan (« - v) = 


tan u + tan v 
1 - tan u tan v 
tan u - tan v 
1 + tan u tan v 


Identidades para angulos dobles y semiangulos 


sen 2u = 2 sen u cos u 
cos 2 u = cos 2 u - sen 2 u 
cos 2 u - 1-2 sen 2 u 
cos 2u - 2 cos 2 u - 1 

, an2u = 

1 - tan 2 u 


sen 2 u = 

1 - cos 2 u 
2 

COS 2 it = 

1 + cos t 
2 

cos 2 u = 

1 + cos 2 u 
2 

tan = 

1 - cos t 
sen t 

tan 2 u = 

1 - cos 2u 

tan it = 

sen / 

1 + cos 2 u 

1 + cos t 

sen 2 it = 

1 - cos / 
2 




Identidades para el producto, suma y diferencia de senos 
y cosenos 

sen u cos v> = j [sen(w + v) + sen(w - v)] cos u cos v = | [cos(w + v) + cos(u - v)] 

cos u sen v = ^[sen(u + v) - sen(u - v)] sen u sen v = y[cos(w - v) - cos(w + v)] 
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sen s + sen / = 2 sen 
sen s - sen / = 2 cos 


("rM^r) 


cos s + cos t ■- 2 cos 


cos s - cost 




Algunas formulas de reduccion 


sen(-A) = -sen a* 
sen( - a) = cos a 

sen( + x ) = cos a 
sen(;r - a) = sen a 


cos(-a) = cos A 
cos( - x) - sen a 

cos(|/r + a) = -sen a 
COS(7T - a) = -cos A 


tan(-A) = -tan a 
tan( \ it - a) = cot a 

tan + a) = -cot a 
tan(;r - a) - -tan a 


Leyes de los senos y de los cosenos 


En estas formulas a, b y c representan las medidas de los lados de 
un triangulo; a, ft y y denotan las medidas de los angulos 
opuestos a los lados de medidas a, by t\ respectivamente. 


Ley de los senos 

Leyes de los cosenos 

a 2 = b 2 + c 2 - 2 be cos a 

sen a _ sen ft _ sen y 


a b c 

b 2 = a 2 + c 2 - 2ac cos 

a _ b _ c 

sen a sen p sen y 

c 2 - a 2 + b 2 - 2 ab cos y 




Tabla de valores especiales de las funciones trigonometricas 


0radianes o 
numero real a 

0 grados 

sen 0 o 
sen a 

cos 0 0 

COS A 

tan 0 o 
tan a 

CSC 0 0 
CSC A 

sec 0 o 
sec a 

cot 0 0 
cot A 



0 

1 

0 

Indefinido 

1 

Indefinido 

1 

— 71 

30° 


V 1 

1 

2 

2 

V3 

6 


2 

2 

V3 


V3 


>* 

45° 

1 

1 

1 

V2 

V2 

1 

4 


V2 

V2 





I ;r 

1 

VI 


V3 

2 

„ 2 

1 

3 


2 

2 


V3 


V3 

1 

-7T 

2 


1 

0 

Indefinido 

1 

Indefinido 

0 

n 

180° 

0 

-1 

0 

Indefinido 

-1 

Indefinido 

In 

270° 

-1 

0 

Indefinido 

-1 

Indefinido 

0 

* 
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FORMULAS DE TRIGONOMETRIA HIPERBOLICA 


Funciones hiperbolicas 


senhjc = 
tanh x = 


sech x = 


e x - e~ x 
2 

senh x 
cosh x 
1 

cosh x 


cosh x - - — — 
2 

coth x = “§ki 
senh x 

csch x = — - — 
senh x 


Identidades hiperbolicas 

tanh x = — - — 
coth x 

cosh 2 Jc - senh 2 jc = 1 

1 - tanh 2 jc = sech 2 jr 
1 - coth 2 Jc = -csch 2 jr 


senh(-jc) = -senhjc 
cosh(-jr) = cosh jc 

senhCr + y) = senhjc coshy + cosh jc senh y 
cosh(jc + y) = cosh jc coshy + senhjc senh y 


senh 2jc = 2 senh jc cosh jc 
cosh 2jc = cosh 2 jc + senh 2 jc 
cosh 2jc = 2 senh 2 jc + 1 
cosh 2jc - 2 cosh 2 jc - l 


cosh jc + senh jc = e x 
coshjc - senhjc - e~ x 


tanhjc = 


e x - e 
e x + e 


sechjc = 


2 

e x + e~ x 


cothjc = 


e x + e x 
e x - e~ x 


cschjc = 


e x 


_2 

- e~ x 


Funciones hiperbolicas inversas 

senh' 1 jc = ln(jr + V x 2 + 1 ) para cualquier numero real 

cosh' 1 jc = In (jc + Vjc 2 - 1 ) jc > 1 

tanh' 1 jc = - In IjcI < 1 

2 1 - jc 11 

coth' 1 jc = - In * + 1 | jc I > 1 

2 x - l 11 
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FORMULAS DE GEOMETRIA ANAUTICA 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

Formula de la distancia 

La distancia entre dos puntos P\(x {J yj) y P 2 (x 2t y 2 ) esta dada por 


d(P ]P 2 ) = | P\P 2 | = *J(x 2 - *j) 2 + (y 2 - y x ) 2 


Formulas del punto medio 

Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta de y } ) a P 2 (x 2 , y 2 ), 

entonces 


x 


X] + *2 
2 


y 


Zl_ - V 2 
y 2 



y 



Formulas del punto de division de un segmento 
en una razon dada 


Si P( x, y) es el punto que divide al segmento dirigido P\P 2 en la razdn 
r = P X P: PP 2 , entonces 


x = + rx 2 

1 + r 


y 


_ yj + ry 2 
y 1 + r 


r * -1 


y 



Area de un tridngulo 


Area (ABC) — 



y \ 
y2 
y? 


i 

l 

l 


Observation: 

El drea serS positi va sdlo si se recorren los vertices del tridngulo en el 
sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

Una condicidn necesaria y suficiente para que tres puntos diferentes 
(jc h yj), (x 2 , y 2 ) y (x 3 , y 3 ) sean colineales consiste en que 


= 0 


y 



i 


x \ y\ i 

*2 yi 1 

*3 >3 * 
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Grdfica de una ecuacion y lugares geometricos 

Problemas fundamentales de la geometria analitica 

1. Interpretar geomdtricamente una ecuaci6n; es decir, construir la gritfica correspondiente. 

2. Determinar la ecuaci6n de una figura geometrica, o de la condici6n que deben cumplir los puntos de la misma. 

Princi pio fundamental de la geometria analitica 

Las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacion si y s61o si ese punto pertenece a la grifica de esa ecuaci6n. 


Grdfica de una ecuacion 

La gr&fica o lugar geom^trico de una ecuacion en R 2 es el conjunto de todos los puntos en R 2 , cuyas coordenadas son 
soluciones de la ecuaci6n. 


Construccion de curvas 

Determine: 

(a) las intercepciones en los ejes coordenados, 

(b) la simetria de la curva con respecto a los ejes coordenados y al origen, 

(c) la extensi6n de la curva (dominio y contradominio), 

(d) las asfntotas verticales u horizontales que la curva pueda tener, 

(e) las coordenadas de un numero suficiente de puntos a fin de obtener a una grafica adecuada. 


Pruebas de simetria 

La gr£fica de una ecuacion en x y y es 

(i) simdtrica con respecto al eje x si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuaci6n; 


(ii) sim6trica con respecto al eje y si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando x se sustituye por -x en la ecuaci6n; 





(iii) sim^trica con respecto al origen si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando x se sustituye por -x y y por -y en la ecuaci6n. 


RECTA 


y 



Pendiente de una recta 

Si P |(X|, y { ) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos diferentes cualesquiera de una recta no vertical, entonces la pendiente de la recta 
es m, y esta dada por 

^2 ~ 


m 


x 2 - x { 


x \ * x 2 
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Ecuacion de una recta 

Forma de los dos puntos 


y 



y - y\ = — — — (x - * 1 ) *1 * x 2 


Forma de punto pendiente 


y 



Forma simetrica 

y 



Forma general 

Ax + By + C = 0 


Forma de determinante 


x y 1 
x \ >1 1 
x 2 yi 1 


= 0 


Forma pendiente-intercepcion 

y 



V ~ mx + b 

Forma normal 


y 



Angulo formado por dos rectos 

tan 6 = — — m l m 2 * -1 

1 4- mjm 2 

Condicion necesaria y suficiente para que dos rectas sean paralelas: 
m l = m 2 


Condici6n necesaria y suficiente para que dos rectas sean perpendiculares: 
m ] m 2 = -1 


y 
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CIRCUNFERENCIA 


Forma centro-radio (canonica o estandar) 


Constantes 

Radio: r 

Abscisa del centro: h 

Ordenada del centro: k 




Ecuacion: 

Coordenadas del centro: 


x 2 + y 2 = r 1 ( x - h) 1 + (y - k) 2 = r 2 

C(0, 0), el origen C(h, k ) 


Forma general ^ + / + dx + £>• + f = o 

Caso 1: D 2 + E 2 - 4F > 0 

La circunferencia tiene centro en y radio r = | D 2 + E 2 + 4 F 

Caso 2: D 2 + E 2 - 4F = 0 

La circunferencia es el punto (- j D, - 1 E) 

Caso 3: D 2 + E 2 - 4F < 0 

La circunferencia es el conjunto vacfo 


PARABOLA 


Formas canonicas o estandar 


Constantes 

Distancia entre el vdrtice y el foco: p 

Longitud del lado recto: | 4 p \ 


Eje para lelo al eje x 

p positiva 


y 



\ 


eje 

F 



V 

0 


directriz 
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Ecuacion: x 2 = 4 py 

Coordenadas del vertice: V(0, 0) 

Coordenadas del foco: F{ 0, p) 

Ecuacion de la directriz: y = -p 


y . 



V(h, k) 

F(h, k + p) 

y = k - p 


Eje paralelo al eje y 

p positiva 





y 




Ecuacion: 

Coordenadas del vertice: 
Coordenadas del foco: 
Ecuacidn de la directriz: 


y 2 = 4 px 
V(0, 0) 

F{p , 0) 
x = ~P 


y 



(y - h) 2 = 4p(x - h ) 
V(h, k) 

F(h + p, k) 
x - h - p 


Forma general (1) Ax 2 + Dx + Ey + F - 0, eje paralelo al eje y 

(2) Cy 2 + Dx + Ey + F - 0, eje paralelo al eje x 


directriz 
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ELIPSE 


Formas canonicas o estandar 

Constantes 


Longitud del eje mayor: 2a 

Lx)ngitud del eje menor: 2b 

Distancia entre los focos: 2c 

Excentricidad: e = — = — < 1 

a a 

2b 2 

Longitud del lado recto: 

a 

Relaciones c < a 

a > b 

c 2 = a 2 - b 2 


Eje principal horizontal 


Ecuacion: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 


y 



V(a, 0), 0) 

F(<\ 0), F'(-c, 0) 
C(0, 0) 


e 


Eje principal vertical 


y 



Ecuacidn: + ~ = 1 

b 2 a 2 

Coordenadas de los vertices: V(0, a), V'(0, -a) 

Coordenadas de los focos: F{ 0, c), F’( 0, -c) 

Coordenadas del centro: C(0, 0) 

Ecuaciones de las directrices: y = ± - 

e 

Forma general ax 2 + cf + d x + Ey + f = o ac > o 


y 



(jr - h) 1 , (y - k) 2 _ 

a 2 b 2 

V(h + a, k\ V{h - a , *) 
F(/i + c, kl F\h - c, k) 
C(h , *) 



directriz 


(x - A) 2 (y - k) 2 = t 
A 2 a 2 

V(/z, k + a), V'(h, k - a) 
F(h, k + c), F\h , k - c) 
C(h, k) 
y = k ± - 


directriz 
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HIPERBOLA 

Formas canonicas o estandar 


Constantes 


Longitud del eje transverso: 

2 a 

Longitud del eje conjugado: 

2b 

Distancia entre los focos: 

2c 

Excentricidad: 

e = ' 

Longitud del lado recto: 

lb 2 

a 

Relaciones 

c > a 


c 1 - a 

Eje principal horizontal 

1 1 

, a I 


_ c _ Va 2 + b 2 > 



Ecuacion: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 
Ecuaciones de las directrices: 

o bien: 



V(a< 0), V'(-a % 0) 
F(c, 0), F'(-c, 0) 
C( 0, 0) 

* = ±" 


e 



Eje principal vertical 


Ecuacion: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 
o bien: 



V(0, a\ V'(0, -a) 
F{ 0, c), F(0, -c) 
C(0, 0) 




V(h + a, k ), V’(h - a , k) 

F(h + c, k\ F\h - c, k) 

C(h, k) 

x = h ± - 
e 

(X - ft ) 2 _ ( y - *) 2 n 
a 2 " b 2 



(y - k) 2 (x - h) 2 _ , 
a 2 ~ b 2 
V(h, k + a) 7 V’(h, k - a) 
F(h, k + c), F\h, k - c) 
C(h, k ) 

/ _L a 

x = k ± - 
e 

(y - *) 2 (* - ft) 2 _ „ 

- a 2 fc 2 


Forma general 


Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0/!C<0 
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TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 

Traslacion de ejes 

Si (jc, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado, y (*', y ') es la represen tacidn de 
P despuOs de que los ejes son trasladados a un nuevo 
origen que tiene coordenadas (/i, k) con respecto a los 
ejes dados, entonces 

x' - x - h y y’ = y - k 


Rotacion de ejes 

Si (jc, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado y (x , y ) es una representation de 
P despuOs de que los ejes han sido rotados un angulo 
a, entonces 

x = x cos a - y sen a 
y = x sen a + y cos a 

x - x cos a + y sen a 
y = -x sen a + y cos a 


ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES 

La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 

cuando A y C no son ambos cero, es una conica o una conica degenerada. Si es una conica, entonces la grafica es 

(i) una parabola si A — 0 o C = 0, esto es AC = 0; 

(ii) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 

(iii) una hiperbola si A y C tienen signos opuestos, esto es, AC < 0. 

La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 
es una cdnica, o bien, una conica degenerada. Si la grafica es una cOnica, entonces es 

(i) una parabola si B 2 - 4AC = 0; 

(ii) una elipse si B 2 - 4AC < 0; 

(iii) una hiperbola si B 2 - 4AC > 0. 
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COORDENADAS POLARES 

Transformaciones de coordenadas 

Coordenadas polares a cartesianas 

x — r cos 6 y y - r sen B 

Coordenadas cartesianas a polares 

r — ± Jx 2 + y 2 y tan 6 = — 

v X 


Criterios de simetria 

Una grafica polar es 

(i) simetrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, 6) se sustituye por (r, -B) o 
por (-r, n - 6)-, 

(ii) simetrica con respecto al eje Ln si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, B) se sustituye por (r, n - B) o 
por (-r, - B ); 

(iii) simetrica con respecto al polo si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, B) se sustituye por (-r, 0) o por 
(r, K + B). 


y 



Ecuaciones polares de rectas y circunferencias 


C, a y b son constantes 


B = C 
r sen B = b 
r cos B = a 
r = C 
r — 2a cos B 
r = 2b sen 0 


Recta que contiene al polo; forma un Angulo de C radianes con el eje polar. 

Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar si b > 0, debajo del eje polar si b < 0. 

Recta paralela al eje Ln\ a la derecha del eje Ln si a > 0, a la izquierda del eje Ln si a < 0. 
Circunferencia; centro en el polo; radio C. 

Circunferencia; radio | a \ ; tangente al eje i/r; centro en el eje polar o en su prolongacidn, 
Circunferencia; radio | b | ; tangente al eje polar; centro en el eje Ln o en su prolongacidn. 


Tipos de caracoles 


De la ecuacidn r - a + b cos B, donde a > 0 y b > 0: 

Caracol con lazo. Consulte la flgura (/). 

Cardioide. Refierase a la figura (ii). 

Caracol con hendidura. Consulte la figura fin). 

Caracol convexo (sin hendidura). Refierase a la figura (/v). 


(a) 0 < - < 1 

b 

(b) 2 = 1 

b 

(c) 1 < 2 < 2 

b 


M> 2 =£ f 

b 
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EJERCICIOS LI (pagina 10) 

1. (a) dominio: [4, +oo); (b) dominio: (-oo, -2] U [2, +oo); (c) dominio: [-2, 2]; (d) no es funcion 

3. (a) dominio: (-oo, +oo); (b) no es funcion; (c) dominio: (-oo, +oo); (d) dominio: (-oo, + oo) 

5. (a) 5; (b)-5; (c)-l; (d) 2 a + 1; (e) lx + 1; (f) 4x - 1; (g) 4x - 2; (h) lx + 2h - 1; (i) 2 jc + Ih - 2; (j) 2 
7. '(a) -5; (b)-6; (c)-3; (d) 30; (e) 2ft 2 + 9h + 4; <f) 8 jc 4 + IOx 2 - 3; (g) 2x i - 1 x 2 \ (h) lx 2 + 
(4/i + 5)* + (2 h 2 + 5 h - 3); (i) 2 jc 2 + 5* + (2h 2 + 5 h - 6); (j)4x + 2h + 5 

9. (a) V^TT8; (b)|*|; (c)* 2 ; (d)|* + 3|; (e)|jr 2 -3|; (f) , ■ l p= 

V* + h + 9 + V7T9 


11. dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: (-00, +00) 


13. dominio: (-00, +00); 
contradominio: [0, + 00) 


15. dominio: (-00, +00); 
contradominio: (-00, 5] 





17. dominio: [I, +00); 

contradominio: [0, +00) 


19. dominio: (-00, -2] U [2, + 00); 
contradominio: [0, +00) 


21. dominio: [-3, 3]; 
contradominio: [0, 3] 



23. dominio: (-00, +00); 
contradominio: [0, +00) 


25. dominio: (-00, + 00); 
contradominio: [0, +00) 


27. dominio: {jc | jc * -5}; 

contradominio: {y|y * - 10 } 
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2 

-2 

-2 

4 

-4 

: - - 4 

6 

: ~ 6 

-6 

•8 

i 

i 

00 

oo 

1 
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51. fix) = 


-2x - 2 
a: + 1 
-jc + 1 
2x - 2 


si -2 < x < -1 
si -1 < jc < 0 
si 0 < jc < 1 
si 1 < jc < 2 


I jc 2 * 1 si jc < -l 

i - jc 2 si -1 < jc < 1 

jc 2 - 1 si 1 < jc 



53. f { (x) = x,f 7 (x) = -*;o, /,(*) = |*|,/ 2 (4 = -\x\ 


fjc 2 - 5 jc 
57. (a) fix) = ^5jc - jc 2 

U 2 - 5 * 


si jc < 0 

si 0 < jc < 5 

si 5 < jc 


(b) 



X 


59. dominio: (-oo, + oo); 
contradominio: [0, 1) 



61. N:fix) = 
V: /(jc) = | jc | 


jc si 0 < jc < 1 

2 - jc si 1 < x < 2; 

x - 2 si 2 < jc < 3 

si -1 < jc < 1 


EJERCICIOS 1.2 (pagina 19) 

1. (a)jc 2 + jc - 6, dominio: (-00, +oo); (b)-jc 2 + jc - 4, dominio: (- 00, +00);' (c) jc 3 - 5jc 2 - jc + 5, 


dominio: (-00, +00); (d) 


5 1 x 2 1 1 

— .dominio: (jc|jc * — 1, jc *= 1}; (e) — — , dominio: {jc|jc 


jc — 5 


5} 
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3. (a) - — ^ - -, dominio: {jcIjc * 0, jc 1}; (b) ^ + — , dominio: {jc I x * 0, x * 1 }; 

x z - x jc 2 - x 

(c) * + * , dominio: {jc I x * 0, x * 1}; (d) * 2 + A , dominio: {jc|jc * 1}; 

jc 2 - x jc - 1 

(e) — , dominio: \x\x * -1,jc * 0}; 

x l + x 

5. (a) /jc +■ x 2 - l, dominio: [0, +oo); (b) Vjc - jc 2 + 1, dominio: [0, + oo); (c) yfx (x 2 - 1), dominio: [0, + oo); 

(d) . V '— , dominio: [0, 1) U (1, + oo); (e) 1 , dominio: (0, +oo) 

jc 2 - 1 V x 

7. (a);c 2 + 3 jc - 1, dominio: (-oo, +oo); (b) x 2 - 3x + 3, dominio: (-oo, +oo); (c) 3jc 3 - 2x 2 + 3x - 2, 

_i_ i 3 jc 2 

dominio: (~oo, +oo); (d) , dominio: {x\x * ~ }; (e) — , dominio: (-oo, +oo) 

3x - 2 >3 *2 + l 

9. (a) x 0 + , dominio: {jc I x * -l,;c ^ 2}; (b) — , dominio: {a: I x =* -1,jc ^ 2}; 

jc 2 - jc - 2 jc 2 - jc - 2 

(c) — * , dominio: { jc I jc ^ -1,jc * 2}; (d) ~ — — , dominio: [jc|jc * -1,jc * 0}; 

JC- - JC - 2 JC 2 + JC 

(e) *x -2 - domimo: H* * U * 15 13 ‘ § 

15. (a) jc + 5, dominio: (-oo, + oo); (b) x + 5, dominio: (-oo, +oo); (c) jc - 4, dominio: (too, + oo); (d) jc + 14, 

dominio: (-oo, + oo); 17. (a) jc 2 - 6, dominio: (-oo, +oo); (b) jc 2 - IOjc + 24, dominio: (-oo, + oo); (c) jc - 10, 

dominio: (-oo, +oo); (d)jc 4 - 2 jc 2 , dominio: (-oo, +oo); 19. (a) V* 2 - 4 , dominio: (-oo, -2] U [2, +oo); (b)jc - 4, 

dominio: [2, + oo); (c) ^x - 2 - 2 , dominio: [6, + oo); (d)jc 4 - 4 jc 2 + 2, dominio: (-oo, + 00 ) ^ 

21. (a) -L , dominio: (0, + oo); (b) -)=■ , dominio: (0, +oo); (c) jc, dominio: {jc I jc * 0); (d) Vjc , dominio: [0, + oo) 

v* v* 

23. (a) j x + 2 | , dominio: (-oo, +oo); (b) |jc| + 2, dominio: (-oo, +oo); (c) | jc | , dominio: (-oo, + oo); (d) |jc + 2j +2, 

dominio: (-oo, + oo); 25. (a) |jc|, dominio: (-oo, +oo); (b) jc, dominio: (-oo, + oo); (c) ifx t dominio: [0, + oo); 

(d) y^x , dominio: (-oo, 0]; 27. /(jc) = yfx - 4 , #(jc) = jc 2 ;o, /(jc) = yfx , g(x) — x 2 - 4 

29. f(x) = x\ g(x) = -L--,o,f(x) = ( g(x) = x -2 

31. /(jc) - jc 4 , #(jc) = jc 2 + 4jc - 5; o, f(x) = (jc - 5) 4 , g(jc) = jc 2 + 4jc 33. (a) par; (b) ninguno de los dos tipos 

35. (a) impar; (b) par 37. (a) impar; (b) par 39. (a) impar; (b) par; (c) par 


41. (a) 


si jc < 0 
si 0 < jc 


(c) impar 


43. (a) 



si jc < -2 

si -2 < jc < 2 (c) impar 
si 2 < jc 


45. No 


51. sgn(t/(jc)) = U (sgn(jc)) = (/(jc); vea la figura de la respuesta del ejercicio 47(a) de la section 1.1 
53. (a) impar; (b) par; (c) par 


55. (gof)( x ) = 


si jc < 0 o si 1 < jc 
si 0 < jc < ~ 
si | < .jc < 1 


V 


-4 


4 - 
3 - 
2 - 

1 - O— • 


-3 -2 -I 





J L 

2 3 


4 


57. 2jc - 3, -2jc + 3 

59. Lafancion definida por/(jc) - 0 


EJERCICIOS 1.3 ( pagina 25) 

1. (a) w trabajadores, P dolares: P(w) = 67.5w; (b) $1012.5# 

3. (a) x pie, Ps: P{x) = ^ ; (b) Is 
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5. (a)* libras, Cdolares: 7. (a) * minutos, y centavos: y(*) = 10 - 30Q-*D 

[2.2* si 0 < * < 50 
C(x) = <2.1x si 50 < jc < 200 
12.05 x si 200 < x 



(c) $110, 107.10, 109.20, 111.30, (c) 400, 700, $1, $1, $1.30, $1.60 

420,414.10,418.20, 422.30 


9. (a) f(t) = 


2 000000 
(t 2 + It + 100) 2 ’ 


(b) 78 


11, (a) El £rea de la superficie del globo despu6s de / segundos es 36/r/ 2 cm 2 ; (b) 576 ;rcm 2 * 1810 cm 2 
13. (a) jc metros, A metros cuadrados: A(*) = 120* - * 2 ; (b) [0, 120]; (c) 60 m x 60 m 


15. (a) x metros, A metros cuadrados: A(*) = 120*- i* 2 ; (b) [0,240]; (c)120m x 60 m 

17. (a) * pulgadas., V pulgadas cubicas: V(*) = 4* 3 - 46* 2 + 120*; (b) [0, 4]; (c) 1.7 pulg, 91 pulg 3 

19. (a) * palgadas., V pulgadas cubicas: V(*> = 4* 3 - 54* 2 + 180*; (b) [0, 6]; (c) 2.21 pulg, 177 pulg 3 


21. (a) r pulgadas, C dolares: C(r) = + 4^r 2 ), donde $jt/pulg 2 es el costo del material para la tapa y el fondo; 

^ • 48 

(b) ir|r > 0}; (c) 1.68 pulg 23. (a) * pulgadas, A pulgadas cuadradas: A(*) = 3* + — +30; (b)(0, +oo); 

(c) 6 pulg x 9 pulg 

25. (a) * pulgadas, V pulgadas cubicas: V(*) = ^*(100 - *) 2 ; (b) [20, 100]; (c) 33 pulg x 17 pulg x 17 pulg 

27. (a)/(*) = 4907)0 0 *( 5000 - *); (b) 17.6 personas por dia; (c)2500 


EJERCICIOS 1.4 (pagina 37) 

(Nota: cualquier valor para S mas pequeno que los indicados tambien es correcto.) 1. 0.1 3. 0.23 5. 0.005 7. 0.01 9. 0.005 

11.0.01 13.0.015 15.0.268 17.0.082 19.0.095 21.0.183 23.0.084 25.0.23 27.0.01 29.0.015 31.-1 33.1 
35. 1 37. dentro de 1 min 39. dentro de 0.01 pie 41. dentro de ~ pulg 43. dentro de 1 s 


EJERCICIOS 1.5 (pagina 47) 

11. 8 13.7 15.5.0 17. i 19. -1 21. | 23. | 25. (a) 0.3333. 0.2857, 0.2564, 0.2506, 0.2501; 0.2000, 0.2222, 0.2439, 
0.2494, 0.2499; (b) i 27. (a) 0.2500, 0.2000. 0.1549, 0.1441, 0.1430, 0.1429; 0, 0.0769, 0.1304, 0.1416, 0.1427, 0.1428; 
(b) i 29. (a) 0.1716,0.1690,0.1671, 0.1667, 0.1667; 0.1623, 0.1644, 0.1662, 0.1666, 0.1667; (b)i 31.14 33.-6 
35. „ 37. 12 39. 7/f = 5 V30 41. i 43. 1 v2 45. -1 49. 0/0 no estS definido; 2 51. 0/0 no esta defihido; i 
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19. (a) 0; (b) 0; (c) 0 


21. (a) 0; (b) 0; (c)0; (d) 0; 
(e) 0; (f)0 


23. (a) -2; (b) 2; (c) no existe 

25. (a) 2; (b) l; (c) no existe 

27. (a) — 1; (b) I; (c) no existe 



29. -6 31. a = b = 1 



35. (a) 0; (b) 3; (c) 0; (d) no existe; (e) 5; (f) 5; (g) 5; (h) 2; (i) 2; 

(j)2; (k)0 

39. (a) 110; (b) 105; (c) 420; (d)410 41. (a) 40; (b) 70; (c) 70; (d) 160 
43. (a) Um /( jc) = 4, lim /(jc) = 2; (b) Hm #(jc) = 1, lim g(x ) = 2; 

;r-»I + JT — > 1 ~ *-»! + 


(c)f(x)g(x) 


x 4 4- 3jc 2 si JC < 1 

2jc + 2 si jc > 1 


EJERCICIOS 1.7 (pagina 65) 


1. (a) 1, 2, 10. 100, 1000, 10000; (c) +oo 3. (a) 1, 4, 100, 10000, 1 000000, 100000000; 1, 4, 100, 10000, 1000000, 
100000000; (c) +oo 5. (aj -4,^7, -31, -301, -3001, -30,001; (c) -oo 7. (a) -2, -5, -29, -299, -2999, -29999; 
(c) -oo 9. (a) 5, 9, 41,401, 4001, 40001; (c) +oo 11. (a) 2.3, 4.3, 20.3, 200.3, 2000.5, 20037; <c) +oo 
13. +oo 15. -oo 17. — oo 19. 4-oo 21. -oo 23. 4-oo 25. 4 -oo 27. -oo 29. -oo 31. -oo 
33. (b) - 1 ; (c) - 1 ; (d)-oo; (e)+oo 


35. (a) jc = 0; 


(b) jc = 0; 


(c) x = 0; 


(d)jc = 0 




6 








45. (a)0; (b) -oo (c) +oo; (d) 0; (e)+oo; (f)+oo; (g) +oo; (h) L; (i)-oo; ( j) 0 



EJERCICIOS 1.8 (pagina 74) 

1. -3; /(-3) no existe 3. -3; lim g(jt) * g(-3) 5. 4; h{ 4) no existe 7. 4; lim f(x) no existe 

x-»-3 x->4 



9. 0; lim /( jc) no existe XI. 2; limg(0 * g( 2) 13. 0; /(0) no exite 

x->o /— >2 



15. (a) removible; (b) 4 17. (a) removible; (b) 6 19. (a) removible; (b) i 21. (a) removible; (b) - ^ 42 

23. (a) removible; (b) ^ 25. (a) removible; (b) 1 27. (a) esencial 29. todos los numeros reales 

31. todos los numeros reales distintos de 3 33. todos los numeros reales distintos de -2 y 2 

35. todos los numeros reales distintos de 2 37. todos los numeros reales distintos de -1 y 3 39. (a) todos los numeros reales 

41. k = 5 43. c = -3 y k - 4 



45. (a) lim f(x) * lim /(*), esencial; (b) lim f(x) * /(l), removible: defina /( 1) = 5; (c) lim f(x) no existe, esencial 

jc — > — 3 — x— »-3 + x — >1 r— > 3~ 



RESPUESTAS PE IQS EJERCICIOS IMP ARES 1283 



EJERCICIOS 1.9 (pagina 83) 

1. (a) (fog)(x) = V9-or 2 , conti nua en todos los numeros de (-3, 3); 

(b) (/ o #)(*) = V x 2 - 16 , continua en todos los numeros de (-oo, -4) U (4, + oo) 
3. (a) (/ o #)(*) = - ^ . , continua en todos los ntimeros de (2, + oo); 


(b) (fo g)(x) ~ 


- , continua en todos los numeros positivos diferentes de 4 


5. (/° #)(*) = 


r , continua en todos los numeros de (-2, -1) U (1,2) 


7. todos los numeros reales distintos de -5; continua en (3, 7), (-5, + oo), [-10, -5); discontinua en [-6, 4], (-oo, 0), [-5, + oo) 
9. todos los numeros reales distintos de 1 y -1; continua en (0, 1), (-1, 1), (-1, 0], (1, + oo); discontinua en [0, 1], (-oo, -1] 

11, (-oo, -3] U [3, + oo); continua en (-oo, -3), (3, + oo), (-oo, -3], [3, + oo); discontinua en (-3, 3) 

13. todos los numeros reales distintos de l; continua en (-oo, 1 ), ( 1, + oo); discontinua en (-oo , 1], [-1 , 1], (-1 , + oo) 

15. [-2, 2j; continua en (-2, 2), [-2, 2], (-2, 2], [-2, 2); discontinua en (-oo, -2] y (2, + oo) 

17. (a) [-3, 3]; (b) (-oo, -4] U [4, + oo) 19. (a) (2, + oo); (b) [0, 4) (J (4, + oo) 21. [-2, -1) U (1, 2] 

23. (— oo, -2) U [-2, 2] U (2, + oo) 




43. -2.67,0.52,2.15 45. -1,1.17 49. [0,c) 55. no 
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EJERCICIOS 1.10 (pagina 92) 

1. 4 3. 2 5. | 7. i 9. 0 11. 0 13. 12 15. ± 17. 0 19. 3 21. +oo ' 23. 0 

25. -1 29, 0 31. -4 33. 1 35. 0 45. no existe 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 1 (pagina 95) 

1. (a) 3; (b)0; <c)-5; (d)-* 2 + 2* + 3; <e)4 - * 4 ; (f)-2* - h 

3. (a) -Jx + 2 + x 2 - 4, dominio: [-2, + oo); (b) six + 2 - x 2 + 4, dominio: [-2, + oo); 

(c) -/x + 2 (at 2 - 4), dominio: [-2, + oo); (d) + I , dominio: (-2, 2) U (2, + oo); 

x 2 - 4 

(e) iL _~._i , dominio: (-2, + 00 ); (f) V* 2 - 2 , dominio: (- 00 , - V2) U [ V2, + 00 ); (g) x - 2, dominio: (-2, + 00 ); 

V* + 2 

5. (a) -y + Vx, dominio: (0, + 00 ); (b) - y[x, dominio: (0, + 00 ); (c) --Lr, dominio: (0, + 00 ); (d) 

x x -s lx 3 V * 5 

dominio: (0, + 00 ); (e) V?, dominio: (0, + 00 ); (f) dominio: (0, + 00 ); (g) JL dominio: 

x lx 

7. x * 0 (a) impar; (b) par; (c) ninguno de los dos tipos; (d) impar 

9. (a) dominio: (- 00 , + 00 ), contradominio: (- 00 , + 00 ); (b) dominio: (- 00 , + 00 ), contradominio: [-4, + 00 ); 

(c) dominio: (- 00 , -4] U [4, + 00 ), contradominio: [0, + 00 ); (d) dominio: [-4, 4], contradominio: [0, 4]; 

(e) dominio: (- 00 , + 00 ), contradominio: [0, + 00 ); (f) dominio: (- 00 , + 00 ), contradominio: (- 00 , 5] 

11. (a) dominio: {x | x * -4}; (b) dominio: (- 00 , + 00 ); 13. (a) dominio: (- 00 , + 00 ); (b) dominio: (- 00 , + 00 ); 

contradominio: {y|y * -8} contradominio: {y|y * -8} contradominio: [3, + 00 ) contradominio: [-1, + 00 ) 



(Nota para los ejercicios 15-25: cualquier valor de 8 menor que los indicados tambi^n es correcto). 

15. (a) 0.025; (c) 0.025 17. (a) 0.1; (c) 0.1 19. (a) 0.074; (b) 0.06 21. 23. if 25. \e 

27. 9 29. -6 31. 3/2 33. -± 35. -f 37. ± 39. ^ 41. -oo 

43. (a) 8; (b) 8; (c) 8; 45. (a) -1; (b) 1; (c) no existe 47. (a) -8; (b) 0; (c) no existe 



49. (a) +oo; (b) -oo 51. (a) +oo; (b) -oo 53. (a) +oo; (b) -oo 55. ± 57. f 59. 0 61. ± 
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69. -2, 1; /(-2) y/(l ) no existen 71. -2; Hm g(x) no existe 73. 0, 1; h{ 0) no existe, 

Hm h(x) no existe 



75. removible; | 77. esencial 79. removible; -1 81. removible; 6 

83. (a) (fog)(x) = V25 - jr 2 , continua en todos los numeros de (-5, 5); 

(b) (/ o g)(;t) = ^ x * ~ ^ , continua en todos los numeros de (-3, -2) U (2, 3); 

1 si * < -1 

0 si x = -I 

(c) (/o g)(x) = « -1 si -1 < x < 1, continua en todos los numeros reales diferentes de -1 y 1 

0 si x = 1 

1 si x > 1 

85. a = 10, b = -23 87. (b) todos los valores de a\ 89. (a) [-5,5]; (b) (-oo, -5] U [5, + oo) 

(c) en todos los numeros reales 91. (a) (-oo, 2) U (2, +oo); 

que no son enteros (b) (-oo, -2) U (-2, 2) U (2, +oo) 
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93. 2 - Vl3 » -1.6056 


95. -1 + V7 * 1.6458 





97. (a) 0; 

(b) -oo; 

(c) 3; 

(d) -oo; 

(e) +oo; 

(f) l; 

(g) 4; 

(h) -3, removible,/(-3) = 0; 
-2, esencial; 0, removible, 
/( 0) = 3; 2, esencial; 

3, esencial 


103. (a) corte cuadrados de x pulgadas del lado, V - A - 2r)(18 - lx)x\ (b) [0,7]; (c) 2.60 pulg, 293 pulg 3 


105. (a) x pulgadas de ancho, A = 82 + 8x + (b) (0, +oo); (d) 9 m de ancho por 1 8 m de largo 



1. y = -Ax + 13 


3. y = -Ax - 8 


5. y = 3x + 1 
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EJERCICIOS 2.3 (pagina 122) 

1. todos son 5 3. (a) -0.250019, -0.250016, -0.250012, -0.250009, -0.250006, -0.250005, -0.250004, -0.250002, 

-0.250001, -0.250000; los mismos 10 numeros; -i 9. (a) 2; (b) y = 2* - 3 11. (a)4;(b) y = 4jc — 13 
13. (a) -| = -1.6667; (b) y = -|* - ^ » -1.6667* - 5.3333 15. (a) 0.4; (b) y = 0.4* - 0.4 

17. (a) 1.3818; (b) y = 1.3818* - 0.5403 19. (a) -0.8317; (b) y = -0.8317* + 1.2591 

23. (b) y (d) * > 0; (c) y (e) * < 0 25. (b) y (d) * < 0; (c) y (e) * > 0 27. (a) 100 29. (b) 0 

EJERCICIOS 2.4 (pagina 131) 

1. 7 3. -2 - 2* 5. lx 2 - 6x + 5 1.x 1 - 4* 3 9. t 3 - t 11. 4 nr 1 

13. 2* + 3 - -4- 15. 16* 3 + -L 17. -4f - ^ *» 19. 3V3 s 2 - 2j3s 21. 70* 6 + 60* 4 - 15* 2 - 6 

x J x 5 jr x* .. * 2 v 

23. -18y 2 (7 - 3y 3 ) 25. IQ* 4 - 24^ + 12* 2 + 2* - 3 27. l — T 29. + ’ 31. j 

(*-l) 2 (*-l) 3 (1 + 2/ 2 ) 2 

33. . 35. 6( * 2 + ’°* + 1} 37. /’(*) = 30* 4 + 12* 3 - 6x> + 10* - 8; /"(*) = 120* 3 + 36^ - 

(y 3 + 8) 2 (* + 5) 2 

12* + 10; /’’’(*) = 360* 2 + 72* - 12;/ <4 '(*) = 720* + 72;/ (S, (*) = 720; /<">(*) = 0 si n > 6 39. -10r 6 

41. 2 + 6*" 4 43. y = 12* - 20 45. y = - ~x - “ 47. y = 2* - 3 49. * + 8y + 2 = 0;* + 8y - 2 = 0 

51. 28* - y = 99; 4* - y = 3 55. 2(3* + 2)(6 j? + 2* - 3) 57. 3C2* 2 + * + 1) 2 (4* +• 1) 

EJERCICIOS 2.5 ( pagina 142) 

1. v(r) = 6 /; 18 3. v(f) = — V’--' 5. v(/) = 6?- 2 r, 8 7. v(t) = — 5—,-; I 

4 t 1 (4 + t) 2 2 

9. / < -3, se mueve hacia la derecha; -3 < i < 1, se mueve hacia la izquierda; t > 1, se mueve hacia la derecha; cambia de 
direccidn cuando t ~ -3 y t = 1 

11. / < -2, se mueve hacia la derecha; -2 < t < se mueve hacia la izquierda; t > se mueve hacia la derecha; cambia de 
direccidn cuando t = -2 y t - | 

13. t < -3, se mueve hacia la izquierda; -3 < t < 3, se mueve hacia la derecha; t > 3, se mueve hacia la izquierda; cambia de 
direccidn cuando / = -3 y t = 3 

17. (a) s = -16 1 2 + 256; (b) -32 pie/s, -64 pie/s; (c) 4 s; (d) -128 pie/s 
19. (a) 5 = -16/ 2 - 48/ + 160; (b) -80 pie/s, -96 pie/s; (c) 2 s; (d) -112 pie/s 

21. (a) ^ = -16/ 2 + 560/; (b) y (c) 17.5 s, 4900 pie; (d) 240 pie/s, -240 pie/s; (e) 240 pie/s, 240 pie/s; (f) 560 pie/s 

23. 25. |s, jpie;-ipie/s 

27. v = 3 1 2 - 18/ + 15; a = 6/ - 18; cuando 0 < / < 1, la partfcula esta a la dere- 
cha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es decreciente, y la rapidez es 

decreciente; cuando 1 < / < ^(9 - V2l), la partfcula est£ a la derecha del origen, 
se mueve hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; 
cuando ~(9 - V2l) < / < 3, la partfcula est£ a la izquierda del origen, se mueve 
hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; cuando 
3 < / < 5, la partfcula esta a la izquierda del origen, se mueve hacia la izquierda, la 
velocidad es creciente, y la rapidez es decreciente; cuando 5 < / < ^(9 + 
la partfcula esta a la izquierda del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es 
creciente, y la rapidez es creciente; cuando j(9 + V2l) < /, la partfcula est£ a la 
derecha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es creciente, y la rapidez es creciente 
31. (a) 44 pie; (b) -22 pie/s; (c) 22 pie/s; 33. (a) 8.25 m/s; (b) 12.96 m/s; 35. 160 cm/s; 

EJERCICIOS 2.6 (pagina 150) 

1. (a) 8.6; (b) 8.3; (c) 8.1; (d) 8.05; (e) 8 3. (a) 65 000000*; (b) 32 000 000* 5. (a) 2 nr, (b) 2n 7. ^it* 2 

9. (a) 1.2 - 0.240(b) 10l.l2°,0.48°/di'a;(c) 100.52°, -0.72°/d(a; (d) 101.6° en5dfas 11. (a) 9«nm 3 /pm;(b) 16*pm 3 /nm 
13. (a) l2/rpm 2 /pm; (b) I6 tt pm 2 / pm 15. (a) -2.9°/hr; (b) -3°/hr 17. (a) 18 750 litros/min; (b) 17 500 litros/min 

19. (a) C\x) = 3 + 2*; (b) $83; (c) $84 21. (a) /?'(*) = 600 - ^* 2 ; (b) $540; (c) $536.95 

23. (a) $3.6 millones por ano; (b) 23.1%; (c) $6.8 millones por ano; (d) 18.7% 

25. (a) 920 personas por ano; (b) 6. 1 %; (c) 1400 personas por ano; (d) 6.4% 

27. (a) es ventajoso; (b) no es ventajoso; (c) 90; 29. y'(-l) = 5,y'(^) - 

31. (a) 3.2 m/min; (b) 16 m/min; (c) 16 m/min 
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EJERCICIOS 2.7 (pagina 160) 

3. 3 cos x 5. sec 2 x - esc 2 x 7. 2(cos t - t sen /) 9. x cos x 11. 4 cos 2x 13. -jc 2 sen x 

15. 3 sec jc (2 tan 2 jc +1) 17. -sen y cot y - cosy esc 2 y 

19 _ 2(z + 1 ) sen z + 2 cos z ^ 1 ^ 1 ~ 4 sec t + sen 2 / 2S 2 cos y 

( z + l) 2 cos x - l cos /(cos t - 4) 2 (1 - sen y) 2 

27. (1 - cos *)(* + cos x) + (1 - sen xXx - sen x) 29. - 5csc,cot / 31. 1 33.-1 35. n 1 37. 2 

(esc t + 2) 2 7T 

39. V2 41. -y 

43. (a) 0.0226, 0.2674, 0.4559, 0.4956, 0.4995; 0.8188, 0.6915, 0.5424, 0.5043,0.5006; (b) 5 

45. (a) 2.2305, 2.0203, 2.0020, 2.0002, 2.0000; 1.8237, 1.9803, 1.9980, 1.9998, 2.0000; (b) 2 

47. (a) -0.4771, -0.4886, -0.4977, -0.4989, -0.4998; -0.5224, -0.51 13, -0.5023, -0.5011, -0.5002; (b)- j 

49. (a) 0.4929, 0.5736, 0.6468, 0.6567, 0.6647; 0.91 16, 0.7770, 0.6872, 0.6768, 0.6687; (b) f 

51. (a) x - y = 0; (b) x - 2y + a/ 3 - jTT = 0; (c) x + y - n = 0 

53. (a) jc - y = 0; (b) 4jc - 2y + 2 - n = 0; (c) 4jc - 2y - 2 + n - 0 

55. (a) 4 cos t\ (b) v(0) = 4, v( ^/r) = 2, v( = 0, v( | // ) = -2, v(?r) = -4 

57. (a) 3 sen/; (b) v(0) = 0, K v( = \ V3, v( ^tt) = 3, v(|/r) = |V3,v(|/r) = j, v(7T) = 0 

59. (a) 1 V2W; (b) 2W 


EJERCICIOS 2.8 (pagina 170) 


1. 6(2jc + l) 2 3. 8(jc + 2XJC 2 + 4jc - 5) 3 5. 2(2/ 4 - 7/ 3 + 2t - 1)(8/ 3 - 21r 2 + 2) 

4 X Q 1 O/,,™ 1 11 O I. 11 1 con2 , 


7 - -2 T 

(jc 2 + 4) 3 

15. 4 cot t esc 2 / 


9. -12(sen 3jc + cos 4jc) 

17. 


11. 2 sec 2jc tan J 2jc 13. 2 sec 2 x tan jc(2 tan 2 jc + 1 ) 


18(jc 7) 19^ sen (^ _ 2) 21. 6(tan 2 jc - jc 2 ) 2 (tan jc sec 2 jc - jc) 

23. -12cos3jcsen(sen3jc) 25. y = 24jc - 39 27. (a) v = |/rcos ^TFf, a = -|^ 2 sen ~nt\ (c) A = 6>p = 8,/ = ~ 


<* + 2) 3 


= 

29. (a) v = -87rsen 7/(2/ - \),a = -16/r 2 cos 7T(2/ - j); (c) A = 4,p - 1,/ = 1 
31. (a) -bksen(ki + c); (b) -bk 2 cos(l/ + c) 33. (a) v = 57/ cos nt - 37/ sen 7//, a - -5/r 2 sen Kt - 2>n 2 cos nt 
35. (a) v = -20 sen 4/, a = -80 cos 4/ 39. (a) (b) - 41. -0.6rad/s 

43. (a) 6 000 cos ~n - 5 824 volts/s; (b) 6 0007/* 18 850 volts/s 45. decrece 16.6 juguetes por mes 


47. (a) 3jc 4 ; (b) 6** 53. (b) f\x) 


2x sen(l/jc) - cos(1/jc) si jc * 0 
0 si jc = 0 


EJERCICIOS 2.9 (pagina 180) 

" l/2 (2 - fjc H ) 3. 4 * c — 


1. 


13. 


cos t 


J sen r(l - sen /) 


3/2 


VI + 4jc 2 

15. 


(5 

-1 


3*) 


1/3 


23. 25. 

Vjc 

33. y « 4* + I 


jcy 


jc 2 y 


27. 


y 

35. y 


4^9 + 49^x4^x 
sen(* - y) 
sen(jc - y) - 1 


29. 


i Vi 


(25 - y 2 ) 


2x3/2 


V7 


11. esc 2 V3r 


2^ 


19. 


y 

tan jc sec 2 jc 
cot y esc 2 y 


8y - 3 jc 2 
3y 2 - Sx 


21 .-^ 

jc 2 


31. 


y sen jc' - sen y 
jc cos y + cos jc 


-$x + f 37. (1,0), (f §) 


39. (a) / t (jc) = 2^1 x - 2, dominio: jc > 2;/ 2 (jc) = -2 dominio: jc > 2; 
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(d) /j \x) = (jc - 2) ^ dominio: a: > 2;/ 2 '(a:) = -(* - 2) ‘/ 2 , dominio: a: >2; (e) (f) x - y - 1 - 0, x + y - 1 0 

41. (a) /|(jc) = -yj x 2 - 9, dominio: |x| > 3; f 2 {x) — ~ V-* 2 “9, dominio: | jc | > 3; 




(d ) fi'(x) = jc(jc 2 - 9) -1 ^ 2 , dominio: \x\ > 3; f 2 '{x) - -x(x 2 - 9) -1 ^ 2 , dominio: \x\ > 3; (e) — ; 

(f) 5a: + Ay + 9 = 0; 5x - 4y + 9 = 0 

47. (a) 0; (b) (c) para ningun valor de t 49. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 51. 100 53. 2.7 km/min 

2x(x 2 ~ 4) 

57. — r— j— 59.f(x)-=3x\x\\f\x) = (>\x\ 

\x 2 - 4| 

61. (a) -0.1957A pie/s; (b) 0. l4454/i pie/s; (c) 0.1035/i pie/s; (d) 0.0430/2 pie/s 
63. V3x - y + = 0; 41x + y + = 0 

EJERCICIOS 2. 10 (pagina 187) 

1. -3 3. -2 5. -|V3 7. 9. 7 pie/s 11. ~pie/min 13. ^-m/min 15. ^ pie/s 

L H 5 27T o7T j 

17. 0.00 1 tt cm 3 /dia 19. 0.004;r cm 2 /dia 21. m/min 23. 1 800 lb/pie 2 por min 25. 128;rcm 2 /s 27. 14 pie/s 

25 ;r 

29. $ 1020 por semana 31. 875 unidades por mes 33. decrece a la tasa de 55 playeras por semana 
37. 22 m 3 /min 39. ^(3^ + 97) pie/s = 0.65 pie/s 41. ^ pie/s 43. ^ rad/s 


I 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 2 (pagina 1 92) 

1. 15* 2 -14.1 + 2 3. - - 4- 5. x~' 12 + 1jT 3/2 7. 60f 4 - 39f 2 - 6/ - 4 9. T 6 * 2 , 

2 * 3 4 (x 3 - l) 2 

11. 4<2j 3 - 3j + 7) 3 (6j 2 - 3) 13. x(4x 2 - 13X* 2 - l^V - 4f l/2 

2 sec 2 4 1 

15. (a: + l)sen x + x cos x 17. — ■ 19. -3 sen 3w cos(cos 3w) - cos w cos 3w + 3 sen w sen 3 w 

^ tan 4f 


8jc( 1 - x 2 ) 

n (1 + a:) sec 2 a: - tan x 

25 

27 X-sec 2 ^ 

(x 2 + l) 3 


(1 + X ) 2 

3> 2 - 8> 

x '■ 2 

sec z y - x 


| * 2 -4 

si x < -2 



(a) fix) = ■ 

1 

si -2 < x < 0 


31. 


<N 

1 

si 0 < x < 2 




L 2 - 

si x > 2 




(b) -4: 
(e) -2: 
(g) -2: 


(c) 4; (d) 0; 
(f) -2; 

(h) -2, 0 


33. y — 9 a: ~ 17 35. jc - 2y + 9 = 0; 27jc - 54y - 7 = 0 


37. 5jc - Ay - 6 = 0; 4jc + 5y - 13 = 0 39. (-1,0) 

41. -3(3 - 2a:)" 5 / 2 43. jc < -3 o x > -1 
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se mueve hacia la derecha: t < -2 

y t > 1 ; se mueve hacia la izquierda: -2 < t < 1; invierte la direccion: t = -2, 1 



5 

V 

a 

Conclusion 

0 < t < 

1 

+ 

- 

+ 

La particula estd a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es creciente. La rapidez es decreciente. 

t = 1 


0 

0 

+ 

La particula esti en el origen, y esta cambiando su direccion de movimiento de 
izquierda a derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

1 < t < 

2 

+ 

+ 

+ 

La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
es creciente. La rapidez es creciente. 

t = 2 


+ 

+ 

0 

La particula esti a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
no varfa; de modo que la rapidez no varia. 

2 < t < 

3 

+ 

+ 

— 

La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es decreciente. 

t = 3 


+ 

0 

— 

La particula esta a la derecha del origen, y esta cambiando su direccidn de movimiento 
de derecha a izquierda. La velocidad es decreciente. La velocidad es creciente. 

3 < ? < 

4 

+ 

— 

- 

La particula est5 a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es creciente. 

/ = 4 


0 

- 

— 

La particula esta en el origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es creciente. 

4 < f 


— 

— 

— 

La particula esta a la izquierda del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 
es decreciente. La rapidez es creciente. 


49. ( = 2-'3' 4/3 ;s = | 3/3 + l;v = 3 5 / 3 51. (a) i = 200 - 16f 2 ; (b) -32 pie/s, -96 pie/s; (c) 3.54 s;(d) 113 pie/s 

53. (a) s = -161 2 + 96( + 112; (b) y (c) 3 s, 256 pie; (d) y (e) 7 s; (f) 32 pie/s, -32 pie/s; (g) ambos 32 pie/s; 

(h) -128 pie/s 

55. (a) v - -2 sen 2f + 4 cos 2t, a = -4 cos 2r — 8 sen 2t 
f 200 jc si 0 < jc ^ 800 

57. (a) fix) = ] ; (c) no 59. (a) 8.005; (b) 8 61. (a) 3312.2; (b) 3212.5 

[ 360 x - 0.2x 2 si 800 < x < 1 800 

71. (a) w = fncos - -^;r 2 sen (c) A = 5,/? = 12, /= ± 

73. (a) v = -6sen(3/ + \n) + 12cos(3f - a = -l8cos(3t + }tt) - 36 sen(3f - \n) 

77. (a) C'(jc) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81 79. 648 peces por semana 81. 12.4nudos 

83. 512 -pulg/s ~ 0.26pulg/s 85. 9.6 pie/s 



EJERCICIOS 3.1 (pagina 206) 

1. j, -5 3. 0,2 5. -1 + VTO, -1 - VTO 7. 2,-1, \ 9. (a) -5,-±,-T 11. (a) -2,2,0 

13. (a) 2 + ,2^2,2 -2 42 15. ^(2fc + 1)7T, donde&escualquiernumeroentero 17. j /c7T, donde A: es cualquier numero entero 
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19. ran. abs.:/(2) - -2 21. no hay extrejnos absolutos 23. mfn. abs.: /(- ~jt) = -1; max. abs.:/(0) = 2 



39. (a) mm. abs.: /(-2) = 0; max. abs.:/(-4) = 144 (b) mm. abs.: /(-2) = /( 2) = 0; mix. abs.: /(-3) = 25 
41. ran. abs.:/(-^;r) = -2; max. abs.:/( ]^it) ~ 2 43. mfn. abs.: g(-l) = -1; mix. abs.: g(2) = ~ 

45. mm. abs.:/(-l) = 0; max. abs.: /(I) = \[A 47. min. abs.: /(-3) = -46; max. abs.: /(-I) = -10 

49. mm. abs.: g(0) = 2; max. abs.: g{ ^7t) = 2V2 51. mm. abs.: /(0) = 3; max. abs.: /(2) = 5 

53. min. abs.: /(0) = 0; max. abs.: /(-3) = 3 55. ran. abs.: F(-3) = -13; mix. abs.: F(3) = 7 59. no 



EJERCICIOS 3.2 (pagina 213) 

1. (a) 1; (b) j 15. 225 17. 30 19. 6,6 21. P estd a 20/V39 = 3.2 km de 6 23. radio: 3 V~2 pulg., altura: 6 -f2 pulg. 

25. (a) .,/50 - 6-/43 unidades = (V4l - 3) unidades = 3.4 unidades; (b) ^50 + 6 v4l unidades = (V4l + 3) unidades = 
9.4 unidades 
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27. |* 


31. (a) El radio de la circunferencias es 


29. el ancho es 48 V3 cm; el grosor es 48 V6cm 
5 


n + 4 


pie y la longitud del lado del cuadrado es 


10 

n + 4 


pie; 


(b) El radio de la circunferencia es — pie y no hay cuadrado 

K 

33. ~7i 35. 7 produce A ; 8 produce B 


EJERCICIOS 3.3 (pagina 22 1 ) 

1. 2 3. 5. (b) (i), (ii), (iii) se satisfacen (c) ( “ f V6) 

7. (b) (i) no se satisface 9. (b) (ii) no se satisface 11. ~ 

13. ^ 15. 0 17. 4 19. cose = c ~ 0.8807 21. ( t) no se satisface 23. (ii) no se satisface 


EJERCICIOS 3.4 (pagina 229) 


1. extremos:/(2) = -5, mm. rel.; 
creciente: [2, + oo); 
decreciente: (- oo, 2] 



3. extremos:/(- -|) — max. rel.; 
/( 1) = -1, mm. rel.; creciente; 



5. extremos:/(0) = 0, min. rel.; 

/(1)= max. rel.; /(2) = 0, 
min. rel.; creciente: [0, 1], [2, + 00 ); 
decreciente: (- 00 , 0], [1, 2] 



7. extremos: /(- tt) = -4, mm. rel.; 9. 
J{ti) = 4, max. rel.; creciente: [- 7 :, /r]; 
decreciente; [~2n, - n ], [ n ; 2;r] 


extremos: no tiene extremos 
relativos; creciente: (0, + 00 ); 
decreciente: en ninguna parte 



11 . extremos: f(\) = max. rel.; 

/( 1) =0, mm. rel.; creciente: (- 00 , ±], 
[1, + 00 ); decreciente: [+, 1] 



13. extremos: /(-I) = 2, max. rel.; 15. 
/( 1) - -2, min. rel.; creciente: 

(-oo,-l], [1, + 00 ); decreciente: [-1,1] 



extremos: /( ^) = - min. rel.; 
creciente: [ + 00 ); 

decreciente: (- 00 , |] 



17. extremos: no tiene extremos relativos; 
creciente: [0, + 00 ); decreciente en 



19. extremos: /( 0) = 2, max. rel.;/(3) = -25, min. rel.; creciente: (- 00 , 0], [3, + 00 ); decreciente: [0, 3] 
21. extremos: /(-2) = mix. rel.;/(-l) = min. rel.;/(l) = max. rel;/(2) = min. rel.; 

creciente: (- 00 , -2], [-1, 1], [2, + 00 ); decreciente: [-2, -1], [1, 2] 

23. extremos:/( 3 i/2 ) = 1 3/2, min. rel.; creciente: (- 00 , 0); [ 3/2, + 00 ); decreciente: (0, 3/2] 

25. extremos: /(2) = 4, mix. rel.; creciente: (- 00 , 2]; decreciente: [2, 3] 

27. extremos :/(4) = 2, max. rel.; creciente: (- 00 , 4]; decreciente: [4, + 00 ) 











RESPUESTAS PE IQS EJERCICIOS IMPARES 1 295 


29. extremos:/(- ~n) = fijJt) = - ~ 7 mix. rel.;/(0) = y mm. rel.; (los extremos del intervalo no puedenser extremos relativos); 

creciente: [-j7T,-|;r),(-|;r, [0, |;r), (|;r, |tt]; decreciente: -|;r), (~|;r,0], [ j7t, |;r), (|tt, ±tt] 

31. extremos:/(4) = ^ ^4, max. rel.; creciente: (-4, 4]; decreciente: (-oo, -4), [4, +oo) 

33. extremos: /(- 2) = 5, mdx. rel.; 35. extremos: /(- 1) = 2, mdx. rel.; 37. extremos: /(- 9) = -8, min. rel.; 

/( 0) = 1, min. rel.; /( 0) = 1, min. rel.; /(2) = 5, /(- 7) = -4, max. rel.;/(-4) = -5, mm. rel; 

. creciente: (-oo, -2], [0, +oo); max. rel.; creciente: (-oo, -1], [0, 2]; /( 0) = -3, mdx. rel.;/(2) = -7, mm. rel.; 

decreciente: [-2, 0] decreciente: [-1, 0], [2, + oo) creciente: [-9, -7], [-4; 0], [2, + oo); 

decreciente: [- oo, -9], [-7, -4], [0, 2] 



39. numeros criticos: -3, 1, 3; creciente: (-oo, -3], [1,3]; decreciente: [-3, 1], [3, +oo); extremos: max. rel.: -3, 3; mm. rel.: 1 

41. numeros criticos: 0, 2; creciente: (-oo, 0], [2, +oo); decreciente: [0, 2]; extremos: max. rel.: 0; min. rel.: 2 

43. numeros criticos: 1, -2, 0, 2; creciente: [-2, 0], [1, +oo); decreciente: (-oo, -2], [0, 1); extremos: max. rel.: 0; min. rel.: -2, 1 



47. a = -3, b — 1 49. a — -2, b = 9, c = -12, d = 7 57. no 


EJERCICIOS 3.5 (pagina 240) 

1. punto de inflexidn: (- y y); cdncava hacia abajo para x < - concava hacia arriba para x > 

3. puntos de inflexidn: (0, 0), (4, -256); concava hacia arriba para x < 0 y x > 4; cdncava hacia abajo para 0 < x < 4 
5. puntos de inflexion: (-1, ^), (1, ^); cdncava hacia arriba para x < -lyx > 1; cdncava hacia abajo para- 1 < < 1 

7. puntos de inflexidn: (-yjr, 0), (0, 0), ( ^ir, 0); cdncava hacia arriba para -j;r<x<0, y | ;r < x < j n\ cdncava hacia 
abajo para - ^ < jt < - jff y 0 < r < 

9. punto de inflexion: (0, 0); cdncava hacia abajo para x < 0; cdncava hacia arriba para x > 0 

11. punto de inflexion: (1,0); cdncava hacia abajo para x < 1 ; cdncava hacia arriba para x > 1 

13. punto de inflexion: (-2,0); cdncava hacia arriba para x < -2; cdncava hacia abajo para x > -2 

15. punto de inflexion: (0, 0); cdncava hacia abajo para -it < x < 0; cdncava hacia arriba para 0 < x < it 


17. no tiene puntos de inflexion; 
cdncava hacia arriba para x < 2; 
cdncava hacia abajo para x > 2 
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57. / es continua; /' y f" no necesariamente son continuos 



/ tiene un mm. rel. en jc = ^ V 2 y un max. rel. en jc = - ^ V3 
9. a los 10:40 a.m. 


1. puntos de inflexion: -1, 2; 
c6ncava hacia arriba: (-1,2); 
c6ncava hacia abajo: x < -1,jc > 2 



7. creciente: (-oo, +oo); no tiene 
extremos 

cdncava hacia arriba: x > 0; 
c6ncava hacia abajo: x < 0 



13. creciente: x <. -2,jc 0; 

decree iente: [-2, 0]; extremos: x = -2, 
m£x. rel.; x = 0, min. rel.; 
cdncava hacia arriba: * < -2, (-2, 2); 
cdncava hacia abajo: x > 2; 
punto de inflexidn.: x = 2 



no tiene puntos de inflexidn; 
cdncava hacia arriba: x < 0, x> 0 



9. creciente: [-1,1]; 

decreciente: x <> -1,* > 1; 
extremos:* - -1, min. rel.; 
* = 1, max. rel.; 
cdncava hacia arriba: * < 0; 
cdncava hacia abajo: * > 0; 
no tiene puntos de inflexidn 



15. creciente: * <> -2, 
decreciente: jc ^ 0; 
extremos: jt = 0, max. rel.; 
cdiicava hacia arriba: (-2, 0), (0, 2); 
cdncava hacia abajo: jc < -2, jc < 2; 
punto de inflexidn.: jc = -2, jc = 2 



5. puntos de inflexidn: -1,2; 

concava hacia arriba: jc < — 1, jc > 2; 
cdncava hacia abajo: (-1, 1), (1, 2) 



11 . creciente: jc < 2; 
decreciente: jc ^ 2; 
extremos: jc = 2, max. rel.; 
cdncava hacia arriba: jc < 0; 
cdncava hacia abajo: * > 0; 
punto de inflexidn: jc = 0 



17. creciente: [-1, 0], * > 1; 
decreciente: jc < -1, [0, 1]; 
extremos: jc = —1 , min. rel.; 
jc = 0, mdx. rel.; jc = 1 , mm. rel.; 
cdncava hacia arriba: jc < -l,jc > l; 
cdncava hacia abajo: (-1, 1); 
no tiene puntos de inflexidn 



EJERCICIOS 3.6 ( paging 245) 

3. 
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19. creciente: x < -1, x > 2; decreciente: [-1,2]; 21. creciente: [-2, 3]; decreciente: x < -2, x > 3; 

extremos:* = -1, max. rel;x = 2, mfn. rel.; extremos: x - -2, mfn. rel.; x ~ 3, m£x. rel.; 

concava hacia arriba: x > 0; cdncava hacia abajo: x < 0; concava hacia arriba: x < -1, (0, 1); 

punto de inflexion.: x = 0 cdncava hacia abajo: (-1,0), x > 1 ; ' 

puntos de inflexion.: x = — 1, jc = 1 




23. creciente: [1, 3]; decreciente: x < l,x > 3; 
extremos: x = 1, min. rel.; x - 3, max. rel.; 
concava hacia arriba: (0, 2), x > 3; 
concava hacia abajo: x < 0, (2, 3); 
puntos de inflexion.: = 0, x = 2 





25. creciente: x < -3, x > 2; decreciente: [-3, 2]; 
extremos: x - -3, max. rel; x = 2, mfn. rel.; 
concava hacia arriba: x < -3, (-3,-1), x > 1; 
cdncava hacia abajo: (-1, 1); punto de inflexion.: x = I 




EJERCICIOS 3.7 (pagina 258) 

1. 4, 1, 0.25, 0.1 1 1 1, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; 4, 1, 0.25, 0.1 1 11, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; (a)-(e) 0 
3. 1, 0, 1250, 0.0156, 0.0046, 0.0020, 0.0010, 10" 6 , 10" 9 ; -1, -0.1250, -0.0156, -0.0046, -0.0020, -0.0010, -10^, -10" 9 ; (a)-(e) 0 
5. 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, -2.999997; 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, 
-2.999997; (a)-(e) -3 

7. 3,2.273,2.158,2.015,2.0015,2.00015,2.000015; 1.4, 1.769, 1.857, 1.985, 1.9985, 1.99985, 1.999985; (a) -(e) 2 
9. 0.75, 0.1944, 0.1100, 0.0101, 0.001001, 0.0001, 0.00001 ; -0.25, -0.1389, -0.0900, -0.0099, -0.0010, -0.0001, -0.00001; 
(a)-(e) 0 

11. \ 13. 15. I 17. 0 19. +oo 21. { 23. +oo 25. -co 27. 1 29. -1 31. 0 33. -oo 
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55. (a) 1; (b) 0; (c) 1; 

(d) -oo; (e) 3; (f) +oo; 
(g) i; 00 -2 



i 


EJERCICIOS 3.8 (pagina 266) 


1. /(0) = 1, min. rel.; ( i, f), 

(1, 2), puntos de inflexion.; 
decreciente: (- oo, 0]; 
creciente: [0, + oo); concava hacia 
arriba:* < x > l; 
concava hacia abajo: ( 1) 



3. /(- 1) = jj, min. rel.;/(0) = l, max. rel.; 

/( 2) = -|. min. rel.; puntos de inflexion.: x = 
^(1 ± V7); decreciente: (-oo, -1], [0, 2]; 
creciente: [-1, 0], [2, + oo); concava hacia arriba: 
x < ^(l — V7),x > }(1 + V7); concava hacia 
abajo: ±(1 - 4l) < * < ±(1 + v 1 ) 



5. f(Q) - 2, min. rel.; 

no tiene puntos de inflexion.; 
decreciente: (-oo, 0]; 
creciente: [0, + oo); 
cdncava hacia arriba en 
todas partes 
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7 . /( 0 ) = 0 , min. rel.; no tiene puntos 
de inflexion; decreciente: (-oo, 0]; 
creciente: [0, + oo); concava hacia 
arriba en todas partes 



13 . /(f) = f$,max.rel.;/( 2 ) = 0 , 
min. rel.; puntos de inflexion: (-1, 0), 
x = ]^(8 ± 3 ^ 6 ); creciente: (-oo, - 
[2, +oo); decreciente: [ j, 2]; 
cdncava hacia abajo: x < -1, 

(75(8 - 3 / 6 ), 5^(8 + 3 / 6 )); 

concava hacia arriba 

(-1, |^(8 - 3 / 6 )), a: > ^(8 + 3 / 6 ) 



9 . no tiene extremos relativos; ( 0 , 0 ) 
punto de inflexidn; creciente: 
(-00, +00); concava hacia abajo: 
(-00, 0); concava hacia arriba: (0, + < 



15 . ( ~ 7 i, 0 ), min. rel.; no tiene 
puntos de inflexion; creciente: 

[ 0 , i/r), [ ~ 7 T, it]\ concava hacia 
abajo: 0 < x < j 7 t < x < n 



11 . no tiene extremos relativos; (2, 0) punto 
de inflexion; decreciente: (-00, +00); 
cdncava hacia arriba: x < 2; 
concava hacia abajo: x > 2 



17 . /( 0 ) = 0 , max. rel.;/( 2 ) = 4 , 

min. rel.; no tiene puntos de inflexion; 
creciente: (- 00, 0], [2, + 00); 
decreciente; [0, 1) y (1, 2]; 
concava hacia abajo: x < l; 
cdncava hacia arriba: x > 1; jc = ly 
y = x + 1 son asintotas 



19 . /( 0) = -l, max. rel.; no tiene puntos 
de inflexion; creciente: (-00, -1) y 
(- 1 , 0 J; decreciente: [ 0 , 1 ) y ( 1 , + 00); 
concava hacia arriba: x < -\,x > 1; 
concava hacia abajo: -1 < x < 1; 
y - x = -l, y x = 1 son asintotas 



21. /(- 1) = -1, mm. rel.;/(l) = 1, 
max. rel.; (- V3, - (0, 0), 

( V 3 , 1 ^ 3 ), puntos de inflexion; 
decreciente: (- 00, -1], [1, + 00); 
creciente: [- 1 , 1 J; concava hacia 
abajo: x < -^/3,0 < x < V3; 
concava hacia arriba: - V 3 < x < 0, 
x > V 3 ; y = 0 es una asintota 



23 . /(-I) = 0 , max. rel.; 

/( 1) = - ^ 4 , min. rel.; punto de 
inflexion: ( 2 , 0 ); decreciente: [- 1 , 1 J; 
creciente: (- 00, -1], [1, + 00); 
concava hacia abajo: x > 2; 
cdncava hacia arriba: x < -1, (-1, 2); 
y — x es una asintota 



4 
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25. = -iV29- x 2 = { V29 - ± 

Ar 3 = -i(#7 + 3); jc 4 = ^ (V87 - 3); 
/(■* 1 > = fix 2 ) = -25, 
min. rel.; /(- -j) = m£x. rel.; 
puntos de inflexidn: (jc 3 , - ||), (x 4 - 1 |); 

• creciente: [x } , - ^], [x 2 , + oo); decreciente: 
(- 00, jcj], (-^, jc 2 ]; cdncava hacia arriba; 
x < x 3 , x > x 4 ; cdncava hacia abajo: 

(*3, *4) 


27. /(-5) = /( 5) — 0, min. rel.; 

_/(0) = 25, mix. rel.; no tiene puntos 
de inflexion; creciente: [-5, 0], 

[5, +oo); decreciente: (-oo,-5], 

[0, 5]; cbncava hacia arriba: 
x < -5, x > 5 ; concava hacia 
abajo: -5 < x < 5 


29. f(r 1) = -3, min. rel.; 
puntos de inflexidn: (0, 0), 

(2, 6 1/2); creciente: [-1, + oo); 
decreciente: (-oo, -1]; 
concava hacia arriba: x < 0, 
jc > 2; concava hacia abajo: 

-1 < x < 2 





31. /(-|/r) = -a/ 2, mm. rel.; 

= V2, max. rel.; 

(- 0), ( \n, 0), puntos de inflexion; 

creciente: [- jri\\ 
decreciente: [-71, -|;r], [ j7l, ri\\ 
cdncava hacia abajo: (- 1 7l)\ 

concava hacia arriba: (-n, - \tz), 

( \n, i r) 



EJERCICIOS 3.9 (pagina 272) 

1. altura, 60/ \f225n ~ 6.73 pulg; radio %/ 15 /tt « 1.68 pulg 5. 45 m por 60 m 7. 12 pulg por 4 pulg por 6 pulg. 9. 90 km/hr 
11. 1.44 s 13. 2x - y + 1 = 0 15. 1 mes; 7.5% 17. 40unidades 19. $ 1500 21. f VTO unidades; ( § , f) 

23. radio de la semicircunferencia, pie; altura del rectangulo, ^ pie 25. 5^5 pie 27. y[2 29. 2V2 31. }?7i 

4 + 71 4+71 2 

EJERCICIOS 3.10 (pagina 286) 

1. 4.1179 3. -1.1673 5. 2.649 7. 0.507 9. -1.128 11. 1.73205 13. 1.81712 15. 0.7391 17. 0.8767 

19. (a) 1 + 2(x - 1); (c) /: 0.81, 0.9801, 1, 1.0201, 1.21; aproximacidn: 0.8, 0.98, 1.02, 1.2 
21. (a) 2 + (x - 1); (c) /: 1.897, 1.98997, 2, 2.00998, 2.0976; aproximacion: 1.9, 1.99,2,2.01,2.1 

23. (a) 0.54030 - 0.84147(x - 1); (c) /: 0.6216, 0.54869, 0.54030, 0.53186, 0.4536; aproximacidn: 0.6244, 0.54871, 0.54030, 
0.53189,0.4562 

25. dy = 2, A - 2.25 27. dy = ± - .083, Ay * .080 29. (a) 0.0309; (b) 0.03; (c) 0.0009 

31. (a) A. - 0.0238; (b) JL = 0.025; (c)-^ - -0.0012 33. (a) -0.875; (b) -1.5; (c) 0.625 

35. 3(3* 2 - 2x + I ) 2 (6x -2 ) dx 37. *(5* + 6)(2.r + 3 T l l 2 dx 39. (1 2 S£n - 

(2 - sen *) 

41. 2 tan * sec 2 x (2 tan 2 * + 1 )dx 43. (a) 6.75 cm 3 ; (b) 0.3 cm 2 45. y/rm 3 47. 0.4^ cm 2 49. 0.97rcm 3 

51. 4% 53. 10 pie 3 57. 2.0288,4.9132 59. 3.14159 
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EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 3 


1. mm. abs.: /(-5) = 0 



7. min. abs.: = -2; 

max. abs.: /( = 2 

t y 



3. min. abs.:/(3) - 0; 
max. abs.: /( 0) = 9 



9. min. abs.:/(-2) = -1; 
m3x. abs.:/(2) = 8 


y 



(pagina 289) 

5. no tiene extremos absolutos 



-2 
-3 
-4 
-5 

11. (a) min. abs.: /(Vb) - 0; 
m3x. abs.:/(3) = 9; 

(b) min. abs.:/(V6) = 0; 
m&x. abs.:/(-4) = 100 
13. mm. abs.: /(-I) * -0.301 
m&x. abs.: /( ^n) = V2 
15. i(i - VT3) 

17. 19. 1.269,1.872 

4 

23. /'( 1 ) no existe 



25y37. /(- 2) = 0, m&x. rel.;/(0) - -4, min. rel.; (-1, -2), punto de inflexidn; creciente: (-oo, -2] y [0, + oo); decrecien- 
te: [-2, 0]; cdncava hacia abajo x < -l ; concava hacia aniba x > -1 

27 y 39. no tiene extremos relativos; punto de inflexidn: (3, 1); creciente: (-oo, +oo); concava hacia abajo: x < 3; cdncava hacia 
arriba: x > 3 

29 y 41. no tiene extremos relativos; punto de inflexidn: (0, 0); decreciente: (--^tt, \it ); concava hacia abajo: (0, ~n)\ cdncava 
hacia arriba: (- 0) 

31y43. /(-I) = 0, min.rel.;/(0) = 9, max. rel.; /(3) = 0, min. rel.; puntos de inflexidn en: x - ± |V5; decreciente: (-oo, -1] y 
[0, 3]; creciente: [-1, 0] y [3, + oo); cdncava hacia arriba: jc<-|V5yx> | V 5; concava hacia abajo: - f yj5 < x < | V 5 


33. /(f) = , m£x. rel.; 

/( 4) = 0, mm. rel.; puntos de inflexion: 
x = -2, x = f (8 ± 3V6); 
creciente: (-oo, f ], [4, + oo); 
decreciente: [ f , 4]; 
concava hacia arriba: 

-2 < jc < f(8 - 3V6), 
x > f(8 + 3V6); 

concava hacia abajo: x < -2, 
i(8 - 3 V6) < jc < }(8 + 3V6) 



35. /(I) = 0, mm. rel.; 

no tiene puntos de inflexion.; 
decreciente: (-oo, 1]; 
creciente: [ 1 , + oo); 
cdncava hacia arriba : para 
toda.r 



45. (a) 


(c /(c)) 


(b) 


(c) 


(c, /(c)) 


(d) 
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49. creciente: (- 00 , -2]; 51. creciente: (-oo, 2]; decreciente: [2, + 00 ); 

decreciente: (-2, + 00 ); max. rel.: x - 2, concava hacia arriba: 

max. rel: jc = -2; jc < 0,* > 2; concava hacia abajo: (0,2); 

concava hacia arriba: (-1, 0); punto de inflexion: x = 0 

concava hacia abajo: jc < -1 , x > 0; 
puntos de inflexion: x = -1,0 



53. creciente: (- 00 , -3], [1, 3.5]; decreciente: [-3, 1], [3.5, + 00 ); 
max. rel: x = -3, x = 3.5; min. rel: x - 1; 
concava hacia arriba: (-1, 2.5); concava hacia abajo: 
x < — 1, jc > 2.5; puntos de inflexion.: x = -1, x = 2.5 



55. creciente: [-1, 1], [2.5, + 00 ); decreciente: (- 00 , -1], [1, 2.5}; 
m&x. rel: x = 1; min. rel:jc = -\,x = 2.5; 
concava hacia arriba: x < 1, x > 1; no tiene puntos de 
inflexion. 



57. 3 59.-00 61. 0 

67. = ,L(9 - V56T), x 2 = ^(9 + V56l), 

. X 3 = -j(Vl37 + 5), x 4 = g(Vl37- 5); 
creciente: [-3, x{\, [jc 2 , + oo); min relativo.: 

/(-3) = 0 J(x 2 ) * -75.1; max. rei.:/^) « 48.1; 
concava hacia arriba: < jc 3 , jc > jc 4 ; 

cdncava hacia abajo: (jc 3 , * 4 ); puntos de inflexion.: 
x ~ x 3 ,x = x 4 



63. x = 2, x = -2, y = 5 65. jc = 3,> = jc + 3 

69. creciente: [-2-J2, 2>/2]; decreciente: (- 00 , -2V2], 
[2V2, + oo); 

min. rel.:/(-2V2) = -4V2; 
max. rel.:/(2V2) = 4V2 

concava hacia arriba: x < 0; concava hacia abajo: x > 0 
punto de inflexi6n.: (0, 0) 
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71. y A 2 + B 2 73. a = 2, b = -6, c = 3 79. 900 81. 1 2 km del punto sobre la orilla mas proximo a A 

83. $2000 85. $1800 87. 1500 89. 25 radios; $525 91. 93. ^rrpulg 3 

95. el radio es |r cm y la altura es 3A cm 99. el alambre debe cortarse a la mitad 101. 1000; $11 103.-0.482 

105. 4.4934 107. 1;/; 0.9998, 0.999998, 1, 0.999998, 0.9998; aproximacion: 1, 1, 1, 1. 1 109. (a) -0.16; (b) -0.64 

111. 2^pulg 3 113. 1% 117. (a) (c) . y 



EJERCICIOS 4. 7 (pagina 307) 

1. I* 5 + C 3. L- + C 5. 2u 512 + C 7. 3x 2/3 + C 9. fr l0/3 + C 11. iy 6 - |y 4 + C 

3 2.x 3 

13. fx 5 + x 4 - 2x 3 - 2x 2 + 5 x + C 15. |x 5/2 + |x 3/2 + C 17. --L - 3 + 5x + C 

19. lx 5 / 2 + fx 3ft - 8x l/J + C 21. |x 4/3 + |x 2 / 3 + C 23. -3 cos t - 2 sen f + C 25. sec x + C 

5 3 4 2 

27. -4 esc Jt + 2 tan x + C 29. -2 cot 0 - 3 tan 0 + 6 + C 



37. y = x 2 - 3x + 2 39. 3y = -2r 3 + 3x 2 + 2x + 6 41. 12y = -x 4 + 6x 2 - 20x + 27 

43. C(x) = x 3 + 4x 2 + 4x + 6 45. (a) C(x) = 3x 2 + 8; (b) $800 47. (a) R(x) = 15x - 2x 2 ; (b) p = 15 - 2x 

49. 117ffm 3 53. g\x) noexisteenx = 0 


EJERCICIOS 4.2 (pagina 3 18) 

1. 40 " 4 4 2 + C 3. |(x 2 - 9) 4 ' 3 + C 5. i(x 3 - 1)" + C 7. 32(r _ 1 2/)4 + C 

9. 2(x - 2) ll/3 + C 11. |(x + 2) 5 / 2 - |(x + 2) 3 / 2 + C 13. -|(1 - r)* 5 + ^(1 - r)~ 6 + C 

15. -|(3 - 2x) 3 ( 2 + i(3 - 2x) 5 ( 2 - JL(3 - 2X) 7 / 2 + C 
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17. ^-sen40 + C 19. -2 cos* 3 + C 21. |tan5* + C 23. -^csc3v 2 + C 25. |(2 + sen*) 6 + C 
27. -2^1 + j-J 12 + C 29. -§(1 + cos *) 4/3 + C 31. -§cos 3 , + C 33. § tan 2* - \ cot 2x + C 

35. §V* 3 + 3* 2 + 1 + C 37. |(3 - y) 4/3 - 18(3 - y) { > 2 + C 39. | (r ,/3 + 2) 5 + C 

41. V* 2 + 4 + ^ + C 43. cos(cos*) + C 45. Cix) = § V5* + 4 + 47. p = — - — 

V7T4 5 5 _ * + 5 

49. £ coulombs 51. $325 53. 3.1 |lm 3 55. (a) 2* 4 + 4* 3 + 3* 2 + * + C; (b) §(2* + l) 4 + C; (c) C = § + C 

57. (a) f* 3 ' 2 - 2* + 2x'< 2 + C; (b) §( 4x - I) 3 + C; (c) C = -§ + C 

59. (a) sen 2 * + C,; (b) -cos 2 * + C 2 ; (c) - § cos 2* + C 3 ; (d) C 2 = Cj + 1; C 3 = Cj + § 

EJERCICIOS 4.3 (pagina 326) 

1. y = 2* 2 - 5* + C 3. y = * 3 + * 2 - 7* + C 5. y = — ^ — 7. 2 -/T + u 2 = 3v 2 + C 

3* 2 + C 

9. tan* - tany + y = C 11. y = ^ * 4 + j x 2 + C]* + C 2 13. i = -5 (sen 3, + cos 3,) + C|, + C 2 

15. y = j* 3 - * 2 - 4* + 6 17. 4 sen 3* + 6cos2y + 7 = 0 19. u = 3v 4 + 4v 3 + 2v 2 + 2v 

21. s = j(2 , + 4) 3/2 - | 23. v = 2 + 5 , - t 2 ;s = 2 / + fr 2 - j, 3 

25. = §, 3 + t 2 - 4;r = j §, 4 + §, 3 - 4, + 1 27. v- = -242 sen(2, - iff);* = 42 cos(2, - Iff) 

29. 1600* = v 2 + 1200 31. 5? + 4* = v 2 + 12 

33. A los t s su position esscma la derecha del origen, donde s = (-3 cos 3 nt + 3)/ff. 

(a) * = ( § - | V5 )/ff = 0. 1824; (b) s = 3/ff = 0.9549; (c)-(d) * = ( 7 - § V? )/ff = 0.6598 
35. (a) 0.625 s; (b) 6.25 pie; (c) 1.25 s; (e) 20.0 pie/s 37. (a) 5.89 s; (b) 188 pie/s 39. (a) 3.39 s; (b) 98.5 pie/s; 

41. (a) 3.54 s; (b) 113 pie/s 43. (a) s = -4.9, 2 + 150, + 2; (b) 523.6 m; (c) 3.79 s; 26.8 s 

45. rad/s = 0.06 rad/s 47. 1.62 m/s 2 49. (a) 3.47 s; (b) 48.2 m 51. 20 m/s = 72 km/h 53. * 2 + 2> 2 = C 

EJERCICIOS 4.4 (pagina 337) 

1. 51 3. 147 5. 2025 7. 2 9. # 11. 4 13. 10 400 15. 2" - 1 17. 122 

L2 4 12 101 

19. n 4 - §„ 3 - 3 n 2 - 21. § unidades cuadradas 23. § unidades cuadradas 25. 9 unidades cuadradas 

27. unidades cuadradas 29. §§ unidades cuadradas 31. \h(b\ + b 2 ) unidades cuadradas 33. 9 unidades cuadradas 

35. Xi unidades cuadradas 37. 1 .0349 unidades cuadradas 39. 1 .8530 unidades cuadradas 41. 1.5912 unidades cuadradas 

5/5 

EJERCICIOS 4.5 (pagina 350) 

1. 3. 1.14 5. —(10 + 42 + 3V3) 7. (a) 0.2672; (b) 0.3 9. (a) 2.6725; (b) 2.6339 ' 11. 2 

32 24 

13. ff 15. 6 17. 12 19. 10 21. § 23. 28 25. | 27. 0 29. (a) 12; (b) 49; (c) -5 

31. 15 33. 0 35. -21 37. -§ 39. 4 + ff 41. 2ff 49. J * 2 dx 51. J ■— dx 

EJERCICIOS 4.6 (pagina 359) 

1. > 3. < 5. [0,0.125] 7. [2,243] 9. [£,£V3] 11. [0,1.5] 13. [0, §§] 15. [2.2.5] 

17. [-2, §] 19. [- |ff, 0] 21. 1.15 23. 1.55 25. 2.58 27. 0 29. 2.66 31. 0.66 

41. A, ocurre en * A 43. - - sen 0.69 45. v = 32,; 32 47. ff 

Z Z IT 

EJERCICIOS 4.7 (pagina 370)z 

1. 12 3. 36 5. § 7. -j| 9. ll. -8 13. 1 15. §(27 - 2 42) 17.2 -42 19. ^ 

21. §£ 23. ■§ 42 25. ~f 27. § 29. ^ 31. 0 33. § 35. 4 4 + x 6 37. -vsen * 

39. — 41. 3* 2 a /* 6 + l 43. 1 45. 6,ocurreen* = 43 47. 27 49. J2 - j (sen f) = 1.2873 59. ^ 

3 + * z v 4 j 
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EJERCICIOS 4.8 (pagina 379) 

1. y unidades cuadradas 3. y unidades cuadradas 5. — unidades cuadradas 7. ^ unidades cuadradas 

9. 1 unidad cuadrada 11. 1 unidad cuadrada 13. y unidades cuadradas 15. y unidades cuadradas 
17. ^ unidades cuadradas 19. y unidades cuadradas 21. | unidades cuadradas 23. | V2 unidades cuadradas 

25. -j^ unidades cuadradas 27. y unidades cuadradas 29. ~ unidades cuadradas 31. unidades cuadradas 
33. unidades cuadradas 35. ( ~J~2 - 1 ) unidades cuadradas 37. | unidades cuadradas 

39. (a) ±V2 * 1.4142; (c) ||V2 unidades cuadradas = 5.2797 unidades cuadradas 
41. (a) ±1.4045; (c) 2.2032 unidades cuadradas 43. (a) 1.3146; (c) 3.7545 unidades cuadradas 
45. (a) 1.1274; (c) 2.8079 unidades cuadradas 47. 1 2 unidades cuadradas 49. ~ unidades cuadradas 
51. 64 unidades cuadradas 53. ~ l ) unidades cuadradas 55. (1 - j k) unidades cuadradas 

57. y p 2 unidades cuadradas 59. 32 61. m = ~K 63. El dominio de A(/t) es [0, r] 

EJERCICIOS 4.9 (pagina 389) 


1. | nr 3 unidades cubicas 


3. k unidades cubicas 5. 64 tt unidades cubicas 7. n unidades cubicas 

11 . ^ 


704 , 


- K unidades cubicas 


17. j7tr 3 unidades cubicas 19. 
25. (4 k - ^K 2 ) unidades cubicas 


13. 7t unidades cubicas 


15. -j-n unidades cubicas 


^ nh{a 2 + ab + b 2 ) unidades cubicas 21. n unidades cubicas 23. 

27. ( 43 k - 4 k 2 ) unidades cubicas 29. ^unidades cubicas 31. y7T unidades cubicas 


j7t 2 unidades cubicas 


33. unidades cubicas 


35. 

41. 15.15 unidades cubicas 43. 

49. 20.28 unidades cubicas 51. 

59. 396.9 unidades cubicas 61. 


y n unidades cubicas 
39.69 unidades cubicas 
32 V2 unidades cubicas 
fr 3 cm 3 63. 180;rcm 3 


37. (| n 2 - 2 43 7t) unidades cubicas 


45. 2.822 unidades cubicas 

53. 1^2 v ^ cm 3 55. 


39. 2 

47. 6.923 unidades cubicas 


57. 


!' 3 


unidades cubicas 


EJERCICIOS 4. 1 0 (pagina 396) 

1-11. Vea las respuestas de los ejercicios 5- 15 de la seccion 4.9 13. ^K unidades ctibicas 15. ^ n unidades cubicas 

17. | k unidades ctibicas 19. unidades cubicas 21. 167r unidades cubicas 23. ~ n unidades cubicas 

25. unidades cubicas 27. | k unidades cubicas 29. K unidades cubicas 31. -y-zr unidades cubicas 

33. -y k unidades cubicas 35. ||;r unidades cubicas 37. ~(2 + 42 )k unidades cubicas 
39. n unidades cubicas 41. 20.37 unidades cubicas 43. 62.67 unidades cubicas 45. 2.038 unidades cubicas 
47. 7.707 unidades cubicas 49. 6.763 unidades cubicas 51. ~-k unidades cubicas 53. a/2744 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 4 (pagina 398) 

1. ijt 4 - \x 2 + 3x + C 3. -^(JC 5 - 1) 3/2 + C 5. }a/2 5 + 3 (s - 3) + C 7. jtan30 - 6 + C 

9. 5 sen* - 3 sec* + C 11. f 13. 11 15.5 17. i 19.^ 21. 4 - 4* 23. y 2 = 7 + 1 

3 4 4 2 IS 2 2 2x _ x + c 

25. y = -jL(2jc - l)^ 2 + C,x + C 2 27. y = lOt - 2;r 2 - 9 29. (a) R(x) = I* 3 - 5a: 2 + 12jc;(b)p = \x 2 - 5* + 12 

31. (a) V = §(/ + 1) 3/2 + jt 2 + y ; (b) 64 cm 3 33. 1.46 cm 3 35. $5 

37. v = 3 sen 2i + 3; s = -|cos2r + 3/ + j(5 - 3 x) 

39. A los t s su posicion es s cm a la derecha del origen, donde s = ^ sen^zTTl 

(a) s = 0.4541; (b) y (c) s * -0.4541; (d) s = — = 0.4775 

2 71 

41. (a) 25 V3s = 43s; (b) 800 V3 pie/s = 1400pie/s 43. (a) fs; (b) 100 pie; (c) 4 s; (d) -80 pie/s 

45. (a) 1500 m/s; (b) 45 000 m 47. (11..+ vl87)s = 25 s; 88(14 + VJ87) pie = 2400 pie; (88 + 8 v'T87) pie/s = 200 pie/s 

49. V5 - 5 53. [0,JT| 55.212 57. -(3.x 2 - 4) 3/2 59. I 61.0 63. 22223 67. f unidades cuadradas 

69. 221 un id a des cuadradas 71. 36 unidades cuadradas 73. 21.88 unidades cuadradas 75. 0.9678 unidades cuadradas 

77. -i unidades cuadradas 79. 2 -/2 unidades cuadradas 81. ( - 1 ) unidades cuadradas 83. ^ K unidades cubicas 

85. n unidades cubicas 87. n unidades cubicas 89. 250^ unidades cubicas 91. 1024 unidades cubicas 

93. unidades cubicas 95. y n unidades cubicas 97. 558^ cm 3 99-101. 44.96 unidades cubicas 

103. 1.535 unidades cubicas 105. 25.17 unidades cubicas 107. 90 pie 3 109. n unidades cubicas 

111. jK 2 unidades cubicas 113. 12; c- V3 119. + V3 
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EJERCICIOS 5. 1 (pagina 416) 

1. (a) uno a uno; (b) no es uno a uno; (c) uno a uno 3. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) no es uno a uno 

5. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) uno a uno 

7. (a) f ~\ *) = |(x + 7), dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, + oo); (b) no tiene inversa 

9. (a) / _1 (*) = 4 - %[x y dominio; (-oo, + oo), contradominio: (-oo, + oo); (b) hT l (x) = jx 2 + 3, dominio: [0, + oo), 

contradominio: [3, +oo) 11. (a) F - ^*) = x 3 - 1, dominio: (-oo, + oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) no tiene inversa 

13. (a) f~ l (x) = 2j* 5 , dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, + oo); 

(b) f~\x) = £-* ■■■ ? , dominio: {*|* * 1 }, contradominio: {>’ | y * -1} 

15. (a) g -1 (*) = yfx - 5 , dominio: [5, + oo), contradominio: [0, + oo); (b) / -1 (*) = ^(\fx - 1), dominio: [0, 8], contradominio: [- 2j 

17. F-'W = S - x 7 , dominio: [0,3], contradominio: [0,3] 25. (a) f;(b) X 27. (a) (b) 29. (a) -2; (b) -± 

31. (a) — j=;(b)- £ 33. 0.09426 35. ^<1 + V2I) <= 0.08152 37. 1.334 39. ± 41. f~\x) = i(* + 3) 

V 3 

43. f-'(x) = 11x^2 45. /-'W = 47. f~\x) = §(* - 32) 49. v(m) = cj 1 - 51. (b) 6; (c) i 

55. -1 59. (b)/|(*) = x 2 + 4, x > 0 ;f 2 (x) = x 2 + 4,* < 0; (c )/, _ 1 (jc) = ^x~^~4,x > 4 ;f 2 ~ i (x) = -V* - 4,x > 4 


x 


si x < 1 


61. /-'(*) 



si 1 < x < 81 
si 81 < x 


63. </->)'(0) = } 65. (J~ i )'(0) = -L- 


EJERCICIOS 5.2 (pagina 428) 


5. 


4 + 5* 


8 + 10 * 

,>2 


9. 


3i + 1 


11 . 


6 ln(3 1 + 1) 


3 i + 1 


17 


19. 2 sec 2* 21. sec * 23.-— _ „ 

2 tan * 2(2>v - 5)(3w + 1) 


25. 


13. 

In * - 1 
(In *) 2 


2 * 


12 - 3* 2 


15. 5 cot 5>> 17. - 


27. 


1 - 2* - x 2 
3(x + i)(x 2 + I) 


29. 


sen(ln *) 


1 


2(1 + V * + 1 ) 


31. - 


+ y 

xy + x 


33. * + y 35. 


4 x 2 y - xy - 2y 
6 xy 2 + x 





49. * - 2y - 2 - 2 In 2 51. * + y = 1 53.-2 55, ( a ) $5porcada$! de cambio en el presupuesto; (b) $688 

EJERCICIOS 5.3 (pagina 435) 


3xj_ 

x 3 + 1 


3. 


3 sen 3* 
cos 3* 


5. 4 sec 4* 


x{x l + 4) 


9. 2*(* + 1) 6 (* - 1) 2 (6* 2 - 2* - 1) 


11. 1X£ + 2 > (2 j 3 _ 30x 2 _ 6x + 16) 13. ?£ 4x + 15x + 10 15> _ 1 Ln 1 3 _ 2x\ + C 

(x - 4) 6 5(x 7 + l) 6/s 2 ' ' 

17. jln|5* 3 - l| + C 19. In | In y | + C 21. ^ln(l — cos 5*) + C 23. ln(l + sen 2*) + -2 l n | cos 2 jc | + C 

25. * 2 + 4 ln|* 2 - 4| + C 27. }ln 3 (3*) + C 29. ln|ln 2 (*) + ln*| + C 31. In | sec ( ln *) | + C 33. | ln 2 


43. 


1 


47. 2 In 5 ~ 0.40236 

4 


35. 2 Inf 37. 4 + ln 2 39. ^ ln 3 41. 2| nt4 + 2V3) 

2 22 In 4 

49. 2000 ln 2 lb/pie 2 - 1386 lb/pie 2 51. ln 4 unidades cuadradas « 1.38629 unidades cuadradas 53. 7T(11 + 8 ln 2) uni- 
dades cubicas = 51.97821 unidades ctibicas 
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EJERCICIOS 5.4 (pagina 446) 


1. 

(a) 2.665; (b) 

2.565 

3. 

(a) 15.15; (b) 5.616 

5. 5e 5 * 

7. -6xe 3 * 2 9. -e cos *senx 11. 

e 2 * cose* + e x sen e x 

13. 

e yF * sec 2 e^ x 


15. 


4 

17. 2x 

19. 2e : 

sec e 2 * tan e 2 * + 2e 2 sec * sec x tan x 

21. - e y ~ x 


i4x 



(i e x 

r + e~ x ) 2 





23. 

y 2 + 2 ye 2x 


25. 

-\e 

2 - 5 * + C 

27. e* - 

■ e~* + C 

29. 1 + c 31. e* 

- 3 ln(e* + 3) + C 


2e ix + 3 xy 







6(1 - 2e 3 *) 

33. 

e 2 35. 2 

37. 

1 

2 

39. 

\(e 4 - 1) 

41. (a) 1 

;(b)0; (c) i 

?; (d) no, pero lim e x - 0 43. (e 2 - 

- 1) unidades cuadradas 

45. 

y = ~i x + i 

+ 

1 In 

2 

47. (e 3 + 

{) pie * 

20.586 pie 

49. (-9.17 lb/pie 2 ) por s 



51. 0.006 53. $10 000; $33 834 cientos * $3 383 382 55. (b) 2.7181459; 2.7184177; 2.7182818 

61. Consulte la figura adjunta. (a) y (b) /(l) = e~ l es un m£x. rel.; (c)(-oo, 1]; (d)[l, + oo); (e) U|x > 2}; (f){;c|jt < 2}; 
(g) La pendiente de la recta tangente a/en jc = 2 es -e~ 2 



EJERCICIOS 5.5 (pagina 454) 

1. 5 In 3 • 3 Sx 3. 4 3 ' 2 - ln4 • 6t S. 4 senlt - 2 In 4 • cos2x 7. 2 5 -'3 4 ' 2 (5 In 2 + 8* In 3) 9. log l0 - 

X 

13. 3' 2 sec V 2 tan 3 f2 • 2t In 3 15. jc^*" ( 1 ^ 2) (1 + ^ In jc) 17. z^^^cos z - z In z sen z) 

19. (sen x) tan *[l + ln(sen x) • sec 2 *] 21. + C 23. - a --- ~ + C 25. + C 

2 In 3 1 + In a 3 In 10 

27. V— + C 29. + C 31. (a) 0.62133; (b) 1.7712 33. (a) 3.3219; (b) 0.43429 

In 6 In 2 

45. (a) 61 ventas por dia; (b) 2.26 ventas por dfa 49. (a) y = 200 • 2 f ^ 10 ; (b) $12 800; (c) $877 por ano 




11 . 


lQ g g g 

2x^\og a x 


35. 2.999 



4 

In 5 


\ 

1 

> 


unidades cuadradas 


55. n\ 



unidades cubicas 


57. 0.73306 unidades cuadradas 



(b) /(l) = 1 es un mfnimo relativo; 

(c) [1, +oo); (d) (0, 1]; 

(e) La grafica es cdncava hacia 
arriba en todo su dominio: 

(0, +oo); 

(f) no tiene puntos de inflexion 
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67. dominio: (0, 1) U (1, + oo); extremo en /(0) = 0; no acotada en x = 1; decreciente en todos los intervalos del dominio; 
punto de inflexion en ( e~ 2 , - ^ln 5); concava hacia arriba en [0, e~ 2 ] y (1, +°o); concava hacia abajo en \e ~ 2 , L) 


» 


EJERCICIOS 5.6 (pagina 467) 


1. (a) )> = 40 0000 (1.5)' /40 ; (b) 64 000; (c) 2023 3. (a) i = 40 (0.375) 100 '; (b) 5.625 amperes 5. 506 7. 10.6 

9. 123 456 II. 29.15 aiios 13 (a) $5256.355; (b) $5256.357; (c) 5.127% 15. 15.8 aims 17. 43.9 g 

19. 11.6 kg 21. hace 6 600 aiios 23.70 25. (a) 1 min 42 s; (b) 42.1° 


27. (a) > = 60 - 60(0.75)' /2 °;(c)35;(d)55 


29.0.34134 31.0.84270 


33. 


In 



+ kt = C 


EJERCICIOS 5.7 (pagina 482) 

1. (a) iff; (b) -iff; (c) iff; (d) § n 3. (a) iff; (b) -iff;(c) iff; (d) \n 

5. (a) i ff ; (b) - iff; (c) iff; (d) - iff; (e) 0 7. (a) § V2 ; (b) j V2 ; (c) 2 V2; (d) f V2 ; (e) 3 

9. (a) § V2; (b) -i V2; (c) -2 V2; (d) f V2; (e) -3 11. (a) -f V5 ; (b) f V5; (c) -f; (d) V5; (e) -f V5 

13. (a) iff; (b) -iff; (c) iff; (d) -iff 15. (a) jff;(b) iff; (c) jff; (d) § n 

17. (a) iff; (b)-iff; (c) iff; (d) -iff 19. (a) iff; (b) iff; (c) fff; (d) fff 

21. (a) V3; (b) fV2l 23. (a) fV3; (b) f,/3 





33. (a) 


dominio: [-1, l]; 
contradominio: [-1, 1] 
2 


dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: , — ] 

2 2 


; (b) 


V^T 2 

39. (a) (b) : 

|cos X\ 

43. (a) t = — — sen - 
4 71 

< b > bbri 

45. recta tangente: y = 


1 4 4* 2 

^ ! 

1 

x 2 

1 4 

2 

1 

8 

V3x 


3 



35. (a) - 


47^7 


; (b) 0 37. (a) - 7 




; (b) 


4 + x 2 


47e 


- 1 


+ para cualquier entero n > 0 o t - -J-sen 1 ^ - I + para cualquierenterofc > L; 
2 4 tt 2 8 2 


— ; recta normal: y = - V3x + ^ + ~ 
3 2 3 


47. VlO pie ~ 3.16 pie 49. rad/s » 0.078 rad/s 51. -y/rkm/min 53. 8 pie/s 55. 


w * 2 


64 
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EJERCICIOS 5.8 (pagina 488) 

1. i sen" 1 2x + C 3. tan" 1 2jc + C 5. -ji sec -1 ~x + C 7. i sen* 1 2 r 2 +- C 9. -L tan" 1 ^-= + C 

11. 2 tan" 1 V7 + C 13. tan" 1 +- C 15. sen" 1 + C 17. iff + i In 2 : 

V7 V7 4 4 2 

19. 21. tan" 1 - iff 23. iff 25. -V5 - sen" 1 § + 3 = 0.0342044 

27. y + ~ In 3 + -s/2 (tan -1 V2 - ff) = 10.3273 29. ff unidades cuadradas 31. iff unidades cuadradas 


EJERCICIOS 5.9 (pagina 50 1 ) 

1. (a) 0; (b) l; (c) i(e - e~ ] ) = 1.175; (d) i (e~ ] - e) - -1.175 


3. (a) 
5. (a) 


e 2 + e 
2 


0.9640; (b) 


<? z 


-0.9640; (c) f ; (d) 


0.2658; (b) — ~ — T « 0.2658; (c) e ZT — — * -1.313; (d) ^ 


13. (a) Zccoshjc 2 ; (b) -8 sech 2 4w tanh 4w 15. (a) -4rcsch 2 — ; — - — - — - — = 2csch2x;jc > 0 

x z x senh x cosh x 

17. (a) 2 sech 2jc; (b) (cosh jr)* [ln(cosh jc) +- x tanh jc] 19. isenh 5 jc +• C 21. -icothjc 3 + C 

23. i ln 2 (cosh 2 jc) + C 27. 3 = 0.8 29. 2 (cosh 2 - cosh 1) - 4.438 31. i(tanh 6 3 - tanh 6 2) = 0.02800 

33. (a) 0; (b) ^ In 3 35. (a) ln( i + {V5): (b) ±ln± = -iln3 41. (a) r 4 ; (b) ■ — 4 , |*| > 1 

V 16jc 2 +1 \ - X 


43. (a) sec x — ? tan x > [■ (b) -esc jc 45. (a) ^ c — — z ^ ; (b) — - 


V tan 2 jc - 1 


1 -z 4 


47. senh -1 jc 


49. senh 1 - + C = In 
2 


jc -t- -y jc 2 + 4 


4- C 51. i cosh" 1 jc 2 + C = i ln(.r 2 + six 4 - 1) + C 


53. iln 

4 


2 +- e l 


2 - e l 
-l 1 


+ C = 


i tanh ! ( i e r ) + C, si e* < 2 

i coth _I ( i e f ) + C, si e' > 2 


55. cosh 1 1 - cosh 1 1 = 0.6044 


57. tanh 4 - tanh" ] (-i) * 1.099 59. j(cosh" 12 - cosh" 1 f ) * 0.2319 


63. 


105 unidades cuadradas 


65. (a) v = e^ 2 (|senh/ + cosh f); a = e ^ 2 (2 cosh t + isenh /) 69. 4 000(31 - 20 senh 1) « 29 983 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 5 (pagina 504) 

1. f~ l (x) = a/jc + 4 , dominio: (- oo, + oo), contradominio: (-00, -1-00) 3. no tiene inversa 

dominio: (jc | jc * 3}, contradominio; {y j jy * 0} 7,/ _1 (jc) = jc 3 - 1 9. ~ 4 


5. r\x) 


3 - jc 


ll. ± 


13. (a) -3 tan 3jc, cos 3jc > 0; (b) 


4jc 

X 2 + 1 


1 + e 


2 jc 


1 + x 2 


19. (a) 6 senh 2 (2w) cosh(2w); (b) senh(2w 3 )6w> 2 21. (a) -sech(tan .c) tanh(tan .c) sec 2 x\ (b) sech 2 (sec jc) tan jc sec jc 

4 1 c / 1— / “\n I 


23. 


(1 - jc 2 ) In 10 


25. (sen t) 2t {2 ln(sen t ) + 2 1 cot r) 27. 


24*4x - 1 


29. -2 sech(2x) 


31. jc 2 (j: 2 + 1)(jc - 1) 3 (1 Ijc 3 - lx 2 + 7jc - 3) 33. (a) 4.7288; (b) 8.8250 35. find + e 2x ) + C 


37. ife 3 * + ill) + C 39. — + C 41. 2 sen~ 1 .r 2 + C 43. i tan' 1 + C 45. i V2 sen -1 2 V2 e~ x + C 

3 \ In 2 / In 2 3 3 4 

47. w - -- ^ 3w + C 49. |(e 8 - 1 ) 51. | In 2 53. 1 + 5 In j 55. \n + V3 - 2 

57. Ue + e~') - 1 59. ~ ~ 1 61. (a) ln (2 + V3); (b) iln| 63. y = (2 In 2 + l)x - 4 In 2 

2 + jc(?' V +1 z j 

65. v = e 1 - e~‘ + 1; s = e 1 + e"' + r 67. iff(l - iff 69. g(; c) = dominio: (-oo, +oo) 

73. (a) y = 65(0.5)' /30 ; (b) 8 1 afios a partir de ahora 75. (a)y = 50 - 50(0.6)' /3 °; (c) 32; (d) 3 horas, 50 minutos 

77. 8 . 66 aiios 79.187 500 81. 8212 afios 83. 8.63 min 85.73.7° 

it [ E k 1 E 

87. (a) t - — -i- cos -1 — , para cualquier entero n > 0 o t = — - cos" 1 — , para cualquier entero k > 1; 

60 I 20 ff 20 60 120 ff 20 

(b) 3 ^; (c) 0.0035; (d) yi- (e) 0.0048 

89. 9 sen _1 ( | V2) unidades cuadradas 91. (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h 93. 0.007 rad/s 95. -^ff h; el recomdo lo hace ca- 
minando 103. (sgnt)(l ~ e"^) 
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EJERCIC'OS 6 . 7 pagina 514) 

1. -vlo 3 \ 97 •; 7. || 9. -L(97 3/2 - 125) 11.12 13. 4 15. 2 

^ } ID 27 3 8 

17. + ~ ' - sib * a; sit = a 19. 2 V5 - | 21. lt*V2 +1) 23. 2 "25. 4.647 27. 3.820 

8(<f* - ht 8 3 

29. 1.089 31. 8 33. 2.422 35. 400 senh | pie » 328.9 pie 

EJERCICIOS 6 2 (pagina 52 1 ) 

1. 2501b 3. 4000dinas 5. | m/s 2 7. | slugs 9. 4 11. 6 13. 54 kg; y m del extremo dado 

15. 171 'i 5.92 pulg. del extremo dado 17. 42 g; y cm del extremo izquierdo 19. ykg; ymdelextremomasale- 
jado d i punto extemo 21. 16 slugs; y pie del extremo dado 23. |m del extremo mas alejado del puntoextemo 

; . 8 In 2 j: | - - - I J cm del extremo dado 27. 12 kg/m 

EJERCICIOS 6.3 (pagina 529) 

' :. !) 3. y 5. (|.l) 7. (0, |) 9. (0, y) 11- ( H * It) 13 - (j.-j) 15- (2,0) 17.(0,-0.4762) 

19. 1,-0.1020) 21.(0.5126,1.970) 23.(0.4910,-1.083) 25.(1.048,0.7793) 27.(1.504,2.375) 

29. 1.4183, 0.5792) 31. (0.5300, 1.590) 33. | p 35. El centroide esta sobre el radio que biseca la region, a una 

1 4 3 19 1 

’ tancia de — veces la longitud del radio a partir del diametro. 37. ( i k + j )r 

EJERCICIOS 6.4 (pagina 534) 

1. !y pie-lb 3. 12™ joules 5. i(3 + -/393) 7. 180pulg-lb 9. 8 joules 11. 1350ergios 13. 409 500 pie-lb 

15. 50 185 pie-lb 17. 100 000 pie-lb 19. 5 500 pie-lb 21. 2.9 X 10 7 joules 23. 3.20 X 10 6 joules 25. 163.4 s 
27. 2 V3 pie 29. 31.2/r(e“ 2 - e" 8 ) pie-lb ■» 13.2 pie -lb 31. 3 000 In 2 pulg-lb = 1216 pulg-lb 

EJERCICIOS 6.5 (pagina 54 1 ) 

1. 19 968 1b 3.3993.61b 5.140.41b 7. 942 000 N 9. 4.09 X 10 6 N 11. 2.54 15. 874 0001b 

17. 6.24 X 1 0 6 pie-lb 19. 7561b 21. 3.15 X 10 s lb 23. 1.22 X I0 6 lb 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 6 (pagina 542) 

1. '4J 3 3. — L- [1(10 999) 3/2 - (225 1) 3,2 J = 7.03 5.1 7.(|,2) 9. 1^ slugs; 2?? pulg. del extremo izquierdo ll.(|,!l) 

3 jj 2Uo 2 13 2 3 05 o j 

13. (A, 15. 252 ^m 3 17. (0,0) 19.(0.3597,0.5357) 21.3.214 23.1.876 25 .1 27. 6 000 ergios 

| 29. 400 pie-lb 31. 44 145 000 joules 33. 57 262 pie-lb 35. 22.61b 37. 2122 lb 39. 888 6941b 

EJERCICIOS 7.1 (pagina 553) 

1. ~xe }l - ie 3jr + C 3. x sec x - In | sec x + tan x| + C 5. xln 5x - x + C 7. l(lnt) 3 + C 

9. i(x 2 + l)tan _l x - ix + C 11. + C 13. iysenflny) - iycos(lny) + C 15. ie^cosx + senx) + C 

17. -x 2 V 1 - x 2 - |(1 - x 2 ) 3 ! 2 + C 19. x 2 coshx - 2xsenhx + 2coshx + C 21. 2 Vzcot _1 -/z + ln( 1 + z) + C 

23. 2 Vx sen -J~x + 2cos -fi + C 25. r^r — ^ + 16 v = 15.008 27. 1 = 0.5625 29. Sln2 - 2 = 4.2825 

In 3 (l„ 3) 2 (In 3) 3 16 3 9 

31. Jtt- V3 + 1 ~ 1.8859 33. 12e 3 + 2e ~ 246.463 35. (e 2 + 1 ) unidades cuadradas 37. ~tt( 3£ 4 + 1 ) unidades cubicas 
6 2 

6 _ 7 

39. (8 - 24e~ 2 ) unidades cuadradas 41. 2(1 - C 6 )kg; (y 1 m de algun extremo 43. (0.267,0.604) 45. 48.86 pie-lb 

47. C(x) = xlnx - x + 6 51. Ae 4,r/3 - ^e 2,r/3 55. 50(6<r' - - 2) 

EJERCICIOS 7.2 (pagina 563) 

1. (a) 1- sen 5 x + C; (b) - It cos 4 4x + C 3. (a) Acos 3 x - cosx + C; (b) A sen x + C 

5 16 3 2 

5. (a) - sen 3 * - ^sen 5 * + C; (b) ^cos 7 ^ 2 z - -cos 3 ^ 2 z + C 7. -d-sen7;t + ^-sen* + C; 9. - T |-cos8}’ + Icos2>> + C 

3 5 7 3 14 2 lo 4 

11. |tan5x - * + C 13. -|-cot2jc 2 - ~x 2 + C 15. -^cot 2 f - In | sen r | + C 
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17. ^tan 5 3jr - Atan 3 3jt + |tan3:t - x + C 21. itan 3 ^- 1 - tane* + e x + C 23. Atari 9 * + itan 7 * + C 
25. ~ ]3 cot *' 3^ ~ | cot 3 3* + C 27. A (tan 2x - cot 2x) + C 29. 2 sec w - tan w + C 

31. -2 cot 2 x + C 33. - A esc 3 x + C 35.1 37 3 39. 1 41. U-Jl - 1) 43 '-‘ln2 45. || 47.1 

3 3 o o o 4 o 15 5 

49. i n unidades cuadradas 51. | n 2 unidades cubicas 53. | n 2 unidades cubicas 


/t k ~ < 

ss - ( r 


8 " ~ 8 ' 


2 - 

7l) 51 - 


( 1 - | it) unidades cuadradas 


sen 1 ’ 1 - sen 1 / 4 

59. | it unidades cubicas 65. (b) ^ sec 3 x tan x + | sec x tan x + | In | sec x + tan x | + C 
67. (b) - ^ sen 4 x cos jc - ^sen 2 xcosx - ^|cosx + C 69. (b) ^sec"x + C 


EJERCICIOS 7.3 (pagina 571) 


1. — + C 3. iln 

4x 2 


v* 2 +4-2 


+ C 5. V? - 25 + C 7. - 


9t/4jc 2 - 9 


+ c 


4a/ 4 - tan 2 x 


+ C 11. 1 Vln 2 w - 4 (8 + ln 2 H>) + C 13. -lln(10 - 4 VS) - 0.3199 


15. 1 In 4 -- ' 106 ^ » 0.10345 17. ln(3 + 2 42) - ln(2 + V3) - 0.4458 19. AS - 24^3 « 1.097 

5 9(V41 - 5) 3 

21. AV5 - 0.09938 23. i(6 - 2 V?) » 0.09392 25. icos-'A - iff » 0.17808 


27. = 122.72 29. ^ ^ V3 « 0.010588 31. sec -1 f * + C 33. V4 - x 2 + In - — ^ 4 .**. + C 


2 + V4 - 


35. i + -JT6 - 4 2 37. |1^ 2 unidades cubicas 39. — — - cm del extremo izquierdo 


20 - 15 cos 


"• ( 

45. (II 2 n + 192 V3)(0.39)oz - 338.8 oz 47. (a) 15 In 2 - 10.40; (b) « 7.39 49. (a) ±ln| 


5 In 3 - 4 ’ 225(5 In 3 


— -) 43. ( | n + 3 V3 )(62.4) lb = 847 lb 

- 4 )/ 3 


4 5 


EJERCICIOS 7.4 (pagina 582) 


1. j In 1 + C 3. In 

4 x + 2 


C(w + 4) 3 


2w - 1 


9. i In i + C 11. j ln| 

9 x 3x 4 1 


5. x + ^ In 

C* 4 (2x + l) 3 1 
2x - 1 


C(x - 2) 4 


(x + 3) 9 


7. _L + ,n C <' + l >l 


/ + 2 


t + 2 


1 . -i x , l i x l ^ 

13. - tan 1 - + - In — + C 

2 2 2 x^ +4 


15. | Inj | - ^tan 1 2x + C 17. ln|x - 1 | + tan 1 x + C 19. ln|tanx + l| + ^=-tan j + C 

21. 4 In 3 -2 23. In? - 2 25. 61n2 27. 131n2 - 41n5 29. |ln2 + | it 31. |ln| 33. In 4.5 unidades cuadradas 

3 2 4 4 8 8 5 

35. 2n(2 + 6 In 3 - 2 In 2) unidades cubicas 37. ( ^ \ — 2 In 2 + j ^ ^ ^ 39. -L unidades cuadradas 

\ 2 In 3 - In 2 24(2 In 3 - In 2) ) ^ 

41. (| yf3 7t 2 - | n In 3) unidades cubicas 43. (a) |ln|C(x 3 - 6x 2 + 1 8 x) | ; (b) 


+ C 


45. (a) f(t) = 


5000 


1 + 4999 e 


- 0 . 5 / 


; (b) 1328; (c) 4075; (d) 5000 47. (a) y(r) = 


9x + 8 
6(x + 2) 3 
5000 

1 + 249e~ 9t/9s ' 


(b) y( 10) = 50; 


(c) _y(20) = 123; (d) >-(30) = 297; (e) >-(60) = 2491; (f) >-(180) = 4999.9 * 5000 (g) 60 


51 -M 


53. 7.4 lb 55. In 




50 4 it] 2 + 1) 5 (*! + 2) 25 


- — : tan u + 


10 


49. 10 a.m. 
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EJERCICIOS 7.5 (pagina 589) 

fx - 54 ln(3 - 
| y'l + ~x + V2 


1. |* 3/2 - 3jc + 18 4x - 54 ln(3 + 4x) + C 3. In 


VI + 4jt - 1 


5. -2 VTT 7 + V2 In 


V 1 + — V2 


+ C 7. V2 In 


vr+4i + 1 

tan x + -J2 


tan * - V2 


+ C 5. | Vl + 2* 3 (2 jt 3 + 7) + C 

c 9 - A^1vh ,an f) + c ’W<* 


11. |ln| 


i I 
tan j jr - y 


tan 1 x + 3 


+ C 13. 4 - 2 In 3 = 1.80278 15. In ii = 0.0953102 17. iln3 » 0.274653 

10 4 


19. ^V31n(l + j V3 ) = 0.540236 21. 2 V3 ln( l + V3) - 3.481604 23. Iff- ^ = 0.369532 

25. .r + + 12 In 1 6 - *| + C 27. ±(3* - 1)(1 + 2*) 3/2 + C 29. iln|^-±-|j + C 

+ C 


31. In | jr + 3 + V* 2 + 6* | + C 33. ^9 - 4* 2 - 3 In 


3 + V9 - 4x 2 


2jc 


35, |(jc 2 - jc - 6) V4jc - jc 2 + 4 cos + C 37. - 1 sen 4 * cos x - ^sen 2 Jtcosjt - y|cosjc + C 

39. ( 4 sen/ + 4f 3 cosf - 12r 2 sen/ - 24rcosf + 24 sen f + C 41. x sec" 1 3x - A ln| 3jc + -J9X 2 - 1 | + C 
43. ^-(Sx 2 - 4* + 1) + C 45. (4 In 3* - 1) + C 47. |>cosh5v - ^senh5y + C 49. -1 + JL In | 

32 lO 5 25 oU 25 3 

51. 11 - 8 In 2 53. ^ In 2 - |i 55. '4 - 81n2 57. iff +1^ 59. 1 - 1 V2 61.0 63. i(e 2 + 3) 

2 5 25 2 3 ^ 4o a 

61. 2 In | -fx - 1 | + C 71. tanijr + C 


EJERCICIOS 7.6 (pagina 602) 

1. (a) 4.250; (b) 4 3. (a) 0; (b) 0 5. (a) 0.696; (b) 0.693 7. (a) 0.880; (b) 0.881 9. 0.248 

11. 3.689 13. -0.5 < € T < 0 15. -0.161 < € T £ 0.161 17. -0.007 <, € T <. -0.001 19. 4.000 

21. (a) 0.6932; (b) 0.6931 23. (a) 0.6045; (b) 0.6046 25. 0 27. -0.0005 S( 5 < 0 29. 0.2375 

31. 1.5690 33. 1.4022 35. 3.090 37. (a) 0.3401; (b) 0.3414 39. 3.8203 41. (a) 15.95; (b) 16.03 

43. 26.6 unidades cuadradas 45. 5.9 millas 47. 8.218 unidades cuadradas 49. 3.06 m/s 51. 56 53. 222 


EJERCICIOS 7.7 (pagina 611) 

1. 1 3. -it 5. In 2 - In 3 “ -0.4055 7. 1 9. 1.5 11. 1.5 13. 2 

15.-1 17.0 19.1 21.1 23.1 25. 2 27.-1 29.4 31. iff 33.-7= 

8 3 2 5 3 2 V In 3 

35. lni(e 2 + 1) 37.^ 39.-1 43. a = -3.6 = \ 

EJERCICIOS 7.8 (pagina 6 1 7) 

1. 0 3. 0 5. 1 7. 1 9. 0 11. 1 13. 1 15. e 3 17. 0 19. e 2 21. 1 23. 0 25. e 2 

27. e~ l/3 29. 1 31. 0 33. 1 35. (a) +oo; (b) 0 39. 1 41. -L- 

2 In 3 

47. /(e) = e^ e , max. rel.; y = 1 es una asmtota 49. 1 51. (a) 0; (b) 0; (c) no 


EJERCICIOS 7.9 (pagina 625) 

1. 3 3. - ■ } 5. — Lj- 7. divergente 9. divergente 11. \ it 13. 2 15. 1 17. divergente 

2 In 5 (In 2y ^ 

19. (a) diveigente; (b) 0 21. (a) 0 23.* 25.1* 27. (a) 0.565; (b) 0.287 29. (a) 0.203; (b) 0.188 

31. 6.95 millas/s 33. -7 - ^°°, „ ddlares = $1293.41 39. n > 1 41. i ; i In 2 

1 0.08 + In 2 3 ’ 9 27 
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EJERCICIOS 7.10 (pagna 631) 

1. 2 3.-4 5. i n 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. i n 15. divergente 17. 0 


19. divergente 21. 0 23. iff 25. divergente 27. n > -1 ; 


n + 1 


29. n > -1; 


(n + l) 3 


31. si; 6 k 


EJERCICIOS DE REPASO PAA EL CAPITULO 7 (pagina 634) 

1. i* “ isen I6 jc + C 3. -2 + C 5. (x + l)tan H Vx - Vx + C 7. ix + isen \x + C 

8 128 2 43 

9. In | jc — 1 | — 2(jc — l) -1 - (x - I)" 2 + C 11. isen2x - isen4x + C 13. 3 In 


4 8 “ 

2 15 


r 1/3 


1 + X 1 ' 3 


+ C 


+ C 


15. i tan 3x - i cot 3x + f In I tan 3x I + C 17. 2 1 + In - — — + C 19. x - tan 1 x + ~ In p — J 

3 ? 3 1 i (/ + 2) 10 t + 2 2 | jc + l| 

21. ix - j^sen I2x - J_sen 3 6x + C 23. sen"^ r ^_ 2 j + C 25. ix 2 senx 2 + icosx 2 + C 

27. -£V^ 2 <4 sen 2f + cos2f) + C 29. jtan*^ isen 2 x) + C 31. -tan'Vcosx) + C 

17 4 2 

33. 2sen"'|p^j + j(/ - 2)441 - / 2 + C 35. iln|jc - l|+ |ln|.r + l| - In | jc | + C 37. I seir'( 1 e*) + C 

39. --Lcot 5 3x - icot 3 3x + C 41. ix 3 sen“ l x + i(x 2 + 2)Vl - x 2 + C 43. tan' l (cosx) + C 
45. | sec -1 (2 sen 3r) + C 47. V57 - VI - 2> sen -1 V5f + C 49. ~ In 


tan ^ x - 3 


tan i x + 3 


M — (-cos nx + |cos 3 nx - icos 5 nx) + C si n *= 0 

51. j n 3 5 

C si n = 0 


53. 


n + \ 

| In 2 x + C 


(n + lr 


+ C si n -1 


sin = -1 


55. 4 57. 1 + 2 In | 59. ~ - f V2 61. y V3 - iff 63. j 65. y - jin 2 67. V3 - i ln(2 + V3) 

69. i In | - iff 71. 5 73. i + In | 75. | 77. 1 - |ln3 79. ^ff 81. lln| 83. ^ 

85. 2.977 87. 2.958 89. (a) 1.624; (b) 1.563 91. 1 93. 1.5 95. -0.5 97. 1 

99. -1 101. 0 103. I 105. +oo 107. I 109. +oo 111. e n 113. 0 115. 1 117. e 119. divergente 

121. i 123. divergente 125. 127. divergente 129. iff 131. divergente 133. n > 1; — — — — 

135. ~k( 1 - e ~ 9 ) kg; — — m a paitir de algun extremo 137. 9 V2 - 3V5 + lln ( - ~ 139. i n unidades cuadradas 

3 3(e -1) 2 W5 + 2 / 8 

141. n(e 2 In 2 + x -e 2 + i ) unidades cubicas 143. (a) x = 300( ? ■ ? ■ !-- Jl! ); (b) 35.94 1b 145. (O, -p-1 

2 8 \3 ■ 18* - 2 ■ I7 / / V 15ff / 

(d) " 5 um/29) 


147. (iff - 1 i) 149. 187.21b 151. (a) t dfas a partir de ahora, P(t) = — _ 

2 2 1 + i 1(1 l/29) r/5 

in 11 12.37 153. ^ 155.1 157. $152 500 159. (a) -00; (b) 0 


; (c) 1193; 


EJERCICIOS 8. 1 (pagina 646) 

1. P 4 (x) = -i - lx - lx 2 - ±x 3 - ±x 4 ;/? 4 (x) = —** zen*e0yx 

x 2 x 3 x 4 x 5 e~ z 6 

3. P 5 (x) = \ - x + j - — ; R 5 (x) = — x 6 ,zentre0yx 

5. P 6 (x) = I - *x) = ^-^x 7 , zentre Oyx 

7. P 4 (x) = x + ix 3 ;/? 4 tx —(cosh z)x 5 , z entre 0 y x 

9. P 3 (x) = 1 + lx - 8 ix 3 ;/? 3 (x) - X(1 + zP 5/2 x 4 ,zentre0yx 

11. / 3 3 (x) = 8 + 3(x - 4) + --(x - 4) 2 - rij (x - 4 ) 3 ; tf 3 (x) = ~ ^ . z entre 4 y x 

tf ' 128 128z 5/2 

13. P 3 (x) = i + iV3(x - ^ i( - i it ) 2 - ji- V3 (x - iff) 3 ;^ 3 (x) = ^senz(x- iff) 4 , z entre i^yx 
15. ^(x) = x - I - i(x - 1)^ ! (x - I) 3 - i(x - l) 4 + i (x — l) 5 ;fl 5 (x) = -^z~\x - l) 6 ;z entre 1 yx 

17. P 3 (x) = -In 2 - V3(x - i^) - - iff) 2 - i V3 (x - i ff) 3 ; R 3 (x) = - ^(3 sec 4 z - 2sec 2 zXx - iff) 4 , z entre i*yx 
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19. 2.71828 21. 0.515 23. |error| < < 0.000005 25. |error| < <M!li = 0.0000125 

27. | error | < ^-(O.Ol) 2 = 0.00000017 29. 0.1823 31. ^£1 , | error I < -Jl 

o 0/2 7ooU 

35. * = on ", I 37 - - 1) + 5(x - I) 2 + 3(x - I) 2 + (x - l) 4 

2(1 + m ) 

39. (a) sonelmismo; (b) 1; (c) sonelmismo 


EJERCICIOS 8.2 (pagina 658) 


1. i 3. divergente 


5. -2 7. 0 9. 1 


11. divergente 13. divergente 15. e 1 


21. (a) 0; (b) 4 23. (a) ~ ; (b) 1 27. creciente 29. decreciente 31. no monotona 33. no monotona 

35. decreciente 37. creciente despues de los dos primeros terminos 39. creciente 41. decreciente 43. no acotada 

55. { (~l) /l + 1 [ 57. converge a ^ 


EJERCICIOS 8.3 (pagina 670) 


2n + 1 * 2 


'(3 n - 2)(3 n + 1)’ 3 : 


5n , 5 
3n + 1 ’ 3 

n 1 v 


-In (n + 1 ); divergente 


K- - 


X i"(f 


I; divergente 15. divergente 


17. 2 19. divergente 

,, 63 • 2 10 + 1 


25. divergente 27. divergente 


29. 3 31. 


35. divergente 37. j 39. divergente 41. divergente 43. 2 


45. 2 47. |22 49. 8 m 51. 84 pie 53. (b) (6 + 2 73 ) s 

57.(a)3.8160; (b) 4.4992; (c) 4.9014; (d) 5.1874 59.12 367 


55. 24 unidades 


EJERCICIOS 8.4 (pagina 683) 

1. convergente 3. convergente 5. divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. divergente 
15. convergente 17. divergente 19. convergente 21. divergente 23. convergente 25. divergente 27. convergente 

29. convergente 31. convergente 33. divergente 35. convergente 37. convergente 39. convergente 41. convergente 

too . 

43. convergente 45. divergente 53. 0.7032 < Y — < 0.7134 

m = 50 m 

EJERCICIOS 8.5 (pagina 694) 

1. convergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13. convergente 

15. U 4 | < 2 17. | /? 4 | < 2 19. |R 4 |<2 21. |/f 4 | < -7-7 23.0.333 25. 0.632 27. 0.113 

5 »i is 6 In 6 

29. absolutamente convergente 31. absolutamente convergente 33. absolutamente convergente 35. divergente 

37. absolutamente convergente 39. absolutamente convergente 41. absolutamente convergente 

43. absolutamente convergente 45. absolutamente convergente 47. divergente 49. (b) convergente 

EJERCICIOS 8.6 (pagina 697) 

1. T6 ' P" ’ ^ ; s n ~ ^,, + 1 ^ ; \ 3. convergente; 3 5. divergente 7. convergente; 4 + 2 V3 

9. convergente; | 11. convergente; 13. convergente 15. divergente 17. convergente 

19. divergente 21. convergente 23. divergente 25. divergente 27.' convergente 29. convergente 

31. absolutamente convergente 33. condicionalmente convergente 35. divergente 37. absolutamente convergente 

39. absolutamente convergente 41. 43. ( ^ V2 + 3 V3 ) s 
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EJERCICIOS 8.7 (pagina 706) 

5. [-1 
21 ‘ 


1. (b) Xc- 2 ^)" 3. (b ) '£(-9x 2 r s. [-1,1) 7. [-1,1] 9. [-i, I] 11. (-3,3) 13. (- 00 , + 00 ) 

n=0 n~0 

15. (-5,-1) 17. (-9,9) 19. (0,2] 

31. (-e, e) 35 . +00 


23. [-1,1] 25. (-4, 6) 27. [4,6) 29. [-1, 1] 


EJERCICIOS 8.8 (pagina 716) 

1. (a) R = 1, [-1, 1]; (b) ,R = 1; (c) [-1, 1) 3. (a) R = 1,[-1, 1); (b) X -/Hx^ R = 1; (c) (-1,1) 


5. (a)« = +oo, (-oo, +oo); (b) £ (-1) 1 


n - 1 

+ °° r 2n-2 

\tn - i)\ ' R = °° ; (c) ( -°°’ +oo) 7 * (a ^ R = f ); 


«=i 


(b) £3«(n + DO* - D", R = i; (c) (0, f) 9. (a) R = 3. [-2, 4); (b) X 


r“U- i)”' 1 


n = 1 


11. ’ - D*" -2 13 - XHFO* + D*" 1S - 'L j T -. I OM 


« = 1 
v 2 17 


3" 


,* = 3; (c) (-2, 4) 


21. (a) X 


^ r— tr r2rt + l 

17. (a) < b > X ~ — i — 19.0.60653 

n= 0 ”* n=0 ”* 

r 2/i l* 1 rt+1 VZ ( r - 

, ^ w ^ 29. Y ■ -/? = +00 31. y ^ = 2 33. 1.718 35. 0.693 

n -e 0 (2« + D! ''„+o( 2 «) ! „r 0 (« + D! „r, «2* 


(b) X; 


37. (b) y = +00 39. 1.318 41. 0.485 43. 0.0413 45. 0.450 47. 0.2450 49. 0.24 

+ DO n + 2 + °° n 

SI- (a)X(-l )"V SS -I^T 


EJERCICIOS 8.9 (pagina 726) 

^ (-i)”* 2 " s v * 2 "+‘ 

• „+ 0 (2n)l ' n=o( 2 ”) ! ‘.tjGn + Di 

u 2 + 2 V l(-2)(~5) ... (4 -3a) , 


7 . p y (* - 3r 9 (-ir +1 o - ir 

n rt! ’ 1 rt 

rt = 0 n=l 


24" /i! 


^(;t - 8)”; i? = 


13. i - ‘ V3(* - Iff) - I(* - Iff) 2 + ± V3<* - iff) 3 + ±(x - iff) 4 -...;* = +co 15. | y. (1) " l(2x)2 ” 


(2n)! 


17. a: + |;t 3 + ^;c 5 19. 1 + ;c 2 + |* 4 21. l -x 2 + ^;t 4 + ±x 6 23. 0.5299 25. 1.97435 

+ °° (— I , ] n + l 

27. -0.2231 29. 2.7182818 31. 0.0415 33. 0.0048 35. (a) Y ; (b) 0.2398 

2/i(2/i)! 

37. (3^ — 3; — — 5 1 ci ^ — 2| — - — 1 \ Qq — 6 


EJERCICIOS 8. 1 0 (pagina 733) 

1. 1.0986 3. 0.3365 5. In a + X 


V ( . 0" ‘(* Ell 7. In 2 + X (-1)"' 1 — — — 

na n=} nl 


+ oo 


9. L + 


+ X (-') 1 ' ' ( 2fl ~ — x";R = 1 ll‘+IX 


V hi)" • 1 • 3 • 5 • . . . • (2 n - \)x n . 


« = 2 2 n /t! “ 2 2 - 8«n! 

+ « ft _ ^ _ ft _ /ft ^ 1 i +“ / , ft ^ /ft + \ 4 /? 


;R = 4 


13. t+ 1 I5.^4l ( - 1), " 1 ‘ 3 ‘ 5 ,:;v <(2f, " 1)y : jg = V3 


/i=i 

+ oo 

17. * 2 + X 

n = 1 


3”«! 

(-1)" • 1 • 3 • 5 ♦ . . . • (2 n - \)x n 
2 n n\ 

\n+ ! 


n~ 1 


18" n! 


;R = 1 


19. (a) 1 + h 2 + X ( ]) ” + ~ 3 ' 7 ■ 11 • . . . ■ (4n 5) x 2„. (b) 051() 2 1. 0.3349 23. 2.0271 25. 0.4970 

4 4 n nl 
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27 . (b, 


It— I « 

33. 0.2424 35. -0.1494 


; R = 1 29. 0.3090 31. * + £ ( O'* ‘ . 1 ' 3 • 5 ■ . ■ . • (2n li j 2 " 4 , ' 


2"rt! (2n + 1) 


\R = 1 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 8 (pagina 736) 


= 

- 9 > 2 - 


2 5 cos 2z 6 

x z entre 0 y jc 


1 . /> 5 (jt) = X 2 - 

3. P 4 (x) = i - 
5. P 6 (x) = x + x 2 + Y + Y + 4 + S ;/? 6W 


6 ! 

? (V - m 3 + 

34 992 v 2 519 424 


(x - 9 ) 4 ;R 4 (x) = -^z~" l2 (x - 9) 5 , z entre 9 y x 

z entre 0 y x 7.0.0873 9. ± 11. 1, |.|,2;3 


13. 0, | , | , jy ; 1 15. 1,3, I, 3; no tiene limite 


17 , 81 4 096 390 625 . 2 

*+, 16 > 729 > 65 536 » e 


19. 0 21. -2 25. [-1,1) 


27. [-3,3] 29. x — 3 31. (-7,5) 33. (-1,3] 35. (-1,1) 37. (a) R = 1, [-1, 1]; (b) £(-1 ) n x 2n ~\R = 1; 

n = 1 


(c) (-1,1) 39. (a) R = + 00 , (- 00 , + 00 ); (b) £ 


nr " -1 ir f-iv*r 2n+1 

=-,/? = + oo; (c) (— 00 , +oo) 41. Y -T — 7 

„^lW) 2 n = o2 4/, + 4 (2« + 1) 


43. 0.161 45. 0.493 47. (d) 0.261 49. 0.0124 51. 1.2840 53. 0.1947 


55. 0.9986 57. 1.6094 59. 3.1416 61. 0.5773 63. 1 + | + 


K-iy 


(-oo, + oo) 67. 

n = 0 n — 1 KLTl n = 1 


|H + 1 

3 • 5 * . . . • < 


2 n n\ 


+ oo 

71. 0 

73. 1 + £ 


n= 1 


(2n - 3)*" 


= 4 


;(-i,i) 


(2n)\ 


EJERCICIOS 9.1 (pagina 746) 


1. * 2 + y 2 - 16 


3. x 2 + y 2 = 16, jc > 0 


5. (x/4) 2 + (y/25) 2 = 1 





7. (jc/ 4) 2 + (y/9) 2 = 1, jc > 0 


9. * + 2y = 11 


11 if i 

1 * 3 f ’ 9 




ljt-lg_<_ . (2 + Q - (1 + In <X2 + 4t + f2 ) . 15 . _* coU; b csc3| 


te'(2 + t) 


rV'(2 + r) 3 


13. 
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17. (a) tangente horizontal: y =1; 19. (a) no posee tangentes horizontales; 21. (a) tangente horizontal: y - 0, y = 2 2 ^ 3 ; 

tangente vertical: x = -1; tangente vertical: x - 0; tangente vertical; jc = 0, x = 2 2 ^ 3 ; 

(b) concava hacia arriba: t > | ; (b) cbncava hacia abajo para toda t (b) concava hacia aniba: / < -1, -1 < t < 2 -1 ^ 3 

concava hacia abajo: / < - cbncava hacia abajo: /> 2~^ 3 



23. jr 3 + v 3 = 3 xy 25. 5 V3 x + 2y = 20 27. ~ = 0; = - — ; = 0 29. 3 no 1 unidades cuadradas 

dx dx 2 4a dx 3 

31. (b) es la linea continua, (c) est£ punteada 33. (a) 3 cuspides; (b) 6 cuspides 35. (b) es la lfnea continua, (c) esti punteada 



EJERCICIOS 9.2 ( pagina 751 ) 

1. 1 + 1 V21n(l + 42) 3. 2 VlO + V2ln(2 + 45) 5. ^[(40) 3/2 - (13) 3/2 ] 7. 120 9. 42(e - 1) 

11. ln(l + 42) 13. 8 n 15. 39.19 17. 3.966 19. 8.462 21. 55.31 23. 6 a 25. <z[ln(cosh 2) - ln(cosh 1)] 


EJERCICIOS 9.3 (pagina 764) 

5. (a) (-3,0); (b) (-1,-1); (c) (2, -2 V3); (d) ( \ 43 , ~\) 

7. (a) ( 42, l n ); (b) (2, | k); (c) (2 42, ± *); (d) (5, k) 9. (a) (x 2 + y 2 ) 2 = 4xy ; (b) (* 2 + y 2 ) 3 - * 2 

11. (a) * = -1; (b) 4* 2 - 5y 2 - 36y - 36 = 0 

13. (a) recta que pasa por el polo con pendiente V3 ; (b) circunferencia con centro en el polo y radio ~ n 

15. (a) recta que pasa por el polo con pendiente tan _! 2; (b) circunferencia con centro en el polo y radio 2 

17. (a) Recta paralela al eje | ny a 4 unidades a la derecha de el; (b) Circunferencia tangente al eje ~7t, con centro en el eje 

polar y radio 2 

19. (a) Recta paralela al eje polar y a 4 unidades debajo de el; (b) Circunferencia tangente al eje polar, con centro en la pro- 
longaci6n del eje ^ ny radio 2 

21. Cardioide; simetrica con respecto 23. Cardioide; simetrica con respecto 25. Caracol con un lazo; simetrico 
al eje polar; apunta hacia la al eje | 7r; apunta hacia arriba. con respecto al eje - k\ 

izquierda. apunta hacia abajo. 
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53. rectas tangentes horizon tales en (7, ^ n), (1, | n) y (2, 3.87); rectas tangentes verticales en (5.34, 0.46), (5.34, 2.68) 

55. rectas tangentes horizontales en (4.73, 1.95), (4.73, 4.34); rectas tangentes verticales en (2, 0), ( 6 , n) 

57. rectas tangentes horizontales en (-1, ^7t), (-1, |jr), (|, 0.42), ( j, 2.72), (|, 5.86); rectas tangentes verticales en (0, 1), 
0, *). (- § . 1 .99), (- § , 4.29), (- 1 , 5. 1 3) 

59. rectas tangentes horizontales en (0, 0), ( if\2 , 5 tr), (- i[\2 , 3 it); rectas tangentes verticales en (0, 3 tr), ( V2 , g zr), (- ~J2. | tr) 
61. (1.5, 2.60); (1.5, -2.60) 63. (0. 0); (1.73, 1), (-1.73, l) 65. (3, 3 n), (3, -5 n) 67. el polo; (2, \ n)\ (2, - f n) 


EJERCICIOS 9.4 (pagina 773) 

1. 5 n 3. 2lta 5. 32 7. 12 9. iV5(e 8 - 1) 11. 6 tr 13. 19.38 15. 2.505 17. 4.455 

19.26.22 21. | nr unidades cuadradas 23. 4n unidades cuadradas 25. 4 unidades cuadradas 27. ^ it 3 unidades cuadradas 

29. | jrunidadescuadradas 31. ( "n - ysen _1 | - 3 V2 ) unidades cuadradas 33. (yi- " V? ) unidades cuadradas 
35. (fir - 9) unidades cuadradas 37. (18 - | n) unidades cuadradas 39. 3 (;r + 1 ) unidades cuadradas 
41. (a) (l.±jir);(-l.±|a);(b)(|ir - 2 V3 ) unidades cuadradas 43. (a) (2, ± ± a); ( 2 , ± | n); (- 2 , ± 3 k)\ (- 2 , + 3 n); 

(b) ( 3 n + 4 v'3 ) unidades cuadradas 45. 4 unidades cuadradas 47. 8 tr 3 a 2 unidades cuadradas 49. 3 an 2 unidades cuadradas 


EJERCICIOS 9.5 (pagina 78 1 ) 

1 . (a) e = 3 V5; 3. (a)e = }V21; 5. (a) e = 5 4W ; 

focos; (± V5 , 0 ); focos: ( 0 , ± V 21 ); focos: (± v ,r 29 , 0); 
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15. (a) § ; (b) elipse; 
(c) rcos 6 = -3; 



21. (a) | ; (b) hipdrbola; 



17. (a) f ; (b) hipSrbola; 19. (a) f;(b) elipse; 

(c) r sen 9 = - 1 ; (c) r sen 9 = -5; 



29. (a) r = 


1 - 3 cos 9 ’ 


(b) rcos 9 = -z 


J3 ft unidades cuadradas 


„„ , x 40 000 000 

37. (a) r = — 

1 - cos 9 


(b) 20 000 000 millas 


39. 4 600 millas 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 9 (pagina 783) 



7. x = 12, y = 16; y = -16 

9. (a) (2, ^n),(-2, |/r); (b) (-3. - 1 /r), (3, iff) 11. (a) (0. 1); (b)(l,-V3); (c) (-2^2, -2 V2),(-f V3,-|) 
13. (a) (4V2, f/0; (b) (2, | rr), (c) (6, \«) (d) (4, | /r) 15. r 2 (4 cos 2 0 - 9 sen 2 0) = 36 

17. r = 9 cos 0 - 8 sen 0 19. xy = 2 21. x 4 + 2x L y L + y 4 - y 2 = 0 

23. (a) recta que pasa por el polo con pendiente 1 ; (b) circunferencia con centre en el polo y radio 4 

25. (a) recta perpendicular al eje polar que pasa por el punto (3, 0); (b) circunferencia con centre en ( | , 0) y tangente al eje 1ft en el polo 
27. caracol con una hendidura; sim&rica 29. cardioide, simdtrica con respecto al 31. caracol con un lazo; sim&rica con 
con respecto al eje polar; eje polar; apunta hacia la izquierda respecto al eje j ft; apunta hacia abajo 

apunta hacia la derecha 
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33. rosa de 4 hojas 35. 37. lemniscata 



41. 2 ,/37 + iln(6 + v37 ) 43. 32 45. (a) (16tt - 24 -/3 ) unidades cuadradas; (b) (32tt + 24 ■/ 3 I unidades cuadiadas 

47. a 2 (j7t + 2 V3 ) unidades cuadradas 49. ^ — — — - unidades cuadradas 51. r 2 - 2r 0 rcos(8 - 8 0 ) + r 0 2 = a 2 

53. (a) e = j ; (b) elipse; (c) r sen 8 = -2 55. (a) e = | ; (b) hiperbola; (c) 3r cos 0 = 4 

57. /• = ^ 59. r = — - 61.38.014 63.26.73 65. (a) 28.6 millones de millas (b) 43.4 millones de millas 

1 - 3 cos 8 1 - sen 0 


EJERCICIOS 10.1 (pagina 797) 


1. (b) 5 3. (b) I vl + 4e J 5. (a) (b) K\ (c) tan"' 0.4 = 0.38 7. <2, -3) 9. (5, 6) 

11. (-4,3) 13. (12,-5) 15. (a) (-1,9); (b) <1, -5> 17. (a) <-9,-4>; (b) (4,-e) 

19. (a) (6, 1); (b) V74; (c) v i061 21. (a) lOi + 15j; (b) -24i + 6j; (c) 6i + 2j; (d) 2 -,/1 0 

23. (a) -Jn + \/T7 ; (b) -141 + 21 j; (c) 7 /ll ; (d) 5 VT5 - 6^17 25. (a) -281 + 6j; (b) 2^205 


31. (a) 8(coSj/ri + sen|.irj), -|i + ^ V3 j; (b) 16(cos ari + sen^j),-i 33. h = 2 ,k = 3 

37. (a) 1351b; (b) 17° ' 39. 29.0° 41. (a) 364.1°; (b) 243 millas/h 43. (a) 28.1°; (b) 1.7 millas/h; (c) 0.53 millas 


51. (a) (1,-2); (b) (1,-2) 


EJERCICIOS 10.2 (pagina 809) 


1. (b) (7, 2, 0), (0, 0, 3), (0, 2, 0), (0. 2, 3), (7, 0, 3), (7, 0, 0); (c) V62 
3. (b) (2, 1,2), (-1, 3, 2), (-1, 1,5), (2,3, 2), (-1,3, 5), (2, 1,5); (c) % /22 

5. (b) (3, -1,0), (3, 3,0), (1,3,0), (1,3, 5), (1,-1, 5), (3, -1,5); (c)3^5 7. (a) 3; (b) (2, 5, f) 

9. (a) (b) ( |, -1, 2) 11. (a)7V2; (b) (-1, §,-±) 13- (±4 V6.4, 2) . ; 

17. (a) | AB \ = 9 v2; | AC | = 2v62; | BC | = -/62 ; (b) punto medio deAfi: ( 1, | ); pumo rnedio de AC: (-1, 2, 5); 

punto medio de BC: (- 1 , 8, |) 21. esfera con centro en (4, -2, -1) y r = 5 23. el punto (0, 0, 3) 

25. el conjunto vacio 27. x 2 + (y - l) 2 + ( z + 4) 2 = 9 29. (a) (21, -13, -2); (b) (-25,-26,5); 

(c) 7V59 - 5V4I ; (d) VI326 31. (a) (-19, -16,-1); (b) (-6 v' 91 , - 8 V9l , -2 V 9 l ) 33. a = 0, b = 0 


3 . 8 

M ' V§9 


39. (f.O.-i) 


(b )^i4 + 


45. (a) <- 


4\. (h\ L JL J_ _U 

q/i (o) ( * rz » 
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EJERCICIOS 10.3 (pagina 819) 

1. (a) 10; (b) -1 3. (a) - 1 ; (b) 9 15. (a) 0; (b) paraningun valor del; 17. (a) (b) i + j 

19. ||V50 21. (a) -44; (b) -468; (c) -31; (d) (-84. 198, 124) 23. (a)-jV5; (b) -3; (c) <2, 1,-2) 

25. (a)-£V6; (b) <-|f,-fi,if) 27.-1^4422 31. \ VI unidades cuadradas 33.(1, Vl7, ^ VTv>;<- 1, Vl7, - ^ Vl7> 

35. 37. (a) 24 pie-lb; (b) 24 V3 pie-lb 39. (18 - 9 V3 ) pie-lb 41. 25 pie-lb 43. § S pie-lb 45. f 


EJERCICIOS J0.4 (pagina S3 3) 

1. jc + 2y - 3z + 1 = 0 3. y - z + 3 = 0 5. jc - 3y - 4 Z - 3 = 0 7. 3jc + 2y + 6z = 23 

9. <1 _I 2>., 2 1 2 \ 

X 3 ’ 3 3”' 3 ’ 3 3 7 

15. 5jc - 3y + lz + 14 = 0 


XX. (± 1 — ily (-A -A 11) X3 / ? 0 ? -\ 4 - 0 — \ 

' 13 T 13 ’ 13'’ ' 13 ’ 13 ’ 13 ' \VI3 ’ ’ VT3/’ \ VI3’ ’ VT3/ 


17. 2jc 


2+1=0 19. Ay - 3z 


21. 67.6° 


23. 69.2° 


25. V6 27. \ . 29. jc = 1 + 4/,y = 2 - 3f,z = 1; 


1 = 0 y z=l 

jc - 1 y 


31. * = 13r,y = -12 t,z = -8f; ± ^ 


33. jc = 2 / - 2,y = — 1 6r; 2 = 13/ + 3; 


x + 2 


,z = 1 

y 

-16 


2-3 

13 


35. jc = 4 + /, y = -5 + 3/. z = 20 - 6/; 


x - 4 


y + 5 


20 


1 3 -6 

41. 8jc - y - 66 = 0; 13jc - 5z - 102 = 0; 13y - 402 + 42 = 0 
43. 4jc + y + 3 = 0; 3jc - z + 4 = 0; 3y + 4z - 7 = 0 45. ^ V6 

jc - 3 y - 6 

13 , 


37. 


13 


47. 4jc + 7y - 3z + 7 = 0 


49. 4jc + 2y - 3z + 5 = 0 


51 (5 _17 A) 
6 ’ 12 > 


53. 


1 


55. J V70 61. jc = jc 0 , y 


yo 


EJERCICIOS 10.5 (pagina 844) 

1. (7,13,-11) 3.-490 11. <9, -1,-23) 15. 

21. 5x - 2y + lz = 0 23.x + 2y + z- 2 = 0 


17. V 89 unidades cuadradas 19. 9 ~J29 unidades cuadradas 
1 " ! 27. ±^(i + 2j + k) 


29. 20 unidades cubicas 31. 


38 

3V78 


25. ±-^(i + j - k) 


33. 187.9 pulg-lb 


EJERCICIOS 10.6 (pagina 857) 

13. x 2 + z 2 = 4y 15. X 2 + 4y 2 + 4 z 2 = 16 17. y 2 = 9x 2 + 9 z 2 19. y 2 + z 2 = sen 2 * 21. x 2 + z 2 = 16; 

ejexoejey;ox 2 + z 2 = 16, ejexo eje z; o y 2 + z 2 = 16, ejeyoejez 23. x 2 - z 2 = 4, ejez;oy 2 - z 2 = 4, ejez 
25. x 2 = |y | , ejey; o z 2 = | y | , eje y 27. y 2 = 9x 2 , ejey; oy 2 = 9z 2 , ej ey 29. (i) (d): paraboloide ellptico 
(ii) (e): elipsoide; (lii) (b): paraboloide hiperbolico; (iv) (f): hiperboloide de 2 hojas; (v) (a): hiperboloide de 1 hoja; 

(vi) (c): cono ellptico 31. elipsoide 33. hiperboloide de 1 hoja 35. cono ellptico 37. paraboloide ellptico 
39. paraboloide hiperbdlico 41. hiperboloide ellptico de 2 hojas 43. (a) 1 < | k \ < V2 ; (b) | k \ < 1 

45. v^rtice: (l,-{,0); foco (1,0,0) 49. 87T unidades cubicas 51. a ^ 1 n unidades cubicas 

J 2c 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 1 0 (pagina 86 1 ) 

1. -251 + 63j 3. V4594 5. 15V2 - 14^13 7.92 9. -4= 1 - -4= j 11 . h = -j ; k = 4 

VT06 vT06 2 2 

13. -^V2 15. -gi-^j 17. -jj VT5 19. 1(80 ± 58V3) 21.1 + 26j - 16k , 23. -3 25. 7 Jim 

27. - j ^/2l 29. 1(1 + 2j - 2 k) 31.(60,-40,80) 33.16 35.295 37. Un punto del eje * en R, una recta 

paralela al eje y en R 2 , un piano paralelo al piano yz en R 2 . 39. El eje x. 41. La circunferencia del piano xz con 

centro en el origen y radio 2. 43. El piano perpendicular al piano xy que lo intersec ta en la recta y = jc. 45. El parabo- 

loide de revolucidn generado al girar y 2 - 9z alrededor del eje z. 47. El cono circular recto generado al girar y = x 
alrededor del eje jc. 
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49. (a) 104.4 1b; (b) 35.5° 51. 127.28pie-lb 53. (-3, Vl67 , 1), (-3, - Vl67, D 

55. {x + 2) 2 + (y + l) 2 + (z - 3) 2 = 17 57. z 2 = e 4y o jc 2 = e 4> ;elejey 59. 3 


7 5 

61. (a) cos a = — — ,cos 8 ~ — — , cos y 
-J78 K V78 


63. (a) V3; 


(b)-«l + _±j - ik 

W 25 * + 25 J 5 K 


<b) V78 1 

65. x - 6y - lOz + 23 = 0 67. S V2 


5 . 2_. 

V78 J V78 


69. 3 71. I V3 

79. 24 unidades cubicas 






-3/, z ~ t 


77. || it unidades cuadradas 


EJERCICIOS 11.1 (pagina 870) 


1. (-», 0) U (0,4] 3. (-1, I] 5. [-2,0) U (0, re) U (it, 4] 7. (-4 ,-tt) U (-^,0) U (0, tt) U </r, 4] 

9. (a) 2ti + t 2 j + 2<k; (b) 2i + (/ 2 - 2)j - 2k; (c) 3( 2 - 3; (d) (< 3 + f 2 - 2/)i - 4/j + (2 1 - i 3 + ( 2 )k 

11 . (a) (cos t + sen /)i + (cos t - sen /)j; (b) (cos t - sen/)i - (cos/ + sen /) j + 2/k; 

(c) -f 2 ; (d) /(sen / - cos /)i + /(sen / + cos /)j + k 

13. (a) (/ 2 - l)i + (/ 3 - t 2 - t + l)j + (/ 2 - 2/ + i)k; (b) (/ 2 - 2/ + l)i + (/ - l)j + (/ 2 - l)k; 

(c) (2 + /)i + (/ 2 + 2/)j + rk; (d) /i + j + (/ + 2)k 

15. (a) sen / co s /i - s en 2 / j + /sen/k; (b) sen 2 /i + sen/ cos /j - /sen/k; (c) Vl - / 2 i - /j + sen* 1 /k; 

(d) /i + V l - / 2 j - sen -1 rk 

17. 4j-+ 2k 19. j + k 21. -i - Ijrj + ;rk 23. e(i + j + k) 25. (1,2) U (2,+oo) 

27. Todos los numeros reales distintos de (k + |)tt, donde k. es cualquier entero 29. Todos los numeros reales 






43. (a) (0, 8, 0); (b) (4, 8, 4); (c) (0, 0, 8) 

45. (a) (0,0,10); (b) (-10,0,0) (c) (10,0,0) 


EJERCICIOS 1 1.2 (pagina 880) 

1. R '(/) = i - r 2 j; R"(/) = 2/ -3 j 3. R'(/) = (2/ + l)“ 2 i + 2/~ 2 j;R"(/) = -4 (/ + l)" 3 i - 4/ 3 j 

5. R' = 2e 2 'i + r‘j + 2/k; R"(/) = 4e 2 'i - t~ 2 j + 2k 


7. R '(/) = 


l 

1 + / 2 


1 


vr 


j 


i 


vrv 


k ; R"(/) 


2t 


(l + / 2 ) 2 (i _ r 2 )3/2 


J 


(1 - z 2 ) 3 ' 2 


9. R'(/) = 10cos2/i - 4 sec 4/ tan 4/j - 8 sen 2/k; R"(/) = -20sen2/i + (16 sec 4/ - 32sec 3 4/)j 

.2 * . . e\-il7 ^ 12e 6r 


16 cos 2/k 


11. (2/ - 3)(2/ 2 - 6/ + 5r 1/2 13. 


V 1 + 4e 6t 


33. In | sec / 1 i - ln|/|j + C 


35. (/ In / - /)i + |/ 3 j + C 37. |^ 3r i - |^* 3/ j + ( |e 3f - |/^ 3r )k + C 39. In | sec-/ 1 i + In | sec / + tan /| j + In | / 1 k + C 
41. (|/ 3 “ 7)1 + (In | / — 2 | — 5)j 43. [|e ? (sen / - cosr) + |]i + (sen / - l)j + (2 - e r )k 45. x 2 + y 2 — 1;0 

47. 0 49. V2l + \ + |ln(4 + V2l) 51. 13 53. 9.571 55. 3.096 
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EJERCICIOS 1 1.3 (pagina 888) 


1. T(r) = -sen ri + cos rj; T( ±7t) = -i; N (r) = -cos r i - sen rj; N( ^ 7t) = -j 
3. T(r) = cos ri + sen rj; T( ]- 7t) = j; N(r) = -sen ri + cos rj; N( ^ n) = -i 


5. T(r) = f 
r + l 


j ; T(2) = |i + U;N(t) 


7. T(r) = senri -h cosrj;N(r) = cos ri - senrj 9. T(r) = 


i ± 4 ; n (,). ^4 

/l + r 2 VI + t 2 


11. T( | n) = i; N( ^ n) = -j;B(i/r) 


13. T(l) = IV2(j + k); N(l) = iV2(-j + k);B(l) = k 


15. T(r) = -cosri +• senrj;N(r) = senri + cosrj;B(r) = -k 17. osculador: 2 = 2; rectification y = ~ n\ normal:* = 1 

19. osculador; x = l ; rectificador: -(.y - ^) + (z - | ) = 0; normal: (.y - ^) + (z ~ |) = 0 

21. osculador: z ~ 2; rectificador: (x - ~ ^2 ) + (;y - | V2 ) = 0; normal: -(* - ^ V2 ) + 0> - ^ V2 ) = 0 

23. T( j 7t) - i V5(-2i + k); N( | 7t) = -j; B(^tt) = ^ V5(i + 2k); osculador: x + 2z - 4 = 0; rectificador: y = 1; 

normal: 2x - z + 2 = 0 

25. ^ V273 27. Ijr 29. s = ±[(4 + 9 r) 3/2 - 8] 

31. R(s) = (senV2^ - V2scosV2s)i + (cosV2 s + V27senV2j)j + 2k 

33. R(j) = i + I [(35 + 1) 2/3 - l]j + |[(3 j + 1) 2/3 - 1 ] 3/2 k 35. R(j) = (1 - |s) 3/2 i + (fs) 3/2 j + 2k 


EJERCICIOS 1 1.4 (pagina 896) 

1. K=±;p = 3 3. AT = 1; p = 1 5. /f=^;p=f 7. -±- 9. 77 15 - 2 

3 , _ 2 1 3 M r(l + z 2 ) 3 / 2 

17. *T(r) = V— ; AT(0) = V2;p(0) = i V2 19. A: = i;p = 2 21. AT = |V2;p = 2^2 

(1 + 6/ 2 + z 4 ) 3/2 2 2 j /2 

23. AT = AV7;p = 2V7 25. AT = ^ Vl7 ; p = ^ Vl7 27. (2 * 29. ^(16.i 2 + 81;y 2 ) 3 ' 2 

3/2 l ^ | 

31. 2( ' t - r - 2 > — 33. 4|aseni/| 35. (-iln 2, 2 -Jl) 37. (-3,-1) 41. AT = 2; p = i ; (0, - ±) 

43. ^3jc + 2p, - j 45. ^ ~ — cos 3 /, — ~ g2 sen 3 /) 47. C = ( |, || ), p = ^ 49. (j: + 2) 2 + (y - 3) 2 = 8 

51. AT= g V7;p = ^V7 53. AT = ^j-|-;p = 16 |«| 59.^ 

EJERCICIOS 1 1.5 (pagina 907) 

1. (a) V(Z) = 2d + j; A(r) = 21; ||V(/)|| = V4/ 2 + 1 ; ||A(/)|| = 2; (b) V<3) = 6i + j; A(3) = 2i 

3. (a) V(z) = -10 sen 2d + 6cos2/j; A (/) = -20 cos 2d - I2sen2zj; ||V(/)|| = 2 s/25 sen 2 2/ + 9 cos 2 2/ ; 

|| A(z) || = 4^25 cos 2 / + 9 sen 2 2/ ; (b) V(±/r) = -lOi; A(i») = -12j 

5. (a) V</) = e'i + 2e 2 'j; A(f) = e‘ + 4e 2 'j; ||V(/)|| = e'Vl + 4e 2 ' ; ||A(/)|| = e'Vl + l6e 2 ' ; 

(b) V(ln 2) = 2i + 8j;A(ln2) = 2i + 16j 

7. (a) V(r) = i + tanrj;A(/) = sec 2 /j; ||V(/)|| = |sec/|; ||A(/)|| = sec 2 /; (b) V(|») = i + j; A( K) = 2} 

9. (a) V(/) = (2/ + 3)i - 6/j; A(/) = 2i - 6j; ||V(/)|| = V40/ 2 + 12/ + 9 ; || A(/) || = 2^10 ; (b) V(|) = 41 - 3j; 

A(i) = 2l-6j ll.V(i^=-2l + k;A(i*) = -2j; ||V(i/r)|| = V3 13. V(2) = i + 2j + 2k; A<2) = 2j; ||V(2)|| =3 
15. V(0) = i + j + k;A(0) = 2j + k; ||V(0)|| = S 17. (4 - ^>1 + (i/ 2 + / + 2)j 

19. (e~‘ + 3/ - l)i + (|e 3 ' + + f )j 21. (/ + l)i + (/ + 2)j - 16/ 2 k 23. (/ 3 + 2/)i + (/ 4 + 3/)j + (|/ 2 + 4)k 

IS. V(f) = 21 , 2,J; A(<) = 2j;T(0 . , I + -i— J^N(n = i • 1 j. || V(„ || = . ,i + r 

Vl . I 1 / + r- -,1 + Vl + 

■ irriv« ;V0) ■ 2i * 4JlT(2, - is" - 2J; 

N ®- §'*75MI v < 2 )I-2V> ; w yW- 

27. V(r) = -15 sen3ri + 15 cos 3 rj; A(r) = -45cos3ri - 45 sen 3 rj; T(r) = -sen3ri + cos3rj;N(r) - -cos3ri - sen3rj; 
|| V(z) || = 15; A T (t) = 0; A N (t) = 45; K(t) = i ; V( \it) = -15j; A( i zr) = 45 i; T( i n) = -j; N( | it) = 1; || V( | it) || = 15 
Aj< I*) = 0; A n ( j k) = 45;A-(i^) = I 
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29. V(f) = e t \ - £~'j;A(r) ~ e { i + e 1 j; T(/) = 


llvwll = = 


VT'Tli 


•V e 4t + 1 


j ; N(0 = 


V «' 47 + i 


+ 1 


j; 


- l 

e T ^e 4t + 1 


;4v(0 = 


2 *' 


^e 4t + 1 


; AT (0 = 


2 * j 


+ 1 ) 


3/2 


; V(0) = i - j; A(0) = I + j; 


T(0) = j=i - j;N( 0 ) = j= i + ± j; II V( 0 ) || = V2;/M0) = 0 ;A„< 0 ) = V 2 ;AT( 0 ) = -j= 


31. 


4/ 


-v'4 1 1 + 2 


T(/) 


+ , 2v2 N(/) 33. 1T(/) + /N(/) 35. 2^T</) + 2N(/) 39. 3(x - 1) - 3(y - 1) + (z - I) = 0 


V 4/ 2 + 2 

41. (a) 160 V2 1 + 160V2j; (b) j(r)i + y(/)j = 160V2/i + <160 V2/ - 16/ 2 )j; (c) 10 V2 s; (d) 3200pie; 

(e) 800 pie; (f) 1 60 V2 i - 160 ^j; 320 pie/s; 

(g) R(6) = 960 V2i + (960 a/ 2 - 576)j; V( 6 ) = 160 V2i + (160V2 - 192)j; 64^34 - 15^2 » 229pie/s; 

„2 

(li) y = j: - 45. (25 + V63l ) s; (20 000 V3 + 800 /l893 ) pic 47. 283 m/s 

49. Caera en ei agua a 24.3 pie del barco. 51. 40°8' 53. Pasara 5 pie por arriba del arbol y caera a 25 pie del banderin. 

55. (c) T (/) - -sen coti + cos coty, N(/) = -cos (Oti - sen (Dty, A T (t) = 0 ;A N (t) = rw 2 ; (d) se cuadriplicara 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 7 7 (pagina 910) 

1. [0,3) U (3,4oo) 3. [-2,-1*) U (-i*,-i] U [|, ij 

7. k 9. (0, 4) 11. Todos los numeros reales 13. 




17 ‘ «'« = ^ 7 i-^J-ik;R"(r) = 6 

19. D, || R( 0 1| = 9 f' ■ ||£),R(f) || = 3e‘ 21. [ln(r 4 2) - In 2]i 4 (tan-' / 4 l)j 

V 9e 1 + 8 

23. (4e tl2 - 2e)\ + (4e~ t{2 - 6e~ l )j + (4senh±? - 4 senh 1 + l)k 25. 8 + n 2 + senh -1 \4ln 27. 0.9950 


29. T(0 


e 2t \ + j 

Ve 4 ' + 1 


;N(0 - 


* 2 'j 


; T(ln 2 ) 


41 + j 


; N(ln 2) 


4j 


31 y 35. T(/) = — ^ J 2 + 2 k ;N(f) 


v ' VI? 

2 /i + (2 - / 2 )j - 2 /k 


;B(/) 


VI7 ’ 

- 2 i + 2tj - I 2 k 
t 2 + 2 


i 


osculador: - 2 (jt - 2 ) + 2 (y - 1 ) - (z ~ 2 ) = 0 ; rectificador: 2(x 
normal: (jc 

33 y 37. T(t) = j(3cos2fi + 2j - 3sen2/k);N(0 


■ ) + (y - 1 ) - 2 (z - 2 ) = 0 ; 


3 l ) + 2 (y - 1 ) + 2(z - 2 ) = 0 

-sen2fi - cos2/k; B(/) = -4= (-2 cos 2/i + 3 j + 2sen2rk); 

[ i 

osculador: -2* + 3y = 0; rectificador: z = 3; normal: 3 j: + 2y = 0 39. + It 

41. R(s) = [2(3 J 4 17 3/2 ) 2/3 - 34] i 4 l[(3.s 4 17 3/2 ) 2/3 - 16] 3/2 j 43. R(i) = 3 send/ v ' 13)1 4 2s/Vl3j 4 3cos(s/Vl3)k 

8 172/2 2 i 

45. K = — V;p = +— 47. K = — 49. K = ± 

17 3 / 2 8 U 2 4 2 ) 2 13 

53. K = ~\p = f 


55. (-¥, 32) 


57. (a) V(f) = 3i 4 (4 - 2/)j;A(/) = -2j; ||V(f)|| = V4f 2 - 16( 4 25; ||A(/)|| = 2 ; (b) V(l) = 31 4 2j;A(l) = -2j 
59. V(i^) = -i^i 4 j 4 k;A(i k) = -2i - |^j;rapidez: (t 2 4 2 61. R(r) = (|e 2 ' 4 |)1 - e“'j 

63. R(/) = 2cosri 4 (2 sen/ 4 2)j 4 tk, 65. (/ 4 l)i 4 (|/ 2 - 3/4 y)j 4 (3/ - t 2 - 2)k 


67. V(/) = 31 4 (4 - 2/)j;A(/) 
4/ - 8 


- 2 j ;T(/) = - 3i + (4 ~ 20 J -;N(/) = ( . 4 _~ 2 / )i ~ 3 j 

V4/ 2 - 16/ 4 25 V4/ 2 - 16/ 4 25 


; || V(/) || = V4/ 2 - 16/ 4 25; 


Aj(t) 


V 4/ 2 - 16/ 4 25 


+(f) 


V4/ 2 - 16/ 4 25 


-;«o = 


(4/ 2 - 16/ 4 25) 3/2 


; V(l) = 31 4 2j;A(l) = -2j; 


T( i) = 7f (3i + 2 j>; N <D = ^ - 3 i): 11^)11 = v'UM.d) = ^;A N (.) = j=-,W) = 
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69. A(f) 


4^ 


- T(0 + 


4 + 4e 2t + 4e 
4 + e 2t + e 


-2r 


-NO) 


71. (a) V(0 = 2senh2/i + 2cosh2/j;A(/) = 4cosh2H + 4senh2/j; 
(b) ||V(/)|| - " L “ - 4senh4f - - 4 


2 V cosh 4/ ; (c) Aj(t) — == = ; Ay(t) — 


V cosh 4/ ’ 


Vcosh 4r 


73. (a)75-V3/i + (75/ - 16/ 2 )j; (b) ^ V3 pie; (c) ^pie; (d) 150 pie/s 
77. (a) 0.85 s; (b) 18.38 pie 


75. 98.73 pie/s 


EJERCICIOS 12.1 (pagina 923) 


1. (a) -i; (b) 5; (c) 

jc 2 + y 2 * 1} 
x 2 + y 2 < 1} 
x - y - z * 0} 


x + y 


(d) 0 


jc 2 - y 2 


5. {(x,y) 
13. {(*,y) 
21. {(*,y, z) 
27. { (jc,y,z) 


Z l ; (d) 4 a: + 4y + 8 

11. (U,y)\x 2 + , ! 2l) 


+ y 2 < 4} 


y + 2 , w „ 3. (a) 1; (b) I V2 ; (c) ± -/l6 

7. {(x,y)\x 2 + y 2 £ 1} 9. {(j/. y) | jc 2 - y 2 a 1 

15. Kx,y)|y * ±x) 17. {(*,y) | - 1 £ * - y £ 1 ) 19. ) (jt, y) | xy > 1 

23. {(j/, y, z) \x 2 + 4 y 2 + z 2 £ 16} 25. { (j/, y. z) [ | JC | £ 1, |y| £ l,|z| S 1 

29. { (jc. y) | jc 2 + y 2 £ 16) 31. R 2 33. R 2 35. R 2 


37. Circunferencias centradas en el origen de radio Vl 6 - k 2 , k = 0, 1 , 2, 3, 4 
39. Circunferencias centradas en el origen de radio V 16 - k , k - 16, 12, 7, 0, -9, -20 

41. Hiperbolas jc 2 -y 2 = k,k = 16, 9, 4, 0*, -4, -9,-16 (*lasrectasy = ±jc) 43. Circunferencias de radio ^2k , k = 8,6, 4, 2,0 


45. Hiperbolas xy ■ 
47. (a) 2; (b) 6; 


■ k,k = 0*, In 2, 1, In 4, In 2,-1, In f (*los ejes x y y) 
(c) 4x - 


(d) jc - y|;(e) \x - y\ 


49. h(x,y) - sen -1 ^/l - jc 2 - y 2 ; dominio: {(jc, y)|jc 2 + y 2 < 1} 51. (b) (iii) 

55. (a) x pies es el ancho, y pies es la altura, $C es el costo. C(jc, y) = .32 


^ 12 ^ 18 
jcy + — + — 

* y 


53. (a) (iv) 

, jc > 0, y > 0; 


(b) $5.92 


57. (a) V =? ijcy(6 - x - 3y), x 2: 0 , y > 0, x + 3y < 6; (b) 0.78125 unidades cubicas 

59. Circunferencias centradas en el origen de radio a/ 9 - 16/V 2 , V = 16, 12, 8, 4 
61. Ramas en el primer cuadrante de las hiperbolas x y = /. / = 5, 4, 3, 2, 1 

63. Esferas centradas en el origen de radio ^/ln(4/P) , P = 4, 2, 1 , ~ 


EJERCICIOS 12.2 (pagina 940) 

1. 0 3.-4 5. 0 7. 5 = if 

21. El limite existe y es 0; tome 8 — A /f~ 23. El limite no existe 25. i n 27. i 

29. Continua en todo punto (jc, y) de /? 2 que no este sobre la recta y = 1 

31. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que no este sobre el eje y 

33. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que no este sobre la recta y = 2jc 

35. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que est£ en el interior de la circunferencia jc 2 + y 2 = 25 
39. Continua en todo punto (jc, y) * (0, 0)de/? 2 41. Continua en todo punto de R 2 

43. Todos los puntos (jc, y) de R 2 que est£n en el interior de la circunferencia jc 2 + y 2 = 16 

45. Todos los puntos (jc, y) de R 2 que esten en el exterior de laelipse 4jc 2 + 9y 2 = 36 47. Todos los puntos (x,y) de R 2 para 

los cuales j jcy | > 1 

49. Todos los puntos (jc, y) de R 2 de los cuadrantes primero y tercero para los cuales |jc + y| < 1 51. Todos los puntos de R 2 

53. esencial 55. eliminable; /( 0, 0) = 0 57. esencial 59. eliminable; /( 0, 0) = 0 

67. 0 69. continua en todo punto (jc, y, z) de R 3 que este en el exterior de la esfera jc 2 +y 2 + z 2 = l 

71. continua en todo punto de R 3 


37. Continua en todo punto de R 2 


EJERCICIOS 12.3 (pagina 952) 


1. 6 3. 3-t - 2 y 5. 


. - 7. jc 2 - 6jcy + 2 z 9. jcy + yt + zt 11. 4 13. —= y 

yjx 2 + y 2 X‘ + y 


15. -2 sen 3 0 sen 2d> 17. — (y In— - jc) 19. 

r xy\y) (x 2 


(x z + y 2 + z) 3/2 


21. 4jcy + - 23. xze xyz + exz , 

z z 4 + 9jc 2 y 2 


25. (a) -1; (b) 12 27. -In sen jc; In sen y 29. (a) - - (b) 31. (a) 4? 2jC seny; (b) -e 2x seny 

y jc 4 y J 

-i Z — ■ (b)2tan -.Z + _l£>L 


33. (a) 2 tan 1 - 


^ a + y 


2 4 . 1 


* JC 2 + y 2 

37. (a) e x cosy 2x ln / 2 > ( b ) “^^cosy - 39. (a) 12* + 20y; (b) 12jc + 20y 41. (a) 0; (b) ^ 


35. (a) 3y cosh x: - (b) 4x scnh y 


(1 + Jt 2 ) 2 
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43. (a) -2e z sene z \ (b) -2we z (sene z + e z cose z ) 45. (a) 


-320 rst 


(r 2 + 4s 2 - 5 t l ) 


100 

57. -4 grados/cm; -8 grados/cm 59. (a) - 


9i + 1 - 1 ; (b) 1 


(1 + 0 9 


0.0036 


2 ) 3 

1.54 


;(b) 


1 6r(5r 2 + \2s 2 - r 2 ) 


(1.06) y 


- 1 


-24.4; (c) 


5r 2 ) 3 

5000 In 1.06 


55. 4 


3(1.06)' 


(d) 


5 000 In 1.06 


-61 


3(1.06)® 

67. / l2 (0, 0) = -1;/ 2I (0,0) = 1 69. 0.0943 m 2 /kg; 6.42 m 2 /m 


61. (a) 1; (b) 1 63. (a) -2; (b) 0 65. ninguna existe 


EJERCICIOS 12.4 (pagina 964) 

1. (a) 3 (Ax) 2 + 2(Ax)(Ay) - (Ay) 2 + 14Ax - 6 Ay; (b) 0.54U; (c) 14 Ajc - 6Ay; (d) 0.54 
3. (a) (2 + Ax)(-4 + A y)e a + Ax)( " 4 + + 8<T 8 ; (b) -0.0026; (c) 28<T s Ax - 14<T 8 Ay; (d) -0.0019 

5. (a) Ax + 4Ay + (Ax)(Ay) + ln(5 + A z) - In 5; (b) 0.2141; (c) Ax + 5 Ay + I A z; (d) 0.214 
7. (12x 2 - y 2 )dx + (3 - 2xy)dy 9. (cosy - ycosx)dx + (-xseny - senx )dy 

2x dx - 2y dy + 2z dz 2 y J ( x „ y 2 \ , 

11. = — 5 13. tan l zdx - ~dy + 2 + ~r\dz 

x 2 + y 1 + z 2 z 2 \1 + z 2 z 2 1 

15. (a) 2(x 0 y 0 - y 0 ) Ax + (x 0 2 - 2x 0 ) Ay + (y 0 Ax + Ax Ay) Ax + 2(x 0 Ax - Ax)Ay; 

(b) = y 0 Ax + Ax Ay; € 2 - 2(x 0 Ax - Ax) 

17 ( n \ 2 x oyo Ax + >o( Aj: ) 2 ~~ *o 2A y . (h v f _ y 0 2 Ax - 2x 0 y 0 Ay _ *p 3 Ay 

yo 2 + yo*y ’ 1 >p 3 + >>o 2 Ay 2 y 0 3 + yp 2 Ay 

31. (a) (y 0 - Zq) Ax + x 0 Ay + ( 2z 0 - x 0 )Az - (Az)(Ax) + Ax Ay + (Az)(Az); (b) = -A z, € 2 ~ Ax, € 3 = Az 


35. 7.36 m 3 37. 0.14 cm; 1.4% 
1 


43. D,/(x,y) = 


£>2/(x,y) = 


2x sen 
0 

2y sen 
0 


^x 2 + y 2 


Jx * + y* 4 


39. 0.325% 41. $7 200 

loUU 

* .COS 1 


4** + > 2 


K + y z 


V* 2 + y 2 


Jr + y' 


si (x, y) * (0,0) 

si (x,y) = (0,0); 

si (x, y) * (0,0) 

si (x, y) = (0, 0); 


EJERCICIOS 12.5 ( pagina 973) 


i. 

3. 


du (a) 6x - 2y ; (b) 16 r - lfts; Jj: (a) -lx - 4.y; (b) -lOr - 6* 


5 . ^ 


(a) 13* - 2y + 5; (b) 24r - 41* + 5; (a) -17* - ly - 10; (b) -41r + 44s - 10 


(a) 


2 e>/* 


du 


, 2re y / x 


. w (2xsetw - ycosr); (b) 0; -5-: (a) — = — (ysenr + 2xcosf); (b) 2f? 2lan ' sec 2 r 

or x z dt x z 

du 


du 


du 


7. + >) + 3 *; x = 2 5 (x + y) - 2 x 9. ~ = 


6r^ J - s cos rs du 3e 2 e s + r< 






H- Yr = ^fsen* 1 = p-senh^(2*e r - yr J ) = 0 


yj\ - (3* + >) 2 ’^■ S VT- (3^ + y ) 2 


13. = 2xsea<t> cos d + 2y sen <f) sen 0 + 2z cos <f>; - 2xrcos (f) cos 0 + 2yrcos <f> sen 0 - 2zr sen <f>\ 

= -2xr sen </> sen 0 + 2 yr sen 0 cos 6 

15, (a) e x (cosr - ysenf) + e^xcosr - sen l); (b) e cos7 (cos/ - sea 2 /) + e Mn '(cos 2 f - sen t) 


17. (a) 


x sec t - y sen t + z cos t 


Jx z + y L + z 2 


(b) tan t sec t 19. a r- , t > 0 

t(x 2 + y 2 ) 


21 . 


x + y + 2t + fy - tx 


t(y + rr 


f > o 


23 . 


3x 2 - 8y 
3y 2 - 8x 


25 . - 


29 . p, 

dx 


sen y - y cos x 
x cos y + cos x 
.Z. ^Z xyz + 1 

•*’ 3xy tan 3xz - xy 2 


27 . 


dz 3y - 6x ~ 4z _ 3x - 2y 


dx 2z + 4x ’ dy 2z + 4x 

35. 6se r ~ s f (2 + r) - 8e" 2j 37. lOcos 2 0 + 8 39. -I0rsen2d 


43. decrece a la tasa de A rad/min 45. crece a la tasa de 3 840^cm 3 /min 47. crece a la tasa de 1.6 litros/min 
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-EJERCICIOS 12.6 (pagina 983) 


1. 2 V2jt + 5 V2y 3. 3x + V2y + 4z 5. - T 

13(x - yY 

13. e~ ly sec z (i - 2xj + x tan zk) 


7. (8 jc - 3y)\ + (2y - 3*)j 9. 


r 


11. 


y + z 


i + 


1 


• x - y 

. j - =^k 


(jC + z) 1 * + Z ” (X + z) 2 

21. -Sff^cos^JT 23. (a) (-4,-4); (b) -2 - 2V3 25. (a) (-12,2, 14); (b) $ 


31. V2 


33. 6 - tan 


3 y B = tan -1 3 


3s: + 1 


3 s + 1 


35. <a) 6 V2 grados por metro; (b) en la direction del vector i + — r j 

v 2 v 2 

37. (a) -1 volt por pie; (b) en la direction del vector -j e intensidad de 2 volts por pie 


x 2 + y 2 


15. 6 


17. -42 


19. -2 


2 »•&*+ f 


; { V* 2 + 4 


EJERCICIOS 12.7 (pagina 989) 

1. 2* - 2y + 3z = 17; 2-=-^ - ^±1 - 


5. ejc - y = 0; 


x - 1 _ y - e 
-e 1 


-2 
> z — 0 


3. 4x + 8y + 3z + 22 = 0; = 2_ 


1. x - y -1 
_ z - 1 


0 ; 


jc - 6 _ y - 3 
1 -1 


,z = 3 


9. x + 2y + 2z - 8 = 0; = 2_i - 2 

^ 15. AT = 4, y = 16 


11. 3x - 2y - 6z - 84 = 0; = y — = 2— - 

—3 2 6 


13. 


jc - 2 __ y + 2 
4 ~ -1 

21. 9jc - 4y - 1 = 0 23. 4jc - 5y + 6 = 0 


17. 


1 - 8s 


y ~ 2 

-2s 


z - 1 


19. las superficies son tangentes 


EJERCICIOS 12.8 (p6gina 1001) 

1. /( 0, 0) - 4, max. abs. 3. /( 2, 4) = -4, min. abs. 5. /(I, 0) = 9, mix. abs. 

7. /(4, -i) = -^p, min. rel.; /(0, -^) = - 1, punto silla 9. /(1,2) = 0, punto silla 11 ./(-£, 16) = -12, mix. rel. 

13. /(0, ±^) = 0, puntos silla 15. /(I, 1) = 5, min. rel.; /(-I, -3) = 31, max. rel.; /(I, -3) = 27, /(-l, 1) = -1, puntos 
silla 17. /(0, 0) = 1, punto silla 19. /(2, 4) = -4, min. abs.; /(0, 0) = /(2, 0) = 16, mix. abs, 

21. /(- 1 , 4) = - 1 , mm. abs.; /(2, 4) = 20, mix. abs. 23. /( 0, 1) = -2, mm. abs.; /( 0, 2) = 2, max. abs. 25. 8, 8, 8 

27. H ); £ Vl4 29. (o, y (o. -jL. -~j; l 31. | c mg de droga A y |cmg de drogafl 

33. y V3 unidades cdbicas 35. la longitud de la base es 2 j pie; el ancho de la base es 2 pie; la profundidad es 3 pie 
37. 3 horas-maquina y 9 horas-persona 39. $25 400 41. (a) 3 120; (b) 9 43. (a)y = 534.7 - 0.423 jc 

(b) 390.6 mililitros por minuto por kilogramo 45. (a) y = 0.8329 jc - 25.13; (b) $62 320 

47. 1 2 del tipo 1 ; 10 del tipo 2; la utilidad total es $ 1064 49. 1 argo, 1 ; ancho, 1 ; altura, | 


EJERCICIOS 12.9 (pagina 1012) 

1. (0, 0) y (0, 4) 3. ( | , - i , l ) 5. /(± i V35 , p = 2 , max. rel.; /( 0, 3) = 3, nun. rel.; /( 0, -3) = -3, min. tel. 

7. /(- 2 V3,-| V6.-1V3) =/(-§V3, }V6, ^V3) = /(§V3.-^V6, = /(jV3, V5) = 

mfn.rel.;/(|V3. j V6 , j V3) = /(-§ V3 ,-i S , | V6 ) = /(-f V3 , ± V6 x/3) = 

/( ^ V3 , - 3 V6 , - j V3 ) = |x/ 6, max. rel. 

9. /(± | V35 , i) = 2Z , mdx. abs.; /(0, -3) = -3, mfn. abs. 11. Todos los extremos del ejercicio 7 son absolutos 
13.3 15. 3V3 17.(a)12; (b) 4; (c) 1 19. 2 x/26 21. 2,6 23.2 25.2 37.22.5,7.5,3.625 

39. 7T±yV3,-±) = | ; T(0, i) = -I 41. 15,10,7.5,30,6 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPfTULO 12 (pigina 1015) 

1. {(x, y)|x 2 + 4y 2 a 16) 3. ((x, y)\y > x 2 ) 

5. { (x, y, z) | y * ± z) ; el conjunto de todos los puntos de R 3 excepto aquellos en los pianos y = +z 
7. ( (x, y) 1 4x 2 + 9y 2 < 36); la mitad superior del elipsoide y- + 2. + L- _ ] 9. y = — = 16,8,4,2 

11. (a) 4xy - 3y 2 + 4; (b) 2x 2 - 6xy - 2; (c) 4y; (d) -6x; (e) 4x - 6y; (f) 4x - 6y 
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13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

27. 

29. 

31. 

33. 

41. 

45. 

49. 

63. 

69. 

73. 

75. 

81. 


2x 


y - 2x 2 


4* 


4* 


(a) ^ : (b) ^ ; (c) -57 ; (d) -i7 

(a)/ 2 cosrf 2 + te s \ (b) 2st cos st 2 + e s \ (c) 2/(cosr/ 2 - st 2 senst 2 ) + e s ; (d) 2t(cosst 2 - st 2 sen st 2 ) + e s 

2 


(a) -e*l y + (b) -Are** - (c) -W ,y - -y; (d) + -L 

y x y 2 y y 2 x 2 y 3 y 4 y 2 


y 2 + ,2 _ X 1 

(3)7^ ~2 2TT 

+ y 2 + r) 2 

-320mvw 


(b) 


~2xy 


(x 2 + y 2 + z 2 ) 2 


; (c) 


-2xz 


( X + y 2 + Z z r 


, v — j u v rv . 16»(12v 2 + 5 w 2 - k 2 ) 

(u 2 + 4w 2 - 5 h’ 2 ) 3 ’ (u 2 + 4v 2 - 5w 2 ) 3 


23. (a) -L-; (b) (C) -A- 

rt 2 rr r 2 r 


(«) § = + 3 ln(x 2 + y 2 ): * = - 2 ln(x 2 + y 2 ); 

Ot x 2 + y 2 OS X 1 +- y 2 


(b) 


du 


= (3 1 - 2s) - 


18 1 


+ 3 ln(8f 2 + 18» 2 ); ^ = (3f - 2s) 


2 ); 

8$ 


- 2 ln(8s 2 + 18f 2 ) 


<?r - v- "' 4 ,i + 9t i - — ■ •»* '• ds ~ "'4** + 9 , 2 

(a) 18jcy se lrs + 6yse irs + 9x 2 rV + 6 xr 2 s 2 - 9zr 2 s 2 \ (b) [9(1 + 2rs)e 6rs + 6(1 + rs)e 3rs - 91n4]r 2 i 2 

(a) 3xcosf - 4(y + 2x) sen/; (b) 12cos2f - I6sen2f; ^ = -16 

at t=n/4 

(a) 3(— 1 + Ajc)( 3 + Ay) 2 - 5(-l + Ax)(2 + A z) 2 - 2(-l + Ax)(3 + Ay)(2 + Az) - 5; (b) -0.48; 

(c) -5 Ax - 14 Ay + 26 Aj; (d) -0.48 35. 2 37. iff 39. S = mln(l, Xf) 

o 35 

El limite existe y es 0; tome 8 = ij€ 43. El limite no existe 

Continua en todos los puntos (x, y) de R 2 que no esten en las rectas x = ± 2y 47. Continua en todos los puntos de R 2 


14 51. 


■V2 


2 -v- 53. - 1 55. (a) 1 1 + ij; (b) 1(1 + V3 ) 59. /(-I, 1) - 1, mix. rel. 


39<2 65. -32007rcm 3 /min 67. decrece a la tasa de 0.44 atm/min 


4x + 2 y + z - 12 = 0; 


x - 2 


y - 1 z - 2 


4 2 1 

(a) la direction del vector — 1 2i - 150j; (b) asciende; 


71. 


x - 1 
17 


y±2 

20 


Z ~ 11 


(c) en la direccidn de alguno de los vectores: 


25 


i 


V629 ‘ V629 J ° V629 ‘ ' V629 

f(± -J5 , 0) = 10, min. rel 77. /( 9, 11, 15) = -362, rMx. rel. 79. 1 V6 


25 i + -4,j 


122, 100,100 83. 2V3 por |V3 por2V3 


3 ^ ^ 3 2 

85. (a) — — - grados por cm; (b) ~ V’l3 grados por cm en la direction del vector - — — i j 

87. 1 8 pie por 18 pie por 1 8 pie 89. base cuadrada y una profundidad igual a la mi tad de la longitud del lado de la base 
91. (a) y = 0.285x - 0.951; (b) 1 1 dias 93. (a) y = 9.628x - 1488.2; (b) 2740 kilogramos por hectarea 
95. (a) 12; (b) -3 


EJERCICIOS 13.1 (pagina 1025) 

1. (a) (0, 3, 5); (b) (-2, \ V3 ,-4); (c) (cos 1, sen 1, 1) 3. (a) ( V5, V2 , 2 V2); (b) (0, 2 V3 , 2); (c)(i V3 , V3) 

5. (a) (2, | n, -2^/3); (b)(0, - 42)\ (c)( V6, I n, V6) 7. elipsoide;r 2 + 4z 2 = 16 9. paraboloide eliptico r 2 = 3 z 

11. cono eliptico; r 2 cos 26 =3 z 2 13. esfera; p = 9 cos <f> 15. cilindro circular recto; p sen <f> - 3 

17. esfera; p - 8 sen <f> cos 6 19. (a) cilindro circular recto; x 2 + y 2 = 16; (b) piano que pasa por el eje z\ y = x 

21. x 2 - y 2 = z 3 23. (a) esfera; x 2 + y 2 + z 2 = 81; (b) semipiano que pasa por el eje z; y = x, donde x y y son no 

negativos; (c) la mitad de un cono con vertice en el origen; z = ^/x 2 + y 2 25. cilindro circular recto; x 2 + y 2 = 36 
27. x-yjx 2 + y 2 + z 2 -2 y 29. (a) (iii); (b) (vi); (c) (viii) 31. (a) (ix); (b) (v) 35. (b) 2 n^a 2 + 1 

^ EJERCICIOS 13.2 (pagina 1039) 

1.45 3.50 5.1368 7.704 9.50.75 11. 1376 13.68.6 15.38.2 17. [0, 24] 19. [1, <?] 

21. 42 23. y 25. -f 27.] 29.] 31. 45 33. '-f 35. lit ' 37. ^ 39. 51 2 unidades cubicas 

41. yunidades cubicas 43. — unidades cubicas 45. ^unidades cuadradas 47. 72 unidades cuadradas 
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n b yj 1 - ( xfaY I j 2 

1 - ~ - ~dy dx 51. unidades cubicas 
V a 2 b 2 30 


53. (a) | f f (2x + y)dxdy 

Jo Jo 


-55. 0 


EJERClCIOS 13.3 (pagina 1050) 

t. 12kg; (2, 3 ) 3. « kg;(|, |) 5. i^*kg;(”, $) 7. \ka 2 kg;(^o<2 + n), ±a( 2 + *)) 9. ±*7rkg;(f . |f) 

11. |kg;(|, f) 13. 9k kg-m 2 15. irrka 4 kg-m 2 17. yk kg-m 2 19. (a) ~ kg-m 2 ; (b) 54 kg-m 2 ; (c)|VT5m; 

(d)^kg-m 2 21*. (a) 33 nk kg-m 2 ; (b) ±7r(27T 2 - 3)kkg-m 2 ; (c) ± i6m; (d) - i;r)*kg-m 2 

19 904 ■> i— i 

23. 3i5 ^g-nr 25. v 6 unidades cuadradas 27. 2 V163 3 unidades cuadradas 29. 9 unidades cuadradas 

31. (135 -/TO - 13 V26 ) unidades cuadradas 33. 32 unidades cuadradas 35. 9 4~2 unidades cuadradas 

37. Kb-Ja 2 + b 2 unidades cuadradas 39. 2;ra 2 (l - e~ l ) unidades cuadradas 41. 1 2 ;r unidades cuadradas 43. -L^Vbpies 


EJERClCIOS 13.4 (pagina 1059) 

1. 6 tt unidades cuadradas 3. Ia 2 ( 8 + 7t) unidades cuadradas 5. (An + 1 2 V3 ) unidades cuadradas 7. 4 ;r unidades cubicas 
9. ”(3/r - 4) unidades cubicas 11. | n unidades cubicas 13. ^ nk kg; (0. ^ ) 15. y£/rkg; (-^2,0) 17. ^/:kg; ( — , 

19. | (27 V5 - 14rr)kkg;(o, ~ ) 21. ^ to kg-m 2 23. kg-m 2 25. i 42n m 

27. rre(e 8 - 1) 29. 8 n unidades cuadradas 31. 1 2 n unidades cuadradas 33. g n{2 -J2 - I )a 2 


EJERClCIOS 13.5 (pagina 1065) 

1. i 3. I 5. -e(ln 2) 2 l.\n - 1 9. ^ 11. 13.36 15. 17. ^ 19. ^unidades cubicas 

21. | 7T unidades cubicas 23. 4 7T unidades cubicas 25. i nabr unidades cubicas 27. y k kg 29. -^k kg 31. j(is/2 - 1 ) kg 

EJERClCIOS 13.6 (pagina 1072) 

1. 5a 3 3. 6w(e - 1) S.na 3 7. |a 3 9.3 11. 8^ 13. ±a s nk kg 15. 1250*1: slug-pie 2 17. ~a 5 nk kg 

19. 8rr 21. ^.k kg-m 2 23. ikn kg 25. slug-pie 2 27. (0,0, i) 29. I8rr 31. i*(2V? - 1) 

EJERClCIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 13 (pagina 1075) 

1. ( y -V3 , 7t, |) 3. (a) z = r 2 (l + sen 20) + 1; (b) r\ 25 cos 2 0 + 4 sen 2 0) =100 5. JL 7. i * 

9. ge 4 - |e 2 + e - | 11. |;r 13. g 15. | (7. grrln 2 19. g(1 - cos 1) 21. y unidades cuadradas 23. 9 n 
25. | unidades cuadradas 27. | unidades cuadradas 29. 3 unidades cubicas 31. 3 unidades cubicas 33. yy unidades cubicas 
35.18 unidades cuadradas 37. ( 3 7T - 3) unidades cuadradas 39. (2, |) 41. yg(3 k - 7) kg 43. 6 na A unidades cilbicas 

45. 3 K unidades cubicas 47. y (7c 8 + l)kg-m 2 49. kin + |)kg-m 2 51. 2kn kg-m 2 ; \[2x m 

53. 65fcrrkg 55. ~kn kg-m 2 

EJERClCIOS 14.1 (pagina 1088) 

7. 6*1 + 6rj 9. 2 ^, i + * 2 j II. (6* 2 - 6xy + * 2 )i + (-3x 2 + 2xy - \ly 2 )j 

1 + x*y* l + x*y z 

13. 2xye~ 4z \ + e~ 4z j - Ap-ye^k 15. conservador 17. no conservador 19. conservador 
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21. 0(jc, >) = xy + C 23. 4>(x,y) = e^seny + C 25. 0 (jc, ;y) = Jt 2 ;y 2 - jry 3 + 2y + C 
27. <f>(x,y, z) = |jc 3 + |z 2 - + C 29. 0(jc,y,£) = + xe y - ye z + C 

31. <f>(x,y, z ) = jr 2 cosy “ yz 1 - 3* + 2 z + C 33. 0; 5 35. 2^-* sen yk; 2e x cos y 37. 0; 2* +.2y + 2 z 

X — y jf + y 

39. sen zi + senjcj + sen>k;0 41. —== — k;— ■ ■ ■=£ ■ .. =r + 2z 

^ 2 + y 2 + 1 ^.r 2 + y 2 + 1 


EJERCICIOS 14.2 (pagina 1097) 

1.1 3. it -f 5. 8>r 7. 1 9. ^ 11. | 13. -A 15. ^ 17. f 19. n(a 2 + 2a) 21. 8 

23. | joules 25. 20 1 joules 27. 27 1 joules 29. ( A tto 4 + a 2 ) joules 31. 3 joules 
33. (e 2 + e 4 + e s - 3) joules 35. 2 1 joules 


EJERCICIOS 14.3 (pagina 1 107) 

1. 2 3. e 2 5. -4 7. 15 9. -4e 11. -14 13. 18 15. 2e 2 - 3e 3 + e 4 17. | 19. 11 21. ^ 

23. 4 25.0 27.3 29. 4 31.-13 33. 2 16 joules 35. 32 766 joules 37. A/t joules 

EJERCICIOS 14.4 (pagina 1119) 

1.-1 3. -A 5. -I* 7.-ff 9. 11.1 

21. ^unidades cuadradas 23. 5 unidades cuadradas 25. j ffa 2 
39. 15; (i) 41. 0; (iii) 


13. i(5 - 4 V2 )it 15. 0 17. -Wn 19. ^ 

31. 24» joules 33. 0 35. 8 K cm 2 /s 37. |;rcm 2 /s 


EJERCICIOS 14.5 (pagina 1 127) % 

1. Sir 3. fs/3 5. |V14 7. A(5 V2 - 1) 9.'-§--j2lt 11. 5 V6l 13.0 15. 8it;rkg 17. 9zrkg 

19. ^V2*kg 21.18 23. 45 ;r 25. | 

EJERCICIOS 14.6 (pagina 1 134) 

1. fzr 3. 1 5. 18 7. \ 9. 27 11. 32?r 13. 144* 15. {1 17. 0 19. it 21. 54* 23.-1 

25. Sit 27. -2 


EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 14 (pagina 1 135) 

1. f(x.y) = e x2 ]ny + C 3. f(x,y,z) = -A 1 - ? + C 

X + Z X z 

5. (a) (4* ? + 3y 3 )i + (2x 2 + 9xy 2 )j; (b) e- v i + (xe y - yze y - ze y ) j - ye y Vt 7. cf>(x,y) - tarf 1 2x>> 2 + C 

9. <f>(x,y,z) = z 2 tanx + y 2 e 3z + C 11. x(e xy - e* 2 )i + yfe* 2 - e J2 )k;0 13. - — 3^ k; 

y y 

15. -f 17. ^ - 3zr 19. ^ 21. A 23. 9e 2 - 1 25. it 27. 13 29. 4 

31. 12^ 33. 0 35. | unidades cuadradas 37. -^joules 39. ^joules 43. 0 45. 54 cm 2 /s 47. ^7T 

49. | % /I4 51. i (37V 37 - 1) 53. f/tzrkg 55. 108 V2 IT kg 57. 56 tt 59.160* 63.0 


EJERCICIOS A. 1 (pagina 1 148) 

1 . {-I0,-7,-v3,-2,-|,-|,-[,0, V 2, 3,5,21) 3. (a) {jc | -9 < x < 8); (b) (y|-12 < y < -3); 

(c) {z 1 4z - 5 < 0) 5. (a) {x|2x + 4 > 0); (b) {r \2 < r < 8); (c) {aj-5 < a - 2 < 7) 

7. (a) (2, +oo); (b) (-4,4] 9. (a) (2, 12); (b) (-oo.^t] U (4, +oo) 11. (a) (2, 12); (b) (-oo,-4] U (4,+oo) 

13. (a) (-4,0]; (b) (-oo, 7] 15. (a) {x|2 < x < 7); (b) {jc | -3 Si<6|; (c) {x| -5 < x < 4(; 

(d) {x| -10 < jc < -2] 17. (a) [x \ x > 3); (b) [x\x < 0); (c) { x\x > -4^); 

(d) el conjunto R de los numeros reales 

19. (a) 7; (b) f; (c) 3 - V3;(d) 3 - V3 21. (a) 6; (b) 10; (c) 10; (d) 6 23. (a) r; (b) -t 
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EJERCICIOS A.2 (pagina 1 157) 

1. (a) primer cuadrante; (b) tercer cuadrante; (c) cuarto cuadrante; (d) segundo cuadrante 3. (a)(l,2); (b)(-l,-2); 

(c) (-1,2); (d) (-2, 1) 5. (a) (2,-2); (b) (-2, 2); (c) (-2,-2); (d) no es posible 

7. (a) (-1,3); (b) (1,-3); (c) (1.3); (d) (-3,-1) 9. (a) (-2,2) 11. |Afl| = 10; |5T| = 717; |cl| = 13 

13. 726; 5-789; ±753 IS. I AB| = 741, \AC\ = 741, l SC I = 782, y | AS| 2 + |AC| 2 = | SC| 2 21. 1772 

23. -2 u 8 

En los ejercicios 25-31, se muestra la arafica de (i). La parte continua es la grafica de (ii) y la parte punteada es la de (iii). 

25. Simetrica con respecto al eje x. ™ 27. Simdtrica con respecto al eje x . 



35. Todos son simetricos con respecto al origen. 37. Todos son simetricos con respecto al eje y. 


EJERCICIOS A.3 (pagina 1 166) 

1. (a) La pendiente es (b) La pendiente es -1. 
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25. y = -5x + 8 27. La pendiente de cada recta es - 1 . 29. Las pendientes de las rectas son | y - 1 . 



31. ± | 33. (a) colineales; (b) no colineales 35. (a) no colineales; (b) colineales 

37. Las pendientes de dos lados son - ^ ; las pendientes de los otros dos lados son | . 39. El £rea es de 5 unidades cuadradas. 

41. (a) j = 25 jc 4- 3000 43. (a) $600; (b) y = 30x + 600 45. 8 

49. desde (3, -2): y = -|(jc - 3) - 2; desde (2, 4): y = |(x - 2) + 4; desde (-1, 1): y = 1 


EJERCICIOS A.4 ( paginal 171 ) 

1. (a) (0, 0); (b) * = 0; 3. (a) (0, 0); (b) jc = 0; 5. (a) (0, 0); (b) * = 0; 

(c) (0, 1); (d) y = -1; (c) (0,-4); (d) y = 4; (c) (0, I); (d) y = -I; 

(e) (-2, 1), (2, 1) (e) (-8, -4), (8, -4) (e) (-1, • ), (i, 1) 



7. (a) (0,0); (b) y = 0; 9. (a) (0,0); (b) y = 0; 11. (a) (0,0); (b) y = 0; . 

(c) (3,0); (d) x = -3; (c)(-2,0); (d) jc = 2; (c) ( f , 0); (d) jc = 

(e) (3, -6), (3, 6) (e) (-2, -4), (-2, 4) (e) ( f , - f ), ( f , \ ) 
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RESPUESTAS PE LOS EJERCICIOS IMPARES 1 337 




EJERCICIOS A.5 ( pagina 1 176) 



IS. (x - 4) 2 + (y + 3) 2 = 25; x 2 + y 2 - Sx + 6y = 0 17. (* + 5) 2 + (y + 12) 2 = 9; jc 2 + y 2 + IOj: + 24y + 160 = 0 

19. jt 2 + (y - 7) 2 = l;* 2 + y 2 - I4y + 48 = 0 21. (x - I) 2 + (y - 2) 2 = 13 23. (jc - 5) 2 + (y + l) 2 = 13 

25. (3, 4); 4 27. (-1.-5); 2 \2 29. (0,-1); | 33. circunferencia 35. el conjunto vaci'o 37. elpunto(|,-|) 

39. y = + 4) + 3 41. y = -\(x - 5) + I 39. D 2 + E 2 > 4F 

49. Si O es la circunferencia unitaria centrada en el origen y P es la circunferencia de radio 2, tambidn centrada en el origen, 
entonces el conjunto consiste de los puntos que: (a) estfn dentro o sobre la circunferencia 0\ (b) fuera de la circunferencia O 
y dentro de la circunferencia P o sobre ella; (c) fuera de la circunferencia P. 


EJERCICIOS A.6 (pagina 1182) 

1. Jt' 2 + y' 2 = 13; jc' = jc + 3,y' = y + 2 3. jc' 2 + y ' 2 = 1;jc' - jc + I,/ = y - 1 




5. jc' 2 = 8y';jc' = jc - 2,/ = y + 4 7. y' 2 = -6uc';jc' = jc + 5,y' = y + 3 









EJERCICIOS A.7 ( pagina 1191 ) 


1. (a) (0, 0); (b) eje x\ 

(c) (-5,0), (5,0); 

(d) (0,-3), (0,3); 

(e) (-4, 0), (4, 0); 

(f) 



7. (a) (0, 0); (b) eje y\ 

(c) (0,-3), (0,3); 

(d) (-1,0), (1,0); 

(e) (0,-2V2),(0,2V2); 

(f) 



3. (a) (0,0); (b) ejey; 

(c) (0,-4), (0,4); 

(d) (-2,0), (2,0); 


(e) (0, -2 V3), (0, 2 V3 ); 

(f) 



9. (a) (2, 1); (b) y = l; 

(c) (-1,1), (5,1); 

(d) (2,-1), (2, 3); 

(e) (2 - V5,l),(2 + V5,l); 



5. (a) (0, 0); (b) eje Jt; 

(c) (-10,0), (10,0); 

(d) (0,-6), (0,6); 

(e) (-8, 0), (8, 0); 

(f) 



11. (a) (-1,2); (b) x = -1; 

(c) (-1,-8), (-1,12); 

(d) (-6, 2), (4, 2); 

(e) (-1,2 - 5 V3 ),(-!, 2 + 5 V3); 

(f) 









17. el punto (1, -1) 


13. el punto (- 1 , 4) 15. (a) (2, 0); (b) eje x; 

(c) (2 - 3V3,0),(2 + 3 V3,0); 

(d) (2, -3), (2, 3); 

(e) (2 - 3 V 2,0),(2 + 3^2,0); 




BJERCICIOS A.8 (pagina 1200) 


1. (a) (0,0); (b) eje*; 3. (a) (0,0); (b) ejey; 5. (a) (0,0); (b) ejex; 

(c) (-8, 0), (8, 0); (c) (0, -5), (0, 5); (c) (-2, 0), (2, 0); 

(d) (-10,0), (10,0); (d) (0,-13), (0, 13); (d) (- VT3 , 0), ( VT3 , 0); 
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EJERCICIOS A.9 (pagina 1207) 

1. (a) ±7/; (b) \jr, (c) lit; (d)-|/r; (e) ±/r; (f) |/r; (g)-j|/r; (h) |/r 

3. (a) 45°; (b) 120°; (c) 330°; (d) -90°; (e) 28°39' (fj 540°; (g)-114°36'; (h) 15° 

5. (a) i; (b) i V2: (c) 1; (d) I 7. (a)-£ V3; (b) 1 V2 ; (c) -1; (d) 0 9. (a) V3; (b) 1; (c) -1; (d) 1 

11. (a) | V3 ; (b) V2; <c)-iV3; (d) 1 13. (a) 1^2; (b) (c) V2 ; (d) V2 

15. <a)-±V3: (b) -i; (c) -2; (d)-|V3 17. (a) 0; (b) 1; (c) -1; (d) indefinido 

19. (a) 1; (b) 0; (c) indefinido; (d) 1 21. (a) -1; (b) -1; (c)|V3; (d) V3 

23. (a) - V3 ; (b) (c) 0; (d) 0 25. (aj i/r; (b) tt; (c) \n, (d) 0 

27. (a) 0 ,n; (b |/r; (c) 0, n; (d) Ite, ±n 29. (a) Z«, ^7/; (b) it, | jr, (c) | n, ln\ (d) iff, |/r 

31. (a) i n, | n\ (b) 0. it 33. (a) it\ (b) | it 35. x = 5 cost ,y = 3 sen / 37. jc = 2 cos r, v = 4 sen/ 

39. x = 3 cos t + 2, y = 2 sen t + 1 41. x = 5 cos t - 1, y = 10 sen f + 2 45. x - 8 sec / = 8/cos t, y = 6 tan t 

47. x = 12 tan r, y = 5 sec t = 5/cos f 49. x = 3 sec / - 3 = 3/cos t - 3, y = 3 tan / - 2 

51. x = V21tanf - 1, y = 2 sec t + 4 = 2V^/cosf + 4 

EJERCICIOS A. JO (pagina 1215) 

1. (a) hiperbola; (b) elipse; (c) parabola; (d) dos rectas que se intersectan 3. (a) un punto; (b) hiperbola; 

(c) parabola; (d) el conjunto vacfo 

5. (a) hiperbola; 7. (a) hiperbola; 



En los ejercicios 9-25, los ejes xy se han rotado un angulo de medida a. 

9. (a) hiperbola; 11. (a) parabola; 13. 


(b) a * 36.9°, (b) a - in. 



(a) hiperbola; 

(b) a = 

(c) 



En los ejercicios 17-25, los ejes x 'y' tambidn se han trasladado de modo que x' - x - h,y' = y - k. 



21. (a) parabola; (b) a - jx. 


23. (a) hiperbola; (b) a « 53.1° 


h = 0. k = -2 a/2, V2x' 2 


v ; 


5, Jt = a - ^T- 


r 2 
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25. (a) parabola; (b) a « 26.6°, 
V5 * 2 + 6 V5 y = 0; 



27. Refierase a la figura del ejercicio 9(c). 
29. Refierase a la figura del ejercicio 1 1 (c). 
31. Refierase a la figura del ejercicio 17(c). 
33. Refierase a la figura del ejercicio 21 (c). 


EJERCICIOS A. 1 1 (pagina 1 222) 


1. 


x — 2 x + 2 
11 . lx + 


3. - - + — ^-r 

X X + 1 


5 + 3 


* . . 13. lx - 5 + _ _ , * 

x - 2 x + 2 2jc — 3 jc + 2 


x - 3 x - 1 

3 + 2 


3x + 1 


5 +-i- 


n 2 3 1_ 

jc 3 jc — 2 2* + 3 


15. 


19. 


25. 


33. 


14 

3 


(2x + l) 2 2x + 1 (jc - l) 2 


1 


21 . 1 + 


16 


x x - 2 
18 


17. 


1 


x + 2 (x - 2) 2 x - 2 
4 x + 5 


1 2jc + 4 


jc 2 + 2jc + 4 

1 + £ 

x x 2 + 2x + 3 


27 .-^ + 4 *“ 3 


35. 


x - l ' x 2 + 1 

JC - 1 JC - 1 


(JC - 2) 3 (JC - 2) 2 

29. 


4 . + 3jc - 1 


jc - 2 

jc + 2 


23. 


x + 4 2jc 2 + 3 


31. 


jc 2 + jc + 1 
jc - 2 


jc 2 + 2 


jc - 1 


JC 2 + 1 (jc 2 + l) 2 


„ JC - 15 , 3jc + 4 

■5 /• ' 


(* 2 + 2) 2 


jr 2 + 2 — I 


i 
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aplicaciones de la, 456-469 
definicidn de la, 437 
derivada de la, 441 
integral de la, 442 

extremos absolutos de una, 202, 990 
gradiente de una, 978, 982 
grafica de una, 6, 917, 922 
hiperbolicas, 490-502 
identidad, 16 
impar, 16 

infinitamente diferenciable, 718 
integrable, 340, 1029 
inversa de una, 407 
lfmite(s) 

al infinito de, 257-268 
bilaterales de, 50 
de una, 38 

de mas de una variable, 928 
infinitos de, 55-67 
laterales de, 49-55 
por la derecha de, 50 
por la izquierda de, 50 


Funcion(es) (continua) 
lineal, 15 
logaritmica 
de base a, 450 
derivada de la, 452 
natural, 418-429 
definicion de la, 420 
derivada de la, 420 
longitud de arco, 514 
m&ximo entero, 9 
monotona, 232 

normal estandarizada de densidad de probabilidad, 466 
operaciones con, 12 
par, 16 

periodica, 1203 
periodo de una, 1203 
polinomial, 16, 917 
potencia, 172 
potencial, 1084 
producto de, 12 
racional, 16 
salto unitario, 1 1 
secante, 1204 
derivada de la, 155 
hiperbolica, 491 
derivada de la, 492 
integral de la, 434 
inversa, 477 - 
derivada de la, 478 
seno, 1202 
derivada de la, 153 
hiperbdlico, 490 
derivada de la, 490 
integral de la, 493 
inverso, 495 
derivada de la, 497 
integral de la, 303 
inverso, 470 
derivada de la, 472 
signo, 1 1 

suave (lisa o uniforme), 510 
sucesion, 648 
suma de, 1 2 

superficies de nivel de una, 922 
tangente, 1204 
derivada de la, 1 55 
hiperbolica, 491 
derivada de la, 492 
inversa, 495 
derivada de la, 497 
integral de la, 433 
inversa, 475 
derivada de la, 477 
trascendentes, 403 
trigonometricas, 1201-1208 
continuidad de las, 85-93 
de un angulo, 1205 
derivadas de las, 152-162 
integrales de las, 303, 433-435 
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Funcion(es) (trigonometric as) (continua) 
inversas, 469-484 
integrales que producen, 485^490 
uno a uno, 405 
utilidad, 1009 
valor absolute, 9 
valor de, 4 

valor promedio de una, 358 
vectorial(es), 865-912 
Calculo de las, 872-882 
continuidad de las, 869 
definition de, 865 
derivada de las, 873 
diferenciable, 874 
integral indefinida de, 877 
lfmites de, 869 

Galerias del susurro, 1 1 86 
Gas ideal, ley del, 947 
Gauss, Karl, 1 1 ! 4 

teorema de la divergencia de, 1 1 14, 1 128 
en el piano, 1114 
Generatriz 

de un cilindro, 846 
de un cono, 1183 
Geometria 

analftica, 1 150 
formulas de, 1264-1274 
diferencial, 872 
formulas de, 1260 
Gradiente de una funcidn, 978, 982 
Grado de una funcidn polinomial, 9 1 7 
Grafica(s) 

de una ecuaeion 
en R 2 , 1153 
en R\ 802 

de una funcion, 6, 917, 922 
ecuaeion de una, 1161 
generadas por computadora, 855, 921 
pendiente de una, 102 
polar, 754 

Graficadores matematicos, 855 
Gravedad, aceleracidn debida a la, 324 
Green, George, 1 108 
teorema de, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
Gudermann, Christoph, 507 
Gudermanniano, 507 

Helice, 866 
circular, 866 
conica, 1027 
Hermit, Charles, 438 
Hessiano (discriminante), 994 
Hiperbola(s), 1 192-1200, 1270 
asmtotas de una, 1 195 
centro de una, 1193 
definicion de, 1192 
degenerada, 1 1 98 


Hiperbola(s) (continua) 
ecuacidn(es) de una, 1 193 
formas estandar de las, 1 197 
eje 

conjugado de una, 1193 
principal de una, 1 193 
transverso de una, 1 193 
equilatera, 1195 
excentricidad de una, 1199 
focos de una, 1 192 
ramas de una, 1 193 
rectangulo auxiliar de una, 1 195 
unitaria, 1 1 95 
vertices de una, 1 193 
Hiperboloide 

de revolution, 849 
elfptico 

de dos hojas, 85 1 
de una hoja, 85 1 
Hipocicloide, 746 
Hipdtesis de un teorema, 1 1 39 
Hooke, Robert, 532 
ley de, 532 

lddntico aditivo, 794, 810 
Identidad(es) 
de Jacobi, 845 
de polarizacion, 821 
pitagdrica fundamental, 1203, 1261 
pitagoricas, 1205, 1261 
trigonometricas fundamentales, 1205, 1261 
Impropia(s) 

fraccidn, 1217 
integrales, 618-632 
Inc remen to 

de una funcidn 
de dos variables, 955 
de n variables, 960 
de x, 101 
dey, 106 

Independientes, vectores, 795, 798, 810 
Indice 

de una suma, 329 
de utilidad, 1009 
Inercia, momento de, 1043, 1044 
Infinito 

lfmites al, 249-260 
negativo, 57, 1144 
positivo, 56, 1 144 
Ingreso 

funcidn de 
marginal, 149 
total, 148 
marginal, 149 

Integracidn, 366. Vease tambien Integral(es). 
constante de, 366 
de funciones 
exponenciales, 442, 450 
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Integracion (de funciones) (continua) 
rationales, 572-583 
de seno y coseno, 585 

de potencias de funciones trigonom£tricas, 555-565 
Ifmites de, 341 
inferior, 341 
superior, 34 1 

mediante sustitucion trigonometric a, 565-572 
multiple, 1021-1076 
numerica, 59 1-603 
por partes, 545-554 
formula para, 547 
region de, 1028 
signo de, 341 

ttimino a ttimino de series de potencias, 712 
Integral (es). Vease tambien Integration 
criterio de la, 680 
de line a, 1089-1097 
definition de, 1092, 1093, 1095 
independiente de la trayectoria, 1098-1 108 
teorema fundamental para las, 1 100 
de superficie, 1121-1128 
definida, 338-351, 
definition de, 341 
doble(s), 1028-1041 
aplicaciones de las, 1041-1052 
definition de, 1029 
en coordenadas polares, 1052-1060 
elfptica, 751 
impropias, 618-632 
con una discontinuidad infinita 
en el limite inferior, 628 
en el lfmite superior, 629 
en un numero interior, 629 
con Ifmites de integraciOn infinitos, 618-627 
convergente, 619 
divergente, 619 
indefmida, 341, 366 
en forma cerrada, 587 
de una funciOn vectorial, 877, 878 
iterada, 1034 
multiples, 1028 
numerica (NINT), 344 
que producen 

funciones trigonomtiricas inversas, 485-489 
funciones logaritmicas naturales, 430-436 
signo de, 341 
simple, 1028 

teorema del valor medio para, 356 
trigonometric as, 555-565 
triple(s), 1061-1066 
definition de, 1061 

en coordenadas cilfndricas, 1067-1074 
en coordenadas esftiicas, 1070 
Integrando, 341 

Intensidad (o mOdulo) de un vector, 788, 805 
Interception 

x de un piano, 824 
y de un piano, 824 


Interception (continua) 
y de una recta, 1162 
z de un piano, 824 

Interes compuesto continuamente, 462 
Intersection de conjuntos, 1 140 
Intervalo 

abierto, 1 143 
cerrado, 1 144 

de convergencia de una serie de potencias, 704 
extremos de un, 1144 
partition de un, 339 
semiabierto por la derecha, 1 144 
semiabierto por la izquierda, 1 1 44 
Invariante, 1213 
Inversa de una funciOn, 407 
Isotermas, 919 

Joule (unidad de trabajo), 530 
Lado(s) 

de un rectdngulo, 1028 
initial de un angulo, 1201 
recto ( latus rectum ) de una parabola, 1169 
terminal de un angulo, 1201 
Lagrange, Joseph Louis, xxvii, 106, 640 

forma de, del residuo para un polinomio de Taylor, 640 
multiplicadores de, 1004-1013 
notaciOn de, para una derivada, 1 06 
Ltinina 

centro de masa de una, 524, 1042 
definiciOn de, 522 
homogenea, 522 
masa total de una, 524, 1 042 
momento de masa de una, 524, 1042 
Laplace, Pierre Simon, marques de, 1087 
ecuacidn de, 953, 1087 
Laplaciano, 1087 

Leibniz, Gottfried Wilhelm, xxvii, 106, 360, 684 
notacidn de, para una derivada, 106 
Lemniscata, 761, 764 
Ley(es) 

asociativas para vectores, 810 
conmutativas para vectores, 810 
de action de masas, 579 
de Boyle, 150 

de conservation de la energia, 1 1 07 
de crecimiento natural, 456 
de decrecimiento natural, 456 
de enfriamiento de Newton, 463 
de Hooke, 532 
de refraction de Snell, 821 
del gas ideal, 947 
del paralelogramo, 791, 821 
distributivas para vectores, 810 
Libby, Willard, 468 
Limagon. Vease Caracoles. 

Lfmite(s) 

al infinite, 249-260 
bilateral, 50 


Limite(s) (continua) 

criterio de comparacion por paso al, 674 
de una funcion, 38 
de dos variables, 928 
de n variables, 928 
vectorial, 869 
de una sucesion, 650 
de una suma de Riemann, 340 
para una funcidn de dos variables, 1029 
inferior 

de integracion, 34 1 
de una suma, 329 
infinitos, 55-67 
laterales, 49-55 

por la derecha (o lateral derecho), 50 
por la izquierda (o lateral izquierdo), 50 
superior 

de integracion, 34 1 
de una suma, 329 
Linealmente 

dependientes, vectores, 799 
independientes, vectores, 795 
Localizacion acustica, 1 199 
Longitud de arco 

como parametro, 885 
de la grafica de una funcion, 509 
de una curva de /? 3 , 880 
de una curva plana, 748 
de una grafica polar, 766 
funcion, 5 1 4 

L’Hopital, Guillaume Francois, marques de, 604 
regia de, 604, 609,612,613 

Maclaurin, Colin, 640 
formula de, 640 
polinomio de, 640 
seriede, 719 
Magnitud(es) 
escalar, 787 
vectoriales, 787 
Mapa de contomos, 918 
Marginal 

concepto de variation, 147 
costo, 148 
funcion 
de costo, 1 48 
de ingreso, 149 
ingreso, 149 
Masa, 516 

centra de, de una lamina, 524, 1042 
de una barra, 5 1 9 
total de una lamina, 524, 1042 
momento de, 5 1 7, 522 
de una barra, 520 
de una ldmina, 524, 1042 
total, 522 

Mathematica (software), 867 

Maxima cota inferior de una sucesion, 655 


Maximo, valor, 
absolute, 201 

de una funcidn de dos variables, 990 
de una funcion, 198-207, 990-1003 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 

de una funcion de dos variables, 990 
Mediana de un triangulo, 1 157 
Medida, 333 

en radianes, 1201 
Mtiodo 

de aproximacion de Newton, 275-278 
de capas cili'ndricas para calcular el volumen 
de un solido, 391-397 
de mfnimos cuadrados, 998 
de multiplicadores de Lagrange, 1004 
Minima cota superior de una sucesion, 655 
Mrnirno, valor, 
absolute, 20 1 

de una filncidn de dos variables, 990 
de una funcidn, 198-207, 990-1003 
en un intervalo, 201 
relativo, 198 

de una funcidn de dos variables, 990 
Modelos matem£ticos, las fiinciones como, 20-28 
Modulo (o intensidad) de un vector, 788, 805 
Momento 

de inercia, 1043 
de masa, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lamina, 524, 1042 
polar de inercia, 1045 
Monopolio, condiciones de, 274 
Monotona 
funcion, 224 
sucesion, 653 
Movimiento 
armonico 
amortiguado, 445 
simple, 168 
circular uniforme, 909 
curvilfneo, 872-897 
de un proyectil, 904-907 
rectilineo, 132-145, 319-326 
Multiplication, 1139 
cruz, 834 
escalar, 793 
por un escalar, 793 
vectorial, 834 

Multiplicadores de Langrange, 1004-1013 

H-esima derivada, 130 
NDER (derivada numerical, 1 19 
Negativo, 1139 

de un vector, 792, 810 
Newton (unidad de fuerza), 516 
Newton, Sir Isaac, xxvii, 106, 275, 360 
ley de enfriamiento de, 463 
metodo de aproximacion de, 275-278 
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NINT (integral numerica), 344 

Norma de una particion, 340, 1028, 1067 

Normal 

componente, del vector aceleracion, 901 

piano, 884 

recta 

a una grdfica, 1 03 
a una superficie, 986 
vector, 822 
a un piano, 822 
a una superficie, 985 
inferior unitario, 1 124 
saliente unitario, 1113, 1126 
superior unitario, 1124 
unitario, 882 
Notacion 

de Lagrange para la derivada, 106 
de Leibniz para la derivada, 106 
por construction de conjuntos, 1140 
sigma, 329 
Numero(s) 
critico, 200 
de Euler (e\ 438 
decimales 
finitos, 1 139 

infinitos no periodicos, 1 139 
infinitos periodicos, 1 139 
directores de una recta, 828 
enteros, 1 139 
irracionales, 1139 
racional, 1139 
reales, 1 139 
trascendente, 438 

Ocho identidades trigonometric as fundamentals, 1205 
Octantes, 800 
Operaciones inversas, 297 
Orden de una ecuacidn diferencial, 319 
Ordenada, 1150 
al origen, 1 162 
Origen, 799, 1142, 1150 

Papuss de Alejandria, 528 

teorema de, 528 
Par(es) ordenado(s), 3, 1150 
Parabola(s), 1154, 1168-1172, 1267, 1268 
definition de, 1168 
degenerada, 1209 
directriz de una, 1 168 
eje de una, 1 169 
ecuacion(es) de una, 1 169, 1171 
forma estandar de las, 1179 
foco de una, 1 168 
lado recto de una, 1 169 
vertice de una, 1169 
Paraboloide 

de revolution, 849 
eliptico, 853 
hiperbolico, 853 


Paralelepfpedo rectangular, 381 
Paralelogramo, ley del, 791, 821 
Paralelos(as) 
pianos, 825 
rectas, 1 163 
vectores, 8 1 3 
Par£metro(s), 740 
directores, 828 

familia de funciones de dos, 322 
familia de funciones de un, 320 
Particion 

cilmdrica, 1067 
de un intervalo, 339 
regular, 342 

de una region, 1028, 1062 
esferica, 1070 

norma de una, 339, 1028, 1067 
Pascal, Blaise, 537 
principio de, 537 
Pendiente 

de la recta tangente a la grafica de una funcion, 102 
de una grafica, 102 
de una recta, 1 159 
Periodo de una funcion, 1203 
Perpendiculares 
pianos, 825 
rectas, 1 1 65 
vectores, 814 
Plano(s), 822 

angulo entre dos, 825 
coordenados, 799 
de proyeccion, 832 
de una recta, 832 
definition de, 822 
ecuacion de un, 822 
normal, 884 
numtiico, 1 150 
osculador, 884 
paralelos, 825 
perpendiculares, 825 
rectificador, 884 
tangente, 986 
Polar 

ecuacion, 754 
’ eje, 752 
Polinomio 

de Maclaurin, 640 
de Taylor, 640 
Polo, 752 

Position estandar de un Angulo, 1201 
Preparation para el estudio del calculo, xxix 
Presion de un liquido, fuerza ejercida por la, 536-542 
Primer 

momenta, 1043 

teorema fundamental del Calculo, 362 
Primera derivada, 130 

criterio de la, para extremos relativos, 225 
Principio de Pascal, 537 
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Problemas con extremos 
libres, 1004 
restringidos, 1004 
Product! vid ad marginal 
de la mano de obra, 1017 
de la maquinaria, 1017 , 

Producto, 1 1 39 
de funciones, 1 2 

de un escalar por un vector, 793, 794 
de vectores, 811-833, 833-845 
cruz, 833-845 
definicion de, 833 
escalar, 811 
interior, 81 1 
punto, 81 1-833 
definicion de, 811 
triple, escalar, 837 
triple, vectorial, 837 
vectorial, 834 
Proyeccion 

escalar de un vector sobre otro, 8 1 5 
vector, 816 
Punto(s), 1150 
colineales, 1164 
crftico, 992 
de acumulacion, 93 1 
de inflexion, 233 
de R 3 , 799 
de R", 914 
inicial, 787 
producto, 81 1-833 
silla, 993 
terminal, 787 
unidad, 1142 
Radian(es) 

hiperbolico, 501 
medidaen, 1201 
Radio 

de convergencia de una serie de potencias, 704 
de curvatura, 893 
de giro, 1046 

de una circunferencia, 1 173 
de una esfera, 803 
Ramas de una hiperbola, 1 193 
Rapidez de una partfcula, 134, 898 
Raz6n de cambio (o tasa de variation) 
derivada como, 1 45- 1 52 
instantanea, 145 
Recfproco, 1139 
Recta(s), 1158-1168 

cruzantes (u oblicuas), 831 
de regresion, 998 

ecuacion(es) de una, 1161, 1162, 1 163, 1266 
en R\ 827-831 

forma pendiente-intercepcion de la, 1162 
forma punto-pendiente de la, 1161 
normal 

a una grdfica, 103 
a una superficie, 986 


Recta(s) (continua) 
num^rica real, 1143 
paralelas, 1163 
pendiente de una, 1 159 
perpend iculares, 1165 
polar, 752 
sec ante, 101 
tangente 

a la grafica de una funcion, 102 
a una curva en R 3 , 987 
pendiente de la, 102 
Rectangulo(s) 
curvados, 1052 
de inspection, 921 
auxiliar de una hiperbola, 1 195 
Reflexion 

de un punto, 409 
de una grafica, 409 
Region 

acotada, 996 
cerrada, 996 
de integraci6n, 1028 
rectangular 
abierta, 1028 
cerrada, 1028 
Regla(s) 

de la cadena, 164, 965 
general, 968 
para antiderivaci6n, 31 1 
para funciones 

de m£s de una variable, 965-975 
vectoriales, 876 
de diferenciacidn 

de la funcion potencia para exponentes racionales, 174 
de una constante, 123 
para el cociente, 128 
para el producto, 126 

para el producto de una funcion por una constante, 124 
para la suma, 125 
para potencias con exponentes 
enteros 

negativos, 129 
positivos, 123 
racionales, 174 
reales, 443 

de L’Hopital, 604, 609,612,613 
de Simpson, 598 
del trapecio, 593 
parabolica, 596 
Regladura de un cilindro, 846 
Representation 

de position de un vector, 788, 805 
de un vector, 787 
Residuo 

de una serie despu£s de k terminos, 686 
para un polinomio de-Taylor, 673 
forma de Lagrange del, 640 
forma integral del, 646 
para una serie infinita, 686 


1 
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Resonancia, 455 

Restriction (o condition lateral), 1004 
Resultante de dos vectores, 79 1 
Revolution 
eje de, 383 
elipsoide de, 849 
• hiperboloide de, 849 
paraboloide de, 849 
superficie de, 848 

volumen de un s61ido de, 383, 386, 393 
Rerdvente, 848 

Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 339 

suma de, 339, 1028 
limite de una, 340, 1028 
Rolle, Michel, 215 
teorema de, 216 

y teorema del valor medio, 215-223 
Rosa, 760 

Rotation de ejes, formulas para, 1211, 1271 
Rotational de un campo vectorial, 1085 

\ 

Section 

conica, 774, 1183 

transversal de una superficie en un piano, 847 
Segmento rectilineo dirigido, 787 
Segunda(s) derivada(s), 130 

criterio de la, para extremos relativos, 238, 994 
parciales, 949 
Segundo 

momento, 1044 

teorema fundamental del C&lculo, 364 
Semivida (o vida media), 459 
Serie(s) infinita(s) 

absolutamente convergentes, 688 
altemantes, 684 
criterio de las, 684 
armonica, 664 
altemante, 688 
binomial, 730 

condicionalmente convergente, 688 
convergente, 661 
criterios sobre convergence de, 
de comparacion, 672 
por paso al limite, 674 
de la integral, 680 
de la raiz, 693 
de la raz6n, 690 
resumen de, 695-697 
de Maclaurin, 719 
de potencias, 698-707 
definition de, 698 

diferenciacion termino a termino de, 708 
integration termino a termino de, 712 
intervalo de convergence de, 704 
radio de convergencia de, 704 
de Taylor, 718-735 
definition de, 719 
de ttiminos 
constantes, 659-671 


Serie(s) infinita(s) (de ttiminos) (continua) 
positivos, 671-683 
y negativos, 684-695 
definicidn de, 660 
divergente, 661 
geom6trica, 660, 665 
hiperarmonica, 678 
p, 678 

residuo de una, despues de k terminos, 686 
suma de una, 66 1 
sumas parciales de una, 660 
ttiminos de una, 660 
Simetrfa 

de dos puntos, 1 155 
de una grafica, 1 156 
criterios de, 1 156 
Simpson, Thomas, 596 
regal de, 598 
Sistema 

coordenado 

cartesiano rectangular, 799, 1 150 
derecho, 799 
de coordenadas 

cartesianas rectangulares, 799, 1 150 
polares, 752 
numtiico real, 1139 
Slug, 5 1 6 

Solido de revolution, 383 

volumen de un, mediante el metodo de 
arandelas, 386 
capas cilmdricas, 391-397 
discos, 384 

Solution de una ecuacidn, 1 153 
diferencial, 319 
completa, 320 
general, 320 
Stirling, James, 640 
Stokes, George, 1118 
teorema de, 1130 
en el piano, 1118 
Subconjunto, 1140 
Sucesion 

acotada, 655 
convergente, 65 1 
cota inferior de una, 654 
maxima, 655 
cota superior de una, 654 
minima, 655 
creciente, 653 
de sumas parciales, 660 
decreciente, 653 
definition de, 648 
divergente, 65 1 
elementos de una, 648 
estrictamente creciente, 653 
estrictamente decreciente, 653 
finita, 647 
funcion, 648 
infinita, 647 
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Sucesion (continua) 
lfmite de una, 650 
monotona, 653 
Suma(s), 1139 

de funciones, 12, 868 
de Riemann, 339, 1028 
lfmke de una, 340, 1028 
de una sene infinita, 66 1 
de vectores, 790, 806 
Indice de una, 329 
parciales 

de una sene infinita, 660 
sucesion de, 660 

Sumidero (o antifuente) de un fluido, 1116 
Superficie(s), 802, 846-859 
area de una, 1048 
cuadrica, 850 
central, 852 
no central, 853 
de nivel, 922 
de revolution, 848 
equipotenciales, 982 
integrales de, 1121-1128 
isotermas, 982 
tangentes, 988 

Sustitucidn trigonomtirica, integration mediante, 565-572 
Sustraccion, 1139 

Tangente(s) 

aproximacion mediante la recta, 279 
funcidn, 1204 
derivada de la, 1 55 
integral de la, 433 
inversa, 475 
derivada de la, 477 
piano, 986 
recta 

a la grafica de una funcion, 102 
a una curva en R 3 , 987 
pendiente de la, 102 
• superficies, 988 
vector, unitario, 882 
Tasa(s) 

de variacidn (o razon de cambio) 
derivada como, 145-152 
instantanea, 145 
relacionadas, 182-190 
efectiva de interns anual, 462 
Taylor, Brook, 639 
formula de, 639 

aproximaciones polinomiales mediante la, 639-647 
con forma de Lagrange del residuo, 640 
con forma integral del residuo, 646 
polinomio de, 640 
series de, 718-735 
definition de las, 7 1 9 
Teorema(s), 1 139 

conclusiones de un, 1 1 39 
de estriccion, 85 


Teorema(s) (continua) 
de existencia, 219, 656 
de Green, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
de la funcion 
implicfta, 985 
inversa, 412-414 

de la divergencia de Gauss, 1114, M28 
en el piano, 1 1 14 
de Pappus, 528 
dePitagoras, 821, 1151, 1260 
para vectores, 821 
de Rolle, 216 

y teorema del valor medio, 215-223 
de Stokes, 1 130 
en el piano, 1118 
de unicidad, 47, 219 
del binomio, 732 
del cero intermedio, 8 1 
del valor extremo, 203 
para funciones de dos variables, 996 
del valor intermedio, 80 
del valor medio, 217 
de Cauchy, 606 
para integrales, 356 
teorema de Rolle y , 215-223 
fundamental para integrales de linea, 1 1 00 
fundamentales del Calculo, 360-371 
primero, 362 
segundo, 364 
hipotesis de un, 1139 
Tercera derivada, 130 
Terminos de una serie infinita, 660 
Torque, vector, 844 
Trabajo, 530-536, 818 
definicion de, 53 1 , 1091 
Trace la grafica, xxix, 1 154 
Tractriz, 507, 572 

Traslacion de ejes, 1178-1182, 1271 

Trazas de un piano, 824 

Trazo 

de una circunferencia, 1 173 
de una parabola, 1171 
Triedro movil, 884 
Trigonometria, formulas de, 1261 
Triple producto 
escalar, 837 
vectorial, 837 

Union de conjuntos, 1140 
Utilidad 

funcion, 1009 
fndice de, 1009 

Valor 

absoluto, 1 145 
funcion, 9 
de funcion, 4 

promedio. (o medio) de una funcion, 357, 358 
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Valor (continua) 
m^ximo 
absoluto, 201 

de una funcion de dos variables, 990 
de una funcidn, 198-207, 990- 1003 
relativo, 198 

de una funcion de dos variables, 990 
mrnimo 
absoluto, 201 

de una funcion de dos variables, 990 
de una funcidn, 198-207, 990-1003 
relativo, 198 

de una funcion de dos variables, 990 
Van de Waals, ecuacion de, 975 
Variable(s), 4, 1 140 
dependiente(s), 4, 915 
independiente(s), 4, 9 15 
intermedias, 968 
Vector(es), 787, 795 
aceleracion, 897 
componente normal del, 901 
componente tangencial del, 901 
adicion de, 790, 807 
angulo entredos, 812 
angulos directores de un, 789, 805 
binormal unitario, 884 
cero, 788, 805 

componentes de un, 787, 804, 805, 815 

cosenos directores de un, 805 

curvatura, 890 

de desplazamiento, 8 1 8 

de posicion, 866 

diferencia de, 792, 807 

direction de un, 788, 805 

en el piano, 787-799 

en el espacio tridimensional, 799-810 

existencia del identico aditivo para, 794 

existencia del identico multiplicative escalar para, 794 

existencia del negativo de un, 794 

gradiente, 978, 982 

iguales, 787, 805 

independientes, 795, 798, 810 

leyes 

asociativas para, 810 
conmutativas para, 810, 81 1 
distributivas para, 8 10, 8 1 1 
linealmente 
dependientes, 799 
independientes, 795, 798, 810 
modulo (o intendsidad) de un, 788, 805 
multiplication de, 8 1 1-833, 833-845 
cruz, 834 
escalar, 793 

negativo de un, 792, 810 
normal, 822, 985 
inferior unitario, 1124 
saliente unitario, 1113, 1126 
superior unitario, 1 124 
unitario, 882 


Vector(es) (continua) 
ortogonales, 814 
paralelos, 813 
perpend icu lares, 814 
producto cruz de, 833-845 
producto punto (escalar o interior) de, 81 1-833 
definicion de, 8 1 1 
proyeccion, 816 

proyeccion escalar de un, sobre otro, 815 
representation de posicion de un, 788, 805 
representation de un, 787 
resultante de dos, 791 
suma de, 790, 806 
sustraccion de, 792, 806 
tangente unitario, 882 
teorema de Pitagoras para, 821 
torque, 844 
triple producto 
escalar de, 837 
vectorial de, 837 
unitario, 795 
velocidad, 897 
Vectorial(es) 
an^lisis, 787 
campo(s), 1078, 1082 
conservador (o conservative), 1084 
de estado estable, 1082 
definition de, 1082 
gradiente, 1084 
ecuacion, 865 
espacio, 795 
real, 795 

base del, 795, 808 
dimension del, 796 
funcion(es), 865-912 
Calculo de las, 872-882 
continuidad de las, 869 
definicion de, 865 
derivada de las, 873 
diferenciabilidad de las, 874 
integral indefinida de, 877 
lfmites de, 869' 
magnitudes, 787 
triple producto, 837 
Velocidad, 787 
campode, 1082 
con respecto a la tierra, 792 
con respecto al aire, 792 
de una particula, 1 34 
de salida, 904 

en el movimiento curvilfneo, 897 
instantanea, 134 
promedio, 133 
vector, 897 
VOrtice(s) 

de un dngulo, 1201 
de un rectangulo, 1028 
de una elipse, 1 1 84 
de una hiptibola, 1 193 
de una parabola, 1 169 
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Vida media (o semivida), 459 x ( continua ) 

Volumen eje, 799 1150 

de lin solido, 382 interct^ uon, de un piano, 824 

de revolueion mediante el metodo de 


arandelas, 386 
capas cilmdricas, 391-397 
discos, 384 
definicidn del, 382 

mediante el metodo de tfebanado, 382 
elemento de, 38 1 


y* ' 

coordenada, 799, 1 150 
eje, 799, 1150 
intercepcidn 
de un piano, 824 
de una recta, 1 162 


Wallis, John, xxvii 

Weierstrass, Karl, xxvii z, 

eoordenada, 799 

x , eje, 799 

coordenada, 799, 1 150 intercepcidn, de un piano, 824 





